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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

1078.
(1872. p . 191, 1<H(», p . 3bo

(ht iloitne une courbe plane quelconque et la tangente at
<iu point a <lc cette courbe. On mène la corde bc parallè-
lement à ht tangente at. Lorsque bc se rapproche indéfi-
niment de at} en restant parallèle à cette droite, on
'fernando :

[ La limite des positions de la droite ae qui joint le
point a au milieu e de la corde bc. On obtient ainsi à la
limite la droite que M. Transon a appelée axe de déviation
de la courbe en a :

> ' La limite des positions du point de rencontre des axes
'/'• dci iation de la courbe en b et c\

! La limite des positions des droites qu'on obtient en
pa'xnant le point a aux points d'intersection des cercles
oscillateurs de la courbe donnée en b et c\

i La limite des positions du point de rencontre de la
< "i'd<' commune à ces deux circonférences et de la tan-
gente at.

MANNHEIU.

SOLUTION *

Par M. .1. SEII.

1 • Soit Ox la langente en un point O de la courbe/(XY) = o.
l^ns la région voisine de ce point, on peut exprimer X en
'onction de Y par une relation de la forme



les constantes p> m, q?r... étant déterminées par la condi-
tion que si l'on substitue la valeur de X dans l'équation ƒ = o

3.

les termes en Y, Y*, Y2 . . . seront successivement nuls.
La droite Y = by coupe la courbe en deux points Mt et M2

dont les abscisses bxt et A#* s'expriment en fonction de \/Ky

au moyen de l'équation (i) , le signe positif du radical corres-
pondant par exemple au point Mi de manière que si l'on pose
V/AK = e, on ait

(2) A^i =ƒ?£ 4- w e 2 + qsi-h /'£4-|-

Soit Aat l'angle de la tangente en Mj avec dx. Nous aurons

1 >s

tangAa,
P îq «

(3) sinAai = tangAa^i -4- tang2Aa1/)
 2

! tang Aa3-h . . .

__ 1 s / 2 / H 4

~ 7 V1 " "7"*
4 m2 — $pq —

La droite X = m Y est évidemment Vaxe de déviation OD
de la courbe au point O.

II. Transportons l'origine au point Mj et prenons pour
nouvel axe des X la tangente M1X1 en Mj. Les formules de
transformation seront :

!
X = \xi -f- Xi cos Aai — Yi sin Aa!,

Y = Ay -4- Xi sinAai-h YjCosAoti,

^ X , = (X — Aai) cosAat-HY — A<x)sinAal,
( o) \

\ Y, = —(X —A

La substitution (5 ) dans l'équation ƒ = o nous donnera une



( 5 3 )

équation ƒi = <>> d'où nous déduirons un nouveau développe-
ment

En menant aux anciens axes de coordonnées nous aurons
pour équation de l'axe de déviation M1D1 relatif au point Mi

— (Y— tky)(nt\ cosAaj — si

Dé\eloppons cette équation en nous bornant aux infiniment
petits du premier ordre et en posant par suite

mi = m -+-
nous obtiendrons

\ — »iY + Aax ( m X -+- Y — u Y ) — \x{ = o.

Nous aurons de même pour l'équation de Taxe MtD2 relatif
au point Mj

\ — HÎYH- Aa2(/>iX -4- Y — fiY) — A r 2 = o .

Et comme A#I-H Aa?8 et Ao -̂h Aa2 sont des infiniment petits
•lu second ordre, la limite de l'intersection des deux axes sera
le point déterminé par les équations

i X —mY = o,

=
-h m 2 — àu) 2(1 -4- m 2 — ( J L )

Ce point se trouve donc, à un infiniment petit du second
ordre près, sur l'axe MD. Sous une autre forme on peut dire
'lue le lieu du point de rencontre des axes relatifs à deux
points Mj et M2 situés sur une parallèle à la tangente O#
admet l'axe OD comme tangente d'inflexion.

Pour calculer JJL, effectuons les opérations indiquées plus
haut. La substitution (5) réduite aux infiniment petits du
premier ordre devient

M =Y,-4-Aa,X,.
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D'autre part, nous pouvons, dans le xoisinage des [Joints O

et Ml? remplacer la courbe ƒ par celle qui est représentée par
l'équationl'équation

do) 9 = (X— mY - r Y 2 - . . . ) 2 - \ ( / ) -< / V

et nous obtenons après substitution

= ( i — > m A*/j ) X2 — > f m -+- i ipq -+-1 — m1) XJI J \ \ -h . . .

d'où nous tirons

m -f- (ipq -r i — tu2) Axt

et finalement

( i ) ) \x = m2 -f-1 -i- 2/77.

I/interprétation du coefficient \x e t̂ facile. Soient «> langle
de l'axe MD avec la normale MY en O et fv-nA<r l'angle

D J M J Y J ; nous avons <'\idemment

tangw = /// tang(o) -f- Ato 1 = ni -f- \x\y.

et pat sui te , comme approximat ion du premier o rd re ,

tang( w — A(o; — tangco

Aw Ao)
= —— (1 -+- tang*(ö) = ( 1 -i- />ia) — - ;

Aotj Aai

quand \x est nul, la variation de w ê -t donc un infiitiment
petit du second ordre par rapport à Aa2.

En portant la valeur de \x dans fes équations ($) nous obte-
nons pour les coordonnées cltr point d'intersection r()y0 de«
axes M,D, et M2D2

(le lÓMiltat s'interprète immédiatement. H résulte en effet
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du calcul precedent que nous n'avons eu à faire intervenir
dans les équations/et <p que les coefficients m, p et q1 et tout
>o passe par conséquent comme si nous avions cherché le
point de rencontre des axes de direction relatifs à deux points
de la conique

(X — m Y )2 — p Y (p -+- <iq Y ) = o

<|ui se coupent naturellement au centre.
On peut donc conclure des considérations précédentes :

/. 'enveloppe des axes de déviation est le lieu des centres
des coniques ayant avec la courbe un contact du cinquième
ordre.

Lorsque ;JL est nul on a la relation

p-(i-h m- ) //* 1>o

r* -t-Vf, = -F—* ~ i— TT = H2 cos2 to

P2

puisque -— est le rayon de courbure en O. Dans ce cas le

point xoyo est la projection sui OD du centre de courbure.
Kdectivement, si l'on considère le déplacement infiniment petit
«le l'angle DOX considéré comme invariable, le centre instan-
tané de rotation est le centre de courbure qui se projette bien
sur OD au point où cette droite touche son enveloppe.

111. Le cercle de courbure au point Mt a pour équation,
dans le système d'axes MiX! Yt,

XJn- Y? -•2R lY 1 = o

et par conséquent, dans le système \<>Y,

— -2 Kj (Y — \y) cosAai — (X — \r{) s>inAat J = o

L'axe radical des centres de courbure en Mj et M2 est donc
droite

qui coupe la tangente OX en un point H dont Tabscis&e h a
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pour valeur

— R2 A#2sin Â ,
— R2sinAa2)

Les valeurs principales du numérateur et du dénominateur
sont les termes en tz dans leur développement. Il suffit donc
de former ces termes. Remarquons que, pour le calcul, nous
n'aurons besoin de développer Ri en fonction de e que
jusqu'aux termes en s2.

Posons donc

= / > ( £

s i n A a , = — (z

Nous avons immédiatement

A:r, — &Xz =

j — R2sin Aa2 =2[ /?s - f - (6 -Hcr

Ri Ari sin A«! — R2 k#î sin Aas = a/?2 ( h a -+- p j

et, par suite,
_ />(2a-f-p) .

a et & sont donnas par les formules (1) . Pour calculer p et <rT
partons de la formule

Nous avons ici, en nous bornant aux infiniment petits du



deuxième ordre,

/ P 3 Y

y,t p 3q p / 3g \

et. par suite,

(i6j R ! = — ( H - H -s e2. ) ( i £2J

I - l % £2

/ / 6/î I 2 / ? 1 + I2OÛT-f- 6
= — ( H £ 2

'2 \ p

Kn remplaçant a, 6, p et <r par leurs valeurs, il vient fina-
lement

, p'lm Rm

' 4 ( in* -*-1

La corde commune aux deux cercles est donc parallèle à la
tangente lorsque \i est nul.

Quant aux droites qui joignent le point O aux points d'in-
tersection des deux cercles, leur équation est de la forme

Y2-4-C2PQ = 0 <

lilles se réduisent donc à Ja limite à la droite double O \ .
^e résultat est à peu près évident a priori et je ne vois pas
bien dans quel but M. Mannheini a posé la question. Peut-être
a-t-il eu en vue la détermination des droites P = o, Q = o,
dans les équations desquelles intervient le quatrième terme du
développement de Ri, ce qui exige l'introduction du terme rYi

'lans le développement ( i) et complique Ia q i ïstio i.

1092.
(1872, p. 478; 1916, p . 322.)

On a deux cercles dans un même plan; le premier est
parcouru d'un mouvement uniforme par un point M, et le

n. de Mathémat., 4« série, t. XVIII. (Févr. 1918.) 5



( 5 8 )
second est parcouru en sens inverse et d'un
uniforme par un point m ; la droite élevée à chaque instant
par le milieu de la corde M m perpendicuFairement à
cette corde enveloppe une conique; construire cette conique.
Trouver lu propriété analogue de i'çspaee.

L\GUERRE.

SOLUTION

Par M. l\. BouvAisi.

L'énoncé est incomplet; il faudrait encore indiquer une rela-
tion entre Içs vitesses angulaires des points M et m. Si d'ail-
leurs on se reporte à une proposition analogue de Lagueriv
énoncée dans le* Mémoire sur la géométrie de la sphère
( Œuvres, t. II. p. 36o), on est conduit à admettre que le^
points IVlet m déciivent leurs trajectoires dans le même temp*».

Soient alors

(c„, ) = (x — a )*-r-y1 — r2 = o

les deux trajectoires: la droite Mm sera

r [(R — r) cosep — a \ -+-JK( K ~+- r )sin cp

a~ -»- r2

transportons l'origine au point x = — > j = o : l'équation de

l'enveloppe de Mm CM

)* (R— r)*— a9

maintenant que les ceixl^es (CM), (<î/«) soient
ans Tespace; no*is aurons
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la droite IVI m sera

x — a cos y Y — 6sin<p _ z— cs-in^— h

le plan perpendiculaire au milieu de M ni sera

< if*®[a'(a — R) — R#"o] -t- sin o[y(t> + R ) + Rj'o i- c(z — / H |

<jiii enveloppe le cône da second ordre

r ^ o - . r . v , , — A - H

1363.

O/i donne une ellipse: on prend le triangle acô formé
/><(/' les deux tangentes ca et cb à celte courbe et la corde
<h contact ab et Von détermine le point m d'où Von voit
SOK s des angles droits les cotés du triangle abc. Quelle est
l't surface, lieu des points tels que m, lorsquon prend
fous les tricuiçles- analo#u-es à acb ?

VI \XNHEIM.

SOLUTION

Pat M. I». HOUVAIST.

suil H 1 orthocentre (Ut triangle abc\ M Ton porte, sur la
perpendiculaire au plan de l'ellipse en H, une longueur l&nt
t'ffale au ra\on du cercle conjugué au triangle abe, ni sera un
point du lieu<. Le cercle de diamctie Clf coupe ab endes points
< «Mijugué*: par rapport à a et b. il c«t orthogonal au cercle
«le Mongc i\c k'elhipse; par suN« (l et M* <*MM ooinjtfguési par
«apport à ce cercle; GH étant d'autre part perpendiculaire
'» cib, c e^t sur l'hyperbole d'Apollonius de'M par rapport à
J ellipse. V un jw)int ÏI correspondent cfevx points G, la surface
1 ni) sera donc du quatrième ordre, sa section par le plan de
• lli rora te Met» des p<wnis H tels» que le iriattgft* aeè soit

: ce ^pra donc le cercle de Mon«r d'e' Teitipsó Cl



l'ellipse elle-même. Ces résultats suffisent presque à montrer
<jue la surface (m) est la surface de l'onde dérivée de l'ellip-
soïde

Un peut du reste le voir facilement comme il suit :
Si #oi Ya sont les coordonnées de H, les coordonnées de (\

seront liées par les relations

a—b*xyo=£ c*xy:

«1*011

l'où enfin

^2a?5 r/2.^ö i ci*-h b* )zl

ôquation qui représente la surface de l'onde déliée de rellip-
>oidc

— I = o.

A « lies notes de M. H. BIUH vun cUUerieures à la réimpression de
renoncé en 1916.



1390.
• 1 8 8 2 , p . x \ i . )

Considérons Véquationf(x) = o qui a toutes ses racines
réelles; K désignant un nombre réel arbitraire^ supposons
(/ne l'équation j\x) H-K = o ait m racines imaginaires.
Démontrer que l'équation

•/ m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires.
LAGuERRE.

SOLUTION

Par M. H. KRICARD.

Commençons par rappeler un fait bien connu. Soient
«i, . . . , an les racines, supposée* distinctes pour simplifier,
de l'équation

< >n a
/ ( a ? ) = Ai.r — «! ) . . .(^r — «„ ) ,

V étant une constante; d'où, en prenant la dérivée logari th-
mique,

L
ƒ

•M en déii\ant encore une fois.

ƒ2

Les « ('tant rceU. il îexulte de là que, pour toute valeur
réelle de x. on a

ƒ"-ƒƒ">"•

On voit de même, l'équation ƒ ' = o ayant aussi toutes ses
iMcines réelles, qu'on a, pour toute valeur réelle de T,

Cela rappelé, écrivons l'équation proposée



on posant

On a r

y "2

il résulte donc de l'inégalité (2) que, dans tou* les inter-
valles où cp est continue, <?' a le signe de ƒ ' ,

Soient alors b/t et bh^\ deux racines consécutive^ de l'équa-
tion

ƒ =<>:

r variant dans l'intervalle f£ / o bft, j ), cp p.is«c de la valeur

à la vale ui-

en \ar iant toujours dans le même sens. Ces deux valeurs sont

de signes contraires. La même fonction devient une fois infinie,

car l'équation /" = o a une racine et une seule dan^ l 'inter-

valle considéré, filnfin, elle ne s'annule pas, en vertu de l 'iné-

galité ( ! ).

La courbe y — <p, dans l'intervalle considéré, ,i donc lune
des formes représentées ( fi^. \ et Jig. > • :

Fijç. '• Kip. ».

Sur chacune de ces llgcire^, \à courbe

.>'=-ƒ

st représentée en pointillé.
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ti résulte de l'inspection de ces tracés qut, dans l'intervalle
é, l'une de* équations

et une seule de ces équations, a une racine et une seule. Cette
lemaïque s'éiead aux intervalles (~oo, &,) et (&*-i, o©),
om me on le \oit aisément, et le théorème énoncé &'«n déduit

immédiatement.

1392
(1882, p . 142 t

S/ l'équation

tt-^6r-4-c^ + . . . - / i .r" = o

a toutes ses racines réelles, démontrer que, w étant une
quantité réelle quelconque plus petite que l'unité, l'équa-
tion

a -+- b (o x -h c M * ;r2 - i - . . . — A io"a orn = o.

" également ses racines réelles. LAGUERRE.

le polynôme

1393.
(1882 p 142 )

qu'en ajoutant a ce polynôme un certain nombre
de termes de degré supérieur à /i, on puisse obtenir un
"utre polynôme f (x), tel que l'équation f (x) = o ait toutes
ses racines réelles; démontrer que l'équation

a\X
n\ {n — i)' y\

't toutes ses racines réelles. LAGUEURE.

SoLüTIO^

Par M. R. BRICARD.

l̂ ans son beau Mémoire Sur la théorie des équations
"Amériques, Laguerre établit le théorème 1392 (Œuvres,
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t. I, p. 35) en s'appuyant sur des considérations d'un ordre
assez élevé. On peut en donner une démonstration plus élé-
mentaire, dont le principe s'applique aussi à la question 1393.

Soit <p(#) = o une équation algébrique ayant toutes ses
racines réelles. En appliquant le théorème de Rolle à la fonc-

X

tion e "9(3?), a étant un nombre réel quelconque, on recon-
naît immédiatement que l'équation

cp(a* ) — acp'Y x ) = o

a aussi toutes ses racines réelles.
Une double application de ce théorème, d'ailleurs bien

connu, montre que, a et b étant deux nombres réels quel-
conques, l'équation

a aussi toutes ses racines réelles.
Plus généralement, soient a, 6, . . . , / des nombres réels

quelconques. L'hypothèse sur la réalité des racines de <p = o
restant toujours la même, l'équation

o - S «. G' -}-£«&. ' / — X abc. y'"-f-. . . = o

a toutes ses racines réelles.
Supposons que a, b / soient les racines de l'équation

Alors
v _ __ a'1 * v A _ an~i

~~ an *" ~ an

et Ton parvient à ce résultat :

Si l'équation (i) et l'équation o{x) = o ont toutes leurs
racines réelles, il en est de même de i'équation

Cela posé :

i" Faisons y(x) = Tt'+n, p étant un nombre entier nul ou
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positif quelconque. On a

c p ( « J = (/> - f - 1 ) . . . ( ƒ > -4- n)xi'.

L'équation obtenue en remplaçant dans (2; cp et ses dérivées
par leurs valeurs a p -h n racines réelles. Le premier nombre
eM divisible par xP. En supprimant ce facteur, on voit que
l'équation

ao(p - M ) . . .(p -+- / i ) - i - . . .

-4- « / , ( / ? - h // -+-1 ) . . . ( / ? -I- / i ) .r7' - 4 - . . .

qu'on peut écrire

a toutes ses racines réelles.
Si l'on remplace x par pxy l'équation obtenue, qui peut

* 'écrire

a encore toutes ses racines réelles.
On sait donc déduire d'une équation (1; à racines toutes

ivelles une équation f3) à racines également toutes réelles.
On peut appliquer le même procédé plusieurs fois de suite, et
l'on voit en définitive que, quels que soient les entiers positifs/?
et A. l'équation

flo + . . .+ h\ï
i-f- - ) . . . i - i - - )

\ P P

a toutes ses racines réelles.
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Faisons maintenant croître indéfiniment p et X, de telle

manière que le rapport - tende vers un nombre positif quel-

conque donné a. On a, quel que soit le nombre donné À~,

i- / kY v f
lim f i n — ) = iim (

\ PI \

i-

lim f n ) ( H
P

en sorte que fe dénominateur du coefficient de xh tend vers

— e* - =
en posant

On voit ainsi que Féquation

a toutes ses racines réelles.

Remplaçant enfin x par — > on obtient le théorème 1392.

Le passage à la limite dont il a été fait usage est légitime,
parce que les racines d'une équation à coefficients variables
bont des fonctions continues de ceux-ci, et que d'autre part In
limite d'une quantité réelle variable est elle-même réelle.

Le procédé par lequel on a passé de lYquation H) à l'équa-
tion proposée est celui même qu'emploie Laguerre dans le
Mémoire cité.

>° En faisant o = xtn(m < n) dans l'équation (a), on obtient
un énoncé qui ne diffère que par la notation de 1398-

1402.
1 1 8 8 2 , p . 2 » o . 1 9 1 6 . p :-M ».

La somme des p**™*$ puissances des diviseurs de n est
égale, en moyenne, à

E. CKSÀ



1403.
( 11*82, p 2 , 0 , 1916, p .01

//. b, c, . . • étant les diviseurs de n, on <?, en moyenne,

p __p p __ 1 1 1
4i ~ p b -+- p C -f- p ' ' ' ~~ > ' 3 y/

lî. CKSÀRO.

1438.
(1883, p 23g, 1916, p V )

/ a différence entre le nombre des diviseurs impairs et
i' nombre des diviseurs pairs d'un nombre entier est
* ̂ (tle, rn moyenne, à /2. E. Ci,s*ttO.

1439.
( 1883, p. 2"<) , 1916, p ,ip )

/ /' nombre des diviseurs de n est égal, en moyenne,
il E. CKSÀRO.

1440.
1 8 8 i , p > 5 < i , 1 9 1 0 , p 1«j» )

/ ff somme des inverses desp/c"""! puissances des diviseui s
'I' fi est ci:aie, en moyenne, à

E. CESÀRO.

1441.
v 1 8 8 3 , p 2 3<), 1 9 1 6 , p . <r )

r/, b, (\ . . . les diviseurs de n. La somme

a b c
pa ph p(

1
• . en moyenne, à •J p — i

E. CLSÀRO.



1442.
188:5, p . 23o; 1916, p. 39a.)

fin) étant la somme des restes du nombre entier n.
divisé par tous les nombres entiers qui le précèdent, on <t

v fin) ~*
1 1 1 1 1 • = 1 •

n2 17.
K. GKSÀUO.

SOLUTION

Par M. R. GOORMAGHTIGII.

Ces théorèmes sont démontrés dans le Mémoire de Cesàro
Sur diverses questions d'Arithmétique {Mémoires de la
Société royale des Sciences de Liège, i883j : n° 14-02, p. 118;
no 1403, p. I 3 I ; n°1438, p. 133 ; n° 1439, p. 12$; n° 1440, p. 116;

n" 1441, p. 1-19; n" 1442, p . i83.

Autres Notes de M. L. POLI.

1435.
• 1883, p. I'I', . )

Quatre demi-droites A, B, G et D sont données; soient a
le point où A est touchée par le cycle inscrit dans le
triangle ABC, et d le point où D est touchée par le cycle
inscrit dans le triangle DBG; démontrer que le point
milieu du segment ad est sur Vaxe radical des cycles
inscrits dans les triangles ABD et AGD.

L AGIT ERRE.

SOLUTION

Par H. BRICÀRD.

L'énoncé 1435 résulte de la relation remarquable suivante
entre les distances tangentielles mutuelles des quatre cycles
que touchent quatre semi-droites prises trois à trois (la dis-
tance tangentielle de deux cycles étant la longueur de l'une
de leurs tangentes communes) :

La distance tangentielle de deux quelconques de ces
cycles est égale à la distance tangentielle des deux
autres.
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On peut démontrer cela, avec les considérations de signes

qui contiennent en géométrie dirigée, en s'appuyant sur la
formule suivante : soient a, (3, y les sommets du triangle formé
par trois semi-droites A, B, G; a, b, c les points de contact
a\ec ces semi-droites du cycle qui les touche. On a, en gran-
deur et en signe,

les segments ac, a48, . . . étant susceptibles de signes, puis-
qu'ils sont portés par des droites dirigées.

On peut aussi procéder comme il suit : partons de ce théo-
rème élémentaire :

B. C, D étant trois points quelconques, le cercle BGD et
ld droite BC, par exemple, se coupent sous le même angle
que les droites BD et CD.

Kn transformant par inversion par rapport à un point A,
<n dehors du plan BGD, on a ceci :

Etant donnés quatre points quelconques d'une sphère,
les quatre cercles qui passent par ces points pris trois à
trois sont tels que deux quelconques de ces cercles se cou-
pent sous le même angle que les deux autres.

Considérons maintenant la figure réciproque de la précé-
dente sur la sphère. A cet effet, faisons correspondre à un
point de la sphère le grand cercle qui a ce point pour pôle,
et dirigeons ce grand cercle de telle manière qu'il ait le point
en question à sa droite, par exemple. Alors à un cercle quel-
conque correspond un cycle enveloppe de grands cercles diri-
gés, la direction de ce cycle étant donnée par celle de ces
grands cercles. Deux cycles ont deux grands cercles tangents
communs, correspondant aux deux points communs aux
vercles réciproques, et Y angle des cercles se transforme en
lft distance tangentielle des cycles. La proposition précé-
demment énoncée devient alors celle-ci :

Etant donnés quatre grands cercles dirigés, il existe
quatre cycles qui les touchent trois à trois, et la distance
taiigentielle de deux de ces cycles est égale à celle des
deux autres.



Si maintenant oa fait croître indéfiniment le rajon de Li
sphère* on obtient la proposition que nous avions en vue.

Gela posé, démontrons l'énoncé 1435.
Soient respectivement (a) , ( £ ) , (7) , (§) les cycles inscrits

dans les triangles BCD, ACD, ABD, ABC. La distance tangea-
tielle des cycles (y ) et (§) est égale à celle des c ) d e s (a i
e t ( P ) . Autrement dit la puissance du point a par rapport
à (y) est égale à celle du point d par rapport à (($). De même
la puissance du point a par rapport à (^) est égale à celle
de d par rapport à (7) . Désignons alors par ^, y, Rp et Ry Fe«
rentres et les rayons de deux cycles ( j3) et (7 ) , et soït enfin l
\c mflreu de ad. On a, comme on vient de le voir,

d'où, par addition,

ce qui, pai le théortme de Stewart, se ramène aisément A

Le théorème est ainsi démontré.

Autre sohiitoi» par M. Ifr. GootrwiGii'PiG»,

1511.
f ISH, p V«>, 1 9 1 b 9 3 ( ) , )

O/i donne an hasard, dans un plan, quatre points, et
l'on en prend un comme centre d'une conique passant par
les trois autres. Démontrer que cette conique est, arec
autant de probabilité", une elFîpse ou une hyperbole.

OESAIIO.

• SOLUTION

ï'.ir W. X. CHAPUR.

Prenons tJui* poinis» qu^lco«q««s. A, B, €L daMi» un p4»» et
cherchons dan* quelle région du plan doit se trouve* *
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trieme point O pour que fa conique, de centre O. passant par
\. B, C, sok nne ellipse.

Les trois points quelconques A* B, G déterminent un
triangle ayant ces points pour sommets. Lorsque le point O se
tiou\e sur un des côtés du triangle ÀBG, la conique de
rentre O et passant par A, B, G, se réduit à un système de
deux droites. Les côtés du triangle ABC sont donc les fron-
uères des régions on pl»i> pour lesquelles la coniqme à centre
cherchée change de aatwre (ellipse «m hyperbole).

On ^ifc ainsi que, si le point O se trouve à l'intérieur efft
triangle ABC ou à l'intérieur des angles formés à- partir de
chaque sommet par les prolongements des cotés qui s'y croi-
sent, la conique cherchée est une ellipse; si le point O est
choisi dans une des trois autres régions du plan, la conique
est une h\perbole.

Ceci pose, choisissons un paint dans l'intérieur I\VL triangle
ABC. par exemple le centre de gravité G de ce triangle.
et de ee point comme centre décrivons un cercle au rayon
duquel nou> donnerans des \aJeurs de plus en pkis grandes.
A la limite, ce cercle comprendra toute la supeificie du plan.

1*0111' chaque valeur du ra}oa, construisons la figure à une
cc helle, telle que le ra)on du cercle soit représenté par une
grandeur constante.

Via limite, le rayon croissant iiwlé fini ment, le triangle ABC
ĉ réduira sur la figure au point G et les régions du plan se

léduiront à six, deux à deux opposées par le sommet et d'aires
«gales; dans ch$efue groupe de deux régkwre égales, il y en
•'ura une déterminant une ellipse et l'autre déterminant une
li)perbole. A la limite, les superficies totales des régions du
plan dans lesquelles, le ckoixd'u» point O entraînera la déter-
mination, soit d'une ellipse, soit d'une h> perbole.» sont donc
égales. Il \ a donc autant de probabilité à l'obtention, soit
-l'une ellipse, soit d'une Ji^p^rhoie, lorsqu'on pi end au basard
'l'abord Ws trois paims A, B, G puis le point O cpii dok
'le centre a ht camî ue cherch.ee.

Les coniques seniblablemenl situées qui ont même cercle
directeur sont inscrites au même carré. Démontrer aussi
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que, si deux telles coniques se coupent en M, les tangentes
au point M J'ont des angles égaux avec un côté du carré.

• K.-W. GENESE.

DEUXIÈME SOLUTION P)

Par M. R. B.

Il faut entendre par « coniques semblablement situées » des
coniques ayant des axes parallèles, et par « cercle directeur »
le cercle lieu des sommets des angles droits circonscrits à la
ronique. La question est dès lors facile à traiter.

i° Les coniques dont il s'agit sont nécessairement concen-
triques et coaxiales. Soient a et a', p et P' les points où leur^
axes rencontrent le cercle directeur commun. Les coniques
•*ont évidemment inscrites au carré ajia'P'.

9° Le théorème classique : deux coniques homofocales se
coupent orthogonalement se généralise immédiatement, par
une transformation homographique, comme ceci : Les tan-
gentes à deux coniques, en Vun de leurs points de ren-
contre, divisent harmonique nient V angle formé par les
droites joignant ce point à deux sommets opposés du qua-
drilatère complet circonscrit aux deux coniques. Dans le
cas actuel, deux tels sommets sont les points à l'infini des
côtés du carré ajâa'jâ'. Gela démontre la seconde partie de
l'énoncé.

\utres solutions par M. C. BOULLVSD et UN ABONNI'.

1617.
1 8 0 1 , |> ' » • , 1 8 9 2 , p . 1 2 < I , 1 9 1 b , p . <H>8. ï

(Enoncé modifie par l'autour de la question.)

Du point P du plan d'une parabole, on abaisse les trois
normales dont les pieds sont A, B, G : soient A', B', C' les
seconds points de rencontre de ces normales avec la para-
bole. Les cercles décrits sur PA', PBr, PC/ comme dia-
mètres déterminent sur BG, GA, AB des couples de points
eux,. ppf, YYI. Les droites A'a, B'p. C'Y sont tangentes à la

(') Voir 1916, p. \2\.



( 73 )
parabole. Les droites A'otj, B'^i, C'y! sont des diamètres
de la courbe en ces points.

M. D'OCAGNE.

SOLUTION

Par E.-N. BARISIEN.

La propriété énoncée pour Tune des normales s'étendra par
t\métrie aux deux autres. Il suffira donc de la vérifier pour
la normale APA' par exemple. Il est inutile de faire intei venir
le cercle de diamètre PA' : il suffira de démontrer que les
angles PaA' et PoqA' sont droits.

La parabole ayant pour équation y1=ipx, nous allons
utiliser les formules de M. H. Brocard (N. A., 1892, p. 4*-Jo*).
Les ordonnées de B, G et A étant — 6, — c, (b -t- c), les coor-
données du point P(£, ?)) et les ordonnées de A', B', C' sont

j, 1 p2 -+- b2 4- c2 -+- bc bc(b-+-c)

"••>»• = — ' JT/ = — F — » -TA- ( 6 + c )

L'équation de la droite BC est

») o.px -+-(/> -h c ) ^ -h /J>C = o.

La tangente à la parabole au point A' a pour équation

Kn résolvant (3) et (4 ), on aura les coordonnées du point a.
Il restera à démontrer que Pa est perpendiculaire à la tan-
gente A'a. Si l'on résout (1) el l'équation

h (b -+- cf\y |2/>2-f- (b -h c)2\2

PX b -\- c 2( b -h c)*

>n trouve, pour les coordonnées de a.

= o,

(5)
[2/?2-h (b -h c)2]*— bc(b

Mathémat.y 4P série, t. WIII. (Févr. 1918.)



Le coefficient angulaire

(G)

Celui de Pa

ri —y*
\ — x& 'xp

bc(b-hc)*\.

P
y*

est

bc {b -h c )
2/7*

2 . ^ £*-+- C 2 -4-

*/>

(

de

6c

:4
a A'

/

l

ip*\

)

est

-f-(6-+-

-K6-+-
^ -H C) | .

2 /9 2 -4- ( i

1

c) 2

C)»]

•-4-e;

2 _

4-

c)
»2-

- 6c(6 -4-c)2

(6-4-c)*]

-4- (b -4- C)2 J

En ordonnant le numérateur et le dénominateur par rap-
port à /?, on trouve

, _ 8 p«-h 8 p

Or, si Ton effectue la division du numérateur en /?6 par le
dénominateur en />;, la division se fait exactement, et le quo-
tient est 2/?2-h (6 -H c)2 : de sorte que \i se réduit à

(;, u = î£LJL^±£i .
^ l p(b-hc)

En comparant (6) et (7), on a immédiatement JJL[A' = — i .
L'angle PaP' est donc bien droit.

Si A'aj est un diamètre de la parabole, on a pour l'ordonnée
de aj

,8, r», = .n =

L'abscisse du point de rencontre de À'aj avec BG est donné
par (3)

'xpx^^— {b^- c)yXt—bc = 'ip2^r(b 4- c)2— bc.

Donc
b2 -H c* -4- bc ,.— = 5 .



Par conséquent, Potj est bien perpendiculaire à A'«j. oc, est
donc sur le cercle de diamètre PA'.

Remarque. — L'équation du cercle décrit sur PA' comme
diamètre est

xï+.y* — {\ + xK>)x — (

„ o )
bc(b-+- c) [>./>2-f- (b-h c)2]

2/?2 b -+- c y

4 ƒ>* ( 6 -f-

Son intersect ion avec la dro i te ( 3 ) d o n n e donc les va-

leurs ( 5 ) , ( 8 ) et ( 9 ) qu'il serait fort c o m p l i q u é de ca lculer en

résolvant ( 3 ) et ( 10 ) .

1629.

( 1 8 9 2 . p . i i ; 1916. \ ) . .!.)', .)

Soit B le centre de la sphère osculatrice, en A, à la
ligne (A). Soit G le centre de la sphère osculatrice, en B,
à la ligne (B). Démontrer que AC engendre une surface
développable, et chercher les lignes pour lesquelles A G
pivote autour d'un point fixe.

GRSÀRO.

SOLUTION

Par M. M.-F. EGAN.

i . Soient a, a', a" les cosinus directeurs de la tangente
à (A) au point A (a?, y**)\ soient b, b', b" ; c, c', c" ceux de
la normale principale et de la binormale, et soient /*, t les
rayons de courbure et de torsion. Désignons par a, a', . . . , p,
~ les éléments correspondants de la courbe (B) au point
B(;, rh Ç) et par A. . . . , R, T, les éléments correspondants
en G(X, Y, Z).



D'après les formules de Frenet, on a

da __ b db __ a c cfc _ b
(1) ~3J-T Ts""!"!' ds~ t'

On trouve facilement

(a , Ç-^ft,—c/J, ...

avec deux équations semblables. Si Ton differentie cette équa-
tion, en tenant compte des formules (i) et en désignant par tfo
l'élément de l'aie de (H), on t ro ine

( ^)

ou 1 on a mis
/' d / dr

m = - -h — I t
t c

De l'équation (3) et des deux autres semblables on déduit
que de = zh m ds. On peut évidemment disposer du signe de
de ; ds, écrivons donc di = m ds. Il s'ensuit que

a = — c.

En dillVreutiant encore, on trouve

p ds ~ ~~ 1 '

On peut encore disposer du sens positif de la normale prin-
cipale à ( B), nous pouvons écrite

? = — b% p = //?/.

Il s'ensuit que

et en dififérentinnt l'équation B = — 6, on trouve que
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Passons à la courbe (G). Le même raisonnement donne

A = — Y = tf,

B = — $ = b,

C = — a = c,

= \irn ds,
d / dr

= /?* ds.

da\ di

L'équation A = a montre que les tangentes à (A) et (G)
aux points A et G sont parallèles, donc la droite AG engendre
une développable (A).

"2. Si (A) est un cône de sommet O, les courbes (A) et (G)
sont visiblement homothétiques par rapport à 0, la valeur
de dS ; ds est donc constante, et Ton a

( '> ) ij.ru = A.

Get te c o n d i t i o n es t su f f i san te . On en t i r e en effet

dX = A dS = a JJ. m ds = À* dx,
X — ro= k(x — x0),

avec deux équations semblables pour Y et Z.
Substituons dans (5) la valeur de um on fonction de /• et t,

on trouve la condition

Mi) |7 d\2 1 17 ^
W ds! J L\ ^

= kr

pour que ( A) soit un cône.

3. Pour exprimer r et t en fonction de 5, il faut adjoindre
à (6) une seconde équation. Supposons par exemple /==const.,
on doit avoir k = i ; on serait porté à conclure que (A) est un
cylindre lorsque (A) est une courbe de courbure constante.
Ce serait une illusion, puisque dans ce cas les points A et C
se confondent. Cherchons en effet les cas où cette particu-
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larité se présente. On a

~- ct-r> X — X = 3o — vt-r> = — bp-^-ar-y-yds k ' cfa k cfads

donc
_. do j . v dr
X — T = ar-j- -i- ù(r — p ) — et -=- •

ds ' ' ds

Pour que A se confonde avec C, il faut et il suffit qu'on ait

r = p = const.

Or, si /• est c o n s t a n t e , m = / • ; / , p = mf = r, donc les

courbes de courbure constante sont les seules pour les-
quelles A et C se confondent.

Supposons encore que l'on ait t = hr, c'est-à-dire que (A)
soit une hélice sur un cylindre quelconque. Mettons de = ds '. r,
l'équation (6) devient

qui donne r en fonction exponentielle de e. On a s = I r

s sera donc une fonction de s de même forme.
En mettant h = 1, on tiouve la condition que (A) soit un

cylindre, et en mettant À* = o on trouve la condition que (C)
se réduise à un point, c'est-à-dire que (13) soit sphériqtie.

L'équation (G) s'intègre facilement lorsque /- = As, // étant
une constante.

Mettons en ffîet

On trouve

*~=6, s = e\ r = /ie^.ds

1657.
[ 1 8 9 3 , p . . > 1 , 1 9 1 f i , p . 3 2 i . l

On projette orthogonalement un ellipsoïde sur tous ses
plans tangents. Déterminer : i° l'équation de la surface
qui limite la région occupée par toutes les ellipses de
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contour apparent ainsi obtenues; 2° le nombre dès points
de contact de cette surface et de Vaxe.de ces ellipses.

MANNIIEIM.
DKUMËME SOLUTION (*)

Par M. J. SKR.

I° Soit C le cône de sommet M circonscrit à l'ellipse E et
soit C' le cône obtenu en menant en M les perpendiculaires
aux plans tangents à C. Les deux cônes se coupent suivant
quatre droites. Soit MT l'une d'elles, tangente à l'ellipsoïde
en T. Le plan MH qui lui est perpendiculaire est tangent
A l'ellipsoïde. Par suite, le point M qui est quelconque est de
quatre manières un point de la projection orthogonale de E
sur un plan tangent.

Les droites MT sont réelles ou imaginaires. La surface cher-
chée S sépare ceux des points M qui correspondent à des
droites réelles de ceux qui correspondent à des droites ima-
^inaiies; elle est donc le lieu des points tels que C et C'
«oient tangents.

Ces deux cônes ayant mêmes plans principaux ne peuvent
ô toucher que suivant une génératrice MT' située dans un

plan principal; l'autre génératrice MT", qui est aussi de con-
tact pour les deux cônes, est alors perpendiculaire à MT'.

Le lieu cherché est donc celui des sommets des cônes cir-
conscrits à l'ellipsoïde E et qui ont une section principale
loimée de génératrices rectangulaires. C'est une surface des
ondes de Fresnel, d'après Mannheim (voir E. S. M., t. III,
p. 22-39, et les notes).

Mobilisé, je ne puis me rapporter aux références indiquées,
mais il est facile de reconstituer le calcul. Soit

Xx \y Iz

le cône circonscrit à E et de sommet M (a?, y, z). Si nous
cnivons cette équation

A' Y*-4- A"Z2^- 2 B"X Y -f- 2 B'XZ -4- 2B YZ -h .. . = o,

' j Voir 191'), p. 025.



Téquation en s est ici

L'une des racines est A-h A'-f- A", puisque la somme des
autres est nulle. On a donc

(A -h A'-f- A")£(AA' — B'2) - A = o.

lui développant l'équation Ci), on trouve

E2 . _ r* y2 ^2

C = JT* 4 - ^ - 4 - 5 l _ r 7 2 _ ^ 2 _ _ c 2 i

et le lieu après suppression du facteur E a pour équation

_ a'b2— b*c2— a2c2] -h ^ ? 2 ^ 2 r 2 K — o.

C'est une surface du quatrième degré comme le prévoit
M. H. Brocard (1916, p. 026). tëlle est formée de deux nappes
entre lesquelles se trouvent les ellipses de contour apparent.
Les points doubles sont ceux pour lesquels les deux cônes G
et G' sont confondus, G est alors de révolution et ces points
sont à l'intersection de S et des focales de E.

20 En un point M de S ne passent que deux ellipses qui sont
situées dans les plans perpendiculaires à MT' et MT". Si M
est au sommet de Tune d'elles, l'ellipsoïde E est inscrit dan*
deux quadriques pour lesquelles le plan MT'T"est plan prin-
cipal : le cône G et le olindre projetant l'ellipse. L'ellipsoïde
admet donc aussi le plan MT'T* comme plan principal.

Les points cherchés sont donc sur les courbes d'intersection
de S et des trois plans de symétrie de E. Ces courbes se
composent des trois cercles orthoptiques principaux et de
trois ellipses coupant chacune les deux cercles orthoptiques
non situés dans leur plan. Si nous faisons, en effet, z = o, par
exemple, dans l'équation C2), celle-ci devient

— a2— b2)
x [xi(b*-+- c ^ + z ^ a î + c 2 ) — (a2-r- c2 ) (b*-+- c2)] = 0.


