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[O'6h]
SUR LA DETERMINATION DES SURFACES MiNIMA;
Par M. C. CLAPIER.

D’apres les formules de Monge, une surface minima
peut étre déterminée comme lieu des milieux des
cordes qui s’appuient sur deux lignes de longueur
nulle. Celles-ci doivent satisfaire & la relation

dr?+ dy?*+ dst=o

que P'on peut écrire

(de +idzs)(dx —ids)=—dy?
Nous pouvons poser
dr +ids tane 2 dr —ids cot
—dy gy dy 2

d'ou Fon déduit, en introduisant une fonction arbi-
traire qui caractérise la ligne isotrope,

dr dy dz

=%(9)ds

- 0_ . ?
1—lan02(—{ 2 tang - i1+ tang? L
g g5 g >

et, par suite, avec une nouvelle fonction de o,
s dr = coso 3’((9) dey,
(1) cdy = sinyg(q)d?,
| as =i §(9) do.
On anrait une deuxiéme ligne isotrope, en posant
dr = cos ¥ §, (W) dV,
dy = sin¥ §, (V) d¥,
dz = — i §, (V) dV.

(2)

Soient M, et My deux points quelconques pris respec-
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tivement sur ces deux lignes isotropes, la surface
minima (M) est déterminée par

Zg+ Tp -+ Yo Bg+ %
(3) x:——a-—;——, =l—a—;L, z=..i‘Ti,

formules qui contiennent deux fonctions arbitraires
$(0) et §, ().

On aura des points réels, en prenant ces deux fonc-
tions imaginaires conjuguées, ainsi que les paramétres
oetW.

Les quadratures peuvent s’eflectuer, dans le cas ou
chacune des fonctions est la somme de la dérivée
premiére et de la dérivée troisiéme d’une autre fonc-
tion

F@)=F(p)+F"(g), Fuy)=rf(¥)+/"(V);
on obtient alors, sous forme explicite,

/

zqa=F'sing + F"cosg,

(A) Ya=—VF'cose + F'sing,
2a=1t(F + F");
zp= f'sind + f"cos{,
(B) yo=—["cosy + f'siny,

sp=—1(f+ f").

Silon porte ces valeurs dans les égalités (3), on a
les formules trouvées par Ribaucour, en considérant
une surface minima comme la surface moyenne d’une
congruence isotrope. Nous donnerons une démonstra-
tration géométrique de ces formules et la signification
géométrique de l'angle o.

Nous avons, pour I’ élément lindaire de la surface
minima (3),

(dary—+dze)?  (dy,+dys)t (dz,+ dzp)?
e
dst= = (dzadzy+ dy., dys + dsa dzy),

ds?=
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et les formules (1) et (2) nous donnent

=) 5(6) 1 (W) dy av;

dst= 1+ cos (¢
- 2

nous avons, avec les lignes 1sotropes (A) et (B),

p— W

{4) ds?= (F'++ F")(f'+ f") cos? =

dodW¥.

Cherchons la représentation sphérique de la sur-
face (M). Il est évident que par le point M passe deux
lignes de longueur nulle dont les tangentes sont
paralléles uux tangentes aux points M, et M, des
lignes isotropes (A) et (B). De sorte que les cosinus
directeurs (¢, ¢', ¢”) de la normale doivent vérifier les
conditions

ccosp + c¢'sing + ic"=o,
ccos¥ + ¢’ sinW — ic" = o.

On en déduit

c 4 4 1

T v
¢ cos ¥ !
2 2 2 2

G
+
'G
-6
+
=

— sin

et, pour ’élément linéaire de la représentation sphé-

rique,
(5) dot= ———— dy dW.
cos?
Remarque. — Placons-nous dans le cas des surfaces

réelles. Les fonctions F et f étant imaginaires conju-
guées, nous poserons

¢ =a-+13, W=12—1if.

Déterminons un point de la sphére-unité par sa
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longitude ¢ et sa eolatitude u,

. —=cina

€ = SIBU COSY = ——7
cost 3
, . . cos
¢ =sinu sing = — 3
cosif

¢’ =cosu = itangif.

On en déduit

T
1=;+U. ]
dot = ——— (da?+ df?).
u cos?if3
—ﬁ:logcot;, .

Ce sont les formules qui permettent de faire une
projection géographique de la sphére par le systéme
de Mercator.

A toute représentation géographique de la sphére
correspond un systéme de formales qui définissent les
surfaces minima.

Ainsi la représentation par projection stéréogra-
phique nous donne Ila formule bien connue de
‘Weierstrass.

Le probléme de la détermination des surlaces
minima est lié & celui des Cartes géographiques, c’est-
d-dire & celui de la détermination des systémes iso-
thermes de la sphére.

Si dans les formules de Ribaucour, appliquées aux
surfuces minimaréelles, on change F en (F et f en — if,
on obtient une surface minima (M’) conjuguée de (M).

Lignes de courbure. — Les formules (4) et (3)
nous permettent d’obtenir le rayon de courbure prin-
cipal R. Nous avons
PV

ds? = Rt ds?, Rr=(F'+ F")(f'+ t")cos* <
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De plus on a, pour deux directions conjuguées,
dz 3c +dy 8c'+ dz 8c" = o,
ou bien, d’apres les formules (1) et (2),

(cosw 8¢ + sing 8¢’ + i d¢") § do
~+ (cosW 8¢ + sinW ¢’ — i 8¢") §; AW = o.

En différentiant les relations qui expriment que la
normale est perpendiculaire aux deux lignes isotropes
qui passent en M,

cos @ 8¢ +sin o 8¢’ + L 8c" = (e sin ¢ — ¢ cos 9) 8y,
cosWdc +sinWde'—idc" = (csinW — ¢ cosT) &Y',

Et comme on a aussi
c(sing — sinW) = c'(cosp — cos®),

on a, pour I’équation de directions conjuguées,

(6) (F'—~ F") dg 8¢ + (f'+ f) d¥ 8% = o.

Il en résulte pour celle des lignes asymptotiques
VE - F dexiyf+ f7d¥ =o;

et pour I’équation différentielle des lignes de courbure,

(7) VI T do=/f+ " d¥ = o.

Ces lignes seront algébriques, si fd(p VE S+ F7 est

une expression algébrique.

Démonstration géométrique. — Une ligne iso-
trope (A) peut étre considérée comme laréte de
rebroussement d’une développable isotrope. Celle-ci
jouit des propriétés suivantes :

1° Ses plans tangents sont parali¢les & leur perpen-~
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diculaire; 2° ses génératrices rectilignes, lignes de
longueur nulle, sont normales 4 la surface. Il en
résulte que toate ligne tracée sur la surface est ligne
de courbure, admettant pour développée l'aréte de
rebroussement.

Désignons par (A,) la trace de développable sur le
plandes zy et par (@) la développée de cette courbe.
La normale & la surface en un point A, de cette courbe
plane, envisagée comme ligne de courbure, n’estautre
que la génératrice m; elle a une enveloppe quin’est
autre que P'aréte de rebroussement; le point de con-
tact A doit étre situé sur la droite polaire menée par
le point a, perpendiculaire au plan des zy.

1l en résulte que la développée (a) de la trace (A,)
dela développable est la projection de I'aréte de rebrous-
sement (A) sur le plan des xy. Si l'on prend une
deuxiéme aréte rebroussement (B), on voit que le
milieu M de AB se projette au milieu de ab.

Si les tangentes aux points correspondants des
traces (A,) et (By), sur le plan des zo, ont pour
équation

xcosg +osing = F(g),
xcosW + @sin¥ = f(¥).

On en déduit les deux premiéres formules de Ribaucour.
La droite A, A est une droite isotrope qui va passer
par un point [ du cercle imaginaire de 'infini; elle se

projette suivant A,a. De méme B,B est une droite
isotrope qui va passer par un point J du cercle imagi-
naire: et nous avons

R, et R; sont les rayons de courbure de (A,) et (B,).
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On a donc par le point M, milieu de AB,

Zgq+ Zp .Ra—-R[,
s = =1 »
2 2

et comme
Ra=F+F, Ry=f~+f,

nous retrouvons la troisitme formule de Ribaucour.

L'angle ¢ est l'angle de la normale A,a avec I'axe
des z; c’est aussi 'angle de la normale a la développée
avec l'axe des o.

Silonsuppose les arétes de rebroussement (A ) et (B)
confondues, on a une développable double & laquelle
correspond une surface minima qui admet la dévelop-
pée double (@) comme ligne géodésique.

S étant l'axe de cette géodésique, son rayon de
courbure R, = gé, et comme (A ) est une développable
de (a), ds = dRa; donc
dR,
e

R, = =F + F".

De sorte que 'on a, pour la surface minima correspon-
dante,

-+ .S¢— 38
.17=—x—’—.:—ml’-, y:‘Z.Lz_}.E‘v z:LlTb,

© et v, €étant les paramétres de deux points de la géo-
désique.
D’aprés la formule (4), I’élément linéaire

dS?= R} cos? ¥ : 71 deo do,

et la formule (7) nous donne pour ’équation des lignes
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de courbure
/R_,d? =+ \/H—, dgy = o.

Ezemple. — Déterminons la surface minima qui
admet comme géodésique la premiére podaire négative
d’une parabole. Nous avons, en désignant par 5 le rayon
vecteur de la parabole et ¢ I'angle polaire,

3a
__a R, — d’P+ 2

b= 5’ YT der TV T o’

cos? = ’ cos¥

2 2

—_ do ©

R =a _t —a I,

/t/xd? aq p a,tangl
2 cos? ~
/ 2

(%%

Les lignes de courbure et les lignes asymptotiques
sont algébriques.

La surface est elle-méme algébrique. Ses lignes de
courbure étant déterminées par la relation

® hd
tang & =+ tang — = const,
gL g5 ,
celle-ci s’écrit avec les paramétres des formules de
Welerstrass :
u == uy = const. (u=2—1f, uy=a~+if).

La surface envisagée n’est autre que la surface
d'Enneper; elle correspond

3
x=1—+—a{5'-'—~1-,

'z

Y

I

ps
23— L.
B+ 228 T

ar— B2 (1)

i

(') Voir wma Thése : Sur les surfaces minima ou elassoides
{ Gauthier-Villars, 1g19).



