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[L'11a]
GROUPES DE POINTS SUR L'HYPERBOLE EQUILATERE (1);
Par M. J. SER.

Tout en gardant les notations de M. Appell, je sup-
primerai les indices pour les sommets A, B, (i, D du
premier quadrilatére Q en désignant par A, B,. Gy, D,
les sommets du quadrilatére Q, formé des orthocentres
des quatre triangles de Q, et par A,, By, Gy, D, les
sommets du quadrilatére Q, obtenu en répétant n
fois la méme opération.

Je désignerai par &, y», les coordonnées d'un som-
met de Q, en mettant, s’il y alieu, 'un des indices ¢,,,
bny €y dg, pour le sommet correspondant.

I. A. Définissons un point auxiliaire w par ses coor-
données

(1) E=TuTpTTdy,  TG= YaVbYeYde
.
En vertu de la relation rappelée par M. Appell,
(2) Ty XX X == 1,

nous avons Pégalité fondamentale

ury

ry; =—.a,
et par suite -
Hay k= 1I(—2),
¢’est-a-dire
E,l R S

>

(1) Exercice proposé par M. P. Appell (N. A4., 1918, p. 41).
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et d'une maniére générale
(3) Ep= =3,

Etudions au moyen de ces formules la variation du
point u,, et comme conséquence celle des points A,,
B,, Gy, Dy. 1l y a deux cas & distinguer.

1° Les sommets de Q situés sur une méme branche
de 'hyperbole sont en nombre pair, le quadrilatére Q
est convexe.

£ et 7 sont positifs ct &, et v, le sontaussi; les points
v, sont donc sur la branche positive.

Si nous supposons a Porigine £ >1 le point y est
au-dessous de la bissectrice z = y; mais comme £,
est alors <1, le point w, est au-dessus. Les points p,
sont alors alternativement des deux cé6tés de la bissec-
trice ; ils s’éloignent de plus en plus & I'infini dans la
direction de Oz pour les indices pairs, dans celle de Oy
pour les indices impairs. Nous avons, en effet,

lim$,, = =, lim%,, .y =o.

C’est Pinverse si 2 <7 1.
Voyons comment se comporte un sommet A. Nous
avons successivement

r v
re=—u, ol =— 21,

-
X Znkn -1§n—2---E:(_l)”‘T’
et par suite
(—3)"—1

(4) aa=(—1)r@f 1=t (gl +

Donc z, change de signe suivant la parité de n. Les
n 8 g I}
sommets A, vont d’une branche d’hyperbole a4 I'autre.
En outre, au bout d’un certain nombre d’opérations,
s P
Zn est plus grand ou plus petit que 1, suivant le signe
de 'exposant de & dans la formule (4). Par suite, il
passe tantot au-dessus tantdt au-dessous de la bissec-
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trice en s’éloignant & l'infini dans la direction des
asymptotes.

2° Si les points situés sur une méme branche sont en
nombre impair, un des sommets de Q étant alors inté-
rieur au triangle formé par les trois autres, les résultats
~ont analogues, mais i, reste toujours sur la branche
négative, et les sommets de méme lettre A, restent tou-
jours sur la branche d’hyperbole ot ils se trouvaient
auw début.

On peut étudier la variation du quadrilatére d'une
antre manicére. Les formules (4) peuvent s’écrire

Cibis) Tt Ty e Y,

Ty Ty Ya Yo '

Elles nous montrent immédiatement que l'on peut
passer du quadrilatere Q au quadrilatere Q, au moyen
d’une projection cylindrique dont il est facile de déter-
miner les conditions.

Supposons dabord % et w positifs. Comme Au =1,
on peut considérer A par exemple comme le cosinus
d'un angle récl, =. Par I'axe Oz du plan de () faisons
passer un plan P’ faisant avec celui-ci I'angle ¢ et pro-
jetons le quadrilatere (Q orthogonalement en Q'. Nous
aurons pour les coordonnées d’un point de Q’

'=dx, y=y.

Coupons maintenant le cylindre projetant Q' par un
plan passant par Oy’, projection de Oy sur P’ et faisant
avec P' le méme angle o. Soit x, y, les coordonnées
d’un point de ];,,. nous aurons

| =

'

Y=y

r,=a = rr. Yn=

~

\

L’ensemble de ces deux formules est bien équivalent
aux formules (4 bis).
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La construction est analogue, si c’est * qui est < 1.
Mais si A est négatif, il y a une modification importante
A faire. Aprés avoir construit le quadrilatere Q,, en par-
tant de lIa valear — i au lieu de %, il faudra prendre le
symétrique de celui-ci par rapport 4 Uorigine pour
avoir le quadrilatére répondant & la question.

Ce mode de construction nous donne des renseigne-
ments importants sur la continuité de la déformation
du quadrifatére, mais il y a surtout lieu de signaler la
propriété suivante :

La surface du quadrilatére Q ou celle d’un des
triangles tel que A B C reste constante, quel que
sott n.

Nous avons, en ellet, entre lessurfaces E, E' et E, de
trois ¢léments se correspondant dans les plans P, P’ et
P, les relations

E'=)E E,=uvlk =E.
) 1 ’

B. Pour qu’un sommet A, puisse 4 un moment donné
coincider avec un sommet de méme lettre A, il faudra
que nous il-VODS

g

zy=(—1xf ' =z

’

el dans ce cas tous les sommets du quadrilatere Q,
coincideront avec les sommets de méme lettre de Q.
En posant £ =e8S, la condition devient

—_— n._.

(————3%———15 = = pour 2 impair,
4 .

(— 3 —

i

(3)
S=axi pour n pair,

le signe = indiquant l'égalité a un multiple de 2=r
pres
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Pour n = o, on voit directement que §==—1, et la
formule (1) montre alors que chacun des quatre sommets
de ) est I'orthocentre des trois autres.

Ce cas exclus, & chaque valeur de n correspond un
certain nombre de valeurs de S qui sont toutes des
imaginaires pures. Les quadrilatéres correspondants
Q sont composés de points lmaginaires non conjugués
deux i deux. Toutefois, deux de ces points peuvent
étre réels, mais ils sont alors symétriques par rapport
4 la bissectrice.

(.. D’autre part, rien ne s'oppose & ce qu’'un sommet
B, d'un quadrilatére réel Q, puisse coincider avec
un sommet de lettre différente A. Il suffit que les coor-
données initiales satisfassent & la condition

(—3"—1

L {6) Ty, = Ta= (— Vx| Tazprcxq] ¢ .

Pour qu'un second sommet C, coincide en méme
temps avec un autre sonumet de Q, B par exemple, il
faut une seconde condition, celle-liindépendante de n
ct facile & exprimer; on la déduit des formules

Tu, _ Th, rq

—_ oL I —— mm ——

La Ty xrp I

Et, en posant
2T, = e*, L= eﬁ, cey

il vient
2 —B=f—

En pil!‘li‘Culiel‘;pOlll‘ que, B, coincidant avec A, A,
coincide avec B, il faut o7 = x2. Les points A et B
doivent étre symétriques.

11 peut arriver enfin qu’un troisiéme sommet D,
puisse en outre coincideravec C. Il y aura alors en plus



,
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de la condition les égalilés
a—B=f—y=vy—2.

Mais, pour qu’il yait simultanément coincidence des
quatre sommets (les lettres correspondantes étant diffé-
rentes), il faudrait les conditions

1—B=f—y=y—0=28—2,
dont on déduit immédiatement que la valeur commune
R oA £ .
& tous les termes devrait étre =5 les quadrilatéres cor-

respondants ne seraient pas réels.

II. On peut se rendre compte des résultats qui pré-
etdent par la transformation suivante, laquelle, siellea
I'inconvénient de faire correspondre des points imagi-
naires 4 des points réels, conduit & une conclusion
extrémement simple.

\ tout point M (z, y) du plan P de ’hyperbole, fai-
sons correspondre un point M’ (z', ') d’un plan P’ par
les formules

Ty

5 > T=a'riy,

7 L w—y y=a—iy.
iy

A Thyperbole correspond donc un cercle de rayon 1.

Remarquons maintenant que, si nous considérons
trois points du plan de ’hyperbole, A, B, G, a ladroite
menée par A perpendiculairement & BG et qui a pour
équation

(x — xq) (zp _-Tc) -+ (}"_ }’a)(}’l)—}’c) =0,

correspond-dans le plan du cercle, la droite
(8) (d'—a)(wp—a0)— (¥ — ya) (o= ye) =o.
Elle passe par A’ et sa direction est perpendiculaire &
la symétrique de B'C’ par rapport 4 O’'z’. Si la droite
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B'C' fait un angle " avec O'z’, cette droite (8) fait
avec cet axe un angle E——- u'.

A Vorthocentre du triangle ABC corréspond donc
un point commun aux trois droites telles que (8). Si
les trois points A" B" C’ se trouvent sur le cercle, le
point en question s’y trouve naturellement aussi,
comme on le vérifierait d’ailleurs sans difficulié. 1l en
résulte que pour déterminer ce point il suffit dans ce
cas, de prendre l'intersection du cercle avec une de-
droites (8)

Soit maintenant Q' le quadrilatére qui correspond
au quadrilatéere Q) de hyperbole. Considérons les deux
points B| et A} qui correspondent dans le plan P’ aux
orthocentres des triangles ACD et BCD. Nous les
obtiendrons en menant par les points A" et B’ respec-
tivement des droites, paralléles entre elles puisqu’elles
ont comme direction commune celle de la droite per-
pendiculaire & la symétrique de C'D’ par rapport a
O'x’ et en prenant le second point d’intersection avec
le cercle.

Nous remarquons immédiatement que la corde A B
est ¢égale & la corde A'B’; comme il en est de méme
des cinq autres cordes analogues, nous en déduisons ce
résultat remarquable que le quadrilatére Q' est super-
posable 3 Q. On P'obtient en faisant tourner ce dernier
’un angle § que nous allons calculer.

Soit u' 'angle de A'B" avec O'2’, ¢ celui de C'D".
L’angle § est celui de la droite A’ B/ avec A'B’ égal
a deux fois Pangle A’ B"\'. Nous avons donc
angle de A'B’ avee O'2'= u'+ h=,

angle de A} B’ avec O’z = Z —o' 4+ L+,

angle de A\ B’ avec A'B'= ;—(u’+v’)+(k—l)1:=

[CEE--1
-

0 =% — z(u'-«}:v’)ET:—S'.
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Cet angle S’ est la somme, comme on le vérifierait faci-
lement, des angles o' + 8'—+ v'+ 4’ que font les droite~
O\, OB, OC, OD/, avec O'z". 1l a aussi I'interpréta-
tion géométrique suirante : Si l'on considére les trois
systémes de droites passant par les quatre points A,
B, G, D', ils ont leurs systémes de bissectrices paral-
l¢les. Soit ' I'angle que fait Uune d'elles avec O'x’,

NOus ayoils
S'=o(u' = ')== jw',

le signe = indiquant I'égalité & un multiple de 2 = prés.
Si maintenant «; désigne angle A, O’ 2, nousavon-

7’1 = :(, - “
¢t par suile

Sy =S = N e 4= S =S fim— 5.
ce qui nous conduit & la relation
S’l—§— ';S'= o,

identique a la relation donnée par M. Appell i la page
2 (loc. cit.) el équivalente a la relation (3).
On cn déduit

' 1 ’ !
ay =o' —m—8§, a, =) +7—S8)

el finalement
(._ 3)11__ 1
4

W, =2 +n=+ 8

Pour que les points A, et A’ coincident, il faut que
les angles correspondants ne différent que de 2%, ce
qui nous conduit i une formule identique a la for-
mule (5).

Les raisons de ces équivalences sont évidentes; les
formules fondameuntales () montrent, en effet, que

1=1a, =13, eens S =18,

-

’
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On interprete donc immdédiatement les conditions
<upplémentaires indépendantes de n trouvées pour que
deux ou plusieurs sommets de lettre différente coin-
cident. Par exemple, 1'égalité

a—B=B—7 ou o—F=f—v

signifie que les deux cotés AB et BG du quadrilatére

Q) sont égaux.

IIT. Je terminerai par une remarque; nous avons
examiné la suite des quadrilateres Q, et Q| déduits de
Q et Q'; on aurait pu se proposer le probléme inverse
et étudier les quadrilateres dont () et Q' peuvent étre
considérés comme déduits.

Le probléme se trouve résolu par les formules trou-
vées, puisqu'elles s’appliquent sans aucun doute aux
valeurs négatives de n.

Il y a lieu. toutefois, de remarquer que, tandis qu’il
n’y a qu'un seul quadrilatére Q déduitde Q, il yatrois
quadrilatéres Q_,. En outre, si () est réel, un seul des
(quadrilatéres (), est réel, e te’est celui qui correspond i
la racine réelle de &.

Quant aux quadrilatéres Q'_y, ils se construiront au
moyen de la trisection de I'angle S ils seront réels en
méme temps que Q'. Mais nous avons déja fait remar—
quer qu’il n’y a pas correspondance cntre les éléments
réels des deux plans P et P'.



