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[K2a]

CONDITION DE CONVERGENCE DE TROIS DROITES
DE SIMSON;

Par M. Pavr BOULANGER.

La condition pour que les droites de Simson corres-
pondant & trois points M, N, P du cercle circonscrit i
un triangle ABC soient concourantes peut étre oh-
tenue d’'une maniére élémentaire.

Désignons par «, m, n, p les angles des rayons O\
OM, O\, OP avec le diametre Oz du cercle circons-
crit, qui est parallele au coté BC du triangle.

La droite de Simson relative au point M peut étre
construite ainsi : on prend le symdtrique M de M par
rapport & O.r, et'on méne la parallele a la droite AM’
par le milicu du segment qui va de l'orthocentre 1l
du triangle an point M. D’aprés cela, la figure formde
par les trois droites telles que la droite My paralltle
&AM, construiles pour les trois points M, N, P, esl
homothétique, par rapport au centre H, de la figure
formée par les droites de Simson des points M, N, P.

La convergence des deux systémes de droites aura
lieu simultanément.

Or pour les droites Mu. Nv, Pwm, rattachées au
triangle MINP, la convergence s’exprime par la rela-
tion

sin NPw sin PNv sin NMu
sin MPw sin MN v sin PM s ="

L’angle PNv, par exemple, formé par NP avec Nv.
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\ I
ou avec la parallele N'A, a pour mesure 5 (arc

. .o kT t+a—p—oan ..
AP — arc NN), soit '———-)—p . La condition

‘.

précédente s'écrit donc, au groupement pres des

facteurs,
. +om—a
sin 287 ¢

5 -
II ~+ 2 a ="
.on —
sin v 2P —4a

2

ct elle peut se metire sous une forme trés simple.

Posons :
m-+n—+ p—a="9s§;

. n—m
sin { § + ~——
11 .
N . m-—n
sin { s+
2

n—p=a2az, p—m=120, m-——n=2y.

nous aurons

Soient :
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L.a relation établie s’écrit encore

Hsin (s —a) =Hsin(x + a)

ou, en développant,
sin?s cosszcot{i coty -+ cos3s =o.

Comme 2+ 3 +y=o0,0na 2 cotP coty =1, et la

relation se réduit a
coss = 0,

ou, A étant un entier quelconque,
mn+ p—a=2k-+1)=.

(Pest cette condition nécessaire et suffisante qu'on
se proposait d’indiquer.

Les applications de la formule établie peuvent étre
nombreuses et sont faciles. Par exemple, considérons le
triangle formé par les droites de Simson perpendicu-
laires aux droites concourantes fournies par les points
M, N, P. On sait que ces nouvelles droites corres-
pondent aux points M, Ny, P,, diamétralement opposés
aux points M, N, P; pour eux, les angles de définition
sont :

my=m-+m=, n=n-+m=, pr1=p--7

Il s’ensuit que 'on a
my -+ pp—a= (‘z/n—i— I)‘ﬂ

et que les droites de Simson des points M, N, P, con-
courent.

Par conséquent, les droites de Simson des points
M, N, P sont les hauteurs du triangle formé par
les droites de Simson perpendiculaires a celles-la.
C'est un théoréme signalé par M. Vautrin dans le

Journal de Vuibert (1918, question 8764).



