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COURBES GAUCHES LIEES PAR ECHANGE DES DIRECTIONS
DES TANGENTES ET DES BINORMALES. LES FORMULES DE
FRENET SONT INTUITIVES ;

Pir M. G. FONTENE.

1.

1. Tatorkve, — Si deux courbes (A) et (A') sont
telles que les tangentes de la seconde sont paralléles
auzx binormales de la premiére, en sorte que les
tangentes de la premiére sont paralléles aux binor-
males de la seconde, les normales principales des
deux courbes, étant paralléles, peuvent présenter
deux dispositions.

1© Ces normales principales N et N', prises cha-
cune vers la concavité de la courbe correspondante,
peuvent étre de sens contraires (fig. 1). Les courbes
sont alors toutes deux dextrorsum ou toutes deux
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senestrorsum, et Uona

R R _
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T et T' ayant des signes. — Enoutre, st AA; et A'A|
sont deux petits arcs correspondants, Uarc AA,
déduit par translation de Uarc A'A’|, et qui est nor-
mal en A au plan osculateur TAN, se trouve du
méme cité que Uarc AA, par rapport a ce plan oscu-
lateur, et de méme larc A'A; déduit par transla-
tion de l'arc AA,, ... Sur la figure, les plans oscula-
teurs TAN et T'A’N’ sont supposés opaques.

2° St les normales principales N et N' sont de
méme sens, I'une des courbesest dextrorsum, Uautre
est senestrorsum, et Uon a

R_R
TX,—I:,——I.

En outre, Parc AA, et larc AA, sont de part et
d'autre du plan osculateur en A, ....

Le second cas peut se déduire du premier en rem-
placant I'une des courbes par sa symétrique prise par
rapport a un point.

Si 'on donnait des signes a R et a R’ d’aprés le sens
relatif des deux rayons de courbure, on aurait toujours

R R’
,-i-, x T—; =—I1.

2. Si I'on donne les directions des tangentes a une
courbe (A) en donnant le cone dont les génératrices
sont paralléles a ces tangentes, on donne en méme
temps les directions des plans osculateurs qui sont
celles des plans tangents au coéme. En déplacant un

\



(183)

plan de maniére qu'il reste paralléle 4 un plan tangent
au céne, on obtient une surface développable dont
l’aréte de rebroussement est une courbe (A) ayant ses
tangentes paralléles aux génératrices du cone; lacourbe
(A) dépend d’une fonction arbitraire d’une variable,
cette fonction déterminant par exemple I'abscisse du
point ou le plan osculateur rencontre une droite fixe.

La réciprocité des deux courbes (A) et (A') se con-
fond avec le théoréme des cones supplémentaires.

Si on laisse d’abord de co6té les questions de sens,
I'angle de torsion en A est égal a l'angle de contin-
gence en A, et inversement, les arcs élémentaires se
correspondant; on a donc pour lés rayons de courbure
et de torsion

R_R _
TX:IT,—L

3. La figure 1 se rapporte au cas ou N et N’ sont de
sens contraires, mais nous ferons un raisonnement
général.

Le sens de parcours étant pris avolonté sur la courbe
(A), le sens de parcours sur la courbe (A') est déter-
miné, et Uon prend les tangentes T et T' dans les sens

-

Fig. 1.

de parcours; la binormale B est toujours prise dans le
sens T/, la binormale B’ dans le sens T. Des deux
triedres de Frenet (T, N, B) et (T', N', B/), le premier
est de sens contraire a (B, N, T); ils sont donc de
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méme sens ou de sens contraires, selon que N et N/
sont de sens contraires ou de méme sens. On devra
considérer un triedre Oz, Oy, Oz de méme sens que
(T,N, B) pourla courbe (A), un triedre (O'z’, O'y’, 0'z")
de mémessens que (T', N’, B') pour la courbe (A'), ces
deux triédres pouvant étre de méme sens ou de sens
contraires.

4. Je rappelle d’abord les conventions relatives a
I'indicatrice sphérique pour une courbe (A). Le sens
positif étant choisi sur la courbe, on méne, dans une
sphére de centre O et de rayon un, le rayon Ot paral-
lele a AT. Le point A se déplacant sur (A) dans le sens

positif, le point ¢ décrit une courbe (¢) sur laquelle on
prend comme sens positif le séns de parcours; le
rayon On, parallele & la demi-tangente positive, est
paralléle a la demi-normale principale AN dirigée vers
la concavité de la courbe. La binormale AB étant diri-
gée de facon que le triedre (T, N, B) soit de méme sens
qu’un triddre donné Oz, O}, Oz, on ménelerayon Ob
paralléle a AB.

Le plan tangent au cone (¢) étant le plan ¢Onr, le
cone (b) est le cone supplémentaire du cone (¢); inver-
sement, le cone (t) est le cone supplémentaire du
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cone (b), et le plan tangent au cone (b) estle plan 5O n.
La tangente en b a la courbe (b) qui est le lieu du
point b est donc (la question de sens étant réservée)
paralléle 2 On. On peut le voir en considérant I'axe
instantané de rotation du triédre (¢, n, b) : la tangente
en ¢ a la courbe (¢) étant paralléle a On, donc perpen-
diculaire au plan tO b, cet axe instantané est dans ce
plan; donc le point b de'ce méme plan décrit une
courbe (b) normale en b a ce plan et la tangente en b
est paralléle a On. Selon que cet axe instantané ne
passe pas ou passe entre Ot et Ob, la demi-tangente
a la courbe (b) prise dans le sens du parcours est
de méme sens que On ou de sens contraire. Pour les
formules de Frenet, on prend comme sens positif sur
la courbe () un sens tel que la demi-tangente positive
soit dans le sens On; selon que le sens de parcours
sur la courbe (b) est le sens On oule sens contraire, on

. . d
obtient pour le rayon de torsion T = Z5 une valeur
dw

positive ou négative : cette valeur est négative sur la
figure 2.

5. Revenons aux deux courbes (A) et (A"). Les points b
se confondent avec les points ¢/, mais les sens posi-
uifs sur les courbes () et (¢') formées des mémes points
sont contraires ou identiques, selon que On et On/
sont de sens contraires ou de méme sens. Si l'on
désigne par ds la différentielle de I’arc de l'indica-
trice (t), pardw celle de l'arc de la courbe (b), le sens
positif étant On, on a

ds ds
k=% T=7

on a de méme
R= & o
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etl'on a
dw =— dd, dw' = —dbs,
ou
dw = dd’, dw'= ds,

selon que N et N’ vont de sens contraires ou de méme
sens.

On a d’abord dans un cas comme dans l’autre, rela-
tivement aux triédres (T, N. B) et (T’, N', B'),

R R'_dwdw'
T*T= Gds

=—1;

mais, dans le second cas, les deux triédres sont de sens
contraires, et alors le méme signe pour T et T' indique
que l'une des courbes est dextrorsum, tandis que
Pautre est senestrorsum.

En second lieu, on ne doit pas seulement considérer
le signe du produit T >< T, il faut tenir compte des
signes des deux facteurs. Dans le premier cas, dw par
exemple étant négatif, T est négatif; alors, comme
on sait, la courbe (A) traverse le plan osculateur en A
en prenant un Z positif du c6té de la demi-tangente
positive Az, les axes de coordonnées Oz, Oy, Oz
étant AT, AN, AB. Laformule générale

dx

-as—v ooy
1 d2z
R:T ds?’
’ dsr

o3 e e

se réduit en effet a

T oy d3z
T - ds

dz td’zs nt
as v @ 50

nuls, z croit d’abord avec s. On se rend d’ailleurs

. dd
et T <<o correspond a %;> 0; comme
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compte sur la figure que le déplacement du point b
dans le sens On'wntraine un déplacement du point A
du c6té du plan osculateur TAN ou se trouve AB. —
L’axe AB étant de méme sens que A'T’, le fait annoncé
au début est exact.

Dans le second cas, dw est positif. . ..

1I.

6. Je profite de l'occasion pour présenter d’une
maniére simple les formules de Frenet, ou la tangente et
labinormale jouent des roles comparables. Si (a, b, ¢),
(N 5 ), (2,8, v) sontles cosinus directeurs de la tan-
gente, de la normale principale, de la binormale pour
la courbe (A), le triedre Oz, Oy, Oz étant disposé
comme le triedre T, N, B, sil’on a placé le centre de
la sphére de rayon un 4 l'origine des coordonnées, les
coordonnées du point ¢ sont a, b, c, celles du point b
sont 2, 3, v, et le fait que les tangentes en ¢ et b aux

courbes (¢) et (b) sont paralléles a On, le sens positif
étant On, donne les formules

da da A
(1) -d?:)\, e ou a—izl_{’ )
dx dax A
(2) Ea:)\’ e ou t—i;zT’ ceey
d’ou

dx _df _dy dw R
1

On a encore, pour la tangente & la courbe qui est le
lieu du point r,

d\=—ads —adw, ... '

(3) ou !
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ces formules sont données par le théoréme des projec-
tions. Les formules de Frenet sont donc intuitives
géométriquement.



