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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[K'20c] , ,
SUR L’ETUDE ALGEBRIQUE
DES PROBLEMES DE DIVISION DES ARCS ;

Par M. E. VESSIOT.

1.1l existe une démonstration classique pour prouver

la réalit¢ des racines de I'équation algébrique qui
A .

donne tang - = ¢ en fonction de tanga = k. On peut

lui donner la forme suivante :
L’équation en question résulte de I'identité

7% LA\
COS — -1 81N — ..
n n COSZ 4 181N

-_— . ’
% LL.oann COS% — LSz
COS — — 1 SIn —

n - n

et s’éerit, par suite,

<|—0—it\“_ 1+ 0k
1—1it) T 1 — ik

Le nombre £ étant réel, le module du second
membre est égal 4 1. Il en est de méme de ses racines
n*"™. Donc toute solution de I'équation se présente
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sous la forme
1+ it .

V—it

ou ¢ est une quantité complexe de module égal a 1.
On ure de la

.C-— 1 L6
t=1 = — 1
c -1 ]

- =1
c

I ..

Or, ¢ ayant pour module 1. - est la quantité com-

plexe conjuguée de ¢. La formule précédente montre

donc que la quantité¢ complexe ¢ est égale a sa conju-
guée, c'est-a-dire qu’elle est réelle. C. Q- F. D.

2. Le mode de démonstration précédent, sous la
forme que nous venons de lui donner, s’étend bien
facilement aux systémes qui donnent les valeurs de

24 . Z .
cos~ =ur,sin— =y, quand on sc donne, soit cos2 =a,
soit sinz == b.
Ces systemes, qui proviennent des identités

2 AN ..
COS— —= ¢ X — = Cosa -+ t8In7y,
n n

\

. LA\ , .
COS — — S — = COSA — L SINA,
n n

sont, respectivement,
(I (T i)=& — iy = 2a, 24 yr=1,
(I (4 Iy —(x — iy =20, a4 )yr=.
Si l'on introduit l'inconnue auxiliaire x 4 iy = 3,
en tenant comple de

2+ yr= (x4 iy) (& -—iy),
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ils deviennent

1 . .
(I'y st+4+ — =n2a, x -1y =3, r—ly =

¥ |-

SRR

1 . . .
() :"—z—l;z'zzb, T+iy=35  T—iy=

et les équations résolvantes en z des deux systémes,

(1) (3%)??2—2a(3?)+1=0,

(2) (a2)2—2tb(3%) —1=o0,

donnent, respectivement,
(1) M=axiyi—al,

(2" an=ib /1= b

Comme, par hypothése, a et b sont réels et de
modules au plus égaux a 1, les seconds membres de
ces derniéres équations sont des quantités complexes
de-modules égaux a 1. Il en est donc de méme de lears
racines n®™; ¢’est-a-dire que les valeurs de I'inconnue
auxiliaire 5 ont 'unité pour module.

Toute solution de 'un ou I'autre des systémes consi-
dérés est donc de la forme

s=¢, r+iy=3z  T—Iiy=-,

1
¥4

ol ¢ est une quantité complexe de module égal a 1.
On en tire

[ 1 { 1
(3) a-—;<c+g>’ )’=;—z((‘—z)-

. 1 o,
Or ¢ étant de module 1, - est la quantité complexe

conjuguée, et ces valeurs (3) sont réelles. On conclut,
de plus, des formules (3)

B H TN L IR H S
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puisque

er=3 =

Les systémes considérés ne peuvent donc avoir que
des solutions réelles, formées de nombres appartenant
a l'intervalle (— 1, +1). C. Q. F. D.

3. On voit, de plus, que la solution de chacun des
trois problémes considérés dépend, en définitive, de
Pextraction de la racine n'™ d’une quantité complexe
de module égal a 15 ce qui est bien naturel, en raison
des rapports étroits de ces problemes avec la résolution
des équations binomes de degré n.

Dans les deux derniers cas, la décomposition du
probléme qui résulte de la résolution préliminaire des
équations du second degré, a coefficients réels, (1)
et (2), correspond a celle qu’on effectue dans I'étude
géométrique de ces problémes, qui est classique. 11
serait facile de déduire de ces équations (1) et (2) les
conclusions que fournit cette étude géométrique au
point de vue du nombre des solutions de chacun des
deux problémes.

[K'21b]
SUR LA TRISECTION D'UN ANGLE;

Par M. B. NIEWENGLOWSKI.

Au dernier Congrés des Mathématiciens tenu a
Strasbourg du 22 au 30 septembre 1920, M. A. Typpa,
de Belgrade, a présenté une solution graphique de la
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trisection d’un angle, qu’il me parait intéressant de
rapprocher de la solution classique.
Soit AOB l'angle a partager en trois parties égales.
On commence, comme pour la solution connue,

Fig. 1. S
GH g
D
C
0 A E
F

quand on veut partager en trois parties égales
I'angle BOC, supplément de AOB. On trace le cercle
de centre O ayant pour rayon OA = OB = OC et I'on
place une régle de fagon qu’elle passe par le point B et
rencontre le cercle qu'on vient de tracer en D etle
diameétre CA en E de fagon que OD = DE. Cela fait,
de D comme centre avec OD pour rayon, on trace un
cercle qui coupe le premier en G et F. On a alors

A AN
AOF = - AOB,

WSl -

comme nous allons le montrer.

Il y a plusieurs cas de figure, mais on peut faire
une démonstration s’appliquant a tous les cas, en
tenant compte du sens des angles. On sait, en premier
lieu, que

(1) (OB, 0C) = 3.(0OA, OD).
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D’autre part,

(OF, OA) + (OA, OD) = 60°
ou

(2) 3(OF, OA) + 3(0OA, OD) = 180°;

en comparant les égalités (1) et (2), on trouve
3(OF, OA) = 180°— (OB, OC) = (OA, OB );

c’est ce qu'il s’agissait d’établir.

Remarques. — Dans le triangle isoscéle ODE, le
c6té OE doit étre plus grand que OA; on en conclut
cos DOE >-i et par suite (OA, OD) < 60°; il en résulte
que les points I, A| D se succédent dans le sens posi-
uf. Si I'on trace OH de facon que (OA, OH) = go°,
Pordre de succession des points G, H, B n’est pas fixe.
Cela posé, on a

(OF, OA)+ (OA, OH) 4+ (OH, OG) = 120°

et, par suite,

(OF, 0A)~+ (OH, 0G) = 30°
ou
3(OF, OA) -+ 3(OH, 0G) = go,

c’est-a-dire

(OA, OB)+3(0H, OG) = go",
ou enfin
3(OH, 0G) = go°— (OA, OB),

ce qui revient a dire que GOH estle tiers de BOH.
Je profite de I'occasion pour signaler un instrument
simple, imaginé et construit par M. Grivel, professeur
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au Collége de Remiremont, pour partager un angle en
trois parties égales.

Le petit instrument, en fer, est représenté (fig. 2)
a peu pres en grandeur naturelle. Une portion de demi-
cercle de diamétre AB fait corps avec une régle DD'EE/
dont le coté DD’ est tangent en B au demi-cercle supposé
prolongé; la piéce se continue par la ligne DC, dont

la forme n’a aucune importance; toutefois, la lon-
gueur BC est égale au rayon OB du demi-cercle.

. . LN .

Voici comment on opére. Soit zwy P'angle a4 partager
en trois parties égales. On place, par un tatonne-
ment aisé, la régle de M. Grivel de facon que le
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point C se trouve sur le coté wy, le bord DD’ pas-
sant par le sommet w, la circonférence du demi-cercle

Fig. 3.

¢étant tangente au coté wz. L’angle Boy est alors le

. N N <
tiers de zwy, car rw0 =0 wB = BowC.

[O!2f, 0'6j]
SUR UNE NOTION D'EQUIVALENCE LOCALE APTE A PRECISER
CERTAINS POINTS DE LA THEORIE DES ENVELOPPES;
Par M. Georces BOULIGAND.

1. Lorsqu’on développe, dans les cours d’analyse,
la théorie des fonctions implicites, on s’en tient d’ordi-
naire a 'examen du cas régulier : soient z,, y,, o,
des nombres tels qu’on ait

' f(xo,)’o,- ay) = o.
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Pour établir V'existence d’une fonction x de z et y,
satisfaisant a I'équation

flx, y,2)=o0,

et tendant vers o, quand 2, y tendent respectivement
vers Zo, Yo, on fait appel aux hypothéses suivantes :
existence et continuit¢ des dérivées premiéres de f
dans le domaine du point z,, y,, @, et stipulation
essentielle que f7, n’est pas nulle en ce point.

On délaisse, en général, le cas ou 'on aurait

(‘:) : Salxo, yo, 20) =0

et cela n’est pas sans préjudice pour 'exposition de la
théorie des enveloppes, ou I’hypothése traduite par
I'équation (1) joue un role fondamental.

Dans un travail récent (') j’ai donné le moyen de
combler cette lacune. Je me bornerai a rappeler ici le
théoréme suivant, qui nous sera utile dans la suite.

Supposons que, pour les valeurs x,, y,, @y, on ait
a la fois

S (@0, 30, %) =0, féx(fo,_}/o, oy)=o0, f(&*(xo,}’o, %9) Z 0,

la continuité étant réalisée pour les dérivées secondes.
Supposons en outre que f,. et f, ne soient pas nuls
tous deux pour ce systéme de valeurs. Cherchons une
fonction o de z, y satisfaisant a 'équation

f(x’.y71)=07

qui soit continue dans le domaine du point z,, y, et
tende vers a,, quand x —x, et ¥ — ¥, tendent. vers
zéro. Au point x4, y, (dans le plan zOy), il passe

(') Revue de I’Enseignement des Sciences, novembre 1918,
F. Alcan.
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une branche de courbe et une seule satisfaisant aux
équations

f=0, f&:o

La portion du plan avoisinant ce point est partagée
par elle en deux régions (a) et (b). Sile point x, y
est dans la région (@), il existe deux valeurs «'(z, y)
et «'(x, y), vérifiant I'équation f=o et tendant
vers ay lorsque r — x, el ¥ — y, tendent vers zéro.
Dans la région (b) il n’existe pas de valeur de « satis-
faisant a ces conditions.

Si nous nous servons d’une représentation géomé-
trique a trois dimensions, les hypothéses précédentes
signifient que M, (zy, ¥, o) est situé sur le contour
apparent dans Despace, pour la direction de proje-
tantes O 2, de la surface f = o. Considérons ce contour
apparent en projection sur le plan 2Oy : il partage
la région qui avoisine m, en deux portions (@) et (b).

Fig. 1.

g

&
N
e
3

(a)
(6)

Une projetante qui traverse la portion (@) rencontre
la surface f' = o en deux points M’ et M" voisins de M.
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Une projetante issue de la région (&) ne la rencontre
pas (*)-

On peut donc dire que le point m, appartient, dans
ces conditions, a la frontiére du domaine d’existence
de la fonction implicite « de z et y, définie par I'équa-
tion f = o.

Dans cette étude, toutes les propositions, a l’exemple
de la précédente, ont un caractére local, c’est-a-dire
établissent des relations entre des éléments infiniment
voisins d’éléments connus. Clest au point de vue local
que nous nous placerons exclusivement dans ce qui
va suivre.

2. Pour bien définir notre sujet, rappelons d’abord
un fait classique. Considérons le systéme d’équations

. f(I7]/71):0: g('r7.}/71):0'
Soit

F(r,y)=0
I'équation obtenue en éliminant a entre les deux pré-
cédentes. En général, on n’a pas le droit de substituer
au systéme
f: o, g =0,

le suivant
F=o, g=o.

Ce théoréme a un sens bien précis dans le domaine
des fonctions algébriques, en raisonnant sur ’ensemble
des valeurs complexes des variables, et en regardant
globalement les intersections des surfaces définies par
les ¢quations précédentes (o représentant toujours
une cote).

(') En somme, cest 1a une conséquence de Phypothése fys# o,
‘qui exprime que la surface ne s’infléchit pas, le long du contour
apparent, par rapport a son cylindre circonscrit.
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Il exprime que le cylindre, projetant sur Oy l'in-
tersection des surfaces f—o0 et g=o0, a en commun
avec la surface g = o0, non seulement l'intersection
précédente, mais aussi, en général, d’autres courbes.

Mais on peut aussi envisager cette proposition et la
rendre valable dans le domaine réel, en supposant
que f et g soient seulement des fonctions continues
ainsi que leurs dérivées jusqu’a un certain ordre, et
remplissant certaines conditions analogues a celles de
I'énoncé du théoréme des fonctions implicites. On se
placera donc cette fois au point de vue local.

C’est dans ces hypothéses que nous nous proposons
de préciser 'énoncé de Paffirmation précédente.

3. Essayons donc de définir I'élimination locale.
Supposons que, pour un systéeme de valeurs 2, yo, %,
nous ayions a la fois

Sz, yo, 20) = 0, &(xo, Yo, %) =o0.
Les deux équations
f('rﬂs}‘l)a 1):0y é’(‘l’o-,}'oa’i):()

ont donc une racine commune, et il s’agit d’étudier

Pensemble des systémes de valeurs z, y voisins de
J » )

Zoy ) pour lesquels les deux équations

f(;l’,}',l)::{) g(‘z‘v.}/7a):0

ont une ou plusieurs racines « communes et infiniment
voisines de og.
’ N ' )
Supposons_d’abord que gy nes annul? pas pour le
systéme des valeurs x,, »q, o,. 1l existe alors une
fonction a(z, y) et une seule, définie dans le domaine
. e e . s .
du point x,, y,, qui satisfait a équation g = o et qui
tend vers o, lorsque z — z, et ¥y — y, tendent vers
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zéro. Les deux équations données auront alors au plus
une racine commune voisine de a4, et cela, moyennant
la condition
flxv.)’, 2 (’”7.}/)] =o0.

Cette équation représenle une courbe qui passe au
point m,, et qui offre un caractére plus ou moins
simple, suivant les propriétés des dérivées de fet g.
(S1 le point z,, y,, «, est ordinaire pour chacune des
surfaces f = 0, g = o, el si, de plus, les plans tangents
en ce point sont distincts, il y passe une branche de
I'intersection, et I'on aura une circonstance analogue
en projection sous le plan xOy.)

Dans ce cas, au point de vue local, on peut consi-
dérer indifféremment Vun ou lautre des systémes
suivants :

{f(r,y,2)=0 Sz, y, 2tz )] =0
| gz, y.2)=0 gz, y,2)=o.

Nous pouvons dire qu’ils sont localement équi-
valents.

4. Envisageons maintenant ’hypothése
&a(@0, Yo, %) = 0, mais avec g'a'v-(aa,yo,zo);ém

Le point x, ) est alors sur la frontiére du domaine
d’existence de la fonction implicite a(z, y) définie
par g = o0, ou encore, le point x,, yq, 2, de 'espace
est sur le contour apparent de g =o. Dans le plan 2O y,
il nous faut subdiviser le domaine du point 2, 3, en
deux régions (a) et (b). Une projetante, issue de la
premiére, rencontre la surface en deux points el nous
fournit deux déterminations «'(z, y) et o’(z, ) de la
fonction a. Dans la région (b), il n’existe pas de
valeur o répondant a la question.
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Plagons-nous dans la région (a), et réservons
Pappellation o pour désigner la cote la plus faible
parmi celles des deux points ou la projetante issue
de m coupe S. Soit M’ le point correspor.dant et soit
de méme M’ le point dont la cote o est la plus grande.
Soit S’ la portion S, voisine de My, et au-dessous du
contour apparent, c’est-a-dire offerte aux points M/,
S" la portion de S offerte aux poiats M".

Pour accomplir I'élimination locale, nous devons
écrire simultanément

fle, y, 2 (z, y)] =0, flz,y, (2, y)] =o.

Plagons-nous dans les conditions les plus simples pos-
sibles. Supposons que M, soit un point ordinaire pour
chacune des surfaces f==o0, g = o0, et que les plans
tangents correspondants soient distincts. 1l passera
en M, une branche et une seule de I'intersection. Nous
supposerons encore (ue sa tangente en M, n’est pas
parallele a Oa @ il faut et il suffit pour cela que M,
ne soil pas sur le contour apparent de f = o. En pro-
jection sur le plan 20Oy, cette branche d’intersection
devient une courbe tangente en m, a I'enveloppe des

courbes
g("'r}/a ) =o.

Dans 'espace, le point M, la subdivise d’ailleurs en
deux trongons, 'un 8 situé sur S’ et Pautre §" situé
sur S".

Cela posé, envisageons les deux systémes

(f(x.0,2)=0o,

) | gz, y,2)=0;
. Sy, 2 (2, ) fle, y, &' (., p)] = o,
(s) .

( g(x,y,2)=o.
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Nous allons montrer que le systéme (a’) admet des
solutions étrangéres au systéme ().
En effet, la projection sur 2Oy du troncon §' pro-
vient de I’équation

Six y. 2z, yi]=c.

Considérons un systéme x, y de valeurs satisfaisant a
cette équation. La projetante correspondante coupe S’
en un point de cote £"(z, y). Les coordonnées de ce
point satisfont au systéme (s’), mais non a (¢). Par-
tons de méme du troncon §’, représenté en projec-

tion par
Sz, y, 2" (2, y)] = o.

Une des projetantes correspondantes coupe S” en un
oint de cote 3'(.x, ¥), qui satisfait a (') et non a(s).
i }/ ) q
Dans le cas actuel, il n’y a donc pas équivalence
locale.

3. Supposons maintenant que M, soit encore un
point ordinaire pour chacune de nos surfaces f=o,
£ =0, ainsi que pour leur intersection, et se trouve
sur les contours apparents de chacune d’elles, c’est-
d-dire supposons que 'on ait a la fois

‘f(.Z’o,V‘Vo,'ZO)ZO, g(xm}’m 10)207
f/a(’ro-,}/oa %) = 0, g/a(l‘o,yo,lo)=o.

La projection de lintersection sur le plan Oy
offre alors en m, un point de rebroussement. Les
deux trongons séparés par ce point proviennent dans
I'espace de deux arcs situés, I'un dans la région S,
Pautre dans la région S”. Pour les mémes raisons que
précédemment, il ne peut y avoir dans ces conditions
équivalence locale. Il n’y a exception que si les pro-
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jections de l'arc de la région S’ et de l'arc de la
région S” se superposent. L’équivalence réapparait
alors, en méme temps que, en chaque point z, y de la
projection commune, les deux équations

f(xy.)/ad):cﬁ é’(x>.}’,a)=°

possédent deux racines o communes.

6. On pourrait développer la théorie en posant des
hypothéses de plus en plus complexes. Nous n’insis-
lerons  pas davnntug(:, et nous nous bornerons a
montrer Popportunité des notions précédentes, en y
rattachant Pexplication d’un paradoxe souvent cité, a
propos des familles de courbes gauches a un para-
nictre. Soit la famille

(%) Sl y.3,2)=o0, &(x,y, 5,4)=o0.

Elle n’admet d’enveloppe que si Pon peut trouver trois
fonctions dérivables x, y, 5 de 2, vérifiant, outre les
¢quations du systéme (T), les deux saivantes :

! !
Ja=o0, o= 0.

En général, il n’y a donc pas d’enveloppe. Cependant,
Ia solution semble tout autre lorsqu’on se place au
point de vue suivant. Eliminons = entre les équations
du systéme (), soit

Flx,y,5)=0
I'équation obtenue. Considérons le systéme
(2’) F<xayvz)=°a g(:Tt.V:;v“)=°‘

Les courbes données satisfont a ce systéme. Or il
semble qu’ici, TPapplication de la régle classique
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conduise & une enveloppe, définie par les équations

(2) F=o, g=o0, ga=o.

La théorie précédente résout immédiatement la
difficulté : en effet, puisque nous avons g, = o, nous
sommes dans les condjtions ou le systéeme (X') admet
des solutions étrangéres au systéme (Z). Mais, 1l est
intéressant de pousser plus avant cette étude.

7. Considérons un systéme de valeurs x4, ¥o, 30, %,
satisfaisant 4 nos trois derniéres équations : en vertu
des deux derniéres, le point x4, ¥y, 3, est sur la fron-
tiere du domaine d’existence de la fonction impli-
cite a(z, y, 3) définie par

g£=o.

Supposons réalisées les conditions ou il passe, en z,,
Yoy 30, une nappe unique de cette frontiére, admet-
tant Z,, )°, 5o comme point ordinaire et séparant
I'espace environnant en deux régions A et B : en
chaque point de A, on obtient deux détermina-
tions «'(z, y, 5) et o"(z, », 3) de notre fonction
implicite; soit toujours a'<a’. Ces déterminations
disparaissent dans B.
L’équation
f[.’l‘, .:V’ z? a’(z‘,y7 z)J =0

représente un premier tron¢on de F =o. L'équation
f[x7.y) z’ a”(w3.}/7 z)] =o

en représente un second. Ces deux trongons se
soudent suivant une ligne L, lieu des points qui
vérifient les équations (2). Supposons d’abord que fa
ne soit pas nul sur L : alors, cette courbe est une
Ann. de Mathémat., 5¢ série, t. 1. (Octobre 1922.) 2
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ligne de contact de F = o avec I'enveloppe des sur-
faces g = o : 1l suffit pour le voir de pratiquer dans les
surfaces étudiées des sections par des plans z = const.,
ce qui nous raméne aux conditions du n° 4, puis de
faire varier ensuite le plan de section.
Cela posé, en un point z, y, z du troncon

Sz, y, 5,0 (2, y,3)] = o,

Péquation g =o0 a deux racines localement accep-
tables : la plus petite o' vérifie

Sf(x,y,35,2)=o0,

mais il n’en est pas de méme de la plus grande 2.

Nous employons a dessein cette notation 3" pour
indiquer que la courbe définie par les équations

fle. y. z,4(x,y,5)l =0, glo,y,5)=o0

ne sausfait plus au systéeme (Z). Pour autre trongon,
on peut faire un raisonnement analogue.

D’apres cela, en un point de F = o, voisin de M,, il
passe deux courbes satisfaisant au systéme (X') : une
courbe Cq, répondant au systéme (2), et une courbe Cg,
€lrangére a ce systéme.

Sur la ligne L, les valeurs o et 3 se confondent :
montrons cependant qu’elle ne joue pas le role d’une
enveloppe.

En chaque point de L, passe une surface g =o

tel

et une seule, tangente a I'enveloppe des surfaces g =o,

donc tangente aussi a F = o. Désignons par I’y la ligne
° o) 0 s}

de contact de cette enveloppe et de la surface
(b”\)) g(“’(“a.}’az.«do)=0

qui passe en M,. Pour un observateur de la région B,
qui regarde Mg, la surface F est en avant de la sur-
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face g, le long de la ligne L, et 'inverse se produit le
long de I'y. L’intersection de F et de g, présente donc

en M, deux branches rcelles, dont les tangentes sont
disposées par rapport @ L et I'y comme l'indique la
figure ci-dessus.

Prenons un point quelconque sur I'une de ces
branches de courbe : en ce point, I'équation

g(x, y,2,2)=0

a deux racines, dont I'une est ¢gale a op. La seconde
est plus grande que «y, ou plus petite que a,, suivant
que le point z, y, 5 considéré appartient a I'une ou a
l'autre des portions de la surface g, délimitées par la
ligne T,. Supposons, pour fixer les idées, que la
seconde racine surpasse o, sur la portion T'jA’A"
soit dépassée par elle ‘sur T, B'B".

Supposons en outre que la portion LA’B de F soit
celle qui correspond a ’équation

fl‘T7.ya Z7 a’(l‘,)” Z)] =
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que la portion LA"B" corresponde &

f[.l‘,)/, za.“'(za.}/75)]= o.

Dans ces conditions, sur 'arc MyA' de l'intersec-
tion, la plus petite des deux racines est cota,. Puisque
nous sommes sur le troncon LA'B', nous pouvons
affirmer que l'arc M, A’ appartient a la courbe C,
pour a =o,. 1l en est de méme de 'arc M,B’, le long
duquel la plus grande racine est a,, alors qu'on se
trouve sur le trongon LA"B”.

Par contre, les arcs MyA” et MyB' appartiendront a
une courbe Cg telle que 3 = 2,. Et en effet, sur My A”
par exemple, 2, est la plus petite des deux racines,
alors qu’on se trouve sur le troncon LA"B’.

En résumé, aucune propriété spéciale ne distingue
les points de L des autres points de la surface F = o :
par tout point de cette surface voisin de M, il passe,
dans les conditions précédentes, une courbe G, et une
courbe Cg. Leurs tangentes ¢tant distinctes, aucun
phénoméne de contact ne se produit.

8. Pour terminer, examinons sommairement ce qui
arrive en supposant remplies les conditions pour
Pexistence de l'enveloppe. Il nous suffit de nous
reporter a ce qui a ét¢ dit au n° 5, en recourant au
méme processus que précédemment : génération de la
figure a l'aide de sections par des plans s = const.
Nous obtenons alors le résultat suivant : il y a encore
deux trongons de’ la surface F =0 qui se soudent le
long de la ligne L, mais, cette fois, L joue le réle d’une
aréte de rebroussement. Chaque courbe C, est alors
partagée en deux arcs par son point de contact avec
I'enveloppe L. L'un des tronc¢ons de I = o est le lieu
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des arcs d'une série, 'autre troncon est décrit par les
arcs de P'autre série.

Il peut arriver comme cas particulier que les deux
troncons de F =o0 se superposent 'un a l'autre, et
qu’en un point de cette surface double, les deux
équations

f(‘r7.yaz>1)=°a glr,y,3,a)=o0

alent deux racines communes en a, qui se confondent
sur 'enveloppe. Celte circonstance se présente tou-
jours lorsqu’on part d’une surface donnée et qu’on
considére sur cette surface une famille de courbes a
un paramétre tangente a une courbe fixe de la surface.
L’aréte de rebroussement constituée par cette courbe
est alors, 1l va sans dire, purement fictive.

[0'5h]
SUR LES OMBILICS ;

Par M. Pac. MONTEL,

Si 'on appelle « ombilic d’une surface » tout point
dP cette surface en lequel Vindicatrice d'Euler est une
circonférence, on salt que la seule surface réelle dont
tous les points sont des ombilics est la sphére. Je me
propose de donner une démonstration géométrique
simple de cette proposition ().

(') M. R. Harmegnies a donné aussi, dans ce journal, une démon-
stration géométrique du méme theoréme (Nouvelles Annales, t. XX,
1920, p. 180).
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Supposons qu’il existe une surface (S) dont tous
les points soient des ombilics. Le céne circonscrit &
cette surface dont le sommet est un point arbitraire P
est tangent a la surface (S) le long d’une courbe (C);
en chaque point M de cette courbe, la direction de la
tangente a (C), conjuguée de la direction MP, est per-
pendiculaire a MP puisque M est un ombilic de (S).
La courbe (C) est donc normale a tous les rayons
vecteurs issus de P : il en résulte que ce rayon vecteur
a une longueur constante et que la sphére (Z), de
centre P et de rayon PM, est orthogonale a (S) en
tous les points de (C).

Laissons fixe le point M et supposons que le
point P se déplace dans le plan tangent en M 4 la sur-
face (S). On voit que cette surface (S) est orthogonale
i toutes les sphéres (¥) de rayons PM; toutes ces
sphéres sont tangentes au point M a la normale MN a
la surface (S). Une inversion de pole M remplacera
les sphéres (T) par une famille de plans paralléles a la
direction MN et la surface (S), par une surface nor-
male a tous ces plans, c’est-a-dire par un plan perpen-
diculaire &« MN. La surface (S), qui est I'inverse d’un
plan, est donc une sphére.

La démonstration s’applique a toute surface (S)
pour laquelle on peut définir les ombilics; analyti-
quement, les fonctions qui permettent la représen-
tation de la surface doivent posséder des dérivées
premiéres et des dérivées secondes. Dans le cas ou
la surface (S) est analytique, il sufiit de supposer
qu’il existe une petite région de cette surface dont tous
les points / sont des ombilics. On choisitalors le point M
dans cette région.

On peut rattacher a la question précédente différents
problémes qui se présentent naturellement au sujet des
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ombilics des surfaces algébriques. Une telle surface
peut posséder une ou plusieurs lignes d’ombilics for-
mant des courbes algébriques.
Quelles sont les limites supérieures du nombre et
des degrés des lignes d’ombilics que peut posséder
une surface algébrique de degré m?

CONCOURS D’ADMISSION A L'ECOLE POLYTECHNIQUE
EN 1922.

Mathématiques (1™ composiTioN) (1).

Noration. — Le symbole thu désigne la tangente
hyperbolique
shu et —e~

thtt = —= ——.
chu et + e~

I. Exprimer Y =th3u en fonction de X =thu.

Soit Y = f(X) la fonction obtenue. Calculer avec
une décimale exacte Uaire comprise entre la
courbe Y = f(X)etlesdroitesX=3Y,X=o0,X=1.

Décelopper f(X) en série convergente procédant
suivant les puissances entiéres positives croissantes
de X.

Soit o(X) la fonction formée par l'ensemble des
trois premdiers termes, a coefficients non nuls, du

(') Voir plus loin I'énoncé et la solution de la deuxiéme com-
position.
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développement précédent. Discuter, suivant les
valeurs du paramétre réel)., la réalité des racines

de U'équation
o(thu)=3thu+ A

1. Ezxprimer, pour n entier positif, Y =thnu en
Jonction de X = thu.

Soit Y = F(X) la fonction obtenue. Décomposer
les deux termes de la fraction rationnelle F(X) en
Sacteurs du premier et du second degré a coeffi-
cients réels.

Wontrer que la relation Y =F(X) équivaut, si
U’on pose X =sinz, Y = siny, a une relation simple
entre les tangentes trigonométriques

tang <-7- +f> et lang<7—E —+—"Z>
4 2 4 2

/

Etudier les variations de la fonction Y = F(X),
X variant de — o a + o, et les représenter gra-
phiquement.

Soit Uéquation F(X)=F(X,), X, étant une
constante donnée différente de —1 et de —+1.
Calculer ses racines a l'aide de X, et des tangentes
trigonométriques desangles K—n- (Kentier). Discuter

la réalité.

Epure de Géométrie descriptive.

La ligne de terre étant figurée par le petit axe
de la feuille, un tore a son centre O dans le pre-
mier diédre a 14™ de chacun des plans de projec-
tion; ce point O est dans le plan de profil figuré
par le grand axe de la feuille. L'axe du tore est
vertical; son cercle générateur et son cercle de
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gorge ont tous deur 4™ de rayon. Par le diamétre
du tore paralléle a la ligne de terre, on méne un
plan bitangent au tore, et Uon fait tourner autour
de ce diameétre la surface limitée par le contour
extérieur de la courbé de section : on engendre
ainsi un solide X.

On considére d’autre part un hyperboloide de
révolution a une nappe H, ayant méme axe que le
tore, et dont la méridienne admet pour cercles
osculateurs en ses sommets les cercles formant la
méridienne du tore. (A défaut d’une détermina-
tion géométrique de ['hyperbole méridienne, on
pourra opérer analytiquement; dans ce cas, on
indiquera le calcul dans un angle inférieur de la
Jeuille.)

1° Représenter le solide S commun a H et a E.

2° On considére des projetantes perpendiculaires
au deuxieme bissecteur. Construire pour le solide S
le contour apparent dans Uespace et le contour
apparent en projection sur le second bissecteur.

Mathématiques (2° coMproSITION).

Un plan wvertical est rapporté a deux axes,
Uun, Oz, horizontal, 'autre, Oy, vertical, dirigé
vers le haut.

1° Ecrire Uéquation de la trajectoire d'un point
pesant M qui se meut dans ce plan, sachant qu’il
passe par Uorigine des coordonnées a l'origine du
temps, et que sa vitesse lors du passage en O fait

Uangle o avec Ox et a pour mesure \/2gh, ot g
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désigne Uaccélération de la pesanteur et h une lon-
gueur donnée. Lorsque o varie, h restant constant,,
on a une famille de trajectoires paraboliques (T)
admettant toutes pour directrice la droite y =h.
Donner Uéquation de la parabole de sireté, enve-
loppe de ces courbes (T).

2° On fait toujours varier a, laissant h constant.
Former Uéquation du lieuw (L) des points des
courbes (T) ot la tangente fait Uangle B donné
avec Ox. Trouver Uenveloppe des lignes (L) quand
Boarie. Montrer qu'on passe simplement du point
de contact, variable, de la ligne (L) avec son enve-
loppe au point variable de la ligne (L), enlequel la
tangente est paralléle a Ox.

3° Solent PQ,, PQ, les tangentes aux deux tra-
Jectoires (T) qui passent en un point P(x,, y,)
donné. Trouver les bissectrices PB,PB’ de ces droites,
et montrer qi'elles ne dépendent pas de h.

La parabole de sareté varie avec h; montrer
qu’une telle parabole passe par P; trouver une rela-
tion simple entre les éléments de cette parabole en P
et les droites PB, PB'.

Il ¥y a une infinité de mouvements d’un point
pesant Uamenant a passer par les points donnés O
et P. Soient, dansun tel mouvement, OV et PV’ les
vecteurs vitesses du mobile lors des passages en ces
points. Trouver les lieur géométriques (H) et (H')
des points Vet V'. Par O on méne un vecteur OV
se déduisant par translation du vecteur PV'. Etu-

_—._._). .
dier la variation de VV' en fonction de la durée §
du parcours de U'arc OP de la trajectoire corres-
pondant a OV.
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SOLUTION.

Par M. R. B.

1. Les coordonnées du point M sont, a I'instant ¢,

x = 2gh cosat,

— . 1
y = Vogh smzt—;gt’.

Par élimination de ¢, on obtient P'équation de la trajec-
toire (T),
z2— fhsina cosax + 4l cos?ay = o.

Il est plus rapide de traiter le probléme par la voie géomé-
trique que par le calcul.

Soient 8 le sommet de (T) (fig. 1), s le pied de son
ordonnée: La composante horizontale de la vitesse du point M

est constante et égale 4 y/2g% cosa. Telle est donc en particu-

Fig. 1.
s K
A\
T
3
+
t o |HR
D
A s D
\ !
P’ L
s E
0 A\ .
N

lier la vitesse du point M; & Vinstant ou il passe en S, cette
vitesse étant horizontale. Appliquons le théoréme des forces
vives entre le point O etle point S. On a

28h —2ghcos?a=2ghsin?a =2g.s8S,
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d'ou
sS = hsin2a,

Soient T et N les points ol la tangente et la normale en O
rencontrent I’axe de (T). On a, d’aprés une propriété classique

de la parabole,
sT = 258 = 2hsin?e,

d’olt
Ns=O0tcotxa=sT cot2a = 2h cos?a.

Mais la sous-normale Ns est égale au double du paramétre
de (T). Si donc on -appelle ¢ le point ou la directrice (D)
de (T) rencontre sS, on a

56 =5S 4+ So = hsin?a + hcos?a = h.

Donc, quel que soit U’angle a, la directrice (D) de (T)
est la droite y = h (1).
Soit A le point ol (D) rencontre O y. F étant le foyer de (T),

on a
OF = OA.

Donc, quand « varie, le liew de F est le cercle O (h) de
centre O et de rayon h.

Soit I le second point de rencontre de OF avec (T). Menons
la droite (A), d'équation y = 2/, et soient H et K les projec-
tions du point I sur (D) et sur (A). On a

OF = HK, FI=1IH,

d’od, par addition,
Ol = K.

~ Par conséquent, le point I appartient a une parabole (IT) de
foyer O et de directrice (A). On voit en outre que (T) et (I1)
se toucbent en I, Ia tangente en ce point a chacune des para-

2\
boles étant la bissectrice de I'angle OIK. Donc, guand zvarie,
(T) a pour enveloppe la parabole (1), dite parabole de

(1) On peut aussi écrire

—3

=
=
Py

paramétre =

—_—=

sS

<
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stereté. Remarquons d’ailleurs que la parabole (T) passant par
le point O et touchant la droite de I'infini au point a I'infini
de Oy, c'est-a-dire passant par trois points fixes, ne peut
toucher son enveloppe qu'en un point. On est ainsi assuré
que (I) n'a pas d’autre enveloppe que (II).
L’équation de (11) est

224+ yr=(y—2h)?
ou
2+ fhy — 4h2=o.

2. Soit L le point ( fig. 1) de la parabole (T), de toyer F,
ot la tangente est paralléle & une droite donnée (8). R étant
la projection de L sur (D), le triangle FLR est isosctle
(LF = LR) et FR est perpendiculaire a (). FI. a donc aussi
une direction fixe, quelle que soit la parabole (T). On voit
donc qu’on passe du point F au point L par une transfor-
mation (&) définie de la maniére suivante : étant donné le
point I, on construit le point L tel que le triangle FRL ayant
ses trois cotés de directions fixes, son troisiéme sommet R
soit sur (D).

Cette transformation (&), étendue a tout le plan, est une
transformation homographique : en effet, si le point F
déerit une droite, on reconnait immédiatement que le point L
décrit une droite concourant avec celle-ci et avec (D). En
outre, si I ¢'¢loigne a l'infini, L en fait autant. (©) est donc
une transformation homographique conservant la droite de
Pinfini. C'est ce qu’on appelle une affinité. On sait qu'une affi-
nité transforme une conique en conique du méme genre. On
sait aussi qu’elle conserve les relations de parallélisme et
qu’elle n’altere pas les rapports de division sur une droite.

La courbe (L) de I'énoncé ecst la transformée du cercle O (&)
par I'affinité (©). C'est donc une ellipse dont on reconnait les
propriétés suivantes :

1° (L) passe en A.

2% Soit Fy ( fig. 2) le point de O (h) tel que AF; soit paral-
leéle a FR (fig. 1). Quand F vient en F,, L vient en O. Donc
(L) passe par le point O. -

3% Le centre w de (L) est le transformé du point O par ().
Ce point est équidistant de O et de (D). Donc il appartient
a la parabole (') de foyer O et de directrice (D).
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4° Deux triangles FRL et F'R'L’ sont homothétiques. Donc
FF' et LL’ se coupent sur RR’ en (D). En prenant F' infini-

Fig. 2.
¢ A [$0))
V]
w
o
f G
A'

ment voisin de I sur le cercle O (%), on voit que la tangente
@ (L) en L rencontre (D) au méme pointt que la tangente
a O(hk)enF.

En particulier, la tangente en O & (L), O ¢y, est perpendi-
culaire & AFy, donc paralléle & (B3). On voit encore qu’au
point G, transform¢ du point A’ de O(%) diamétralement
oppos¢ a A', la tangente est horizontale. Mais ce point est
diamétralement opposé sur (L) au point A. Done, en A, la
tangente a (L) est aussi horizontale. C'est donc (D) méme.

En résumé, nous avons obtenu les propriétés suivantes de
Pellipse (L) : (L) passe en O ol sa tangente est parallele
a ()3 en A ou sa tangenteest (D). Son centre w est déterminé
par une construction simple. L’ellipse doit donc étre consi—
dérée comme bien connue.

Soit U le point de (L) diamétralement opposé¢ a O. Le
point U est sur la parabole homothétique par rapport a O
de (1), le rapport d’homothétie ¢étant 2. Cette parabole n’est
autre que la parabole de sureté (I1). En outre, la tangente
en U a (L) est paralléle a O¢y. Il en est visiblement de méme
de la tangente a (Il) au mémc’point. Donc (L) touche (II)
en U.

Quand @ varie, (L) passe par trois points fixes, & savoir le
point O et deux points confondus en A. (L) ne peut donc
toucher son enveloppe qu’en un point. On en conclut que (L)
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a pour seule enveloppe la parabole de siireté (1) (voir la
Note finale).

Le point variable de (L) ou la tangente est horizontale est
le point G, diamétralement opposé au point A. UG est équi-
pollent a AO. Telle est la relation simple qui existe entre les

. points U et G.

3. a. Soit J la projection du point donné P sur (D) (fig.3).
Les foyers Fy et F, des deux paraboles (T) qui passent en P
sont les points d'intersection du cercle O (%) et du cercle P(PJ).

PR
Les tangentes PQ, et PQ, sont les bissectrices des angles JPF,;

PN
et JPF,.

Dans ce qui suit, nous désignerons par (X) l'angle, défini
a 27 prés, que fait une droite orientée X avec Oz, et par
Ky, K. ... des entiers quelconques, positifs ou négatifs.

On a les relations

2(PQy) = (P))+ (PF;) + 2K,

2(PQ,) = (PJ) + (PFy) + 2K, x,

(PF,) 4+ (PFy)=2(PO )+ 2K3,
d'ou l'on tire

(PQ) 4+ (PQs) = (PJ) +(PO) + (K, + Ky, + Kj)=.

Fig. 3.

(D)

P
Soit maintenant PB la bissectrice de I'angle Q; PQ,, on a

2(PB) = (PQ,) + (PQy) + 2K,
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(PB) = (————-—~PJ)_:(PO) + K, + _—_____K,+l;,+l(3m

Si I'on fait varier les K de toutes les maniéres possibles, on
obtient poar (PB) les mémes orientations que pour les quatre

demi-bissectrices de I’langle OPJ. Donc, laissant maintenant de
coté la question de sens, les droites PB et PB’ de I'énoncé
sont paralléles aux deux bissectrices, extéricure et intérieure,

N\
de I'angle OPJ. Elles ne dépendent pas de 4.
Il existe une parabole de sureté (z) passant en P. Clest

. orP . .
celle qui correspond a la valeur de A = < Silon renversait

le sens de la verticale; il y aurait deux paraboles de sureté,
(M) et (II'), se coupant orthogonalement en P.
PB et PB' sont les tangentes (ou les normales) a ces

deux paraboles.

b. Quelle que soit la parabole (T) passant en O et P, les
tangentes a (T) en ces points se coupent en T sur la verticale
du point I, milieu de OP ( fig. 4). Les vecteurs OV et PV’,

.
Fig. 4

dirigés suivant ces tangentes, ont méme composante horizon-
tale, en sorte que, OV/ étant équipollent a PV’, les points V'
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et V)| sont une méme verticale. La droite OP coupe VV/ en
son milieu M.

Soit 6 le temps de parcours de I'arc OP de trajectoire.
VV/{ représente I'accroissement de la com.posante verticale de
la vitesse pendant ce temps. On a donc, en grandeur et en
signe.

VVi=— gty ou ViV = g0,
ce qui répond a la derniére question.

D’autre part, si I'on projette obliquement le mouvement
sur OP, parallélement a la verticale Oy, la projection du
mobile décrit OP avec une vitesse uniforme égale 8 OM. On a
donc

OM.6 = OP,
d'ou
OM.V|V = g.0P.
Mais
ViV =12MV,
donc

OM.MV = %g.OP.

Si donc on rapporte le lieu du point V a des axes obliques,
OP et Oy, ce lieu a pour équation

1
Ty = _8. oP.
C’est une hyperbole (H), ayant pour.asymptotes OP et Oy.
V' décrit hyperbole supplémentaire (H"), et V' décrit 'hy-
perbole (H') qui se déduit de (H") par la translation du vec-
teur OP.
On voit que OV est minimum quand la direction de la

vitesse en O est bissectrice de l'angle PO y.

NOTE.

Au n° 2, nous avons reconnu que 'enveloppe des ellipses (L)
se confond avec celle des paraboles (T). Cela rentre dans le
théoréme général que voici :

Soit une famille de courbes (T ) définies par I’équation
(1) Sz, ¥, %) =o,
ot \ est un paramétre variable. Sur chaque courbe (T)
marquons un point M satisfaisant & la condition
(2) gz, ¥, A, p)=o,

Ann. de Mathémat., 5 série, t. 1. (Octobre 1922.) 3
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ou p est un nombre donné et g une fonction donnée:
Quand \ varie, le point M décrit une courbe (L) qui
dépend de p.

Quand on fait varier p, les courbes (L) ont une enve-
loppe qui comprend celle des courbes (T) quand on fait
varier .

En effet, une courbe (L) peut étre considérée comme ayant
pour équation (1), a la condition de remplacer . par sa valeur,
fonction de z, y et A, tirée de (2). Cette substitution étant
faite, posons

(3) v (2, y, l"')=f<x’.y’)\)-
(L) a pour équation
(4) ¢(z, y, p) =o.

Un point caractéristique de (L) satisfait & 'équation (4) et
a I’équation
0p _ df on .
(5) :9?1 = 5\ 5—}1 = 0.
Mais un point caractéristique de (T) satisfait a I’équation A(_I)
ainsi qu'a I'équation

(1) et (6) entrainent (4) et (3), ce qui établit la proposition.
Le résultat du n° 2 n’est évidemment qu'un cas trés parti-
culier de ce théoréme. .

CONCOURS D’ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
EN 1922.

Mathématiques (i™ COMPOSITION).

On considére la famille de sphéres (S), a deux
paramétres \, ., d’équation

AAp+BrA+Cp+D=o,
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A, B, C, D représentant les expressions ci-dessous :

A=2a(y + 3),
B=— [r’+y’+ 2+ a2y/2ax — 202 — k],
C=—[2'+yr+32—2y/2ax + 20— k|,
D =2a(y — 3),

et a et k étant des constantes supposées données
(a> o, k quelconque).

1° Montrer que les sphéres (S) sont orthogonales
a unesphére fixze (D) et que le lieu géométrique de
leurs centres est une quadrique (Q).

2° Si Lon fait varier Uun des deux paramétres).,
w seul, les sphéres ainsi obtenues passent par un
méme cercle qui engendre, lorsqu’on fait varier a
son tour le second paramétre, une surface (L) a
laquelle chaque sphére (S) est doublement tan-
gente. Deux quelconques des cercles générateurs
sont-ils sur une méme sphére? Peuvent-ils étre dans
un méme plan?

3° Montrer que 'on peut obtenir la surface (¥) a
Vaide du mode de génération que l'on vient de
décrire en partant d’autres quadriques que la qua-
drigue (Q) — ayant les mémes axes qu'elle — et
d’autres sphéres fixes que la sphére (D). A combien
de modes de génération ce procédé peut-il con-
duire? Discuter, suivant les valeurs de k, la nature
des quadriques obtenues, et montrer que les sphéres
fixes correspondantes sont orthogonales deux a
deux.

4° Etudier sommairement la Jforme de la courbe
d’intersection de la surface (2) par le plan 20y,
suivant les différentes valeurs de k. Contréler la
discussion algébrique par des considérations géo-
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métriques résultant du mode de génération de la
courbe.

5° De quoi se compose le contour apparent de la
surface (Z) sur le plan xOy? Donner un régionne-
ment de ce plan suivant le nombre de points réels
de la surface qui se projettent en un de ses points,
et en déduire les différentes formes que peut
prendre la surface.

6° Les différents modes de génération, décrits au
paragraphe (3°), mettent en évidence plusieurs
séries de cercles générateurs. Discuter leur réalite.
Y a-t-il, en dehors de ces séries,d’autres cercles sur
la surface (2)?

(2° COMPOSITION).

Deux fils parfaitement élastiques sont attaches,
chacun par une de ses extrémités, en deux points
diamétralement opposés d’une petite balle sphé-
rique; les autres extrémités de ces fils sont fixées,
respectivement, en deux points fixes A et A'| situés
sur une méme verticale. On assimilera la balle & un
point matériel de masse m; les masses des fils seront
supposdes négligeables, ainsi que les frottements
auz points d’attache et la résistance de U’air. On ne
considérera que des positions de la balle pour les-
quelles les deux fils soient tendus, de sorte que ces
fils seront toujours rectilignes. Il est, enfin,
entendu qu’aucun’obstacle ne s’oppose aux déplace-
ments de la balle et des fils, entre les plans hori-
sontaux de A et de A'. ‘

On désignera par O le miliew de AA', par Oz la

demi-verticale descendante issue de O, par Oy une
" demi-horizontale fize issue de O, par A celui des
deux points fixes qui est sur Ox, par Mune position
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quelconque de la balle. On posera OA=a, AM =5,
A'M =¢'. On admettra qu’en vertu de leur élasti-
cité, qui est la méme pour tous deux, les fils exer-
cent sur la balle des forces mesurées respectivement
pr—¢
g

ne dépend que de la nature des fils, et c et ¢’ étant
les longueurs auxquelles les deux fils se réduiraient
respectivement s'ils cessaient d’étre tendus.

par /fp—:—c et k » k étant une constante qui

1° On supposera, dans tout le probléme, que
¢+ c'=a, et que la position d’équilibre de la balle
esten O. Quelle est la relation entre m, k,c, c' et
Uaccélération g de la pesanteur qui traduit cette
derniére condition?

2° Montrer que la balle, écartée de O et aban-
donnée sans vitesse en un point de AA', suffisam-
mentvoisin de O, exécute des oscillations isochrones.
Calculer ¢, ¢’ et k en fonction de a, m, g et de la
longueur h du pendule simple dont les petites oscil-
lations seraient isochrones aux oscillations de la
balle considérées. Ondésignera, s'il y a lieu, par T
la durée d’une oscillation simple de ce pendule.

3° Soit F la résultante des actions qui s'exercent
sur la balle, quand elle est placée en un point quel-
conque M du plan xOy, et soient z, y les coordon-
nées de ce point. Montrer que le champ des forces ¥
dérive d’une fonction de forces U(x,y); et que, st
Uon néglige des infiniment petits d’ordre supé-
rieur a 2 par rapport a la distance OM, on peut
prendre pour expression approchée de U(z, y), au
voisinage de O, le polynome

k /1 1
Us(a, )= 22— 5 (L4 2) @50
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Etudier sommairement les courbes de niveau et
les lignes de forces du champ, en adoptant cette
valeur approchée de la fonction de forces, et en

ay2
supposant h = ——Z/—

4° Avec la méme approximation pour U(z, y),
et la méme valeur pour )\, étudier le mouvement
que prend la balle, quand on l’abandonne sans
vitesse en un point quelconque x=p, y=gq du
plan zOy, voisin de O.

5¢ On lance la balle, a partir de O, dans la
direction Oy, avec la vitesse vo=\/17hg. De quel
angle maximum le fil supérieurs’écartera-t-ilde la

ay2

verticale? — On supposera encore L= < mais

Uapproximation admise pour U(z,y) dans les
deux questions précédentes cesse ici d’étre valable.

QUESTIONS.

Nous reproduisons ci-dessous les ¢noncés de quelques questions
publiées dans les Nouvelles Annales, depuis 1919, et dont il n’a pas
été publié de solutions. Il n’a pas ¢té recu de réponses aux ques-
tions marquées d'un astérisque. Pour les autres, nous avons des
réponses en portefeuille. Nous croyons cependant que la reproduc-
tion en sera agréable & nos lecteurs.

2388. Dans un quadrilatére complet, les orthopdles de
chacun des cdtés, pris par rapport au triangle formé par les
trois autres cdtés, sont quatre points collinéaires avec les
orthocentres des quatre triangles obtenus en prenant les cotés
trois a trois.
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En déduire que, dans un' triangle, orthopdle d’une droite
appartient a la perpendiculaire abaissée de l'orthocentre sur
la transversale réciproque de cette droite.

R. GOORMAGHTIGH.

*2390. Etudier la surface qui a pour équation
x2(z—a)+ 32 ()*+ 22— a?)=o,

les axes étant rectangulaires; droites de la surface, cercles,
coniques, etc.; génération de la surface par le mouvement
d’un cercle, d’'une ellipse. . J. LEMAIRE.

*2393. Si P’équation d’une surface en coordonnées homo-
génes est de la forme

Az, y,3) < o™z, y,3)+B(z,y,2) <o (2, y,2)t+... =0,

de sorte que la courbe représentée par les équations ¢ = o,
¢ =o est une ligne de la surface dont I'ordre de multiplicité
est m, I'équation du systéme des m plans tangents a la sur-
face en un point de cette ligne s’obtient en remplacant, dans
Péquation de la surface, ¢(, y, 2) par Xo¢b+ Yo\ +Zg}
et t par T. G. FoNTENE.

2397. Soient P et Q les intersections d’une conique (S)
avec lcs tangentes a une conique (Z) issues d'un point va-
riable M de la premiére. On sait que PQ enveloppe une
conique appartenant au faisceau (S, ). Démontrer que le
point de contact de PQ avec son enveloppe est, par rapport
au segment PQ, le conjugué harmonique de I'intersection de
cette droite avec la polaire de M par rapport a (2).

G. BouLroub.

*2399. Soient x; et ay, By et By, yi et ya les milieux des
arcs BC, GA, AB du cercle circonscrit 2 un triangle ABC,
et o et a,, B} et B}, ) et y5 leurs symétriques par rapport
aux cotés BC, CA, AB respectivement. Montrer que les quatre
cercles o'y By vy, @4 BaYa, B)®2 Y2, Y) %3 B se coupent a I'ortho-
centre H du triangle ABC. Indiquer les centres et les rayons
de ces cercles. V. THEBAULT.
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2402. Si I'on joint un point d’une ellipse aux deux sommets
situés sur un axe et le point diamétralement opposé aux deux
sommets situés sur P'autre axe, les quatre droites ainsi obte-
nues et les axes de l'ellipse sont six tangentes d'une parabole.

F. BaLiTRAND.

*2403. L'¢quation

m
() o=
2 et P étant des quantités positives, a deux racines posi-
tives, si
mmnph

> (7,?»)””‘;

on a
bmn

\om+n mpn
LY _mat (D,
2 (m + n)m+n 2

A. PgLLET.

*2409. Si deux triangles sont a la fois homologiques et
orthologiques, les deux centres d'orthologie sont sur la per-
pendiculaire abaissée du centre d’homologie sur I'axe d’homo-
logie.

Application. — Soient M et M’ deux points inverses par
rapport a un triangle ABC, uy, @), pa; @), ph, ¢ leurs pro-
jections sur BCG, CA, AB; si les droites Ay, Bu,, Cprg et A,
By, Cuy sont concourantes, elles se coupent sur MM’ et les
axes d’homologie des triangles ABC et p;pap3, ABC et uf,
Vs, 5 sont perpendiculaires a MM’ R. Bouvaisr.

2410. Construire une conique connaissant un point M, le
cercle osculateur en ce point et deux tangentes (ou deux
points). A. PELLET.

*2411. Une horloge porte unc aiguille des heures, une
aiguille des minutes et une aiguille des seccondes, montées sur
le méme pivot. Ces trois aiguilles ne peuvent étre en coinci-
dence qu’a midi, comme on le reconnait facilement. A quelle
heure, non infiniment voisine de midi, sont-elles contenues
dans un angle aussi petit que possible ? R. B.

———- et w—
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[R1]

SUR UNE MANIERE SIMPLE D'OBTENIR GEOMETRIQUEMENT
LES FORMULES DE LORENTZ ;

Par M. Max MORAND,

Eléve de I’'Ecole Normalé supétieure.

Avant d’entrer plus en détail dans la démonstration
des formules de Lorentz, il convient d’écarter une
objection importante qui ne peut manguer de venir a
Pesprit. ,

On peut analyser de la fagon suivante le phénoméne
de la contraction. Des observateurs voient passer une
régle animée d’'un mouvement de translation uniforme.
Ils font sur cette régle, au moyen de deux dispositifs
convenables dont la distance est mesurable, deux mar-
ques simultanées (pour eux). Les observateurs entrainés
avec la régle mesurent également, au moyen de leurs
instruments, la distance des deux marques. Parler de
contraction, c’est affirmer que le nombre mesurant la
distance des marques, pour les observateurs qui leur
~sont liés, est plus grand que le nombre mesurant la
distance de ces marques pour les observateurs qui les
ont va passer.

Or on se demande, non sans raison, comment des
observateurs différents peuvent comparer des nombres
de mesures quand leurs unités ne sont pas définies, et
ne paraissent pas aisées a définir.

Supposons, par exemple, qu'un systéme d’observa-
teurs se serve du métre et 'autre de la toise; 'un four-

Ann. de Matheémat., 5 série, t. 1. (Novembre 1922.) 4
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nira certainement un nombre supérieur 4 lautre, et
cela sans que le phénoméne de contraction ait eu a
jouer le moindre réle.

A-t-on le droit de parler d’une « méme unité » em-
ployée par les deux systémes d’observateurs en mouve-
ment relatif, ef comment peut-on la définir?

Telles sont deux questions auxquelles il est néces-
sairg de répondre pour donmwer un sens aux formules
démontrées plus bas.

Considérons deux laboratoires immobiles I'un par
rapport a 'autre. Les observateurs de ces deux labora-
toires ont tout loisir de transporter leurs unités de lon-
gueur d’un laboratoire dans I'autre, et de les comparer.
Je suppose qu’ils les trouvent rigoureusement égales.
Ces opérations une fois terminées, et chaque labora-
toire conservant son étalon de longueur, on met en
mouvement 'un des laboratoires, en lui imprimant une
accélération trés faible. Pendant cette période trés
longue ou l'un des lgl)()ral(yil'es acquierl par rapport
a Vautre une vitesse finie, 'intérieur des laboratoires
reste constamment pareil & lui-méme et, en particulier,
les mesures de longueur qu’on y peut faire continuent
a rester concordantes. Quand les observateurs ont
alteint unc vilesse ¢ les uns par rapport aux autres,
Paccélération est annulée et le mouvement devient uni-
forme. On réalise alors I'expérience décrite plus haut
et U'on fait les mesures nécessaires, chaque observateur
utilisant la regle qu’il a emportée avec lui. Clest en
employant ces unilés de longueurs que Pon peut parler
de contraction. Elles sont considérées comme étant les
mémes, bien qu'elles ne soient plus comparables 'une
a l'autre par suite de leur mouvement relatif, mouve-
ment qui est d’ailleurs la cause d’une apparente con-
traction.
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Supposons maintenant que le systéme d’observateurs
primitivement mis en mouvementsoit lentement arrété,
avec une dccélération négative infiniment petite. Pen-
dant cette nouvelle période, chaque laboratoire con-
tinue a rester semblable a lui-méme. Quand ils sont
redevenus immobiles I'un par rapport a Pautre, une
nouvelle comparaison des régles est rendue possible.
On trouve que les unités de longueurs n’ont pas changé.
D’autre part, la distance des marques peut étre com-
parée a la distance des deux dispositifs ayant servi a les
tracer. On peut s’assurer directement que la premiére
distance est plus grande que la seconde, et 'on constate
objectivement la contraction, indépendamment des
unités de mesure.

Un raisonnement semblable s’applique aux horloges.
Chaque systéme d’observateurs doit utiliser des hor-
loges qui, immobiles les unes par rapport aux autres,
marchent rigoureusement aussi vite. Remarquons d’ail-
leurs que 'unité de longueur une fois définie dans un
systéme comme nous venons de le faire, 'unité de
temps ‘en découle nécessairement. Elle doit étre telle
que la vitesse de lalumiére soit mesurée par le nombre ¢
dont la valeur est fixée a 'avance.

Dans les formules qui suivent, on éupposera toujours
qu’tl est fait usage des unités de longueur et de temps
que nous venons de définir. Ce sont celles qui restent
toujours sembiables a elles-mémes pour des observa-
teurs qui leur sont Tiés, et qui donnent les mémes
mesures quand on fait ¢ = o dans les formules trou-
vées.

L’explication de la contraction de Lorentz, donnée
depuis longtemps déja par M. Langevin, amontré I'im-
portance du réle que joue dans les nouvelles théories
le principe de la constance de la vitesse de la lumiére.
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La premiére conséquence de ce principe est la relativité
de la simultanéité. Celle-ci entraine la relativité des
longueurs (contraction de Lorentz).

Nous nous sommes demandé si, pour arriver aux
formules de [.orentz, il ne serait pas plus instructif et
plus élégant de pousser plus loin ces considérations, de
chercher a voir comment le principe de la constance de
la vitesse de la lumiére détermine la forme de ces trans-
formations. C’est remplacer les calculs algébriques que
Pon fait ordinairement par une démonstration géomé-
trique tombant davantage sous le sens commun. Elle
ne fait intervenir que les points de vue des observateurs
liés & un corps et des observateurs qui le voient passer;
elle prépare ainsi l'esprit aux attitudes auxquelles il
doit se conformer pour pénétrer la signification des
théories de la relativité.

1. Relaticité de la simultanéité. — Considérons
une régle A’ B’ qui se meut parallelement a la droite XX/
avec une vitesse constante ¢ dans le sens XX' (fig. 1).

Fig. «

A My M g g

x A M, M B x-

Supposons qu’au moment ou la régle occupe la position
A’B’ par rapport a XX', deux éclairs jaillissent en A
et B. Ces deux éclairs sont simultanés pour XX/'; ils
seronl apercus en méme temps en tous les points du
plan mené perpendiculairement 3 AB par son milieu M.
Comme la lumiére met un certain temps a se propager,
la régle aura bougé pendant le temps que les rayons
lumineux auront mis pour atteindre ce plan, et c’est le
point M, situé un peu en avant du plan au moment des
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éclairs, qui les verra simultanément, un peu plus tard,
en passant dans ce plan en méme temps que les rayons
lumineux. Comme A’'M/ est inférieur a M/, B', les obser-
vateurs liés 8 A'B’ déduiront de cette observation que
les éclairs, simultanés pour les observateurs XX', ne le
sont pas pour eux.

.

2. Formules de Lorentz. — Mais on peut aller plus
loin et retrouver trés simplement, dans cet ordre
d’idées, les formules de Lorentz.

Soient ¢ ’heure marquée par ’horloge A au moment
de Véclair A; ¢, I'heure marquée par A’ & ce méme
instant. Les éclairs étant simultanés pour XX', au
moment ou jaillit I'éclair en B, B vmarquait aussi t.
Cherchons ce que devait marquer B'. Soit u’ la mesure
de la longueur M, M’ faite par les observateurs qui lui
sont liés. Soit ¢ la vitesse constante de la lumiére. Pour
les observateurs entrainés avec la régle, les rayons lumi-
neux issus des deux éclairs se sont croisés en M), par
conséquent l'éclair en B’ a été antérieur a l'éclair
en A de

M B—A'M, 2y
c (4

Il en résulte que I'horloge B' devait marquer, quand
elle a été éclairée par I'éclair B',

(1) r=1t,— 2.

MM, = u. étant la mesure de la longueur M, M’ faite par
les observateurs qui la voient passer, remarquons que

l'on a
AB MM,

2c @

<%
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() p=o o

Nous poserons AB = z, mesure faite par les observa-
teurs liés a AB, et A'B'=z’, mesure faite par les obser-
vateurs liés a A'B’.

Jusqu’ici, nous avons envisagé les phénoménes en
nous plagant au point de vue XX'. Maintenant, exami-
nons ce qui s'est passé pour les observateurs A'B’
(fig. 2). Pour ceux-ci, 'éclair B’ précede I'éclair A'.

Fig. 2.

A ;B

-V A* An B’

En outre, A'B' n’est pas, pour eux, la projection du
segment AB de XX'; ce segment leur parait, en réalité,
occuper la position A’B” a l'instant ¢ de Péclair B'.
A"B"est la mesure de AB faite par les observateurs qui
la voient passer avec la vitesse — ¢. Si,Péclair B’ jail-
lissant, nous imaginons B’ et B’ en coincidence, A" sera
d’autre part le point qui, par un déplacement de
vitesse — ¢ et de durée égale a

’
, 2
lli—t=—ia
C

viendra en A", coincidant avec A’,

2w

A"A" = T,
c
Par suite,
AIB’= AII Bﬂ+ A”AI",
(3) z'= A"B"+ 2?” e

Ecrivons maintenant la constance du rapport des
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nombres mesurant certaines longueurs pour des obser-
vateurs qui leur sont liés, aux nombres mesurant ces

mémes longueurs pour ceux qui les voient passer; nous
obtenons ainsi

AB A'B° MM o &
(4) AT T AB T MM ",I_}?“)"
d’ou

. 2
AlV ‘))I/ — i, .
x

En portant dans (3) et en tenant compte de ce que

p
0x
p./= —-}J;‘u,zt—,
w 2c
il vient
.
=24+ =2
ou
. x
(5) r= —.

Nous retrouvons ainsi la contraction des longueurs,

avec le rapport
——
Vo=

L'origine de ce phénoméne est bien dans un défaut de
simultanéité.

Portant maintenant dans (1) les valeurs trouvées, il
vient immédiatement

(6) t=1t,—

Les égalités (5) et (6) donnent en outre, parun simple
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changement d’origines,

v(z—zy)

5)
%
) —_ =
0‘/1 pr

o Ty= m——z‘o—v(t—-t.,).

p2

e
Nous pourrions considérer maintenant les formules
de Lorentz comme entiérement obtenues, en ajoutant
a(6) et a(7) la condition de pouvoir obtenir la trans-

formation inverse par un simple changement de ¢
en — 0.

U —ty=ti—ty —

(7)

Mais, pour avoir les formules de Lorentz sous la
forme ordinaire, remarquons qu’il nous suffit d’ex-
primer ¢ — t, en fonction de ¢ — ¢,. Un raisonnement
simple va nous permettre de pousser jusqu’au bout la
démonstration géométrique.

Supposons qu’un signal lumineux instantané soit
émis en A. L’horloge A, éclairée par la lumieére,
marque f,; A', qui est en face, marque ¢,. Le signal se
propage et se réfléchit sur un miroir qui, au moment

Fig. 3.
AT x AW

&+

A M

AN AMNNANY

de la réflexion, occupe la position M. Le signal revient
et, en repassant, éclaire le cadran de A qui marque ¢,
ainsi que le cadran de I'horloge qui passe en face et
marque ;.

Ona
2AM

l'——to= P
4
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Pendant le temps que le rayon lumineux a mis pour
aller de AA" en MM', 'horloge A’ s’est déplacée et est
venue en A, (fig. 3). Pendant le temps du retaur, le
tout s’est encore déplacé et c’est Phorlage A, symé-
trique de A, par rapport 4 AA’, qui passe en A’ en
méme temps que le signal lumineux.

Comme
2AM
V’
1 — —

c2

AN A M = 2A'M' =

’

I'horloge qui passe devant A, quand A marque ¢, in-
dique

QA'M’:,,+ t— 1t

0
p2
Vi-&

Nous avons alors finalement la formule donnant ’heure

!
t',:lo-i—

marquée par une horloge d’abscisse x — z, au
temps £ — ¢,

U —t, = —_ — .

En supposant que les horloges situées a l'origine des
coordonnées de chaque systéme aient indiqué la méme
heure, ¢}, = t,= 0 au moment ou elles se sont croisées,
nous obtenons les formules

[, x — vl
\z‘:—-—»

12 or

(8) (

’ r= .
Y] o2

— = 2 —

\/I c? ¢ \/I -c?

Quant aux autres coordonnées d’espace, il est bien
évident qu’elles ne changent pas, du fait méme de la
possibilité de la translation paralléle.
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[R6]
INTRODUCTION A L’ETUDE DE LA MECANIQUE
ET DE SES PRINCIPES ;

Par M. Georges BOULIGAND.

En raison des polémiques soulevées par les travaux
d’Einstein, 1l parait désirable de donner a nos étu-
diants quelques idées précises sur les principes de la
Mécanique, ainsi que des vues d’ensemble sur les
nombreux faits d’observation que la théorie newto-
nienne a permis de coordonner : c’est la une prépara-
tion nécessaire a la lecture des Ouvrages d’actualité et
a la compréhension des doctrines relativistes. Elle
montrera en méme temps que l'ancienne Mécanique
demeure, a titre de premiére approximation, et qu’elle
demeurera sans doute longtemps. Notre but étant ainsi
précisé, nous espérons qu’on voudra bien nous excuser
d’avoir fait, dans ce travail, beaucoup d’emprunts a
des Ouvrages classiques : il ne s’agit nullement de
présenter ici des matériaux nouveaux. mais, sl pos-
sible, d’établir une suite d’'idées.

1. La Mécanique s’est développée a la base de cette
affirmation : « La force, agissant sur la maueére, pro-
duit le mouvement. » Cet énoncé, qui semblerait
aujourd’hui trop vague, a inspiré et orienté les cher-
cheurs pendant de longs siécles (1).

(') Voyez l'article de M. Painlevé : Les axiomes de la Méca-
nique et le principe de causalité (Bulletin de la Societe fran-
¢aise de philosophie, février 1905.
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Historiquement, I’étude des principes de la Méca-

nique a emprunté ses ¢éléments a trois domaines diffé-
rents :

1° Celui de I'Astronomie, et plus spécialement, de
notre systéme solaire;

2° Celui des phénoménes terrestres, c'est-a-dire des
mouvements voisins de 'écorce de notre planéte;

3° Celui de 'Optique et de 'Electromagnétisme.

Dans les deux premiers ordres d'idées, les résultats
d’expérience, par des routes convergentes, ont amené
les penseurs & induire un petit nombre de principes,
expliquant parfaitement les phénoménes observés.
Plus récemment, les études d’ordre optique ou élec-
trique tendent & montrer que la théorie ainsi obtenue
est sans doute valable, mais seulement a titre de pre-
miére approximation; toutefois, le degré de cette
approximation est tel qu’on peut s’abstenir de le dé-
passer en mécanique terrestre et dans la plupart des
problémes de mécanique céleste.

De ce qui touche a I'Optique, nous ne parlerons
qu'incidemment Nous analyserons d’abord les indica-
tions de I’Astronomie : elles sont, au point de vue
expérimental, les plus précises. Notons que, histori-
quement, les premiers pas ont été accomplis par I'étude
des phénoménes terrestres et, principalement, de la
Statique. Suivant la route inverse, et synthétisant
d’abord les résultats relatifs aux mouvements des
astres, nous montrerons plus loin que les principes
directeurs de cette synthése cadrent bien avec les phé-
nomeénes terrestres.

2. Nous aurons surtout en vue la coordination des

‘résultats relatifs aux mouvements du systéme solaire.
. . “ b

Il est & prévoir de grands progrés, a mesure quon
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parviendra a préciser les mouvements d’étoiles plus
nombreuses; mais cette tache est loin d’étre achevée.
Rappelons les résultats acquis dans cet ordre d’idées.
On peut subdiviser les étoiles en deux catégories :

1° Les étoiles fixes, ou mieux, celles dont il est impos-
sible d’apprécier des déplacements apparents, parce
qu’elles sont les plus éloignées. Ces étoiles forment un
ensemble praliquement invariable sur la sphére cé-
leste; elles nous fournissent dans 1’Univers des direc-
tions fixes, ou du moins telles, pendant une durée trés
longue. A ce point de vue, elles nous seront trés utiles
dans la suite.

2° Les ¢toiles douées de déplacements sensibles (par
rapport aux précédentes) : amplitude annuelle de ces
derniers peut atteindre jusqu’a 7”. En étudiant au point
de vue global ces déplacements, on constate que les
étoiles correspondantes se meuvent les unes par rapport
aux autres. Il est impossible d’expliquer les résultats
de 'observation, en admettant que les étoiles forment
un systéme invariable, par rapport auquel se mouvrait
le Soleil : une telle hypothése exigerait que tous les
déplacements apparents soient des arcs de grand cercle,
s’écartant d’un méme point de la sphére céleste. Elle
est infirmée par 'expérience. Toutefois, on constate
qu'un grand nombre de déplacements observés parti-
cipent a ce caractére général de divergence a partir
d’un point fixe ou, ce qui revient au méme, de conver-
gence vers le point diamétralement opposé, soit vers
Sirius. On en conclut & un mouvement d’entrainement
probable du systéme solaire vers la constellation
d’Hercule (opposée a Sirius). Définissons un triédre,
par les conditions que les directions de ses axes soient .
fixes et que les mouvements propres des étoiles n’aient
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par rapport a lui aucune orientation spéciale (1),
le sommet de ce triédre s'éloignerait du Soleil vers
Sirius avec une vitesse de 'ordre de grandeur de 25
par seconde. On est tenté ici de conclure a un pas
fait en faveur de l'objectivité du mouvement absolu.
Nous nous abstiendrons de discuter cette. question.

3. Le point capital sera pour nous de montrer com-
ment on peut rattacher a quelques principes simples
la synthése, extrémement approchée, des mouvements
des corps trés nombreux qui gravitent autour de notre
Soleil. '

Les premiers éléments de cette synthése nous sont
fournis par les trois lois suivantes, que Képler énonca,
aprés avoir revisé et complété les observations de
Tycho-Brahé :

1° Les planétes décrivent des ellipses, dont le
Soleil occupe un des foyers.

2° L’aire balayée par le rayon vecteur quiva du
Soleil a la planéte est proportionnelle au temps.

3° Les cubes des grands axes sont proportionnels
aux carrés des durées des révolutions.

Ces lois font intervenir un systéme de référence,
d’orientation constante par rapport aux étoiles fixes, et
vis-a-vis duquel le centre du Soleil est a peu prés inva-
riable (voyez n° T). Ce systéme, c’était, pour Képler
et ses successeurs, l'espace absolu lui-méme dont ils
admettaient I'existence d’'une maniére plus ou moins
consciente. Non moins indubitable leur paraissait la
notion d’un temps absolu, voulant bien couler unifor-
mément, croyance acceptée et formulée explicitement
par Newton.

(') PAINLEVE, ibid.
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4. Les discussions récentes nous obligent a pré-
senter cette derniére hypothése sous une forme plus
positive : :

Il est possible de définir la simultanéité de deux
événements indépendamment du systéme de réfe-
rence et, en conséquence, de mesurer le temps de la
méme maniére dans tous les systémes. '

Voila, au fond, a quoi revient la pétition du temps
absolu.

A partir de ce postulat, joint a ceux de la géométrie
ordinaire, on peut construire un édifice parfaitement
logique, la Cinématique classique. Mais de méme que
nous renoncerions aux conceptions d’Euclide, en
faveur de celles de Riemann, du jour ou une mesure
aurait assigné plus de deux droits a la somme des
angles d’un triangle, de méme une nouvelle Cinéma-
tique semble, pour des raisons expérimentales, préfé-
rable a la Cinématique classique.

De la réponse donnée par cetle derniére au probléme
de la composition des vitesses, il résulterait, en effet,
ce qui suit : soient deux systémes S ¢t S'; §' est animé
par rapport & S d’une translation rectiligne et uni-
forme. Considérons un rayon lumineux se propageant
dans la direction de cette translation. Soient V sa vitesse
par rapport a S et V' sa vitesse par rapport a S’. Soit
enfin ¢ la vitesse de S’ par rapport a S. On devrait
avoir (1)

V=V-+oy,

Or, 'expérience de Michelson est en désaccord avec
) 1

(1) Si toutefois I'on admet qu'il est possible de construire la
Mécanique, et en particulier la Cinématique, de waniére 3 en
déduire 'explication de tout phénomeéne physique, et a en faire
dépendre les lois de propagation des ondes lumineuses ou électro-
magnétiques.



ce résultat et conduit a

V=V,
et, plus généralement, a la conclusion suivante :

La vitesse de propagation d’un rayon lumineux
dans le vide est la méme dans toutes les directions
et dans tous les systémes de référence doués de
translations rectilignes et uniformes les uns par
rapport aux autres.

En prenant ce second énoncé comme postulat fon-
damental, on a construit une nouvelle cinématique.
Examinons ce qui la rapproche et ce qui la distingue
de I'ancienne.

Soient, dans l'ancienne cinématique, deux sys-
temes de référence dont l'un est doué, par rapport a
lautre, d’ume translation rectiligne et uniforme.
Situons, par rapport a chacun de ces systémes, deux
événements. Le premier événement se produit pour le
premier systéme au point z,), 5, el au temps ¢, le
deuxiéme événement, au poinl Z,¥»z, et au temps ¢£,.
Soientde méme, dansle deuxiéme systéme, (x,5,5,,t))
et (&), 1%, 4, t,) les caractéristiques spatiales et tem-
porelles de nos deux événements. En posant

Ty =@, pr—y1=y. 3

g I o L !
Ty—x), =, yy—Y1=Y, =+

— 5y = &, t,—t =t

_r ) V)
— 3%, =23, t,—th=1t

2

et, en supposant les coordonnées spatiales rectangu-
laires, nous aurons des formules de transformation de

la forme

[ x'= ax + By + 13 4+ AL,
’ ’ nt ’ S/
= 434+ A,

(F) Y ax—b—r»”‘}/ ,” ”,

z':.o:”.z‘—t—i(i)/—i—"{z—f—)\ t,
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ou les coefficients 2, 8, ..., ¥ sont ceux d’une substi-
tution orthogonale de déterminant +1. Les for-
mules (F) forment un groupe. La derniére exprime
Vinvariance du temps ou, comme 'aurait dit Newton,
son caractére absolu. Si ¢ est nul, ¢/ D'est aussi : les
deux événements sont alors simultanés pour tout
systéme et, dans ces conditions, le carré de leur dis-

tance
T2+ ¥+ 32

est aussi un invariant. Il cesse de 'étre pour deux
événements non simultanés, car ¢ n’est plus nul, et
x'? 43’24 z'2 differe alors de x?+ y?+ z* par un
polynome du second degré en ¢, dont le terme en £ est
une fonction linéaire et homogene de z, y, 2.

Dans la nowuvelle cinématique, on exprime encore
Iétat de translation rectiligne et uniforme des deux
triedres par des formules linéaires et homogeénes, du
type général

= ar + By + y3 + At
. y=dz+fy++z+Ne

'

="z + By +1s+ N4,
=0 - gw‘},__}_ sz WL

On renonce donc a 'hypothése de I'indépendance
du temps et de I'espace, et on considére un continu
espace-temps a (uatre dimensions. On détermine les
seconds membres des formules @ en exprimant 'inva-
riance de la forme quadratique

Vegr— 2% — y2— 22,

La cinématique ainsi construite sera conforme a
I'expérience de Michelson. En effet, 'équation inva-

riante
V2t = 2+ y?+ 352
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exprime bien la constance de la vitesse de propagation
de la lumiére dans les conditions précitées. Récipro-
quement, si cette équation est invariante, nous devons
avoir une identité telle que

V2 — .z:"—}"’—z'z =>m(V?t’—x‘-—y’-—z’).
Or, dans le cas de la fixité mutuelle des deux Sys-
témes de référence, nous devons avoir
=t x4y 3= 224 24 22,
D’aprés cela, on a nécessairement m = 1. Parmi les

transformations @ qui conservent la forme précédente,
remarquons les suivantes .

xr — ot
z":—/—, Y=y, 3=z, t =

02 ot
\/ '— < \/l T
qui correspondent au cas ou la translation est paralléle
a Ox; v désigne alors la vitesse de cette translation.

Supposons que ou, mleux que son carré -\—ﬁ solt

négligeable. Nous pourrons, a ces formules, substituer
les suivantes :

r=x—vt, y=y, =3 =1,

c’est-a-dire revenir a 'ancienne cinématique. Cest ce
que nous ferons dans la suite.

Dans le mouvement d’entrainement de la Terre
autour du Soleil, la vitesse ¢ est environ de 30*™ par

14 ..
seconde. Donc, dans ce cas, le rapport g est voisin

de 1074 serait donc voisin de 1078, La vitesse est

) V’
plus grande pour les planétes plus rapprochées du
Soleil, d’aprés la troisiéme loi de Képler, mais méme

Ann. de Mathémat., 5* série, t. I. (Nov. 1922.) 5
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pour Mercure, elle n’atteint pas 50*™ par seconde.

Nous nous en tiendrons donc, desormals, aux notions
de la Cinématique classique.

5. Cela posé, admettons provisoirement I'exactitude
rigom;eus-e'des lois de Képler, qui ne sont qu’appro-
chées. Remarquons en outre qu’elles assimilent le
Soleil et chaque planéte a un point : un coup d’ceil jeté
sur les dimensions respectives et les distances de ces
astres légitime cette maniére de faire; nous sommes
amenés a introduire ici, pourla premiére fois, la notion
de point matériel, et a donner ce nom a un corps dont
Ies dimensions sont trés petites, vis-a-vis de celles'd’un
systéme dont ce corps fait partie. Dans la question
actuelle, le Soleil, ou chaque planéte, ont des dimen-
sions négligeables par rapport a celles du systéme
solaire tout entier : on les assimile donc a4 des points
matériels. Cette notion sera d’ailleurs précisée dans la
suite. (A suivre.)

[0'6k]
SUR LA CONSERVATION DE LA COURBURE GEODESIQUE
DANS LA DEFORMATION D'UNE SURFACE;

Par M. Raour BRICARD.

1. Considérons d’abord une courbe de grandeur
invariable C roulant sur une courbe fixe C,. Les
courbes C et C, peuvent étre planes ou gauches. La
condition de roulement est que le point de contact M
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des deux courbes, supposé lié a C, ait & chaque instant
une vitesse nulle. Ce roulement est compatibleavec une
loi de variation quelconque de I'angle que font les plans
osculateurs aux deux courbes.
Figurons ( fig. 1) les triédres principaux des deux

Fig. 1.

& e

courbes, gy ou MT(NyB;, & ou MTNB (MT, et MT
sont les tangentes, MN, ct MN les normales princi-
pales, MB, et MB les binormales). Les deux courbes se
touchant en M, MT et MT, sont confondues.

Appelons 9t le mouvement de lespace lié a la
courbe C.

On peut le considérer comme résultant de trois
mouvements que j'appellerai Jit,, Jita, My :

IIL, est le mouvement de &, par rapport a C,.
M, est le mouvement de & par rapport a &,.
O3 est le mouvement de C par rapport a &.

Le mouvement 9L, est bien connu : on sait, qu’a
Pinstant considéré, il résulte de deux rotations, l'une
autour de l'axe de courbure X, de C, en M, 'autre
autour de la tangente MT,. Inutile de rappeler les
vitesses angulaires de ces rotations.

I, est une rotation autour de MT, = MT.
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I, analogue a O, résulte de deux rotations,
Pune autour de MT, 'autre autour de X, axe de cour-
bure de C en M.

En composant ces cinq rotations (ce qui peut se
faire en les prenant dans un ordre quelconque), on voit
que I résulte d’une rotation &, autour de X,, d’une
rotation &' autour de MT = MT,, d'une rotation &
autour de X. Symboliquement,

M =R R'R =R ReR.

Mais 91U étant un roulement est tangent & une rota-
tion K" dont 'axe doit passer par le point M, point de
vitesse nulle. On a donc

) R'=R'R AR,
d’ou ’on tire
RR" =K N,

K'~'R" est le produit de deux rotations dont les axes
passent en M. C’est donc une rotation p dont l'axe
passe par M. Cette rotation devant aussi résulter de &,
et de &, il faut que son axe passe par le point I commun
aux axes X, et X de ces derniéres (X, et X concourent
comme appartenant au plan normal commun aux deux
courbes en M). Par conséquent, la rotation 8" =R,
a son axe dans le plan MIT. Ainsi :

Quand une courbe C roule sur une courbe fixe G,
le mouvement élémentaire de C est une rotation dont
Uaxe est dans le plan déterminé par la tangente
commune aiizx deux courbes et par le point de con-
cours des axes de courbure de ces courbes, cor-
respondant a leur point de contact.

2. Soient maintenant (S) et (S,) deux surfaces
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applicables ( fig. 2), C et C, deux courbes correspon-
dantes tracées sur ces surfaces. On peut donner a S
un mouvement tel que les points de C viennent succes-

sivement coincider avec les points correspondants
de C,, les deux surfaces étant a chaque instant tan-
gentes en un point M. D’aprés le théoréme de Ribau-
cour, ce mouvement est a chaque instant tangent a une
rotation dont ’'axe MY est dans le plan tangent commun
aux deux surfaces en M. Ce plan contenant la tangente
commune & G, et a G, il devra aussi, d'aprés le théo-
réme démontré ci-dessus, contenir le point de con-
cours I des axes de courbure X, et X des courbes C,
et Cen M. Par conséquent, les deux courbes C,
et G ont méme rayon de courbure géodé-
sigue MI au point M. C'est le théoréme classique
que j’avais en vue. On voit que les propositions les
plus simples de la Cinématique le rendent presque
ntuitif.

3. Naturellement, la démonstration s’applique au cas
ou (S,) étant un plan,(S) est une développable, et 'on
obtient le théoréme connu sur laltération de la
courbure dans le développement d’une dévelop-

pable. N
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[L29a]
SUR LES GONIQUES FOCALES;

Par M. Cu. BIOCHE.

A propos de diverses questions de géométrie, on est
amené a considérer un systéme de deux coniques,
situées dans des plans rectangulaires, et telles que cha-
cune d’elles ait pour sommets les foyers de I'autre; on
les appelle quelquefois coniques focales. Cest d'un
pareil systéme qu’il s’agit ici.

1. Si Pon désigne par 2a le grand axe, par 2c¢ la
distance des foyers de lellipse, et par 26 l'axe non
focal, 'hyperbole correspondante a pour axe trans-
verse 2¢, pour distance des foyers 2a et pour axe non
transverse 2.

Il résulte de la que, si l'on projette ces deux
coniques sur un plan P passant par Paxe commun et
faisant un angle o avec le plan de lellipse, Dellipse
obtenue aura pour demi-axes a et bcosa, et 'hyper-
bole aura pour demi-axes ¢ et bsina. On en déduit
facilement que le carré de la demi-distance des foyers
est pour chacune des coniques a®sin®a + c2?cos?o.
Donc ces coniques sont homofocales.

Il est facile de constater que la demi-distance focale

. . . L
commune varie de ¢ a @, quand « varie de o a 3

2. Réciproquement, soient deux coniques homofo-
cales :

2z, y z? 2
aTa—ah BFTa—a

=1
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Si I'on considére un plan P passant par OX et fai-
sant l'angle « avec le plan des courbes données,
Iellipse peut étre considérée comme la projection
d’une ellipse de P dont les demi-axes auraient pour

carrés
a?— ¢?

a? et ————
cos?a

L’hyperbole peut aussi étre considérée comme la
projection d’'une hyperbole, située dans le plan P’
perpendiculaire a P, les carrés des demi-axes scraient
pour cette hyperbole

2 __ 2
d et & a

Tsinta

On peut disposer de o de fagon que les coniques
obtenues dans les plans P et P” forment un systéme de
coniques focales; car les équations obtenues en écri-
vant que les foyers de l'une des coniques sont les
sommets de 'autre se réduisent a une seule, qui donne

ct— 42
at — ¢t

tang?a =

Donc deux coniques homofocales peuvent toujours
étre considérées comme les projections de deux
coniques focales.

[K!18b]
REMARQUES SUR LES TRIEDRES ;
Par M. Cu. BIOCHE.

1. On sait que, dans un triédre, les sinus des faces
sont proportionnels aux sinus des diédres; on peut
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trouver une sxgmﬁcatlon geomeu‘lque sunple au rap-
port de deux sinus correspondants.
Si a, b, ¢ sont les faces d’un triédre et A, B, Cles
diédres, le volume V du rhomboédre admetiant ce
triédre est donné par

V =sinasindsinC;

le volume V, correspondantau triédre supplémentaire,
ou réciproque, du triédre considéré, est donné par
Vy=sinAsinBsinc;

on en déduit :
\% sina

V., ~ sk’
en remarquant que, par suite de la relation rappelée
plus haut, il y a simplification dans le rapport des
produits de sinus.

Comme on a appelé sinus du triédre le volume V,
par analogie avec ce fait que le sinus d’un angle plan
mesure l'aire du losange de coté 1 construit sur cet
angle, on arrive a I’énoncé suivant : dans un triédre,
le rapport du sinus d’une face au sinus du diédre
opposé est égal au rapport du sinus de ce triédre
au sinus du triédre réciproque.

2. Une discussion facile permet de voir que, sile
rapport considéré est égala 1, I'une des faces du triedre
est supplémentaire du rectiligne du diédre opposé, les
autres faces étant égales aux rectilignes correspondants.

Si ces faces sont a, b, ¢, les diédres sont donnés par

A=x—a B=26& C=ec.
Et, pour le triédre réciproque, on a

d=n—A=a b=n—B==r~05 c'=7;:-—C=1r——c
A=n—a=A B=r—b=r—-B C=n—c=n—Cj.
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de sorte que si, en outre des conditions précédemment
supposées, on a b 4 ¢ ==, les éléments du deuxiéme
triedre sont donnés par

a=a b=c =6

A=A B'=C C =B.

Autrement dit, chacun des triédres réciproques

considérés est égal au symétrique de l'autre.

CONCOURS D’AGREGATION DE 1921.

Msécanique rationnelle.

DEUXIEME QUESTION.

Un pendule balistique se compose d’un cylindre
de révolution G, d’axe horizontal, rempli de terre
et pouvant osciller librement autour d’un axe hori-
zontal perpendiculaire & U'axe du cylindre, la plus
courte distance AB des deux azxes étant verticale et
ayant pour longueur 10™. Le poids de C est supposé
étrede 10 tonnes, et l'on néglige, par rapport a lui,
le poids des organes de suspension. .

Ce cylindre est utilisé comme cible pour des balles
de mitrailleuses dont la vitesse est paralléle a son
axe et qui s’incorporent dans sa masse symétrique-
ment a U'axe. Le poids de chaque balle est de 10¥
et l'on en tire dix par seconde. La durée du tir est
assez courte pour que le poids total des balles tirées
soit négligeable par rapport au poids du cylindre,
et assez longue cependant pour que le cylindre
prenne une position apparente d’équilibre, dans
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laquelle la droite AB, cessant d’étre verticale, fait
un angle de 3 décigrades avec la verticale. Calculer
la vitesse des balles.

SoLuTION
Par M. G. BouLiGAND.

Dans les conditions de l’énoncé, nous pouvons
admettre, que dans I'intervalle de deux chocs, I'angle 0
du pendule avec la verticale satisfait a I'équation difté-
rentielle des petites oscillations

2
l?i—l—g =—g0.

Cette hypothése sera d’ailleurs légitimée a posteriori,
grace au choix opportun des données numériques.

Prenons pour unité de longueur le centimétre, pour
unité de masse le gramme, pour unité de temps la
seconde. Nous aurons ici

g = 981, ! =108,

Nous pouvons donc écrire approximativement

dz0
(I) Z; = —0.

Cela posé, calculons l'accroissement brusque de
vitesse subi par le cylindre a 'arrivée de chaque balle.
Soit w = %’ la vitesse angulaire, Aw son accroissement
lors de I'arrivée d’une balle. On calcule Aw en appli-
quant le théoréme du moment cinétique par rapport a
I'axe de suspension, ce qui élimine les percussions de
réaction de cet axe. Appelons MK? le moment d’inertie
de l'appareil total par rapport a cet axe, et a la dis-
tance AB.

Puisque I'énoncé nous autorise a négliger le poids
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des balles déja incorporées; nous aurons

(2) . MK? Aw = mVa,

en appelant V la vitesse inconnue des balles, et en
assimilant 4 une droite la portion utile de la trajectoire
du centre du cylindre. Puisque I’énoncé ne donne
aucune indication sur les dimensions du cylindre, il
est légitime de faire K?= a?. Représentons par ¢ la
vitesse de translation du cylindre, le long de la droite
décrite par son centre, par O la position d’équilibre
normal de ce centre, par P sa position a I'instant ¢,

Fig. 1.
—

] T
0 P

par z le segment OP. Avec ces notations, 'équation (2)
peut s’écrire

Mav =mV
ou

1
Ap = —V,
v 10%

Chaque balle fournit donc au cylindre une impulsion
\ . . , .V
correspondant & un accroissement de vitesse égal a —-

. 1 . . ,
Soit © = = de seconde, l'intervalle qui s’écoule entre

deux chocs. L’¢longation de P sera définie comme il
suit :

A\
ot , z‘:msmt,
v . .
Tt 2T, x:;a[smt—i—sm(t-—':)],
vV . . ! .
27 <t < 3, x=;;3[smt+snn(t—:)+sxn(t—2r)],

R D T S S T I

ntlt<(n+nt, x= % [sin¢ +sin(¢—r)
—+sin(¢—271) +...4+sin(t—n1)l
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En effet, la premiére détermination de z correspond
bien aux conditions initiales du mouvement : départ

de la verticale avec la vitesse ;‘Z‘«;; la seconde détermi-
nation de x correspond bien i la méme élongation
que la premiére pour ¢==r1, et présente pour cette
méme valeur, par rapport a la premiére détermination,
Paccroissement de vitesse —» etc.

On peut, par un calcul classique, transformer ces
sommes en produit. Mais ce calcul n’est pas bien utile.
Il nous montrerait seulement que si I'on fait croitre =
indéfiniment, z ne tend vers aucune limite. Voila une
circonstance extrémement troublante, et un candidat
ayant attaqué la question par ce co6té devait conclure
que la position apparente indiquée dans l’énoncé
n’existe pas (point de vue A).

Voici d’ailleurs un calcul approché qui donne z a
un instant quelconque. Reprenons I'équation définis—
sant z dans lintervalle n<, (7 +1)7. En multipliant
les deux membres par t, et en remarquant que l'inter-
valle 7 est petit par rapport a la demi-période d’une
oscillation non troublée (il en est environ la trente
et uniéme partie), nous pouvons écrire sensiblement

t
% = l—:,,-é- ; sin(f —u)du ~
= I_ZG (1—cos?), -
d’ou
.

3) & = - (1= cost).

On voit immédiatement que cette élongation est celle
d’'un mouvement oscillatoire dont une des positions
extrémes correspond au point O (c’est-a-dire a la ver-

. . v
ticale) et dont I'autre a pour abscisse %-
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~_D’autres candidats auront sans doute raisonné de la
fagon suivante. L’énoncé indique une position appa-
rente d’équilibre. Supposons réalisé un état de régime,

rigoureusement périodique, de perlode — de seconde.
? 10

Soit P, la position ou la vitesse du mobile est rigou-

reusement nulle. Le mobile étant en Py, A un instant ¢, -

marchera, d’'un mouvement accéléré, jusqu’a une posi-

tion P, ou il sera heurté par la balle, laquelle aura
Fig. 2

| | . | . [
0 P, Py x

pour effet de le faire retourner en Py, d’'un mouvement
retardé, qui est la réversion du préeédent. Soit ¢, la
vitesse du mouvement de retour pour la position P,.
Nous avons

20y = -
! 108

Dans l'intervalle de temps (t,,, ty+ Z)’ le mouve-
ment de P est défini par

= OPgcos(t—¢t,).
Nous avons donc
- . T
vy = OPysin—.
2

Comme P, est trés voisin de OP,

[m—m, — 2 OPysin s = L1,
4 800

nous pouvons confondre la position d’ équilibre appa-
rente avec P,. Nous aurons d’ailleurs

0,3 X
200

m_",:m’x =—4=4’7_
2 .
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! . . « T 1 . .
Remplagons approximativement sin - par —; il vient
oP, Vv
20 2.108
la position d’équilibre apparent serait donc lice a V
par

) 0P, =

103

C’est la moyenne de I'élongation définie par 'équa-
tion (3). Les candidats qui ont adopté ce point de vue
(point de vue B) sont sortis sans doute de la séance
plus satisfaits que les premiers. Tout au plus, auront-ils
pu étre choqués légerement de trouver une valeur
de la vitesse V égale & 4700 m : sec. Mais ce n’esl évi-
demment la qu'une petite négligence dans le choix des
données numériques. Il et suffi d’attribuer au pendule
un poids d’une tonne pour trouver une vitesse dix fois
plus petite, et en méme temps compatible avec les con-
ditions expérimentales ordinaires.

Toutefois, en se¢ ralliant au point de vue B, on
obtient un mouvement compatible avec les conditions
indéfinies, mais non avec les conditions initiales du
probléme.

Aucun des points de vue A et B n’est donc parfaite-
ment compatible avec I'énoncé. Clest la une consé-
quence de ce fait que nous nous sommes placés dans
les conditions ou la Mécanique Rationnelle éludie
d’ordinaire le pendule, c’est-a-dire en négligeant son
amortissement par la résistance de 'air et par le frot-
tement des appareils de suspension sur leurs supports.

La face de la quéstion est complétement changée
lorsqu’on fait entrer en ligne de compte ces résis-
tances passives. Pour présenter la solution, nous parti-
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rons de la remarque suivante : lorsque, nous placant
au point de vue A, nous avons substitué, & la somme
de sinus qui définit I'élongation dans l'intervalle de
temps [n7,(n—-1)7], une intégrale qui se raméne a
I'expression (3); nous avons substitué, au mouvement
réel, un mouvement rapproché et continu trés voisin,
se produisant sous I'action d’une force qui satisfait a
I'équation

- drz v

(3) TE S Te D

c’est-a-dire qui s’obtient en composant a la force — x du
mouvement pendulaire non troublé une force cons-

Vv . . .
tante -175- qui, eén une seconde, commumque un accrois-

. \" . . .
sement de vitesse —, et par. suite est approximative-
108

ment équivalente aux dix chocs qui se produisent pen-
dant cette seconde, fournissant chacun 'accroissement

. \Y .
de vitesse —. Mais alors, tous les mouvements appa-

rents que mnous observerions indépendamment des
résistances passives sont régis par I'équation (5). En
particulier, la valeur

(6) xr = o
fournit la position d’équilibre apparent que nous a
fourni le point de vue B.

Plagons-nous dans les conditions de I’énoncé, cest-
a-dire supposons que le pendule parte de la verticale.
D’aprés I'équation (3), il va osciller autour de la posi-
tion d’équilibre apparent, et on retrouve 'équation (3). -
Mais, si I'on tient compte des résistances, on trouvera
nécessairement que le pendule tend vers sa position
apparente d’équilibre, définie par (6), de méme qu’un
pendule qu’on écarte de la verticale dans les conditions
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ordinaires tend a y revenir par amortissement aprés un
certain nombre d’oscillations. :
Ainsi se trouve concilié, avec ’énoncé, le résultat
obtenu en adoptant le point de vue (B).

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Soit [’équation différentielle

oy —y= LT
art+br +c
o a, b, c désignent des constantes réelles.
Montrer qu'elle admet des intégrales particuliéres
indépendantes de a, b, c;
2° Ecrire l'intégrale générale, en distinguant les trois
cas suivants :

b*— fac > o,
?— fjac =o,
62— fac < o;

3° Pour que l'intégrale générale soit rationnelle, il
Saut et il suffit que
4

bt — fac

soit le carré d’un entier;

4° L'intégrale peut-elle étre uniforme dans tout le plar
de la variable somplexe, sans se réduire & une fraction
rationnelle? Trouver, dans ce cas, les points singuliers
d’une intégrale. Préciser leur nature, en remontant aux
définitions. Prouver qu'ils sont sur une méme circonfé-
rence.

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver en projection sur le
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plan y Oz les lignes asymptotiques de la surface

y —V7
x+y’z=f(y——t)e dt.
o

Parmi ces courbes projetées, montrer qu’il y en a une et
une seule, délimitant avec Oy el le prolongement de Oz
une région d'aire finte.
Evaluer cette aire.
(Poitiers, juillet 5g21.)

EPREUVE THEORIQUE. — Soient p, q les dérivées par-
tielles premiéres d'une fonction z des variables z, y;
P, Q celles de la fonciion T de X, Y, qu’on déduit de la
précédente en posant

z2=X, yr=Y, zr=17.

Evaluer p, q en fonction de P, Q, X, Y, Z. Appliquer cette
transformation a l’équation aux dérivées partielles

(e) zy3(3 — pr —qy)P=pq.

Soit (E) U'équation transformée, qui appartient a un
type classique. Intégrer cette équation, montrer qu'elle
admet une intégrale singuliére, indiquer comment sont
constituées les multiplicités caractéristiques. En déduite
les résultats correspondants dans U’étude de (e).

Faire l'étude directe de l’équation (e), en montrant
d'abord qu'elle posséde certaines surfaces intégrales du
second ordre

z2? - 7 z2

TTETEEL

ou A, B, Csont des constantes, choisies de maniére ¢ satis-
Saire & une relation de forme convenable F(A, B, C) = o.

Ecrire le systéme différentielle qui définit les multipli-
cités caractéristiques de (e). Intégrer ce systéme.

EPREUVE PRATIQUE. — On assimile la Terre a un
ellipsoide de révolution, dont les rayons de courbure
principaux en un point sont R, et R,. Evaluer la partie

Ann. de Mathémat., 5° série, t. 1. (Nov. 1g22.) 6
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principale de l’intégrale

ST G-#)=

étendue & toute la surface du globe, en supposant trés
. . b
petit 'aplatissement ¢ =1 -2

Application ¢ = ;R' Degré d’approximation?

(Poitiers, novembre 1920.)

Epreuve THEORIQUE. I. — Soient dans un plan deux
azxes rectangulaires Oz, Oy. On donne une fonction u(z,y)
(définie et continue ainsi que ses dérivées premiéres a
Uintérieur d’une courbe fermée sans point double T').

Soit C une courbe fermée sans point double quelconque
intérieure & T; un sens positif et une origine des arcs
ayant été choisis sur G, on désigne par S l’abscisse curvi-
ligne d’un point P(z, y) de contour G et par V l'angle
de la demi-tangente positive en P et de la demi-droite PU
dont l’angle avec O x est u(z, y):

1° Transformer lintégrale curviligne | = fcosV ds en
< P
une intégrale double étendue a l’intérieur du contour G

(on précisera le sens de parcours adopté dans l'intégra-
tion le long du contour);

2° Comment faut-il choisir la fonction u pour qué |
soit nulle quel que soit C? Que peut-on dire alors des
lignes qui en chacun de leurs points M sont tangentes a la
direction MU correspondant da ce point;

3° u étant définie par.l’éguation implicite

zsinu—ycosu =1

et C étant une courbe fermée sans point double quel-
conque telle que les directions PUy, PU, correspondant a
lun quef’conque de ses points soient réelles et distinctes,
on appelle PU Dune des directions PU, PU, et {'on sup-
pose que les diverses positions de PU forment une suite
continue lorsque P - parcourt G. Calculer l'intégrale
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curviligne o ST e

fcosV ds.

II. Etant donnés un cylindre de révolution mdeﬂm et
un point A de sa surface S, on considére toutes les hélices
tracées sur S et passant par A :

1° Démontrer que toutes les tangentes (D) de toutes ces
hélices peuvent étre considérées comme les normales d’une
méme surface Z;

2° Déterminer les lzgnes de courbure de X et les rayons
de courbure principaux en un point M de % ;.

3° Sotent C une courbe fermée sans point double dont.tous
les points sont extérieurs au cylindre donné, V I’angle de
la tangente a G en un de ses points avec une droite (D)
passant par P; on suppose que lorsque P décrit une fois
d’une maniére continue le contour C & partir d’une posi-
tion initiale Py, (D) varie d’une maniére continue (avec
discontinuité éventuelle en Py). Calculer

f cosV ds.
[

N.B. — Les deux questions sontindépendantes l'une de
Uautre. Cependant il est recommandé de ne traiter la
troisiéme partie de 1l qu apres avoir traité I en entler

EPREUVE PRATIQUE. — On conudére A equatwn dzfe-
rentielle
(1) x2y" + xy’-—.‘(z—i—az)y:o,

ol a est une constante donnée :

1° Trouver une solution de (1) qui reste finie pour x =o..
Cette solution apparaitra comme le produit d’une fonc-
tion élémentaire par une série entiére dont on étudiera
la convergence. Cette solution est-elle entiérement déter-
minée? . ‘

2° Comment peut on en dedutre l’mte’grala générale,
de l'éguation (1) sous forme d’un. développement. en
série? Calculer les trois premiers termes de ce dévelop-
pement;

3° Cas particulier o2 a = o. : C
: : : (Grenoble, juin 1920.)
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EpreuvE THEORIQUE. — 1. 1° On donne deux fonctions P
et Q des trois variables z, y, 3. Comment faut-il choisir
la surface S pour que l’intégrale curviligne

I=dex—|—Qdy
c

soit nulle pour toute courbe fermée tracée sur S? Intégrer
Uéquation aux dérivées partielles trouvée pour

P =uxy, Q=ys+u=,

et déterminer la surface iniégrale qui passe par l’axe
des z;

2° On considére la portion L de la surface y = x tangz
qui correspond & des valeurs positives de x et de y et a

des valeurs de z comprises entre o et 1; On joint par
une courbe T tracée sur % les points de = défini par
rz=1, y=o0; x=§ y=n.

Montrer que
3 =‘/[:a;zd.z'—,+—(yz+z)dy

ne dépend que de §, n et non de T. Calculer 3 en fonction
de t, n; valeur de 3 pour { =1,7=1.

II. Intégrer l’équation
(E) pP+z3g=2.

C étant une courbe fermée quelconque tracée sur une
surface intégrale S, montrer que

f[ﬁ(‘y+z2)—z’]dw+2zd)./=o.
Cc

Etant donnés un arc de courbe quelconque tracé sur une
telle surface S et un point M(z,y, z) de cet arc, on
. . .y d
désigne d'une maniére générale par y' la pente 2‘—;’ de la
tangente a la projection de cette courbe sur le plan

des z, y au point m(z, y), projection de M. On considére
sur 8 un contour fermé, formé par une portion Q d’une
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caractéristique de E et par un autre arc quelconque
deTl.Ona

jﬁuy+xﬂ+fﬂﬂhziwv+wﬂ+rﬂh

= /;‘(y’— z)dr.

EPBE]JVE PRATIQUE. — On considére la surface engendrée
par les normales principales a la courbe
x? 3
= — 3= —
2’ 6
1° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface;
2° Calculer les rayons de courbure principauz de cette
surface & l'origine.
(Grenoble, novembre 1920.)

EpREUVE THEORIQUE. — 1. 1° 4 quelle condition doivent
satisfaire les équations P et Q de x et de y pour que
U’expression

9Q JpP* J9Q JP
(5 -o%) = (P - )
soit une différentielle totale exacte.

Trouver les fonctions dont cette expression et la diffé-
rentielle dans chacun des trois cas suivants :

P=zt+y* Q=y,

P=x Q= z?+ y2,
P=y Q=2z
2° Trouver les lignes asymptotiques de la surface
o3 u?
x=§—u3v, y=~§~——v’u, 3z = uvy.

. Intégrer l’équation
dz+(x+ z)di—l—x— +3z=0
or z y”— oy r -

EPREUVE PRATIQUE. — I. On considére les courbes (P)
représentées, en coordonnées rectangulaires, par l’'équa-
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tion y* - aaxr — a*= o, @ étant une constante quelconque.:
Par un point quelconque du plan, passent deux
courbes (P) orthogonales. On demande l’aire du quadri-
latére curviligne, situé au-dessus de l’axe des z, qui se
trouve limité par les courbes P qui passent aux points

(x40, y=1) et <w=§, y=6>~

II. Oz, Oy, Oz désignant trois axes de coordonnées
rectangulaires et C une courbe fermée, on considére l'in-
tégrale curviligne

— x2_..y2

_ 2 .
fxzdw+_yzdy+z dz.
c

On demande la valeur de cette intégrale lorsque la
courbe C est entiérement située sur une surface de révolu-

tion d’axe 0z. - - ‘
(Grenoble, novembre 1921.)

QUESTIONS.

2412, On donne dans un plan deux coniques (S) et (L), et
un point O; soit A un point commun aux deux coniques. On
meéne par O une sécante variable qui rencontre la conique (S)
en P et P’, et I'on trace les droites AP et AP’ qui rencontrent
encore la conique (2) aux points I ct 1’ la droite TIII' passe
alors par un point fixe @, et le lieu du point de rencontre des
droites PP’ et III' est la conique qui passe par les points O, Q,
et par les trois autres points B, C, D, communs aux deux
coniques. A quelles conditions les droites PII” et P'II passent-
elles en B, auquel cas on obtient la méme figure compléte en
se servant du point B qu’en se servant du point A? Remar-
quer le quadrilatére complet dont les trois diagonales sont
AB, PP’ ' ' »

-Cas de deux cercles. : ' G. FONTENE.
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*2414. Etant donnés' deux axes rectangulaires Oz et Oy,
on considére les paraboles II et -II' admettant pour foyer
commun le point F de Oy et qui sont tangentes 3'Ox en des
points A et B tels que l'angle AFB soit droit. On voit (1)
que, dans ces conditions, les secondes tangentes ¢ et ¢' que, de
tout point de Oz, on peut mener a IT et II', sont rectangu-
laires. Trouver I'équation de l'enveloppe de la droite qui est
la symétrique de Oz a la fois par rapport a z et & t', et cons-
truire cette courbe. M. D’OCAGNE.

*2419. Soit ABA'B’ un quadrilatére circonscrit a une conique
de foyers F et F'. On considére les deux groupes de quatre
triangles :

FAB, FA'B, F'AB, F'A'B
FAB, FA’B, F'AB, FA'B.

Démontrer que

1° Les cercles circonscrits aux triangles de ces deux groupes
passent respectivement par des points C et C', qui sont les
deux foyers d’une -nouvelle conique inscrite au quadrilatére;

2° Les orthocentres des triangles de ces deux groupes sont
respectivement sur des droites D et D', toutes deux perpendi-
culaires a la droite, lieu des centres des coniques inscrites
dans le quadrilatére. R. B.

*2420. On donne a un segment AB de longueur constante
toutes les positions, dans un plan fixe, telles que les points A, B
et deux points fixes Ao et By du plan soient sur un cercle.
Démontrer que 'on peut trouver, d’une infinité de maniéres,
un couple de pomts M, N, mvanablemenl hes au segment AB
et un couple de points’ ﬁxes M, N, tels que les points M, N,
M,, N, soient sur un cercle pour toutes les positions du seg-
ment AB satisfaisant a la condition indiquée. '

Les points M, N sont répartis sur deux droites rectangu-
laires, et de méme les points My, N,. R. B.

2421. La courbe (M’') se déduit de la courbe (M) parla
construction suivante : le point M’ est'a la rencontre de la

(') N. A., 1go1, p. 446.
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perpendiculaire élevée en M au rayon vecteur OM et de la
perpendiculaire menée de O 4 la tangente en M a la courbe (M).
Construire le centre de courbure p de la courbe (M) con-
naissant la normale de la courbe (M') (1). ‘M. p’OcacNE.

2424. Dans un plan, deux courbes de grandeurs invariables
roulent respectivement sur deux courbes fixes, et cela de
maniére a se couper sous un angle constant.

Démontrer que la normale a la courbe décrite par leur
point d’intersection concourt avec les droites joignant leurs
centres de courbure en ce point respectivement & leurs points
de contact avec les courbes fixes. R. B.

2427. Soient ABCD un quadrilatére inscriptible dans un
cercle Q, M et N les extrémités du diamétre paralléle a la
droite de Simson du point D par rapport au triangle ABC.
Démontrer que les droites de Simson des points M et N par
rapport au triangle ABC sont paralléles aux axes des para-
boles circonscrites au quadrilatére ABCD.

SERBAN A. GHEORGHERE.

2482, Les rabattements du sommet A d’un tétraédre ABCD
sur la face BCD, effectués autour des arétes BC, CD, DB
comme charniéres, extérieurement au volume du solide,
déterminent un triangle A;A;A;. On obtient de méme des
triangles B;B,;B;, C;C,C;, Dy Dy D; relatifs aux autres som-
mets. Démontrer que ces triangles Aj Ay Az, By By B;, C1CaCs,
D; D; D; sont semblables et que .

A1A;A;  ByByB; (GG _ DyD,Dy
Py Py P¢ T Py

Py, Pg, P¢, Pp désignant les puissances de A, B, C, D par
rapport aux sphéres ex-inscrites correspondantes du tétraédre.
V. THEBAULT.

(') C'est la transformation étudiée par M. F. Egan (V. 4., 1919,
p- 14). La courbe (M’) est une adjointe infinitésimale de la
courbe (M) (N. 4., 1900, p. 219).
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[H5g8] :
MONOGRAPHIE DES POLYNOMES DE KUMMER ;

Par M. Pigrre HUMBERT,
Professeur a la Faculté des Sciences de Montpellier,

Si, dans la série hypergéométrique de Gauss

fr aarvBBana

F ‘ =1+
(a, pv [ ) I+ < 1 v(y+1) 2!

on fait tendre 3 vers I'infini, aprés division de z par 3,
on obtient la série
¢(z,~",x)=1+g% %:—?

BT

connue sous le nom de série hypergéométrique con-
NMuente, ou fonction de Kummer. 11 est évident que si
I'élément « est égal & un entier négatif — n, la série
s'arréte aprés le terme de rang n, de sorte qu’on
se trouve en présence d'un polynome d’ordre n,
®(—n, v, x), ou pour abréger ®,, que nous appelle-
rons polynome de Kummer: Comme nous le verrons,
ces polynomes comprennent comme cas particuliers un
certain nombre de fonctions bien connues, introduites
par divers auteurs; mais je ne crois pas qu’'une étude
des propriétés générales de ces polynomes ait été faite,
au moins dans des publications de languc francaise.
D’ailleurs les intéressants travaux de N. Sonine (Math.
Annalen, t. 16, 1880) et de M. Mac-Arthur (Proc.
Edinburgh Math. Soc., t. 38, 1919-1920) n’en con-
sidérent que certains aspects trés particuliers. Je me

Ann. de Mathémat., 5° série, t. 1. (Déc. 1922.) 7
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propose de rappeler ici les principales formules de la
théorie du polynome ®,, m’attachant & n’employer,
pour les établir, que des méthodes trés générales sus-
ceptibles d’étre appliquées dans la plupart des questions
similaires.

1. D’apres sa définition, le polynome de Kummer
s’éerira

nx nin—ui) a2
(n ‘l),,:l~ﬁ+7—27+...
Y. (Y +1) 2!
A
+(_|)n & .
)y +=n—n

Comme on sait que I'équation différentielle de la série
de Gauss est '

x(i—z) '+ |y —(z+f+1 2]y —afy =o,

on obtiendra sans difficulté, par confluence, c'est-
a-dive en remplagant o par ¥ et faisant tendre B vers
Pinfini. puis en écrivant — n a la place de 2, I'é¢quation
différentielle du second ordre. lincaire et homogene,
véritiée par le polynome de Kummer,

() xy' 4+ (y— )y +ny=o.

Si Ton cherche, par la méthode des coefficients indé—
terminés, quels sont les polynomes d’ordre n en x véri-
fiant cette équation, on constate immédiatement que le
seul polynome répondant a la question est précisé-
ment ®,,  un facteur constant prés bien entendu.

Cela étant, faisons dans (2) le changement de fone-
tion

y=xl"Teru,

nous trouvons pour u 'équation

(3) o+ (2 + v+ o)+ (n+1u=o.
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Considérant alors I'équation
) z3"+(2+y—n+2x)3+3=0,

dérivons n fois son premier membre, en posant 30" —=u:
nous retombons sur (3). Si donc nous connaissons une
intégrale =, de (4), u, = 3" sera une intégrale de (3),
et yy=ux' VeV u, sera une intégrale de (2). Or, comme
on le constate facilement, une intégrale de (4) est

Zp= an+y—1 e--—J"

de sorte qu'une intégrale de (2) est

«n
yy= x!=Y ex — (pn+i-le x),
N dxn ’

Mais la dérivée d’ordre n de l'expression entre paren-
théses est le produit, par 27 d’un polynome dordre
n -+ —1: donc y, sera un polynome d’ordre n; d'ou
I'on conclut que y, est, a un facteur constant prés,
wdentique &@,. On déterminera ce facteur en se souve-
nant que, dans @,, le terme indépendant de z est
I'unité; or dans y,, c¢’est

(P — ) (Y — ) (Y )

ou, suhvant la notation classique introduite par
M. Appell, (v, 7). On arrive par conséquent al'expres-
sion remarquable

=Y ex dnr
(rn+y=te-r)

(y, n) drr:

(5) D, =

d’ou l'on pourra titer également la formule

dr &, z! Y Pev
6) =
T dxr (0 )

(____“p dn—»
X
nn—1)...n—p-+1)derr

(xn+*_'_l e-.t)_
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2. L’expression (5) du polynome de Kummer va
nous conduire, par l'application de la formule de
Lagrange, a une conséquence intéressante. Cette for-
mule, on le sait, mdxque pour une fonction quel-
conque F(z) d’une racine s de I'équation

z=x -+ tf(3)
le développement suivant :
n—-1

. W L .
F(2)=Fa)+ ¥ o o [F(2) fri)

n==1
ou, par dérivation,

l . , m {n .

=T (n-—rm*“m; L F (&) )]

dx Ddan
Prenons alors f(x) ==z et F'(x)=z¥"'¢7%, on aura
au second membre la dérivée d’ordre n qui figure

dans (5), et 5 sera racine de I’équation
) q

s=x+ s,

donc
S A
ST =1
D’ailleurs
o
d ... , d sY-lte—3 zY-lel—1t
—¥(z)=F(5)—= = .
dx dr 1—t (1—2)Y
On aura donc
—_"
rY-1 el— th dn
—_— =Yl e v n+y—1 e—x
(r—t)Y rie +£—“z’dx”<l e)

ou, en multipliant par z'~Ye* et changeant le signe
de ¢,

l.!'
9 T 2( D (4, 1) (=, g, 2)
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Cette formule, on le voit, indique pour les poly~
nomes ®, une fonction génératrice. On en déduira avec
la plus grande simplicité, par le procédé classique
(voir par exemple la théorie des fonctions de I.cgendre),
des formules de récurrence entre des polynomes ®
d’indices voisins, ou leurs dérivées. C’est ainsi qu’on
obtiendra

(8) (n+v)Pyp1+(x—2n—%)Pp+n®,_;=o,

do
(9) : ne,—nd,_=x IT—'-',
) (P
(o) (n+Vlp—(n+yv—z2)Pp= z%[;f—

Il est évident qu'on aurait pu déduire ces formules, soit
de expression (5) de ®,. soit encore, par confluence,
des formules analogues de la théorie des polynomes de
Jacobi, puisque 'on a évidemment

lim F<-~ n, a-+n, -‘f,—> =®(—n, vy, x).
. 2

%> m

Cest ainsi qu’entre des polynomes ® d’éléments ¢
différents, on pourra écrire des formules telles que

(“) Q’(-—n—%—l,*{,m)—@(——n, Y:‘T)

=?Y-‘l>(;—n+|, Y+1,2),

. d n
(12) d—xfb(—n, (s .Z‘)__—-‘?q’(—ll—i—l,T—}—l,.’L‘),
.. d? . _n(n—r) .
(13) dz?q)(_"’ {, X)) = Wd)(— n+2,y+2,x),

Ecrivons a présent la relation (8) sous la forme

(n+yv—1)®,+(r—2n—-y+2)Pp 1+ (n —DPpr=0,
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puis la suite

(v —2)Ppy+ (r—on—+§) Ppa+(n—2)Pp_y=0,

L I T I I IR I eee e PE DR

({+1D) Py (x—2—7) P + =0,
,‘{(I,l_|_(,r .'_«‘r)q)v:()’

Py—1=o0.

Nous avons (n + 1) équations entre lesquelles nous
pouvons éliminer les n quantités @, ®,...d,_; le
coefficient de @, aprés cette élimination sera un déter-
minant dont on calculera facilement la valeur, et on
obtiendra ainst 'expression de ®, au moyen d'un
déterminant a n lignes et colonnes

—— n
46 ®u= ((‘.’nllzx
a£— e 0 [} s O 0
1 r——2 bR 0 o o
= o P r——1 Y+2 o o
0 [} O o e N1 r—Y =204

3. Montrons a présent le lien qui existe entre les
polynomes de Kummer et d’aatres polynomes spéciaux
¢tudiés sous diverses dénominations.

a. Polynomes de Sonine. — Introduits al'occasion
de recherches sur les fonction de Bessel (loc. cit.), ce
sont les polynomes T défimis par la fonction géné-

ratrice
X .
- eita o
¢13) (1= )P+t =Zl(1)+ln—+-;)meZ:(z)_

m=0

Par comparaison avee (7), on voit aussitot que

T'"(x —ﬂn__(p( m . )
P )'—"n!r(p+1) - y P11, 2).
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Les polynones de Sonine sont donc, a un facteur
prés et avec un léger changement de notation, iden-
tiques aux polynomes de Kummer; mais la forme que
leur a donnée Sonine a I'inconvénient de ne pas faire
apparaitre le caractére hypergéométrique de ces fone-
tions.

h. Polynomesde Laguerre. — Définis par Laguerre
(OFueres, t. 1, p. 434) sous la forme

N ; -x dn n ex
(16) Ju(x)=¢ Jz—n(.z' e )

)

ils sont exprimés, comme on le voit en comparant

avec (5), par
n!dP(—n,1, —x).

c. Polynomes d’Abel. — Ce sont les polynomes
(Abel, OFuvres, t. 2) définis par

ha

e 1—h

az) — = Shro,(x)

et 'on a par conséquent
'\?;ll(x) = d)(— m, 1, x).
d. Polynomes de Milne et Vaney. — Comme géné-
ralisation des polynomes de Laguerre, M. Archibald

Milne (Proc. Edinb. Math. Soc., t. 33, 1914-1915)
a considéré les polynomes

(18) ",Jn(-z')=("" l)" e*la%(e*"‘tx")
et M. Félix Vaney ( T'hése, Lausanne, 1921) les poly-
nomes

(an n)
(’9) P”({l‘, a)_—.e __' (m \xne /.
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On verra sans difficulté que ’on a
Yn(z) = (— 1)"r.1!4>(—- n1, kx),
Pulz, @)= and (=1, — Z).

a
e. Polynomes d’Hermite. — Définis, on le sait,
”;—g ar —a—;:‘ : 14 s . ]
par Uy,(z) =e T \e ils s’écrivent, suivant les
cas,
Usm(x) =(—1)"am.1.3...(2m—1)
2max? am(am — 2) a’x*
< [1—— T —,
Usmai(2) = (—1)ym+tgm+iy 3., . (2m +1)
amazxd® om(2m—2)az’
X |7 — 25+ = -

On aura donc, en comparant avec (1),
. o . 1 ax?
Usm(z) =(—nmam.1.3...(2m—1)®(—m, 35 )
2
3 aa?
Uap m(2) =(—1)yn+tam+l i 3, (am+1)x P (—m, 5 )

f+ Ajoutons enfin qu’avec la notation de M. Whittaker
(Modern Analysis, 2° édition), on écrirait le polynome
de Kummer
: I
2

x
®(—n,yv,x)=2 %

e*M

4. Reprenons 'équation différentielle (2) a laquelle
satisfait ®,, et faisons le changement de variable
¥ = x'~Yz. Nous trouvons

(20) zi’+ (2 —y—x)3+(n+v—1)3=

C’est encore une équation du type hypergéométrique
confluent, et l'une de ses solutions est la série
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®(—n—vy-+41,2 —v, z). Une solution de (2) sera
donc la série

Y P(—n—y+1,2—7, )

évidemment distincte de ®,, et pouvant par consé-
quent étre considérée comme la deuxiéme intégrale
particulicre de (2), dont la solution générale sera
ainsi

(21) y=A®(—n,y,2) +BrlY®P(—n—v+1, 2—¥,2).

On pourra d’ailleurs avoir cette deuxiéme intégrale
sous la forme d’Euler

‘- erdr
Pilw) [ [‘b,,(m)j

Mise sous forme canonique, 'équation (2) s'écrira

d dy
. —_ e —L Y-1¢g Ty = o.
(22) 2z [me dx]—!—n.z‘ e Ty =0
D’aprés les résultats classiques de Sturm sur les
équations de ce type, on pourra écrive les relations
intégrales importantes (propriété d’orthogonalité)

f zY-te2P,(x)P,(x)dr =0
(23) 0 pour m # n.
dq'/l d‘pm dr
dz dx

"o

Dans le cas m = n, I'intégrale
l-m'—— [ zY-1e ’r[q’n('r:'de
)

se calculera aisément, en mettant ¥, sous laforme (5),
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ct par unc suite d'intégrations par parties; on trouvera

P(y4n) _ . Ty)
[P = T

(24) Ip,=n!

Signalons la formule, bien facile a établir,
(25) P(—n,v,x)=e"®(y+n, vy, — ).

Ainsi que celle-ci, qui se rattache aux suites de Sturm,
el se démontre a partir de la relation (8),

(;6) (n=4+7v) Py (z)1 Py () —Pyy(x)Py(5)
1, s—x
]l:n
_ jq’n(l'\)q’/!(_f_)_,
= ——
p=0

5. Si dans la fonction de Gauss nous divisons z

par o3 et faisons croitre indéfiniment 2 et 3, nous

obtenons la série

xr a?
1A — 4+ ———————— ..,
~1 ""(“’—é—-l)‘),! ’

que nous désignerons par Z(vy, r), et qui. on le sait,
n’est autre chose qu'une modification de la fonction de
Bessel; on a en effet

11—

(fyay=T(y)x ? vIy (2ivz).

0]

1l est évident u’on a par conséquent

(27) lim & <—— n, vy, — '.T_> =E(, ).

n> o n

Mais de plus, ainsi que I'a montré Kummer (Crelle,

pius, 1 )
t. 13, p. 13y), la série ® se réduit dans certains cas a
la série E, et 'on a

D(a, 22, 1) = e§E<z - 1 -—>
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Nous aurons donc pour nos polvnomes, lorsque

v=-—o2an,

(28) b(—n, —on, r)

x 1 .
= 1 ,n+v n+— Lr
:c!](_n___...>2‘lll+ll .2 1<_-.>.
2 -n— .

\ 2

Ce ne sont pas les seuls liens qui rattachent les poly-
nomes de Kummer a la fonction de Bessel; on en peut
obtenir un autre trés remarquable de Ia fa(;on sulvante :
considérons le polynome d’ordre n

X, = Z‘”ql,,(l;>.

En dérivant par rapport a .x, on aura

N .
_\;‘ — ll.I'”"‘q),, <,:l; __.mu—z__(f'l_q?”(;>.
. d ;) '
Mais par (g),
1 d . 0\ (i‘ @ 1
() =) )
\x

N4
D’ou Pon tire

. H
X{, = Il-T""lq’u-—l <;> =n XI/-

Les polinomes X, forment donc une suite de
M. Appell, et si U'on cherche leur fonction génératrice
(au sens de M. Appell), c’est-a-dire la fonction a (/)
telle que

(29) a(h)ehw—-El—’"—‘x,,, z),

on trouve

c’est-a-dire la série E(y, — /). Ecrivant alors (29) en
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remplacant X par sa valeur en fonction de @, E par sa
valeur en fonction de J, et mettant x a la place de ;l
et hr a la place de — /i, nous arrivons a la relation
obtenue autrefois par Sonine en suivant une voie trés
détournée ‘
(30) e~"d, .y (2iVhz) = (i yha)r- ﬂ%‘!_'r);—';';q»,(z).
: n

6. Pour terminer, et afin d’étre aussi complet que
possible dans la monographie de ces polynomes,
Jindique encore les formules de duplication de argu-
ment z et de duplication del'indice n, que j’ai établies,
la premiére dans une Note aux Comptes rendus (1921),
la seconde dans un Mémoire actuellement sous presse
au Bulletinde la Société mathématique de France :

(31) ®(—mn,y, 27)
:(—l>"2 (:_ﬁ_ﬂ) ([)(_ZJ__V’ ¥, @),

! vt
)

190 P(—an, vy, x)

l]:ll

— l‘(}’)v(——-l)’/ T(y +|q‘—~1)n‘?(n— I)'Z‘...(n—(]+l)'2
nd q'T(y+29—1)I'(y+2q)
q=0

> ‘Tzqqﬂ(_ n—+gq, %7+ 294, .Z’)

Leur démonstration, fondée sur les propriétés des
fonctions hypergéométriques de deux variables, ne
saurait trouver place ici. Pour la méme raison, je me
contente d’énoncer, d’aprés M. Nielsen (Integral lo-
garithmus), la remarque suivante : le polynome
(v, n) ®(—n, vy, —x) est le dénominateur de la n'*=°
réduite dans le développement en fraction continue de
Pexpression »

L
zY=! 81[ e~ *x-Ydzx.
bl
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[R6]

INTRODUCTION A L'ETUDE DE LA MECANIQUE
ET DE SES PRINCIPES ;

Par M. Geornees BOULIGAND.
(Suite.)

6. Invoquons le principe de causalité et cherchons
a déduire, des lois de Képler, des caractéres cinéma-
ligues communs aux mouvements des différentes pla-
nétes. En remontant a ces caractéres communs, nous
remonterons aux causes de ces mouvements, nous met-
trons en évidence les forces qui les produisent.

De la deuxiéme loi de Képler, nous déduisons
d’abord que Paccélération de chaque planéte est portée
par la droite qui la joint au Soleil. En effet, soient S le
Soleil, P la planéte, PV son vecteur vitesse, SH un
vecteur équipollent. Le parallélogramme SPVH a une
aire constante. Soit K la projection de S sur PV. On a

SK x SH := a2,

Pour déduire le point H de la droite PV, on tracera un
cercle de centre S, de 1ayon 2, on prendra le pole de
cette droite et 'on fera tourner ce pole d'un angle droit
autour de S; de 14, on déduit aisément que la tangente
a I'hodographe (lieu du point H) est parallele a SP,
qui porte, par suite, 'accélération de P.

De la premiére loi de Képler, on déduit que, pour
une planéte déterminée, Paccélération est en raison
inverse du carré de la distance. En effet, le licu de K
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est la circonférence principale de Vellipse décrite par P.
On en déduit le lieu de H par une inversion et une
rotation d'un droit autour de O. L’hodographe est
donc aussi une circonférence : soit s abscisse curvi-

ligne de H sur cette courbe. L’accélération est da
& dt

l d0
ou =5 s enappe Jant § langle de SP avec un rayon
\'Lclcur fixe, que nous prenons pour axe polaire. Nous
amvons, d'apres la deuxiéme loi de Képler,

()r df st Pangle de contingence de T'hodographe,
—[—6 est son rayon de courbure, qui a une valeur cons-

tawte R. Lacceélération est done égale a

2R

] .

elle est dailleurs dirigée dans le sens PS.
Ftudions maintenant les cons¢quences de la troi-
sieme loi de Képler. Soient @, b les demi-anes de la

trajectoive, le cercle décrit par K a pouar rayon «, la

puissance de S par rapport a ce cercle est — b2, Le
rayon R de Phodographe est donné par
. R
R 22
W T

car ee cerele est égal & un cercle mverse, par rapport
a O, du cerele dccul par K. Or nous avons

2

2z ab \
T =t .

Llaccélération qui sollicite chaque planéte est done de
Ia forme

~ (-
ol =
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cn posant
ata 472a®

ke cn

u =R =

Puisque %—3 cst le méme pour toutes les planétes, d'apres
la troisieme loi de Képler, le coefficient w est aussi le
méme.

La méthode précédente, due a M. Niewenglowski,
nous donne donc des caractéres cinématiques communs
aux mouvements des différentes planétes, caractéres
qui peavent se résumer ainsi

Chaque planéte posséde une accélération dirigée

:J.

vers le Noleil, et d’intensité 5 le coefficient p.étant

le méme pour toutes les planéies.

(les caracléres communs portent sur I'accélération
de chaque planéte. Dow cette idée, que Uaccélération
d'un moncement est lide intimement «ux causes de
ce mouvement.

Dés lors, si nous envisageons hypothése que le
mowvement des planétes autonr du Soleil est e résultat
d’'une certaine action du Soleil sur chacune d’clles, les
conséquences précédentes des lois de Képler malitent
singulierement en faveur de eette hypothese.

Sans enfremdre le principe de symétrie, on ne peat
concevorr une action du Soleil sur une plancte sans
qu’elle s'exerce sutvant La droite joignant ces astres. Or
Paccélération de la planéte admet cette droite pour
support et elle est uniquement fonction de la distance
des denx astres. 11 est naturel de penser u'il existe une
relation simple entre cette aceélération et Paction sup-
posée du Soleil sur Ta planéte.

7. Mais si notre esprit se rvéclame da principe de
symétrie, il ne saurait admettre Pabsence de récipro-
cité. Comment supposer que le Soleil exerce une action
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sur les planétes, sans penser en méme temps que les
planétes influencent le Soleil, et s'influencent mutuel-
lement?

Mais alors, n'est-il pas possible, par ces influences
mutuelles, d’expliquer les écarts que 'on observe entre
les lois de Képler et les lois réelles du mouvement?
L’exactitude approchée des lois de Képler résulterait
d’une prépondérance des actions solaires vis-a-vis
des actions planétaives mutuelles, et l'intervention
simultanée de ces actions, participant d’une loi com-
mune, fournirait trés exactement la synthése des mou-
vements d’cnsemble du systéme solaire.

Essayons donc de faire intervenir 'ensemble des ac-
tions de chague planéte sur les autres corps du systéme
solaire, et admettons que toutes ces actions s'exercent
indépendamment les unes des autres. Comment carac-
tériser Iaction d’une planéte déterminée? Chaque pla-
néte joue, par rapport a ses satellites, le role d'un soleil.
Pour ces satellites, situés a petite distance de la pla-
néte, Yaction de cette derniére est prépondérante, et
Pon vérifiera grossierement les lois de Képler par pap;
port a trots axes de directions fixes, dont Porigine est
proche de la plancte. La planéte imprime donc & un
point, situé a la distance ' de cet astre, une accéléra-
tion dirigéc vers elle et égale il'% (nous négligeons
Paccélération d’entrainement, ce qui est admissible, a
cause de la faible durée de la révolution des satellites
vis-a-vis de celle de la planéte autour du Soleil).

Cela posé, pour confronter, avec 'observation, la
derniére hypothése qui vient d’ére formulée, nous
aurons a résoudre le probleme général suivant :

" Soit un systéme d’axes Oz, y, 5, dont les direc-
tions sont invariables par rapport aux étoiles fixes, mais
dont nous évitons, pour le moment, de spécifier ori-
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gine O. Soient n + 1 points
P07 PI; P27 ERRE] PII)

ou P, (par symétrie, et non plus S) représente le
Soleil, et Py, Py, ..., P,les diverses planétes ou méme
satellites. Désignons par 7 la distance P; Py, et admet-
tons que 'accélération de P; soit la somme géométrique
de n vecteurs, portés par les n droites P;Px (K 3£ 1) et
de modules respectifs f‘—;k Envisageons alors le pro-
bléme de cinématique i)ure, qui consiste a étudier,
dans ces conditions, les mouvements de ces n points,
et cherchons si, pour un choix convenable des cons-
tantes w; et des constantes d’intégration, on parvient a
reconstituer les mouvements d’ensemble du systéme
solaire.

I’expérience répond affirmativement. Sile probléeme
précédent n’est pas soluble analytiquement d’une ma-
niére compléte, du moins on peut en trouver une solu-
tion approchée, et celle-ci s’accorde avec les faits
observés. On peut montrer de plus que le centre des
distances proportionnelles des points Py, Py, ..., P,
avee les coefficients o, py, + .., ko posséde une accé-
Iération nulle. Pour cela, mettons les équations qui
définissent le mouvement de ces différents points sous
forme veetorielle (1) :

a:p Py— P, P — Py P,—P
— = M Ml ey ——
de? rio i, 3,
ap, Py— Py P:—P, P,—P,
— 7 = ko oyt A,
det o "#0 He r'liz o "'l’u
P, Po— P Py— P, P,— P,
- = ~ |~ o IO T —_—
dt? o "go M iy A Hn "gu ’
dz Pn Po— Pn PI"—PrL pn—-l‘—Pn
= o —+ r e et Uy g ————
der Ho Tho .}11 iy st rhetn

(1) Il n'est pas nécessaire, pour suivre ce calcul, d’étre rompu
Ann. de Mathémat., 5 série, t. I. (Déc. 1922.) - 8
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On déduit immédiatement de ces équations

dtz(f«’»opo—f- quPi—i- [l)l g ..ot My n) = 0,

relation qui exprime que le centre des distances pro-
portionnelles () précédemment cité a une accélération
nulle par rapport aux axes O, z, ¥, 5,. D’apreés le théo-
réme de Coriolis, nous pouvons d’ailleurs, sans altérer
les accélérations de P,, P, ..., P,, substituer au
triedre Oy 2,y 5, un triedre O,2,) 35, animé par
rapport au premier d’une translation rectiligne et uni-
forme.

D’aprés cela, on peut prendre pour origine O, du

a la pratique des opérations vectorielles. Le lecteur comprendra
immédiatement le sens des notations ci-dessus par les remarques
suivaates : le vecteur P.I’, est égal & OP,— OP, quel que soit le
point O. On peut donc I'écrire P, — P, en sous-entendant le point O.
be la méme maniére, le vecteur vitesse et le vecteur accélération
d'un point P sont respectivement les dérivées géomitriques pre-
mic¢re et secconde, par rapport au temps, du vecteur OP, quel que

soit le point fixe U. On peut donc les représenter respectivement
) o]
k

dp d’l P, . .
par - et —- Enfin la notation u, —— représente le prodait
) PN d

ik
Ly . iy

du vecteur P, P, (ou ’,— P,) par la quantité scalaire ;—%—, ce pro-
i . .
duit est un vecteur porté par la droite P P, et dont lintensité

. . R 1, . et
s'obtient en nultipliant par ,——- celle de PP, — Py; cette intensité est

ik
done i,

ik . . .
§') Xci encore, Péléve n'aura aucune peine a établiv que si la
somme W, ~+ B, ...+ @, n'est pas nulle, on peut ¢crire I'égalité

vectoncllc
(E) #,0Py+ 0P ...+, OP = (p,+ p,+...+1,)0G,
le point G ayant une position indépendante de O. On peut donc
. encore sous-entendre O ct ¢cerire
o Po+ w P+, Po= (gt py e+ 1,) G
Le point G défini par I'équation (E) n'est autre que le centre des
distances proportioanelles. On le verra en projetant sur Lrois axes
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triedre O, z,y, 3, le centre des distances proportion-
nelles des corps Py, Py, ..., P, du systéme solaire,
affectés des coefficients respectifs wo, iy ..., wp: ce
point est, nous Pavons déja dit, trés voisin du Soleil.

8. Ayant ainsi réalis¢, par approximations succes-
sives, une synthése satisfaisante des mouvements du
systéme solaire, nous allons introduire les concepts de
force et de masse. A cet effet, reprenons les équations
vectorielles qui déterminent les accélérations de Py,
Py, ..., P, et considérons le tableau carré obtenu en
supprimant, dans leurs seconds membres, les signes
d’addition; avrai dire,il manque, dans ce tableau, les
termes de la diagonale principale; écrivons a leur place
des zéros. Cela posé, si nous multiplions tous les élé-
ments de la premiére ligne par o, ceux de la seconde
par wy, ..., etc., nous transformons ce tableau en un
tableau symétrique gauche, dont les vecteurs sont pro-
portionnels aux accélérations, ct se présentent avec ce
caractére de réciprocité quinous permettra d’affirmer:
deux points exercent 'un sur 'autre des actions égales
et directement opposées. Nous dirons donc que chacun
de ces vecteurs représente une force et que les coeffi-
clents Ly, My, ...y W, sont les masses de Py, Py, ..., Py;
lamasse est donc une quantité scalaire, constante pour
chacun des corps considérés. Les forces que nous
venons d’introduire correspondent aux différentes accé-
lérations. D’une accélération, on déduit la force corres-
pondante en multipliant cette accélération par la masse
du point qu’elle affecte. -

Les forces provenant de l'action mutuelle de deux
corps du systéme seront, d’aprés ce qui précéde, en
raison directe de leurs masses et en raison inverse du
carré de leur distance.

a2 T\ TYra
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En résumé, pour élaborer la synthése précédente,
nous avons di admettre les principes suivants :

1° Principe de Uégalité de I’ action et de la réac-
tion. — Entre deux points s’exercent des forces repré-
sentant I'action de chacun de ces points surautre; ces
forces sont égales et directement opposées.

2° Principe de la proportionnalité des forces aux

—
accélérations. — Soit une force F, agissant sur un
point de masse m. Elle lai imprime une accéléra-
tion 7y, liée a I¥ par

>
=my.

Ty

3° Principe de lindépendance des effets des

SJorces. — Supposons que des forces Iy, Fa, ..., agis-

sant isolément sur un point de masse mz, lui commu-
. . - —‘>. _>
niquent respectivement les accélérations Yis Yoy oe-

L’action simultanée de ces forces sur le point lui com-
munique une accélération égale a la somme géomé-
trique des précédentes. '

A partir de ces principes et de 'hypothése que les
forces mutuelles d’attraction sont en raison inverse du
carré des distances, nous pourrons reconstituer les
mouvements du systéme solaire sans avoir a vaincre
d’autres difficultés que des difficultés d’intégration. Il
suffira pour cela de nous donner les positions de ses
divers points et leurs vitesses & un méme 1instant, le
calcul permettra alors de déterminer leur mouvement
ultéricur.

9. Pour obtenir des solutions, méme approchées, de
systéemes différentiels aussi complexes que le précé-
dent, les analystes ont di s’attaquer d’abord a des sys-
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témes de méme nature et d’'un moins grand nombre
d’équations. Le plus simple qui se puisse concevoir est
celui qui est fourni par une seule équation vectorielle

> >
F=my,

ou nous supposons que m est un coefficient donné,

—
que v est Paccélération d’un point P par rapport & un
systtme de référence déterminé (qu’on peut carac-

tériser par un systéme d’axes O,z y, 5, ), et que I?esl
donné a chaque instant en fonction de la position du
point P ct de sa vitesse. Ici, nous simplifions d’un coté
et nous généralisons de l'autre en augmentant la com-

—
plexité des caractéres de dépendance de F. Cette
étude, purement abstraite, de I'équation

> da:p

>
r ou F=m 2’

I3 2

=m

constitue ce que 'on appelle couramment la Dyna-
mique du point matériel. Elle a un double intérét :
elle montre, dans les cas les plus simples, la nature des
difficultés analytiques a vaincre; de plus, nous le ver-
rons plus loin, elle est susceptible d’applications
concrétes, en permettant de reconstituer, avec une
approximation suffisante, certains mouvements voisins
de Iécorce terrestre.

10. A un point de vue abstrait, également, le mathé-
maticien ‘peut se proposer d’étudier la quéstion sui-
vante, qui constitue la Dynamique des systémes de
points matériels. '

Soient des points, en nombre fini, Py, Py, ..., P
affectés de coefficients mq, m,, ..., m,. Etudier leurs
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mouyements par rapport a un systéme de référence
déterminé, d'apres les équations

dz PO > > > > >
ney 'T[-tT = P, - l‘o; -+ l‘og+ vee 1‘0,"._1 ~+ l‘o’,,,
ZPI > o> > > > .
”l'—(‘-[;’— Z‘i)|+]'1(, +l‘|2+...%—1‘1!,,,,..1"\"1'1'",
(2) vy e s
nl'l.d_l": :q’g+l‘gn+ 91 i l‘g‘".‘l'ﬁ—l‘g‘n,
2P, > > > >
My = = S+ V+Fo+.... .. v+ Fpyng.

B

Par définition, ®; est la résultante des forces exté-
rieures appliquées au point Py, et chaque vecteur Fy
est Faction du point Py sur le point P;. Nous suppo-

—>
sons que les Fyosatisfont au principe de Pégalité de
Paction ¢t de la réaction, c’est-a-dire forment un
tableau symétrique gauche.

Ce nouveau systéme est susceptible d’'une complexité
plus grande que celui fournissant la synthése des mou-
vements  du monde solaire 1 elle se révele par la

_ > -
presence des termes @y, @y, ..., @, auxquels nous

avons donné Je nom de forces extérieures. Elle réside
¢galement dans le fait que Pexpression analytique

>

des Iy peut se présenter sous une forme notablement
différente de celle qu’elle revét dans le systeme (1).
Remarquons d’ailleurs que le nominalisme actuel
peut étre étayé par des considérations concrétes : pour
¢tudier, en premiére approximation, le mouvement
d’un systéme tel que celui qui est formé par Jupiter et
I'eénsemble de ses satellites, nous pouvons regarder
I'action du Soleill comme prépondérante vis-a-vis de
celles des autres planétes. Les divers points de notre
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systéme partiel seront soumis alors a deux espéces de
forces :

1° Les forces extéricures, qui sont 'action du Soleil
sur chaque astre du systéme (réduit & an point);

2° Les forces intérieures, résultat des attractions
mutuelles de la planéte et de ses satellites.

Pour faive la synthése des mouvements du systéme
considéré, nous scrons amenés a écrire un systéme de
la forme (2).

11. Voici quelques propriétés générales des systémes
de la forme (2) qui nous seront ntiles dans la suite. En
additionnant membre a membre toutes les équations de
ce systéeme, il vient

d2pP, dzpP, ae, - >

>
Ny = oot Mpy—— =P+ P+ ... +D,;

Ny ——— 1
" Tde Y de:

ou encore, en appelant G le centre des distances pro-
portonnelles de nos points, affectés des coefficients
Mgy My, el Dg,

2G> > >
(3) (mo—}—m,+‘..—:—m”)w=<x>0—e—¢,+...+‘b,,.

L’accélération du mouvement du point G est donc la
méme que si Pon faisait agir, sar la masse totale con-
centrée en ce point, la résultante des forces exté-
rieures. i

Si, pour le systéme considéré, il se trouve que cetle
résultante ne dépende, a chaque instant, que des coor-
données de G et de sa vitesse, I'équation (3) permetira
d’étudier le mouvement de G, indépendamment de I'en-
semble du systéme.

Mais on peut encore donner & I'énoncé précédent
une autre forme. Introduisons a cet effet les quantités
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de mouvements des points Py, Py, ..., P,. Nous enten-
dons par la les vecteurs

P, dP, dap,,
nlow& l)ll-ﬁ} ceey Inn—dT-

>
Ils forment un systéme, dont nous appellerons o la

>
« résultante de translation », et ¢ le « moment résul-
tant » par rapport a un point fixe dans notre systéme de
référence (1). Introduisons la résultante de transla-

—> > .
tion R et le moment résultant S (par rapport au méme

point) des forces extérieures. L’égalité précédente,
résultant de Paddition des équations du systéme (2),
peut encore s'éerire
o~
. Iz 4
bis — = R,
(3 bis) PT;
Proposons-nous de méme d’établir I'équation vecto-
rielle

d x
(4) 'd_:=5'

A cet cffet, nous utiliserons la remarque suivante :
Prendre le moment par rapport & O de la quantité de

g ar
mouvement de P, c’est-a-dire du vecteur m—ps clest

procéder a une opération vectorielle sur les deux vec-

dpP .. .
teurs OP et m—- Nous indiquerons cette opération

par la notation

OPA m(E-
dt

>
(') On donne encore & s lc nom de moment cinetique. La résul-

- > L :
tante cinétique p n’est autre que la quantité de mouvement du
centre de gravité, donc de la masse totale.
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Les propriétés de cette opération, couramment dé-
nommée produit géométrique (ou vzctoriel), sont les
suivantes :

1° Elle n’est pas commutative, 'échange des fac-
teurs modifie le sens du vectear produit, sans modifier
sa direction ni sa grandeur (ou encore, le multiplie
paf —1);

2° Elle est distributive par rapport a 'addition vec-
torielle (théoréme de Varignon), et par suite la déri-
vation géométrique d’un produit de cette nouvelle
espece s'opere par le méme mécanisme que celle des
produits, en Algebre,

Cela posé, multiplions, au sens précédent, les équa-
tions (2) respectivement par O, OP,, ..., OP, ct
ajoutons. Remarquons que

a:P a:p
4 — T
OPAm FTE (OP A — o )
d 74 dP  dpP
:m[ <OP dt —E'\H—E]'

Or le produit géométrique de deux vecteurs de méme
direction est nul (car ¢’est, en somme, le moment d'un
vecteur par rapport & un point de son support), donc

on a
daxp dP

OPAm ol 4 <OP_\ m m)
Dans 'addition, les moments des forces intérieures,
deux a deux opposés, s’éliminent, et 'on obtient donc
bien, comme nous I'avions annoncé, I'équation (4) :
elle exprime le théoréme du moment cinétique.
Les équations (3 bis) et (4) équivalent a six équa-
tions ordinaires : ce sont les six équations universelles
du mouvement des systémes de points. Pour I'équilibre
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par rapport au systéeme de référence choisi, on aura les
six conditions déduites de

R=0,, S=o.

Mais est-if nécessaire de le redirve : tout ce gui a ¢té
exposé dans les n° 6 et 7 est de nature purement ma-
thématique. Nous avons seulement trouvé une classe de
phénoménes s'adaptant & ce cadre : ceux de la gravita-
tion. I y a un chemin notable a parcourir pour étre ¢n
mesure dappliquer des systémes de la forme (2) a la
synthése de phénomeénes d'un autre ordve.

12, Quoi quil en soit, il ¢tait commode, pour notre
exposition, d’¢tudier les propriétés abstraites qui pré-
cédent. Avant d’aller plus loin, appliquons aa systéme
solaire les équations vectoriclles

I a x
ds e 7 x
- =R N
dt ’ dt S

Dans ce cas, le systéme (2) se réduit au systéme (1) :
il n'y a pas de forces extéricures. Done
i

R=o, S=o.

Par suite, les vecteurs ;(—-l o sont constants : la cons-
tance de ;, c’est Pabsence d'accélération du point G,
ou encore la possibilité de prendre ce point pour ori-
gine des axes auxquels on rapporte les mouvements du
monde solaire. Dire, comme on le fait parfois, que le
centre du systéme solaire est animé d’un mouvement
rectiligne et uniforme, n'est qu'un abus d’interprétation
des équations qui précédent : ainsi que nous 'avons
déja dit, cette question ne pourra étre résolue que par
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des observations précises, opérées sur les déplacements
des étoiles les plus voisines du Soleil.”

13. Dans les numéros qui précédent, nous avons
¢chafaudé une théorie purement mathématique. Les
forces que nous y avons introduites sont des étres
abstrarts, dont nous supposons connue l'expression :
chaque force est le produit d’une masse par une accé-
lération. Nous admettons, a titre de postulat, que la
masse est indépendante du systéme de référence. Par
contre, si 'on modifie le systéme de référence, il faut
modifier accélération de chaque point Py, Py, ..., P,.
Dans ces conditions, les forces seront elles-mémes
modifiées. Pour étudier le mouvement par rapport au
nouveau systéme, on y évaluera les accélérations rela-
tives des points Py, Py, ..., Py, On les déduit des aceé-
lérations anciennes au moyen du théoréme de Coriolis.
Prenons par exemple le cas d'un seul point P, dont le
mouvement par rapport & un triedre O, 2y 3¢ est régi
par I'équation '

>

>
Fy=m—+,

Considérons un autre triédre O 2y 5 en mouvement
-

par rapport au premier, soit ¢ I'accélération de P par
>

repport a ce triédre; désignons par v. P'accélération
d’entrainement, par y. accélération complémentaire.
D’apreés le théoréme de Coriolis,

> > > >

Y1=Y + Te+ Ye
On peut donc écrive I'équation vectorielle définissant
e mouvement du point P par rapport au triédre Ozysz
sous la forme

> > > >
my = Fy— my.— myc;
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on voit aussi comment il faut modifier I’expression de
la force —P:. : a cet effet, onla compose avec deux forces
fictives, la force’ centrifuge — mw?,, et la force centri-

+ .
Suge composée — m~y.. Celte derniére disparait
lorsque le mouvement d’entrainement est un mouve-
ment de translation.

14. Plagons-nous dans ce dernier cas, et supposons
que lorigine des axes O zys soit le point G, centre des
distances proportionnelles, précédemment considéré,
des points Py, Py, ..., P,. Pour obtenir 'accélération
de chacun de ces points dans le nouveau systéme, il
suffit de faire la différence géométrique de leur accélé-
ration dans I'ancien systéme, et de 'accélération d’en-
trainement commune A tous ces points, ¢'est-a-dire
celle de G dans I'ancien systéme. On peut donc consi-
dérer que le mouvement des points Py, Py, Py, ..., P,
par rapport au systéeme Ozys se produit sous I'action
de forces dont la résultante s’obtient, pour chaque
point, en corrigeant la méme résultante pour I'ancien
systéme d’une force égale au produit de la masse de ce
point par I'accélération d’entrainement commune. Or,
ces forces correctives ont une résultante passant par le
point G (*). Le moment résultant des forces correctives

(') Cest le théoréeme de la coincidence du centrc des vecteurs
paralléles et du centre des distances proportionnelles.

Soit un systéme form¢ de vecteurs paraliéles, de résultante de
translation non nulle. Si I'on fait varier la direction commune aux
vecteurs du systéme sans changer lcurs rapports algébriques, de
maniére que le support de chacun d’eux passe par un point fixe, le
support du vecteur unique équivalent aux distances données passe
par le centre des distances proportionnelles de ces points, affectés
de coefficients qui sont entre eux comme les rapports des vecteurs
du systeme.
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par rapport au point G est donc nul. D’on cette impor-
tante proposition :

On peut appliquer le théoréme du moment ciné-
tique dans le mouvement par rapport au centre de
gravité sans avoir & faire subir auz forces les modi-
fications qu’exigerait un changement arbitraire de
systéme de référence.

Ces préliminaires théoriques posés, nous pouvons

aborder I'étude des données de la Mécanique terrestre.
(A suivre.)

[M!8j]
NOTE SUR LES PODAIRES ;
Par M. M.-F. EGAN.

1. On sait que la podaire d’une courbe par rapport a
un point O touche la courbe aux pieds des normales
issues de O. En effet, si P estle pied de la perpendicu-
faire abaissée de O sur la tangente au point M de la
courbe, la podaire et le cercle OMP se touchent en P.
Or ce cercle, ayant OM pour diameétre, touche la
courbe en M dans le cas limite ou P se confond
avec M.

I1 est donc naturel, dans le cas d’une conique S, de .
chercher a mettre I'équation de sa podaire sous la

forme
SSl — Si =0,

S, et S, étant des coniques. Et de fait, si O est le point
(p, q) et S est ax*+ by*+ c, 'équation de la podaire
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peut s’écrire

(ae?+byr+c) ; b(x—p)‘l-y—q(_y.__q‘)zi
=|(a—b)ay —agz+bpy

S, étant hyperbole d’Apollonius, comme on pouvait
s’y attendre. La podaire est donc Dlenveloppe des
coniques

22(ast4 byt c) -2k (a— b)ey —agr+bpy |
+b(r--pyr+aly—gqp=o.

Cette derniére ¢quation peut s'écrire
a(hr4+y—qr2+b(r-—-ky—pP+cit=o,
soit, en posant h = cotaz,

Sy= a(.rcosx + ysinz — q sina)?

~+ b(«rsing — y cosz — p sina)2+ ccos?a = 0.

Transportons origine au point O et considérons la
transformation T donnée par

3'= 3 cosaelx (2 ==& ~+1y)
comprenant une rotation o autour de O suivie d'une
homothétie de rapport cosa ayant O pour centre. 1l

est assez facile de voir que la conique S, est la trans-
formeée T, de S.

2. Or, c’est la un fait général; si S est une courbe
plane quelconque, lenveloppe des courbes T, S,
lorsque a prend de différentes valeurs, est la podaire
de S par rapport au point O.

Pour le démontrer, remarquons d’abord que les
transformés T, M d’un point donné M sont tous situés
sur le cercle ayant OM pour diamétre. Si M décrit une
courbe, ses coordonnées sont des fonctions données
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d’un paramétre ¢, et les coordonnées de T, M s’expri-
meront par des équations de la forme

x‘_‘f(tv“)v }'-_‘g(lv z)'

Or, d’aprés un théoréme de Czuber ('), 'enveloppe
des courbes a = const., ¢’est-a-dire des T, S, s’identifie
avec celle des courbes ¢ = const., toutesles deux étant
données par :

daxr -
01—,’); = 0.

Les courbes ¢= const. étant les cercles de dia-

métre OM, la proposition est démontrée.

3. La podaire de S a une relation géométrique aux
-courbes Ty S qui rend intuitif le théoréme précédent.
Soient P et Py les pieds des perpendiculaires abaissées
de O sur la tangente a S au point M et sur la tangente
a T,S au point correspondant M,. Comme P, est le
transformé du point P, P, P est perpendiculaire a O P,
ct se confond par conséquent avec la tangente M, Py ;
aussi, I'angle POP, est égal a ». Désignons par podaire
d’angle § d’une courbe le lieu de l'intersection de la
langente avece la droite qu’on obtient en faisant tourner
antour du pole O, d'un angle §, la perpendiculaire
abaissée de O sur la tangente. (Ainsi la podaire d’angle
zéro est la podaire au sens ordinaire.) D’aprés ce qu'on
vient de voir, P est situé sur Ja podaire d’angle — =
de TyS, c’est-a-dire que la podaire de S est la podaire
d’angle —a de T, S.

Or, la podaire d’angle donné d’une courbe touche la

(') CzuBER, Archiv der Math. u. Physik, 1go1, p. 113. — Foir
EGAN, On some theorems of Czuber's (Messenger of Mathema-
tics, 1913, p. 178). :
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courbe aux pieds des quasi-normales issues du pole;
la démonstration que nous avons indiquée ci-dessus
pour la podaire ordinaire s’applique presque mot a
mot. Il s’ensuit que la podaire de S touche les T, S, ce
qui démontre de nouveau notre proposition. '

4. Nous avons vu que les tangentes a toutes les Ty S,
répondant 4 une méme tangente ¢ de S, concourent au
pied de'la perpendiculaire abaissée de Q sur 7. D’autre
part, deux courbes quelconques directement semblables
peuvent ¢videmment étre regardées comme des trans-
formées T, d’une troisiéme courbe. En effet, O étant
le centre de similitude, 3 I'angle constant entre deux
demi-droites correspondantes, 4 le rapport des dimen-
sions linéaires des deux systémes, les angles x et 8 de

transformation sont donnés par

a—fp=32, cosa = A cos B,

Donc : étant données deux courbes directement
semblables, le licu de Uintersection des couples de
tangentes correspondantes est la podaire, par rap-
port au centre de similitude, d’une troisiéme courbe
semblable aux deux premiéres.

Deux cercles sont semblables d’une infinité de
fagons, et 'on peut associer les couples de tangentes
faisant entre elles un angle donné quelconque; d’ou le
théoréme connu, que le point d’intersection d’un tel
couple décrit un limagon bitangent aux deux cercles.

CORRESPONDANGE.

M. R. Bouvaist. — Dans le numéro d’octobre 1919
des V. A., M. Egan énonce la propriété suivante, dont
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il serait, dit-il, intéressant de trouver une démonstra-
tion géométrique :

Soient un triangle A inscrit a une parabole et A’
son triangle médian; U'axe de la parabole est
une droite de Simson pour A’.

Voici une déxonstration géométrique simple de
cette propriété : Soit O le centre du cercle circonscrit
au triangle A, 'hyperbole d’Apollonius (H) de O par
rapport a la parabole (1), circonscrite au triangle, est le
lieu des points d’intersection des perpendiculairgs
abaissées de O sur les tangentes a (II) avec les dia-
métres de (I1) correspondants. (H) est donc circon-
scrite a A'; elle a d’ailleurs pour asymptote I'axe de (II),
ce qui démontre la proposition.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EPREUVE THEORIQUE. — Une barre homogéne pesante AB,
de longueur 21, de masse m, est assujettie a rester dans
un plan vertical (P), son extrémité A glissant sur une
horizontale (D) de ce plan; en outre, un disque circu-

Y M

\
\
\
1y

e
By o\

o A ’»” @ x

, P

laire (C) homogéne pesant, de masse m, de rayon r(<1)

est fixé par son centre a Uextrémité B autour de laquelle
Ann. de Mathémat., 5 série, .t. I. (Déc. 1922.) 9
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il peut tourner librement [en restant dans le plan (P)].
Toutes les liaisons sont supposées sans frottement.

1° Former les équations du mouvement du systéme et
montrer qu’elles s'intégrent par quadratures.

2° Existe-t-il des mouvements dans lesquels la barre AB
glisse en restant paralléle a elle-méme? Que peut-on dire
alors de la réaction de (D) et de la vitesse de A?

. 3° A un certain instant t, on fixe brusquement l’extré-
mité A en un point de (D); calculer la perte de force vive
du systéme, connaissant U'état des vitesses immédiatement
avant l'instant t.

NotaTiONs. — On prendra (D) pour axe Oz, I'axe des y
étant dirigé suivant la verticale ascendante; on désignera
I'abscisse de A par x, l'angle de AB avec Oz par 0, et
l'angle d'un rayon déterminé BM de (C) avec Oz par 4.

Epreuve PRATIQUE. — Un plan mobile (rapporté auxz
azes rectangulaires zOy) est assujetti & glisser sur un
plan fixe (rapporté aux awes rectangulaires #,0,y,) en

Y

x

satisfaisant aux conditions suivantes : La droite Oz du
plan mobile reste tangente au cercle (C,) de centre O, et
de rayon a du plan fize, le point O dé la barre décrit le
prolongement Ay, d’un diamétre de (C,).

1° Trouver la base et la roulante; .

2° Former Uéquation du cercle des inflexions dans le
plan mobile et chercher ses intersections avec Oy y;.

(On désignera Uangle de Ox avec Oyzy par 0; on
remarquera que sur la figure cet angle est négatif.)

(Poitiers, juin 1921.)
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Epneuve THEORIQUE. — Une barre matérielle homogéne
pesante AB, de section infiniment petite, de longueur al

o

£4

est assujettie aux liaisons suivantes : son extrémité A
glisse sans frottement sur un plan horizontal (P), tandis
que son. extrémité B décrit sans frottement une verticale

Sfize (D).

1° Etudier et discuter le mouvement de la barre.

[NoraTioNs. — On prendra pour axe Oz la droite (D),
pour axes Oz et Oy deux droites rectangulaires du plan (P)
issues de la trace O de (D) sur (P); on désignera par ¢
Yangle du plan passant par AB ev (D) avec le plan 20z ev
par 6 I'angle de AB avec Oz; dans la discusion on supposera
que la barre peut traverser le plan (P).)

2° On supposera que la barre puisse se soulever
au-dessus de (P); & quelle condition doivent satisfaire les
quantités 4, et 0y qui définissent les vitesses initiales pour
que la barre ne se souléve pas au début du mouvement.
Peut-on écrire la condition obtenue en n’employant
comme éléments variables que la vitesse v du point G
(milieu de AB) et sa hauteur { au-dessus de (P)?

3° La baire étant supposée immobile & U'instant t,, une
balle de dimensions négligeables vient la frapper en son
milieu C, avec une vitesse V, dans une direction horizon-
tale, perpendiculaire au plan vertical passant par la
barre; aussitét aprés le choc, la balle s’incorpore a la
barre. Calculer les valeurs de ' et 8’ immédiatement

aprés le choc. .
(Poitiers, novembre 1921.)
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Eereuve THRORIQUE. — Une plague carrée, homogeéne,
pesante PQRS est assujettie auz liaisons suivantes, réa-
lisées sans frottement.: deux sommets consécutifs P et Q
glissent sur une méme circonférence C fize dont le plan
est horizontal et dont le diamétre est égal aux diago-
nales de la plaque. Celle-ci peut donc librement tourner
autour de 1’ aze Oz de Czet autour du cété PQ.

*1° Etudier le mouvement de la plague. On limitera la
discussion au cas ou, a l’instant initial, la plaque fait un
angle 0, avec le plan de C et se trouve animée d’une rota-
tion de vitesse w autour de Oz, en cherchant uniquement
le sens de la variation initiale de l'angle Odu plan de
la plagque avec celui de C;

2° La plaque étant immobile, verticale, au-dessous du
plan de G, on applique une percussion en son centre;
quel est U’état des vitesses immédiatement aprés la per-
cussion?

EPRRUVE PRATIQUE. — Une roue de poids P est assimi-
lable & une circonférence homogéne de rayon r, dont le
centre O est situé sur U’axe Oz de rotation, mais dont le
‘plan Q fait un angle « avec le plan R normalx Uare.
On prend pour origine le centre O, pour axe Oy, ’inter-
section de Q et de R.

1° Equation de Uellipsoide d’inertie de la roue relatif
au point O;

2° Evaluer les réactions qui s'exerceraient, pendant un
mouvement de la roue de vitesse angulaire w autour de Oz
supposé horizontal et fixe, sur les tourillons qu'on assi-
milera & deuz points situés sur Oz & une méme.distance r
du centre. Application a =1°; w = 200 tours par minute;

3° Méme question en supposant qu'au poids P s'ajoute
un couple d’axe Oz, de moment connu N.

-(Grenoble, juin 1920.) N

EPREUVE THEORIQUE. — Une tige rectiligne homogéne =
pesante AB de masse M se meut dans un plan vertical P;
lune de ses extrémités A décrit la verticale descens:
dante Oz; 'autre B est reliée a O par un fil OB, dcmémcg,
longueur 21 que la tige. Il n’y a pas defrottcment
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1° Le plan P étant fixe, touver le mouvement de la tige,
le fil étant censé tendu. On suppose qu'c l'instant initial,

6—E et ds o
) at =

2° Dans les mémes conditions, calculer la réactionM>e &
agissant en A et la tension M <X T du fil. Quetles somt les
valeurs de R et de T a Uinstant initial?

0 P

Y®

3° On suppose, en second lieu, que le plan R tourne
autour de Oz avec une vitesse angulaire constapte w.
Quelle est I’équation du mouvement de la tige, les cqndi-
tions initiales étant les mémes? Peut-on choisir u\de

T,
maniére que 9 reste constamment égal a E' \.\
. A\
EPREUVE PRATIQUE. — Un solide homogéne S, de masse M, .
est limité par deux sphéres concentriques de rayon r

et 2r.

1° Ellipsoide d'inertie de S relattf un point O.de sa
surface extérieure; C

2° 8; dtant censé non pemnt et mobile autour de O,
supposé fixe, prend un mouvement & la Poinsot, A lins-
tant z@ttal, il est animé d’une rotation autour d’'un
aze 0Q faasant un angle de 45° avec la droite qui joint O
au centre Jmmmun C des deux sphéres. On aande la
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Sforce vive de S, son moment cinétique Oc par rapport
" a O; on donnera les projections Qa, et Os, de ce vecteur
sur le plan tangent en O et sur OC;
3° Définir géométriquement les deux cénes roulants
correspondant au mouvement précédent.
(Grenoble, novembre 1920.)

EpPREUVE THRORIQUE. — Un solide S est limité extérieure-
ment par un cylindre circulaire droit; la distribution des
masses est telle que le centre de gravité G est sur l'aze Gz
du cylindre, que Gz est un des axes principaux d’ihertie
relatif a G, et que les moments d’inertie par rapport
aux trois azxes principaux sont : pour Gr, A = 3MK?;
pour Gy, B=4MK?; pour Gz, C=5MK?, M étant la
masse de S. Le solide étant placé sur un plan horizontal
parfaitement poli, étudier son mouvement et effectuer la
réduction au point G des réactions exercées par le plan.
On appelle § l’angle de Gz et d’une horizontale fixe Oz;‘r
0 l’angle de Gz et de la verticale ascendante Ozy. On
désignera par §, m, a les coordonnées de G par rapport
au triédre Oz, y13, fize; a est cornstant. A l’instant initial,

db
q;':%—%:cp, 0:0, [—l-t-ze'zwd.
On discutera en faisant varier a.
- EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque homogéne pesante est

limitée par deux circonférencas concentriques C et c, de
centre O et de rayons Ret r:

1° Elle oscille autour d’un point fire de la petite cir-
conférence, dans un plan vertical fixze. Longueur du
pendule synchrone de ce pendule composé;

2° On considére un second mouvement de la plague
dans un plan vertical fixe ou ¢ roule sans glisser sur une
circonférence fixe ¢y de centre O,, et de rayon ri<r,
intérieure a c. Etudier les petites oscillations correspon-
dant a ce roulement sans glissement.

Dans cette seconde partie, on appellera A, le point le
plus élevé de cy, A le point de c quivient coincider avec A,;
on prendra comme paramétre l’angle 8 de OA avec O4A,.

{Grenoble, juin 1921.)
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EpREUVE TukomriQUE. — Upfdisque circulajre homogéne,
de rayon R, et une tige OA rectiligne homogen\de lon-
gueur 4R, de méme masse M, se meuvent dans un plan
vertical fixe sous l’action de la pesanteur. Le disque
repose sur une horizontale fixze Oz, la tige tourne autour
" du point fire O, qui est son extrémité, et elle touche le
disque. Il i’y a pas de frottement.

1° Etudier le mouvement du systéme. On prend pour
paramétres 'abscisse z du centre du disque et ’angle ¢
de Ox avec un rayon marqué sur le disque
' dp ldw
At =0 —_ =W, =a f—= 0]
’ ‘dt >RZ !
i-
2° Déterminer, a U’instant initial, la réaction au point
de contact du disque et de la tige.
N. B. — On ne s'occupera pas du cas ou la tige cesse
d’étre tangente au disque.

EpREUVE PRATIQUE. — Un point de masse m, soumis &
une résistance mKv2, tombe verticalement. Son mouve-
ment tend a devenir uniforme; quelle est la wvitesse
limite a? Quel espace E parcourt le mobile pendant que
sa vitesse passe d’une valeur v, a une valeur v, et quel
est le temps T correspondant a cette variation de vitesse ?

Application numérique — Un parachute et son pas-
sager pésent ensemble 100%¢; la résistance de lair,
mesurée dans le systémpe industriel, est 0,16Sv?. Calculer S
de maniére que la vitesse limite soit de 4™ par seconde. -
Calculer alors E et T pour vo=30om:s et vy=4,{m:s.

(Grenoble, novembre 1921.)

QUESTIONS.

2435 (4920, 80). Pour que I'équation
(ar+a')zm+ (bh+b)zm—t+.. . =0

ait toutes ses racines réelles quel que soit 1, il faut et il suffit
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que, pour deux valeurs particuliéres de X, Iéquation ait toutes
ses racines réelles, les racines qui correspondent a I'une des
valeurs alternant avee celles qui correspondent a 'autre valeur
quand on range ces 2m racines dans l'ordre des valeurs crois-
santes; et la méme chose a alors lieu si I'on donne & A deux
valeurs quelconques. Indiquer la forme de la courbe qui
représente les m racines pour les diverses valeurs de A, avec
un axe des z et un axe des A (on pourra supposer d’abord
que les deux valeurs particuliéres de A sont o et .
G. FoNTENE.

*2436 (1920, 120). Deux points décrivent avec des vitesses
uniformes deux cercles concentriques. Démontrer que la droite
qui les joint reste en général normale a une épicycloide ou a
une hypocycloide, en général allongée ou raccourcie.

Dans le cas ou les deux points ont des vitesses angulaires
opposées, on obtient une propriété connue de l'ellipse.

L. MaLOUE.

*2449 (1920, 200). Etant donné un réseau tangentiel de
coniques, les cercles principaux des coniques du réseau dont
le foyer décrit une droite sont orthogonaux a un cercle fixe.

Ce théoréme comprend comme cas particulier le théoréme
de M. T. Lemoyne relatif aux cercles podaires des points
d’une droite, par rapport & un triangle (V. 4., 1904, 400).

R. B.

*2443 (1920, 240). Dans le plan, deux triangles inversement
semblables sont orthologiques. R. B.

2444 (1920, 240'. Si deux hyperboles équilatéres concen-
triques H, H' sont telles qu'il existe des triangles (T) inscrits
a H et circonscrits & H', le cercle circonscrit 4 un triangle (T)
est le cercle conjugué du triangle (T’) qui a pour sommets
les points de contact des cotés de (T ) avec H'.

C. ConNVERs.
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[L'17e]
SYSTEME HARMONIQUE DE TROIS CONIQUES :

Par M. J. LEMAIRE,
Répétiteur A ’Ecole Polytechnique.

1. On donne ce nom a tout systéme de trois coniques
dont deux quelconques sont polaires réciproques par
rapport a la troisiéme. Admettant d’abord I'existence
de tels systémes, nous allons en établir quelques pro-
priétés.

Soient (A), (B), (C) trois coniques formant un
systéme harmonique : si T est le triangle conjugué
commun a (A) et (B), et si nous remplacons la ligure
formée par ces deux coniques et ce triangle par sa
polaire réciproque par rapport a (A), nous obtenons
les deux coniques (A) et (C) et le méme triangle T,
d’ou ce théoréme :

Tutonime 1. — Les trois coniques {’un systeme
harmonique ont un triangle conjugus commun.

Ap.pelons M et N les points ou (A) et (B) sont
touchés par une de leurs tangentes communes;
puisque (C) est la polaire réciproque de (B) par
rapport a (A), cette conique G doit passer par M; et
comme elle est aussi la polaire réciproque de (A) par
rapport a (B), elle passe de méme par N. '

Les quatre points tels que-M et les quatre points tels
que N appartiennent d’autre part a la conique lieu des
points d’ou 'on peut mener a (A) et (B) des tangentes

Ann. de Mathémat., 5° série, t. 1. (Janvier 19°3.) 10
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formant un faisceau harmonique, laquelle coincide par
suite avec (C), de sorte qu’on a cette proposition :

Tatorikme Il. — Clacune des coniques d’un
systéme harmonique est le lieu des points d’ou U'on
peut mener aux deux autres des tangentes formant
un faisceau harmonique.

La conique (C) est de méme tangente aux tangentes
aux deux autres aux points communs a ces deux
coniques. Gomme ces huit droites touchent aussi la
conique enveloppe des droites sur lesquelles (A) et (B)
déterminent une division harmonique, laquelle coin-
cide par suite avec (C), on a ce théoréme :

Tutorime 1. — Chacune des coniques d’un
systéme harmonique est {'enveloppe des drodtes sur
lesquelles les deux autres déterminent des points
Sformant une division harmonique.

Cette proposition se déduit d’ailleurs de la précé-
dente par dualité : si, en effet, nous transformons
Pensemble des trois coniques par polaires réciproques
par rapport & (C), cette conique se transforme en elle-
méme, et les deux autres se permutent; & un faisceau
harmonique formé par les tangentes menées d'un
point de (G) a (A) et (B), correspond une division
harmonique déterminée par (B) et (A) sur une tangente

a (C).

2. Considérons une tangente A a (C) qui coupe (A)
en A et A', et (B) en B et B'; le pole P de cette droite
par rapport & (A) appartient a (B), et son péle Q par
rapport a (B) appartienta (A); comme (AA'BB/) = — 1,
le triangle PBB' est conjugué par rapport a la
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conique (A); la conique (B) est donc harmonique-
ment circonscrite & (A). La polaire PB’ de B par
rapport a (A) touche (C); de méme PB; le triangle PBB’
est circonscrit a la conique (C) qui est ainsi harmoni-
quement inscrite a (A); donc :

Tutoreme IV. — Dans un systéme harmonique de
trois coniques, chacune d’elles est & la fois harmo-
niquement circonscrite et harmoniquement inscrite
a chacune des deux autres.

Le triangle PBB’ étant a la fois inscrit a (B) et
circonscrit a (C), on peut encore dire que :

Tutonime V. — Si l'on considére deux quelconques
des coniques d’un systéme harmonique, on peut
inscrire ou circonscrire a chacune une infinité de
triangles circonscrits ou inscrits a U'autre; chacun
de ces triangles est conjugué par rapport a la
troisieme conique.

H faut bien observer qu'il existe une infinité de
triangles tels que PBB' inscrits a (B) et circonscrits
a (C) et aussi une infinité de triangles inscrits a (G) et
circonscrits a (B).

3. M et N désignant les points ou les coniques (A)
et (B) sont touchées par une tangente commune, la
conique (C) passe en ces points; comme MN est
tangente a (A), son pole P par rapport a (C) est
sur (B); il est de m&me sur{A}, et est par suite commun
a (A) et (B), de sorte que :

Tutorime VI. — Les tangentes a deux des
coniques (A) et (B) d’un systéme harmonique, en
un point P commun d ces coniques, les coupent
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respectivement en N et M, et sont tangentes en ces
points a la troisiéme conique (C); de plus MN est
une tangente commune aux deux premiéres. )

Fig. 1.

SO

4. Transformons la figure faite plus haut de maniére
que B et B' deviennent les points cycliques du plan;
employant de petites lettres pour la nouvelle figure,
nous voyons que (A) devient une hyperbole équila-
tére (a), et (B) un cercle (b); le centre p de ’hyper-
bole est sur le cercle, le centre ¢ du cercle est sur
Phyperbole. -

La troisiéme conique (C) devient une parabole (¢)
tangente aux droites isotropes passant par p, qui est
ainsi un foyer. .

Nous avons vu que PBB’ est conjugué par rapport
a (A) et circonscrit a (C); de méme QAA’ est conjugué
par rapport a (B) et circonscrit a (G).

QA étant tangente a (CG), son péle D par rapport
a (A) est sur (B); de méme le pole D' de QA’ par
rapport a la méme conique (A). Le triangle PDD/,
circonscrit & (A), inscrit & (B), est conjugué par
rapport a (C). )
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Ainsi la tangente en Q & (A) est la polaire de P par
rapport 4 (C); de méme la tangente en P a (B) est la
polaire de Q par rapport a (C).

Les points E et E' ou cette tangente a (B) coupe (C)
sont sur QA et QA’.

Dans la figure transformée, la tangente dgd’ en ¢ a
I'hyperbole (a) est la polaire de p par rapport a la
parabole (¢), c’est-a-dire la directrice de cette para-
bole; on voit donc que :

Tutortme VI — Un systéme harmonique de
trots coniques peut-éire (ransformé par projection
en un systéme comprenant : une hyperbole équila-
tére (a), un cercle (b) ayant son centre q sur (a) et
passan! lui-méme par le centre p de U'hyperbole,
une parabole (c) ayant p pour foyer et la tangente
en q a l’hyperbole pour directrice.

Comme 1l est possible de construire un tel systéme
particulier, on obtient, par la transformation inverse,
un systéme harmonique, dont Dexistence se trouve
ainsi établie.

Appliquant au systéme particulier les théorémes
généraux obtenus plus haut pour un systéme harmo-
nique quelconque, on aurait diverses propositions
relatives a ’hyperbole, au cercle et a la parabole ci-
dessus, pris ensemble ou associés deux a deux.

3. On aurait pu d’abord démontrer ces théorémes
pour ce systéme spécial, et les étendre par projection
4 un systéme harmonique quelconque.

C’est ainsi que nous allons maintenant procéder :
les tangentes issues de ¢ a la parabole (¢), bissectrices

: S o
des angles dgp et pqd (fig. 2), sont paralléles aux
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asymptotes de (@), et ont leurs points de contact e’ ete
sur la perpendiculaire menée a ¢p au foyer de la
courbe, c’est-a-dire sur la tangente en p au cercle (b)
[revenant a la figure générale, nous retrouvons que la
polaire de Q par rapport a (C) touche (B) en P].

Construisons le rectangle ege’ [ les égalités d’angles
marqués sur la figure montrent que ¢f est normale
en ¢ a I'hyperbole, et par suite un diamétre de la
parabole (c). Mais gf et le segment déterminé sur
cette droite par les asymptotes de I'hyperbole ont le
méme milieu, de sorte que f est sur 'hyperbole.

Les droites ge, ge’ et la droite a l'infini du plan
forment un triangle circonscrit a (c¢), inscrit a (a) et
conjugué par rapport a (b); les droites €'f, ef, qf
joignant les sommets de ce triangle, points de (@), aux
points ou les cotés opposés touchent (¢), si nous reve-
nons a la figure primitive, nous avons ce théoréme :

 Tutorime VIIL. — Un triangle étant inscrit a (A)
et circonscrit a (C), les droites qui joignent ses
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sommets aux points de contact des cdtés opposes
concourent en un point de (A).

Appliquant ce théoréme aux couples de coniques
particuliéres obtenues en associant de toutes les fagons
possibles deux des trois coniques du systéme (a), (),
(c), on aurait des propositioné faciles a énoncer.

6. AA'A" étag un triangle inscrit a (A), et circons-
crit & (B) qui touche ses cotés en B, B', B, les
droites AB, A’B’, A"B" concourent en un point
de (A).

Le triangle BB'B" étant autopolaire par rapport
a (A), le pole C de la droite A’ A", qui passe en B, est
un point de B'B”; comme A’ A" touche (B), son péle C
est sur (C); de plus B'B’, étant la polaire de A par
rapport & (B), touche (C); cette conique est ainsi
tangente en Ca B'B". -

De méme B'B touche (C) au pole C' de A"A par
rapport a (A); et BB touche (C) au pole C" de AA'
par rapport a cette méme conique (A).
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Nous voyons que BB’B” et CC/C” sont a (B) et (C)
ce que sont AA’A" et BB'B” a (A) et (B), de sorte que
les droites BC, B'C/, B"C" concourent en un point
de (B).

De méme CA, C'A’, C"A” concourent en un point
de (C). ’

On a donc ce théoréeme :

Tutorime IX. — Trois coniqueg (A), (B), (C)
Sormant un systéme harmonique, si AA'A" est un
triangle inscrit a (A) et dont les ctés touchent (B)
en B, B', B", les cétés du triangle BB'B" touchent (C)
en C, €, ', et les cotés du triangle CC'C’
touchent (A) en A, A'; A". Les groupes de trois
droites AB, A'B’, A’B"—BC, B'C/, B'C'—CA,
C'A’, C"A", concourent en trois points situés respec-

ticement sur (A), (B), (C).

7. Soient deux coniques (A) et (B) déterminant
sur une sécante A deux couples de points A et A’,
B et B', qui forment une division harmonique, et telles
que le pole P de cette droite par rapport a (A) soit
sur (B), et le pole Q par rapport a (B) sur (A), ce
qui est évidemment possible; projetant la figure de
mani¢re que B et B’ deviennent les points cycliques,
on obtient une hyperbole équilatére (a) et un cercle (b),
le centre de chacune de ces courbes étant sur 'autre;
ces coniques appartiennent donc a un syst¢éme harmo-
nique; il en est de méme des coniques primitives,
d’ou ce théoréme :

Tutonimr X. — Pour que deux coniques (A) et (B)
Jassent partie d’un systéme harmonique, il suffit
qu'il existe une droite sur laquelle elles déterminent
deux segments se divisant harmoniguement, et telle
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que son pdle par rapport a chacune des coniques
soit sur U'autre.

8. Systémes harmoniques particuliers. — Outre
le systéme hyperbole-cercle-parabole considéré plus
haut, en voici d’autres :

Reprenons d’abord la figure du n° 3, et projetons-la
de maniére que les coniques (A) et (B) deviennent
deux cercles (a) et (6), deux points communs autres
que P devenant les points cycliques : le triangle pmn,
transformé de PMN, est équilatéral, les deux cercles
sont égaux et se coupent suivant un angle de 60°; la
troisitme conique (c) du systéme harmonique passe
aux points de contact, tels que m et n, des tangentes
communes aux cercles, et touche en ces points les tan-
gentes telles que pm et pn : c’est une hyperbole; et
comme elle est la polaire réciproque de chacun des
cercles par rapport a l'autre, elle.a pour foyers les
centres des cercles; cela résulte d’ailleurs de ce que
chaque conique touche les tangentes menées aux
autres en leurs points communs. Observons encore
que I'hyperbole (c¢) coupe chaque cercle suivant un
angle de 6o°.

Le point a Pinfini dans la direction perpendiculaire
ala ligne des centres des cercles ayant méme polaire
par rapport aux trois coniques (a), (&), (¢), on peut
dire que tout point ayant méme polaire par rapport
4 deux coniques d’un systéme harmonique a méme
polaire par rapport a la troisiéme; on retrouve que les
trois coniques d’un tel systéme ont un triangle con-
jugué commun.

Ainsi la hessienne de trois [pareilles coniques se
réduit a trois droites, les cotés. du triangle conjugué
commun; la cayleyenne se réduit aux trois sommets
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de ce triangle. Les 18 cordes communes a ces trois
coniques, prises deux a deux, passent six a six par les
points constituant la cayleyenne; leurs 18 ombilics
sont six a six sur les droites constituant la hessienne.

Nous avons va que si deux coniques font partie d’un
systéme harmonique, a chacune on peut inscrire un
triangle circonscrit a 'autre.

Si deux coniques vérifient cette condition, on peut
les projeter suivant deux cercles la vérifiant aussi, donc
nécessairement égaux (en vertu, par exemple, de la
relation d’Euler); la tangente a chacun en un de leurs
points communs passe en un point ou lautre est
touché par une tangente commune, et il en résulte que
Pangle des cercles vaut 60°; ils font donc partie d’un
systéme harmonique, et si 'on revient a la figure
primitive on obtient la réciproque de la premiére
partie du théoréme V : si deux coniques sont telles
qu'il existe pour chacune un triangle inscrit qui
est en méme temps circonscrit & lautre, les deux
coniques font partie d’un systéme harmonique.

9. En projetant le systéme particulier du n° 4 sur
un plan paralléle a une asymptote de I'’hyperbole équi-
latére (a), on obtient un systéme harmonique formé
par une ellipse, une hyperbole d’Apollonius ayant son
centre sur ellipse, et la parabole de Chasles corres-
pondante.

On voit donc qu'une ellipse et une hyperbole
d’Apollonius ayant son centre sur elle peuvent étre
transformées homographiquement en deux cercles
égaux se coupant sous un angle de 60°.

"40. Transformons homographiquement les conigques
graphiq
d’un systéme harmonique de maniére que deux de
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sommets de leur triangle conjugué commun deviennent
les points cycliques, nous obtenons trois hyperboles
équilatéres concentriques. Mais ce systéme d’hyper-
boles peut étre projeté suivant un systéme harmonique
contenant deux cercles égaux; les deux hyperboles
transformées suivant ces cercles sont alors égales, et
comme elles peuvent étre choisies arbitrairement, elles
sont égales toutes les trois.

Dans le systéme du n° 8, appelons { et /' les points
limites et k, &' les traces, sur la ligne des centres des
deux cercles (a) et (b), des tangentes en un de leurs
points communs p; un calcul simple donne

(LK'U') = cos ZTT —~+ Zsin ? =e

comme, pour obtenir un systéme d’hyperboles, on peut
projeter la figure de telle sorte que /et ! deviennent
les points cycliques, il résulte de la conservation du
rapport anharmonique, et du théoréme de Laguerre,
que I'angle des cercles se conserve en projection; un
calcul analogue montre que la propriété est vraie aussi
pour chacun des cercles et 'hyperbole qui est la troi-
siéme conique du systéme harmonique, calcul d’ailleurs
superflu, puisque deux quelconques des hyperboles
équilatéres peuvent étre considérées comme correspon-
dant aux deux cercles.

Ainsi, ces trois hyperboles équilatéres égales se
coupent mutuellement suivant des angles de 60°;
on en conclut aisément que leurs axes transverses font
entre eux des angles de 60° de sorte que les trois
courbes sont disposées régulierement autour de leur
centre commun.

Elles se coupent deux a deux en six points réels qui
forment un hexagone régulier; le diamétre de chacun
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de ces points, faisant avec les axes des hyperboles
auxquelles appartient ce point des angles de 30°, est
égal a la distance focale des hyperboles, de sorte que
le cercle qui contient ces six points passe aussi aux
foyers réels des hyperboles. En vertu du principe de -
continuité, les six autres points communs et les six
autres foyers appartiennent & un méme cercle imagi-
naire concentrique, comme le précédent, aux hyper-
boles. Revenant au systéme harmonique général, on
a ce théoréme :

Tutonemr XI. — S7 O est un sommet du triangle
conjugudé (T) commun aux trois coniques d’un sys-
téme harmonique, six sécantes communes a ces
courbes associées deux a deux passent en O; les
douze points communs peuvent étre partagés en
deux groupes de siz, tels que les points de chaque
groupe appartiennent a une conique passant aux
deux autres sommets L et J de (T) et tangente en
ces points a Ol et OJ, et contenant aussi six des
douse points de rencontre des tangentes menées
deletJaur coniques du systéme.

Sans nous arréter au théoréme corrélatif, signalons
encore le suivant :

Tutorivr XIL. — A4 chaque sommet O de (T) cor-
respond une conique bitangente aux trois coniques
d’un systéme harmonique, et tangente a Ol et OJ
aux autres sommets du triangle conjugué commun;
les cordes de contact de cette conique avec chacune
des premiéres passent au point O.

11. Reprenons, pour terminer, le systéme hyperbole-
cercle-parabole considéré au début : nous savons que
’
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si, ’hyperbole équilatére (a) restant fixe, le centre ¢
du cercle () se déplace sur cette hyperbole, le cercle
enveloppe une lemniscate de Bernoulli tangente aux
asymptotes de (a) en son centre ¢; revenant a un

systeme harmonique quelconque, nous avons ce
théoréme :

Tutorime XII. — Etant donnée une conique
Jize (A), une conique (B) faisant partic avec elle
d’'un méme systéeme harmonique, et restant circons-
crite a un triangle fixe conjugué a (A), a pour
enveloppe une courbe de quatriéme ordre et de
sixiéme classe, qui admet les sommets 1w triungle
pour points doubles a tangentes inflexionnelles, les
tangentes d’inflexion étant les tangentes mendes de
ces sommets a la conique (A); la troisiéme conique
du sy~téme harmonique enveloppe la polaire réci-
proque de la premiére enveloppe par rapport i (A).

Par exemple, si (A) est une ellipse, et (B) une
hyperbole d’Apollonius-dont le centre décrit ellipse,
cette hyperbole a pour enveloppe une courbe (3) de
quatriéme ordre et de sixieme classe; la parabole de
Cha-les (C), qui forme avec ellipse fixe et 'hyper-
bole variable un systéme harmonique; enveloppe la
courbe (y) polaire réciproque de (3) par rapport a
Pellipse.

Il est aisé de déterminer la nature de ces courbes :
considérons le cercle (A') décrit sur l'axe focal de
Pellipse comme’ diamétre, et qui se projette suivant

~ Pellipse, et dans le plan de ce cercle ’hyperbole équila-
tére (B') et la parabole (C’) dont les projections sont (B)
et (C); et cherchons d’abord I’enveloppe de (C'):
cette parabole a son foyer F mobile sur le cercle,
et touche deux diamétres rectangulaires fixes X'OX
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et YYOY; P et Q étant les projections de F sur ces
deux tangentes, PQ est la tangente au sommet de la
parabole, lequel est la projection S de F sur cette
droite. Comme le segment PQ est égal au rayon du
cercle, cette tangente a la parabole enveloppe I'hypo-
cycloide a quatre rebroussements dont les points de
rebroussement sont les extrémités des diamétres appar-
tenant aux tangentes fixes de la parabole; la parabole
a la méme enveloppe, qu’elle touche en son sommet S.
Soit T le point qui a pour projections, sur X'X
et Y'Y, les traces U et V sur ces axes de la tangente
en F au cercle; les points P et Q ayant TU et TV pour
polaires par rapport au cercle, le point T est le pole
de PQ, appartient par suaite a I'hyperbole équila-
tére (B’). Comme PQ est la tangente a 'enveloppe
de (C’) au point S ou la parabole touche cette enve-
loppe, T est le point ou I'hyperbole, polaire réciproque
de la parabole par rapport au cercle, touche son enve-
loppe, et la tangente en T est la polaire de S par
rapport au cercle, elle est perpendiculaire a OS.
‘L’enveloppe de 'hyperbole est, comme on voit, la
kreuzcurve dérivée du cercle et ayant ses points a
Pinfini sur X'X et Y'Y et nous avons incidemment
une construction de la tangente a cette courbe.
Revenant a la figure primitive, nous obtenons pour
I'enveloppe (B) de I'hyperbole d’Apollonius (B) la
kreuzcurve dérivée de 'ellipse, et pour I'enveloppe (y)
de la parabole de Chasles (C) une développée d’ellipse
dont les rebroussements sont les sommets de lel-

lipse (A).

Remarque. — On’peut observer que dans les divers
systémes harmoniques particuliers que nous avons
considérés, deux quelconques des coniques se coupent
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en deux points réels et deux points imaginaires; il en
est de méme pour tout systéme harmonique. Le triangle
conjugué commun a un seul sommet réel; et des
sécantes communes, seules, sont réelles: celles qui
concourent en ce sommet, trois d’entre elles joignant
deux & deux les points réels communs aux coniques du
systéme, et les trois autres joignant les points imagi-
naires conjugués.

On pourra lire, dans les Exercices de Géométrie
de J. Kaehler (Géovmétrie plane, p. 227), un intéres-
sant exposé analytique des principales propriétés des
systémes harmoniques, obtenues comme application
des coordonnées trilinéaires.

[R6]
INTRODUCTION A L'ETUDE DE LA MECANIQUE
ET DE SES PRINCIPES:

Par M. Georcts BOULIGAND.

( Suite.)

15. Ces données sont extrémement complexes : un
systéme qui se meut & proximité de la surface de notre
planéte n’est jamais dans un état d’indépendance com-
pléte vis-a-vis des systémes voisins. S’il s’agit d’une
bille placée sur un plan incliné, son mouvement sera
influencé par la rugosité du plan et méme: par la résis-
tance de I'air. L’influence de cette derniére se manifes-
tera, plus considérable encore, si 'on étudie le mouve-
ment d’un projectile, etc.

C’est dire qu’il a fallu déployer beaucoup de sagacité
pour interpréter avec justesse les résultats des observa-
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tions courantes faites sur les mouvements de toute
espéce. Ce n’est qu’aprés une longue élaboration qu’on
est parvenu a en induire les principes, capables de
régir tous les mouvements connus, sur la Terre comme
dans le Ciel.

A coté des difficultés accumulées par le grand
nombre des corps et des actions en présence, il y en
avait une autre qui, par bonheur, a sans doute échappé
aux fondateurs de la Mécanique : elle provient du mou-
vement compliqué de la Terre par rapport au triédre
O, z, v, 3, de la Mécanique céleste. Ce mouvement, en
premiére approximation, s’obtient en composant :

1° Celui d’entrainement de notre planéte autour du
Soleil ; - '

2° Sa rotation autour de la ligne des poles (en réa-
lité, comme nous le verrons, cette derniére n'a pas une
direction rigoureusement fixe par rapport aux étoiles
fixes).

Mais alors, en admettant a priori qu’il existe des
principes communs a tous les mouvements terrestres
ou célestes, n'est-il pas a craindre qu’ils ne soient tout
a fait masqués dans la Mécanique terrestre, du fait de
la présence, dans les équations, des forces correctives
provenant de 'accélération d’entrainement et de 'accé-
lération complémentaire des mouvements précédents?

La difficulté se serait effectivement produite si la
rotation de la Terre autour de la ligne des péles avail
é1¢é beaucoup plus rapide qu’elle ne I'est réellement.

Pour Ia grande majorité des phénoménes terrestres,
la durée est courte : pendant ce temps, le mouvement
d’entrainement de notre planéte autour du Soleil peut
passer, & un haut degré d’approximation, pour recti-
ligne et uniforme. Ce mouvement est un mouvement
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de translation. Sans troubler les accélérations, on -
pourra donc passer du triédre O,z,y,z, de la Méca-
nique céleste a un triédre paralléle O'z'y’ 2’ ayant son
sommet au centre de la Terre. En outre, la vitesse
angulaire de rotation de la Terre est trés petite, soit la
moitié de celle de la petite aiguille d'une horloge. Pen-
dant la durée du jet d’un projectile, par exemple, le
triédre ayant son origine prés du point de chute et ses
axes liés a 'écorce terrestre n’a pas le temps de modi-
fier sensiblement sa direction, et son origine décrit,
d’'un mouvement uniforme, un arc de paralléle qu'on
peut confondre sensiblement avec une droite. En pre-
miére approximation, ce triédre subit encore, pendant
la durée utile, une translation rectiligne et uniforme,
ce qui dispense de modifier 'accélération.

Clest gréce a ces circonstances favorables que Galilée
a pu, en étudiant la chute des corps, ou des phéno-
ménes connexes (plan incliné, pendule), parvenir avant
Newton, d’une maniére plus ou moins explicite, aux
principes que nous avons précédemment énoncés.

Par contre, dans les phénoménes d’une durée appré-
ciable, I'influence du mouvement de la Terre doit inter-
venir : elle doit se manifester en particulier dans I'étude
prolongée des oscillations d’un pendule, si toutefois il
existe vraiment des principes régissant a la fois les
mouvements terrestres comme ceux des astres. Foucault
a constaté qu'il en est bien ainsi.

16. Mais avant d’aborder les problémes ou il faut
tenir compte de la mobilité de notre planéte, attachons-
nous A étudier les indications données par la chute des
corps. D’aprés 'expérience du tube de Newton, dans
le vide, tous les corps tombent également vite : ce dis-
positif permet d’éliminer la résistance de I'air et les
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différences profondes qu’elle établissait entre le mou-
vement de chute d’une balle de plomb et d’une parcelle
de duvet.

Déterminons, a l'aide d’un procédé cinématogra-
phique, l'accélération d’un de ces mouvements de
chute. Nous tronvons une valeur g, qui non seulement
est indépendante de la nature du corps, mais encore
est sensiblement constante aux divers points de la sur-
face du globe. Ici encore, nous avons donc obtenu, en
faisant intervenir 'accélération, un caractére cinéma-
tique commun & tous les mouvements de chute libre.
Ce que nous pourrons considérer comme la cause du
mouvement sera donc intimement lié a I'accélération.

Un des plus beaux titres de gloire de Newton est
assurément d’avoir pensé que cette accélération g, pré-
cédemment mesurée, se confond avec celle des actions
de gravitation, autrement dit que la pesanteur est un
cas particulier de l'attraction universelle. Considérons
un- corps, voisin de I’écorce terrestre : ne va-t-il pas
étre soumis, comme les astres, a une action de la Terre,
et aussi a des aclions des autres corps célestes ? Toute-
fois, dans les conditions ou nous nous plagons, ces
derniéres seront négligeables. On pourra, en premiére
approximation, tenir compte uniquement de l'action
prépondérante de la Terre. Pour vérifier cette hypo-
these, il suffit de comparer g a I’accélération lu-
naire y : la supposition de Newton sera légitime si
I'on vérifie que l'on a

’ 4 Y

R T ot
en désignant par R le rayon terrestre, par ¢ le rayon
moyen de l'orbite lunaire. La vérification est satisfai-
sante et s’opére au degré d’approximation qu’on peut
attendre de ce calcul grossier.
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17. Dans le raisonnement qui précéde, nous avons
implicitement admis que la Terre agit sur les corps
placés a sa surface comme le ferait un point unique,
placé en son centre. Quelques explications sont ici
nécessaires. Lorsque nous avons fait une étude d’en-
semble sur le systéme solaire, nous avons considéré
les astres comme des points matériels : étudiant main-
tenant les mouvements terrestres, nous n’avons plus le
droit de faire cette approximation. Tout au plus pour-
rons-nous réduire les corps terrestres a des points,
vis-a-vis de notre planéte elle méme, et tant que nous
n’essaierons pas de comparer les mouvements de ces
corps entre eux.

Ici encore, une circonstance favorable se présente
pour éluder la difficulté précédente. Imaginons qu’on
ait décomposé la totalité du volume terrestre en un
trés grand nombre de volumes trés petits, et concevons
que chacun de ces volumes agisse isolément sur un
corps voisin du sol de maniére a lui communiquer une
“

accélération de la forme i étant un coefficient spé-

cifique du volume considéré. Cet isolement est d’ail-
leurs une supposition purement théorique, et qu'aucun
fait expérimental ne peut étayer. Déterminons nos
volumes partiels, a l'aide de sphéres concentriques a
la Terre, supposée elle-méme sphérique, et supposons
que les courbes déterminées par ces sphéres soient
homogeénes, c’est-a-dire que deux volumes élémen-
taires égaux d’'une méme courbe impriment isolément,
A un corps équidistant, voisin du sol, des accélérations
égales. Ces volumes étant de plus en plus petits et de
plus en plus nombreux, composons alors les accéléra-
tions qu’ils impriment & ce corps (réduit a un point) :
il est classique que l'accélération résultante passe par
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le centre de la Terre et pour expression (')

M

'i;’
oi M désigne la somme des coefficients . relatifs aux
divers éléments de volume. Ce fait justifie notre rai-
sonnement dun® 12. 11 est intéressant de noter ici que,
si on laisse arbitraire la loi de variation de densité des
couches sphériques, laloi d’attraction en raison inverse
du. carré de la distance et celle d’attraction propor-

(') Soit do I'un des éléments de volume en question. On pose
u=2Ado, A élant seulement fonction de la distance au centre,
soit @. Pour une couche d’épaisseur da, l'accélération d’un point P
situé & une distance R du centre est I'intégrale

+R
kdaf 'uca’da: R—2xz
_c r r

(décomposez la surface en zones de hauteur dx).
On a d’ailleurs

rP=R'—2Rz +a’ et rdr=-— Rdzx;

Fig. 1.

|

on peut prendre r comme nouvelle variable. Si P est extérieur &
la courbe, les limites de l'intégrale deviennent R —a et R +a.
On obtient

R+a 2. a2 2

Or 4ma?da est justement le volume de la couche, le coefficient de
proportionnalité A est donc le méme pour la couche comme pour
un de ses éléments. Le théoréme annoncé en résulte aisément.
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tionnelle & la distance sont les seules pour lesquelles
I'action d’une sphére sur un point extérieur équivaut
a une action de son centre, suivant une de ces lois ().

18. Voici donc la pesanteur mise au rang des forces
de gravitation, et de ce fait, nous pourrons désormais
lui appliquer les principes qui nous ont fourni la syn-
thése des mouvements du systéme solaire. Par des
mesures précises, opérées a l'aide du pendule, on
vérifie bien que g diminue quand on s’éloigne du
centre du globe. On constate également des variations
avec la latitude, explicables par le mouvement de la

(') L’équation fonctionnelle qui détermine une fonction ¢ (r)
telle que chaque couche sphérique homogeéne puisse étre remplacée
par son centre n’est autre que

R+a 1__ 2
S RSy ar = aas(m),

Nous cherchons & déterminer la fonction ¢(r) de maniére que
cette équation soit satisfaite quel que soit R, et quel que soit a.
Pour résoudre cette équation, on peut poser

R—a=u, R+a=y, rro(r)y=4(r);

elle devient

\/uw (l_%> Y(rydr= z(v_u)¢<u:-g>.

En dérivant par rapport 4 u et ¢, on peut éliminer entre les
deux équations obtenues le terme contenant une intégrale, et il
reste, en revenant aux anciennes notations,

Y(R—a)—¢(R+a)—3¢(R) _ ¢ (R)
a* R

Faisons tendre a vers zéro. Il nous reste

¥(R) =24 (R)
R

d’ou l'on déduit aisément le résultat annoncé.
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Terre et par sa forme ellipsoidale. Mais, méme dans
un champ d’expériences relativement étendu, ces va-
riations sont imperceptibles.

Pour cette raison, dés qu'on cesse d’assimiler a un
point un corps voisin de la Terre, on peut, s'il est de
dimensions ordinaires, considérer comme constante
en grandeur, direction et sens, l'accélération prise
par un volume partiel de ce corps, jugé réductible
@ un point, en supposant qu’a partir de sa position
actuelle, ce volume partiel soit subitement isolé du
reste du corps, et de 'ensemble des corps avoisinants
(atmosphére, support, etc.), pour n’étre plus soumis
qu’a linfluence de la Terre.

Ici, nous rencontrons une nouvelle difficulté : nos
obseivations ne porteront jamais sur le mouvement
d’un point proprement dit, mais sur celui d’'une par-
celle de matiére. Considérons cette parcelle a l'ins-

Fig. 2.

173 P
Oo— ©

tant £, et a 'instant £ : c’est seulement par une idéali-
sation que nous pouvons passer du mouvement de la
parcelle au mouvement d’un point, il n’y a pas a vrai
dire de vecteur déplacement bien défini pour la par-
celle, ce vecteur est simplement astreint a demeurer
dans un champ limitatif, correspondant a ’ensemble
des valeurs joignant un point intérieur a P, (position
a l'instant ¢,) a4 un point intérieur & P (position a
I'instant ¢). Le mathématicien admet que, lorsque 'on
diminue indéfiniment toutes les dimensions de cette
parcelle, tous ces vecteurs possédent une méme limite,
et pour appliquer au probléme les méthodes de I'ana-
lyse, il supposera de plus que le vecteur limite ainsi
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obtenu est deux fois dérivable par rapport au temps.
Cette méthode sera justifiée a posteriori si elle cadre
avec les résultats de I'observation : cette derniére ne
donne jamais, & proprement parler, ce qu'on est en
droit d’appeler un vecteur déplacement, elle définit ce
vecteur avec une ccrtaine approximation, mais avec
un voisinage d’ordre zéro ('). On postule ici qu'on
est en droit de raisonner comme si le voisinage était
d’ordre 2 au moins.

19. Un véritable postulat est donc mis en jeu lors
de I'idéalisation précédente, lorsqu’on définit par pas-
sage a la limite le vecteur déplacement, et qu’on admet
I'existence, pour ce vecteur, de dérivées géométriques
premiéres et secondes. Ce postulat est un élément
indispensable, pour construire la dynamique des
milieux continus. Il élimine la possibilité d’une grande
agitation mutuelle de parcelles trés petites a 'intérieur
d’un volume matériel de faibles dimensions. L’expé-
rience ne nous permettant pas toujours de décider si,
oui ou non, cette agitation existe (2), nous étudions
au point de vue spéculatif le cas le plus simple, celui
ou elle n’existerait pas, en pensant que, méme si elle

(') On dit que deux vecteurs sont voisins lorsque leurs compo-
santes sont des fonctions voisines. L'ordre du voisinage de deux
vecteurs est l'ordre du voisinage des fonctions qui expriment
chaque composante. Deux fonctions peuvenl étre voisines d’ordre
zéro, c’est-a-dire avoir des courbes représentatives trés rapprochées,
mais dont les tangentes fassent entre elles des angles appréciables.
Si ces angles deviennent aussi trés petits, on dit qu’il y a voisinage
d’ordre 1. Dans ce cas, il y a proximité non seulement entre les
fonctions, mais aussi entre leurs dérivées premiéres. Si celte con-
dition est également réalisée pour les dérivées secondes, on dit
qu’il y a voisinage d'ordre 2, et ainsi de suite.

" (%) Il y a cependant des cas ou cette agitalion est reconnue;
exemple : le mouvement brownien.
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existait réellement pour des subdivisions trés avancées
de la matiére, les résultats obtenus conformément au
postulat précédent s’appliqueraient 4 des phénomeénes
macroscopiques, c'est-a-dire observés moins en détail,
la subdivision étant poussée moins loin.

20. Revenons & l'étude de la chute des corps. Sile
corps nous parait de dimeénsions si petites que sa forme
géométrique nous échappe, nous l'assimilons & un
point, et nous obtenons une synthése satisfaisante de
tous les mouvements possibles observés en lui impri-
mant certaines vitesses initiales au moyen de I'équa-
tion

> >
my=F.

Ici, nous disposons de la vitesse initiale du mobile;
c’est une circonstance nouvelle et un élément de véri-
fication qui nous manquait en Mécanique céleste.
Nous pouvons opérer également soit dans le vide, soit
dans I'air. Dans ce cas, nous pourrons faire la synthése

du mouvement en admettant que F est la résultante de
Paction de la pesanteur et d'une certaine résistance,
due a l'air environnant qui subit un entrainement, et
fonction de la vitesse.

Si le corps est de dimensions appréciables, et s’i/
se meut dans le vide, en se trouvant uniquement
soumis a l'action de la pesanteur, nous pourrons lui
appliquer le théoréme du mouvement du centre de
gravité ('). Le raisonnement affectera ici deux formes
bien distinctes, suivant qu’'on admet la structure ato-
mique de la matiére dont il est formé, ou suivant qu’on

(') Nous pouvons maintenant dire, sans inconvénient : « centre
de gravite ».
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regarde cette matiére comme un milieu continu. Dans
le premier cas, le probléme a traiter reléve de la dyna-
mique des systémes de points matériels : tous les

atomes sont soumis a des forces extérieures g, impri-
mant & chacun d’eux une accélération g, dirigée sui-
vant la verticale du lieu, et vers le bas, et a des forces
intérieures régies par le principe d’égalité de V’action
et de la réaction. D’aprés ces hypothéses, le centre de
gravité sera animé, dans le cas le plus général, d’un
mouvement parabolique.

-Si l'on adopte le second point de vue, celui de la
continuité, il faut modifier l'appareil analytique et
substituer aux sommes finies des intégrales, aux points
matériels des éléments matériels ('). Mais le résultat
final est le méme que dans le cas précédent.

21. Dans le premier cas, la masse mise en jeu dans
les équations du mouvement du centre de gravité sera
la somme des masses qui interviennent dans le systéme
des équations qui définissent le mouvement de chaque
atome. Dans le second cas, ce systéme sera remplacé
par des équations aux dérivées partielles, dans lesquelles
interviendra la densité de volume p(z, y, z) s'il sagit
d’un milieu continu a trois dimensions (?). Par un
calcul qu’on peut regarder comme limite de celui qui
a été opéré dans le cas précédent, on pourra déduire

(') M. Painlevé utilise dans son enseignement la notion d’élé-
ment matériel; il la définit ainsi : une parcelle de matiere dont
les dimensions sont et restent assez petites pour que les pusitions,
les vitesses et les accélérations de deux points quelconques de
I’élément puissent étre sensiblement confondues. Nous avons
dégagé plus haut, a 'aide de la notion de voisinage, les hypothéses
impliquées par une telle définition.

(?) Il faudrait introduire la densité superficielle s’il s’agissait
d’une surface flexible, la densité linéaire pour un fil.
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encore de cette équation le mouvement du centre de
gravité, et la masse mise en jeu sera l'intégrale triple
de g(z, y, 3) étendue au volume matériel considéré.

Il suit de la que I'élément masse est un élément
additif. A un certain point de vue, la masse est spéci-
fique de la quantité de matiére, en ce sens que si deux
parcelles s’agrégent, la masse totale est la somme des
deux masses primitives. Nous complétons cette idée de
la masse en y ajoutant cet énoncé, que nous considé-
rons comme justifié par I'expérience :

La masse est invariante dans toutes les compressions,
dilatations et autres transformations subies par le corps,
dans lesquelles il n’y a ni gain, ni perte de matiére. La
loi de Lavoisier étant admise, ces transformations
peuvent étre non seulement de nature physique, mais
encore de nature chimique.

22. 11 existe des systémes matériels dont les élé-
ments semblent rester a distance constante les uns des
autres : ce sont les solides. Ce sont eux qui se prétent:
le mieux a la vérification du théoréme du mouvement
du centre de gravité. Appliquons aussi a un solide, se
mouvant dans le vide, et soumis & la seule action de
son poids, le théoréme du n° 11. Ici, les forces exté- .
rieures ont une résultante appliquée au centre de gra-
vité. Donc le moment cinétique dans le mouvement
autour de ce point demeure constant. Supposons en par-
ticulier que ce solide soit de révolution (géométrique-
ment ct matériellement) autour d’un axe, et que son
mouvement initial autour du centre de gravité consiste
en une rotation autour de cet axe : le moment cinétique
initial est alors dirigé suivant cet axe et il en sera de
méme pendant toute la chute. Ce mouvement relatif
sera donc une rotation d'axe fixe. Il en sera toujours
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ainsi, en particulier si le corps est une sphére formée
de couches concentriques homogeénes.

(A suivre.)

[R1d]

DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE L'ACCELERATION
DANS LE MOUVEMENT RELATIF ;

Par M. B. NIEWENGLOWSKI.

1. Soient (fig. 1) M et M’ les positions d’un point

matériel aux époqués t et t + At. Portons sur la tan-
gente en M a la trajectoire de ce mobile le vecteur

A =;Af,

¢ désignant le vecteur vitesse au temps (. On sait que
le vecteur AM' est la déviation et que le vecteur accé-

lération ?, al’époque t, vérifie 'équation

*_{ = llm ﬁ—*
Ar?

Il en résulte immédiatement que, si MV=y et

MW
UMV

A = U désignant levecteurvitesse moyenne,
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pour l'intervalle (¢, ¢ + At), on a aussi

quand A¢ tend vers zéro.

2. Cela étant, supposons qu’un mobile se déplace
sur une courbe C (fig. 2), qu’il y soit au point M &

Fig. 2.

M M,

I'époque ¢ et au point N a I'époque ¢+ A¢; en méme
temps, cette courbe se déplace sans se déformer, de
telle fagon que le point de cette courbe qui coincidait
avec M a I’époque ¢ occupe la position M, a I'époque
¢+ At, la courbe C se confondant alors avec une
courbe égale C', passant par M, et enfin le point N de
la courbe C occupe sur €/, a I'époque ¢ + A¢, la posi-
tion du point M'. En définitive, le point M aura subi
le déplacement MM'. Pour obtenir ce déplacement,
on peut, en premier lieu, soumettre la courbe C a la
translation m qui 'améne a une position C,; en
second lieu, faire subir a C, une rotation autour d’un
axe passant par M,, qui aménera G, en (/. Les deux
déplacements successifs feront passer N en Ny, puis
en M'.

Soit v le vecteur vitesse absolue de M sur sa trajec-
toire MM'; soit ¢, le vecteur vitesse relative de M sur
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la courbe C, et enfin soit ¢, le vecteur vitesse d’'en-
trainement du point de C, coincidant successivement
avec M et M, ; on sait que

0= Pt 0,

L’égalité vectorielle

en posant
M_- MM _— MM
: At « At ’
peut s’écrire
(l) ; = —e+ ;.
Si, en outre, on pose
N_MN _—
¢ ac "
on a encore

Les quantités u, 74:, _u—,, ‘w sont des vitesses moyennes.
En retranchant membre a membre les équipollences
(1)et(2),ona

(3) u—o=u— o+ tr—or+(w —u,).

Si I'on multiplie les deux membres par z—:—t et silon
fait tendre At vers zéro, en vertu de la remarque faite
au début, on obtient

w—up

At

Y =Ye+ Yr+2lim )
Ys Ye, Yr désignant les vecteurs accélération absolue,
accélération d’entrainement, accélération relative; il
nous reste a calculer le dernier terme. Si 'on pose



e M, N — T MM - .
M.P.:—A—t—'-:u,, M,P :;—iwzw, on voit que
w—u, PP
At T At

S . PP
Donc si MP=y¢, la limite de —x; West pas autre

chose que la vitesse de P autour de l'axe instantanné
de rotation mené par M. On sait que cette vitesse est
équipollente au moment-vecteur de la rotation w par
rapport au point P, soit (w, P), ayant pour valeur
numérique we,sm(w, ¢,). On a, par suite,

Y =Ye+ Yr+ 200psin(w, 0,).

Le dernier terme, qui se nomme souvent y. pour
rappeler le nom de Coriolis qui I'a calculé le premier,
est un vecteur perpendiculaire au plan contenant la
vitesse ¢, et la rotation w et dirigé dans le sens dans
lequel I'extrémité du vecteur ¢, est entrainée par la
rotation instantanée.

[M:1e] :
REMARQUES SUR LES JAGOBIENS ;

Par M. Cu. BIOCHE.

1. JVai eu occasion de faire quelques remarques
que je vais signaler parce qu’elles peuvent, je crois,
suggérer quelques recherches intéressantes. On appelle
 Jacobien d’un systéme de quatre quadriques, le lieu
des points dont les plans polaires par rapport a ces
quadriques se coupent en un point. Cest, en général,
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une surface du quatriéme ordre. On appelle Jaco-
bienne d'un systéme de trois quadriques le lieu des
points dont les plans polaires par rapport a ces qua-
driques se coupent suivant une droite. Clest, en
général, une courbe du sixiéme ordre, intersection
de deux surfaces du troisiéme ordre qui se coupent, en
outre, suivant une cubique gauche.

Les propriétés fondamentales des Jacobiens et des
Jacobiennes étant données dans les ouvrages clas-
siques de Salmon, je n’insiste pas davantage.

2. Lorsque, dans un systéme de quatre quadriques,
il y a un plan double, le Jacobien se décompose en ce
plan et une surface du troisiéme ordre, chaque point
de la surface ayant son conjugué sur le plan, de sorte
que l'on obtient une représentation de la surface sur
le plan. J’ai étudié le cas ou les trois quadriques pro-
prement dites ont une cubique gauche commune
(Bull. Soc. math., t. 18, 18g9g). On peut voir que
si 'on a trois quadriques ayant un tétraédre autopo-
laire commun la surface du troisiéme ordre correspon-
dant a un plan double est la réciproque de la surface
de Steiner; et la représentation sur le plan est celle
que Laguerre a donnée de la surface en question
(Bull. Soc. math.,t. 1, 1873); les points fondamen-
taux étalent les traces, sur le plan, des arétes du
tétraédre autopolaire.

Si 'une des quadriques passe par un quadrilatére
gauche formé par des arétes du tétraédre autopolaire .
commun a deux autres quadriques, au plan double
contenant deux des cotés de ce quadrilatére correspond
une surface du troisiéme degré qui serait la transformée
homographique d’un conoide de Plucker.

1l doit y avoir d’autres cas analogues intéressants.
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3. Sil’on considére un systéme de quatre quadriques
passant par six points, le Jacobien est, en général, une
surface du quatriéme ordre ayant pour asymptotique
la cubique des six points et divisant harmoniquement
toutes les cordes de cette cubique. Si les six points se
confondaient deux a deux, on obtiendrait la décompo-
sition que j’ai signalée au début du paragraphe précé-
dent.

Si les six points sont, trois par trois, sur deux
droites le Jacobien n’est plus une surface, mais I'espace
tout entier.

Si I'on considére trois quadriques ayant deux géné-
ratrices communes, de méme systéme, le lieu des
points pour lesquels les plans polaires se coupent sui-
vant une droite n’est plus une courbe, mais une qua-
drique; si les équations des surfaces sont de la forme

A,'YZ—O—B,‘ZX—&—C,‘XT-{-—D[YT =0 (i=l, 2,3),

cette quadrique a pour équation

XT —YT YZ —1IX
Ay B C, Dy
AZ B'. C! D!
Ay By C; Dy

= 0.

4. Si l'on considére quatre quadriques dont trois
ont deux génératrices communes, d’'un méme systéme,
la quatriéme étant quelconque, le Jacobien se décom-
pose en deux quadriques.

L'une d’elles ne dépend pas de la quatriéme des
quadriques données; c’est celle dont je viens de donner
Téquation. Il est clair que les plans polaires d’un point
de cette surface par rapport a trois quadriques se cou-
pant suivant une droite, les plans polaires par rapport
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a ces quadriques et i une quatriéme ont un point
commun.

La seconde des quadriques, qui constituent le Jaco-
bien complet, a ses points qui se correspondent deux a
deux de fagon que la droite qui les joint soit divisée
harmoniquement par les deux génératrices communes
aux trois premiéres quadriques. Autrement dit, cette
quadrique et la quatriéme des quadriques de base
forment un systéme qui peut étre transformé homogra-
phiquement en deux quadriques symétriques par rap-
port a une droite.

On voit qu’il y a des cas, curieux et variés, de
décomposition ou de dégénérescence des Jacobiens. Il
doit y en avoir encore d’autres.

[L:8d]
DEVELOPPABLES FORMEES AVEC LES NORMALES
D'UNE QUADRIQUE (1)
Par M. L. pe LA ROERE.

Rappelons d’abord le théoréme suivant :

« Les poles d’un plan par rapport aux quadriques
d’un faisceau homofocal sont sur une droite perpendi-
culaire a ce plan qu’elle rencontre a son point de con-
tact avec la quadrique du faisceau a laquelle il est
tangent. »

Soient maintenant trois quadriques homofocales
Q, Qi, Q. passant par un point P; le plan polaire de
ce dernier par rapport a la quadrique Q, est le plan

() Plusieurs des résultats auxquels conduit I'analyse qui suit se
trouvent dans la géométrie A trois dimensions de G. Salmon, mais
ils sont obtenus par d’autres considérations.

Ann. de Mathémat., 5° série, t. 1. (Janvier 1925.) 12
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tangent a cette surface au méme point; or, par défini-
tion, ce plan est aussi tangent a la polaire réciproque
de la quadrique Q par rapport a cette quadrique Q, et
son point de contact P, avec cette polaire réciproque
est, par réciprocité, le péle du plan tangent en P a la
quadrique Q; par application du théoréme rappelé, ce
point P, étant sur la perpendiculaire en P au plan tan-
gent, la droite PP, est la normale en P alaquadrique Q
et, par sa construction, cette droite est tangente a la
quadrique Q, et a la polaire réciproque de la qua-
drique Q. En répétant le méme raisonnement pour
chaque point de la ligne de courbure tracée sur la sur-
face Q par son homofocale Q,, on voit que la dévelop-
pable formée par les normales de la quadrique Q le
long de cette ligne de courbure est circonscrite non
seulement a la quadrique Q,, mais encore a la polaire
réciproque de la quadrique Q par rapport a Q,. La
deuxiéme développable qui comprend la normale PP,
est de méme circonscrite a la polaire réciproque de la
quadrique Q prise par rapport a ’homofocale Q, et la
normale PP, est ainsi tangente en un point P, a cette
deuxiéme polaire réciproque.

Les points P, et P, sont ainsi les poles du plan tan-
gent en P a la surface Q par rapport a ses deux homo-
focales passant en ce point; oron sait, par un théoréme
connu, que ces deux points sont les points focaux de la
normale, ils sont donc aussi ses points de contact avec
la surface des centres principaux de courbure ou déve-
loppée de la quadrique Q; on en conclut que la ligne
de contact d’une développable avec la polaire réci-
proque qui lui correspond est aussi pour cette derniére
une ligne de contact avec la développée; donc :

Ure normale d’une quadrique est tangente aux
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deux polaires réciprogues de cette surface prises
par rapport a ses deux homofocales passant au pied
de cette normale; les points de contact sont ses
points focaux, et les plans tangents en ces points
aux polaires réciproques respectives, les plans prin-
cipauzx qui se coupent suivant cette droite.

Si nous considérons la série des lignes de courbure
tracées sur la quadrique QQ par ses homofocales Q, de
méme espéce, nous remarquerons que les paramétres
de ces derniéres surfaces variant d’une maniére con-
tinue, il en est de méme des polaires réciproques
correspondantes et de leurs lignes de contact avec la
développée, on en conclut que I'enveloppe de ces
polaires réciproques est 'une des nappes de la déve-
loppée; l'autre nappe est de méme 'enveloppe des
polaires réciproques de la quadrique Q par rapport aux
diverses homofocales Q,. 1l existe en outre une troi-
siéme série de polaires réciproques, celles qui sont
relatives aux homofocales de la quadrique Q de méme
espéce que cette derniére : elles correspondent & une
troisi¢me nappe de la développée, mais cette nappe est
imaginaire et nous avons la proposition suivante :

La développée d’une quadrique est l’enveloppe
des polaires réciproques de cette surface par rapport
a toutes ses homofocales.

Pour particulariser les considérations générales qui
précédent, supposons que la quadrique Q est un ellip-
soide ayant pour équation

xr oyt B
M ATE*TES"
les coefficients satisfaisant a la condition
A>B>C,
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sa polaire réciproque par rapport a une quadrique
homofocale est représentée par I'équation
Ax? By? Cz?

(2) A T B_ap T (T "

en la dérivant par rapport au paramétre )\, on a
Az? By? Cz2

3 A B T C=m =%

par application de la proposition qui vient d’étre éta-
blie, la développée de P'ellipsoide est 'enveloppe des
polaires réciproques (2) quand X varie; par suite,
I'élimination de ce paramétre entre les deux derniéres
équations donnera celle de cette développée (*).

La caractéristique qui correspond a la polaire réci-
proque de paramétre ) est l'intersection des deux sur-
faces représentées par ces équations, elle est aussi la
ligne de contact de cette polaire réciproque avec la
développable qui lui est circonscrite; cette ligne ne
peut étre réelle que si le cone défini par I'équation (3)
est lui-méme réel, c’est-a-dire si les trois différences
A — 2, B— 2%, C— X ne sont pas du méme signe, con-
dition qui exclut les valeurs de A donnant les ellip-
soides homofocaux; ces valeurs de A correspondent,
ainsi que nous l'avons déja dit, a une nappe imaginaire
de la développée.

Le moyen le plus simple pour définir cette déve-
loppée consiste a employer les coordonnées tangen-
tielles : I’équation (2) devient dans ce systéme de coor-
données
(AI)‘)’ u? + (B;l)2 v (sz)a wi= p?,

(4)

(1) Cette élimination de A enlre les équations (2) et (3) est
aussi le procédé indiqué dans la géométrie de Salmon, mais cet
auteur arrive a cette conclusion par une voie toute différente de
celle employce ici.
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elle est du second degré en A; en exprimant que ses
deux racines sont égales, on obtiendra comme on sait
I'équation de I'enveloppe des surfaces qu’elle repré-
sente. En opérant ainsi et en posant pour abréger

?"—:A_B: ?%"-‘-A-C: ?E=B‘_C:

on trouve pour I'équation tangentielle de la développée
de 'ellipsoide
42wt , wru? ute? [u’z p2 w’]

23 T z = W2 T pe T
() e pg *tigy T¥AB P |ATETC

Un paramétre d'un hyperboloide homofocal al'ellip-
soide (1) étant désigné par ), la développable qui est
circonscrite a cet hyperboloide I’est aussi, comme nous
I'avons vu, a la polaire réciproque (2) de méme para-
métre ; ces deux conditions déterminent la dévelop-
pable : en employant les coordonnées tangentielles,
cette surface est ainsi définie par I'ensemble de I'équa-
tion (4) et de la suivante

(6) (A—MNur+ (B —21)o2+ (C— h)w?=p?;

mais elle est mieux représentée par le faisceau tangen-
tiel
(7) 3 (A—8)(A—N)ut+ 5 (B—0)(B—L)s

+%(C—6)(C—)\)w’=p’,

ou X est le méme paramétre que dans les équations (4)
et (6), c’est-a-dire un paramétre constant pour une
méme développable, I'autre paramétre § donnant par
sa variation toutes les quadriques véritables ou dégé-
nérées inscrites a cette développable : pour 6 =A% et
pour 6 = o, on retrouve bien les équations (4) et (6).
Les valeurs A, B, C et o de ce paramétre § corres-
pondent a quatre coniques doubles de la développable
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situées respectivement dans les plans principaux et
dans celui de l'infini. »

Considérons les huit plans isotropes dont les équa-
tions sont comprises dans la suivante :

(8) ’_tqa,ﬁmiiqu;/-l?ryi(p‘/ﬁz:??,?,;

ils coupent les plans principaux et celui de l'infini sui-
vant des droites réelles ou imaginaires, qui sont les
normales aux ombilics de la quadrique : ces huit
plans contiennent chacun quatre de ces normales, dont
une réelle. On reconnaitra facilement que leurs coor-
données satisfont a I’équation (7) des développables,
quelles que soient les valeurs de A et de §; ils sont donc
tous tangents.

On déduit de tout ce qui préceéde la proposition sui-
vante :

Les déceloppables formées avec les normales
d’une quadrique ont chacune quatre coniques
doubles situées respectivement dans les plans prin-
cipauz et dans celut de Uinfini; les coniques d’un
méme plan sont inscrites au quadrilatére des nor-
males aux ombilics contenues dans ce plan, il en est
de méme des coniques focales de la quadrique.

Ces coniques focales sont d’ailleurs, comme les pré-
cédentes, les coniques doubles d’une développable
imaginaire correspondant a la ligne de courbure ima-
ginaire tracée sur la surface par sa ligne de contact
avec la développable isotrope qui lui est circonscrite.

On reconnaitra encore que les coordonnées des
plans isotropes (8) satisfont a I'équation (35) de la
développée et qu’elles annulent les dérivées de cette
équation par rapport a u, v, w, p; on en conclut que
ces huit plans isotropes sont des plans tangents mul-
tiples de la développée.
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Enfin, ces huit plans touchent la développée sui-
vant ses coniques de rebroussement et chacune de
ces derniéres est inscrite au quadrilatére des nor-
males aux ombilics de son plan.

Ces coniques de rebroussement sontimaginaires; on
a facilement leurs équations, tant ponctuelles que tan-
gentielles, par les régles connues.

Les lignes de courbure évitant les ombilics, il est
évidenl que les normales en ces points n’appartiennent
a aucune des développables; mais on voit, du moins en
ce qui concerne les quadriques, que ces normales aux
ombilics sont tangentes a toutes les développables.

CORRESPONDANCE.

M. V. Thébault. — Sur un précédent article. —
Dans une Note Sur les triangles isologiques (N. A.,
1918, p. 213), nous avons dit, & propos d’une propo-
sition de M. R. Marchay, que ce théoréme semblait
spécial aux triangles orthologiques. Il n’en est rien.
Nous I'avons généralisé depuis comme suit :

Si par les sommets A, B, Cd’un triangle on méne
des droites By, ya, aff rencontrant les cétés B'C/,
CA', A'Bd’un triangle A'B'C sous l'angle 8, dans
le méme sens de rotation, et que par A'B'C/, on méne
les droites 3y, y'a', &' 3’ rencontrant BC, CA, AB sous
U'angle (n — W), dans le méme sens de rotation que?,
les aires aBy, By des triangles ofy, o'’y déter-
minés, satisfont a la relation

ABCx afy=ABC x apy
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(Journal de Vuibert, 1919, p. 88; Annales de la
Société scientifique de Bruzelles, 1921, p. 152).

Cette généralisation d’un théoréme de Pilatte (A4 n-
nales de Gergonne, 1811, p. 93), et de la propriété
fondamentale des triangles isologiq‘ues contient notre
question 2416, N. 4., 1919, p. 239. Nous avons de

plus obtenu ce théoréme :

Etant donnés un polygone (P) semblable a un
polygone (P, l'angle de similitule étant 8, un
polygone (w), inscrit a (P), semblable a un poly-
gone (') circonscrit a (P), Uangle de similitude
étant (x—0) de méme sens que 8, on a la relation
d’aires

(P) x (P) = (=) x (')
(Annales de la Société scientifique de Brugelles,
1921, p. 155), qui généralise le suivant (/V. 4., 1844,
p-27):

Etant donnés deux polygones (P) et (P') homo-
thétiques, on désigne par (n) un troisiéme polygone
circonscrit au premier et inscrit au second. Sa sur-
Jace est moyenne proportionnelle entre celles des
deux proposés.

QUESTION.

* 2443. (1920, 279). Une ellipse étant donnée, il existe pour
chaque tangente deux cercles passant par les foyers et tan-
gents a cette droite. Les points de contact des deux cercles
avec la droite sont sur les tangentes a la courbe aux sommets
du petit axe; les deux cercles se coupent sous un angle cons-
tant, G. F. et R. B.
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[A3e]
UN THEOREME SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES ENTIERES;

Par M. G. CASABONNE.

Une équation algébrique entiére a m termes peut
toujours étre mise sous la forme

(1) 1+ 2%+ azzB+a,av+.. +ayxv=o,

ou le premier membre est un polynome entier ordonné
par rapport aux puissances croissantes de x.

M. Landau a posé la question de savoir si, lorsque
a =1, ’équation (1) admet toujours une racine dont le
module est inférieur a un nombre fixe ne dépendant
que du nombre des termes ().

Je me propose d’établir le théoréme suivant, dont la
proposition de M. Landau est un cas particulier :

Toute équation algébrique entiére @ m termes, de -
la forme

1 I+ 2%+ azzB+ a,zY+.. .+~ axh =0
1

ot le premier membre est un polynome entier
ordonné par rapport aux puissances croissantes
de x, admet toujours une racine de module infé-
rieur ou égal a 2™~2, :

(') Sur quelques généralisations du théoréme de M. Picard
(Annales de U’Ecole Normale, 3° série, t. XXIV, 1907, p. 198). —
Voir aussi, pour cette question, P. MONTEL, Sur un théoréme
d’Algébre (Comptes rendus des sé€ances de U’Académie des
Sciences, t. 174, 1922, p. 1220).

Ann. de Mathémat., 5° série, t. I. (Février 1923.) 13
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Considérons d’abord I'équation a trois termes
q

(2) 1+ 2%+ a;28 = o.

L’équation
t+x%=o0

admet « racines dont le module est égal a 1. Soit 2’
Pune d’elles. Faisons la transformation
r=2x+y.
L’équation (2) devient

1+ (2" +y)+ay(x+y)B=o0
ou
1+ 2%+ azz'B+ by +cy*+...+azyd=o.

Or, par hypothése, on a
t+az'*=o0,
donc I'équation en y se réduit a
a; B+ by +ceyrt+.. .+ ayd=o.

Le produit des $ racines de cette équation est égal

a (—1)Bz’B) donc 'une d’elles au moins a un module
inférieur ou égal a celui de z'. Soit y' cette racine.
On a, par hypothése,

' 1sle'|;
a cette racine y’ de 'équation en y correspond, pour
Péquation (2), la racine

x=1"+j/'
et 'on a
lzlzla |+ |y |sla'|+ |2,

et, puisque |z'| =1,
EARES
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Supposons, maintenant, la proposition démontrée
pour une équation algébrique entiére a m — 1 termes
et prouvons qu’elle est vraie pour une équation ayant

" un terme de plus.
Soient I'équation a m termes

(l) I+1‘“+a3‘7’3+-..+am—1x)'+ amrt = o,
et 2" la racine de module inférieur ou égal a 272
qu’admet, par hypothése, 'équation a m — 1 termes
(3) 1+ 2%+ a3 gB+—...+ a1 2r=o.
Posons
z=x~+y,
et remplagons x par 2’4y dans I'équation (1). On a

1+ (2" + y 2+ ay (& + y)B+...

+ A (T + Y P+ am(@ 4y =0
ou .
I+ X%+ a2’ +...+ a2

+anx'h+ by + eyt .+ apyt =o.
Par hypothése,
I+ 2%+ az2'8+...+ ap_yr'r=o,
puisque z’ est racine de I'équation (3); il reste donc
(4) anx't+by +cy?+...+ amyt=o.

Cette équation a p racines dont le produit est égal
a (—1)*z*. Donc I'une de ces racines, au moins, a un
module inférieur ou égal a celui de z'. Soit y' cette
racine. On aura
PANEST
A cette racine y’ de I'équation (4) correspond, pour
Péquation (1, la racine

z=.r'+y
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etl’'on a
’ll‘léll"l*‘l)"l
NEAESEAN

et, comme |z’ | <2773 par hypotheése,

lz|Sams (1),

Voici une conséquence de la proposition précé-
dente : .
Soit I'équation algébrique entiére a m termes

(5) A+ A X2+ AsXB+. ..+ A, Xk=0.
Ramenons-la a la forme étudiée

(1) [+ T+ azzB+. ..+ a,xh = o0;

il suffit, pour cela, de diviser les deux membres par A,

puis de poser
1

AN\
—=) X=u=a.
<A1) ‘
A toute racine z de I'équation (1) correspond, pour
P’équation (5), la racine
1
A\
X =g(2L
x<A2) ’
et, par suite, a la racine de module inféricur ou égal
a 2™m~2 que posséde toujours I'équation (1) correspond,
pour I'équation (5), une racine de module inférieur ou
égal a 1
«

3

2

o Mm=2

(') Dans le cas ol o =1 et m =3 ou 4, la proposition a déja
été établie par M. Landau (loc. cit.), qui trouve 2 dans le premier

2 o . (.
cas et 53dans le second, comme limite supérieure du module de
la racine de plus petit module.
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On peut donc énoncer le théoréme suivant :
Toute équation algébrique entiére a m termes
A+ A X ApXB ...+ A, Xt =0,

ot le premier membre est un polynome entier
ordonné par rapport aux puissances croissantes
de X, admet toujours une racine de module infé-

rieur ou égal @
1

x

1\|

9 Mm—2
A2

REMARQUES AU SUJET D'UN DES PROBLEMES DE MECANIQUE
DONNES AU CONCOURS D'AGREGATION EN 1921 (*);

Par M. Reneé THIRY
(Strasbourg).

La deuxiéme question de l'épreuve de Mécanique
q q

(') Je me propose de traiter ici, a2 un point de vue un peu différent,
le sujet étudié dans un article précédent par M. G. Bouligand (p. 65).
Comme les conclusions semblent tout & fait divergentes, quelques
explications complémentaires ne seront sans doute pas inutiles.

Dans son travail, M. Bouligand, en admettant qu'a chaque choc
la vitesse du centre de gravité du pendule est augmentée de la
quantité constante V.10-% néglige devant P'unité le rapport de la
masse de la balle a celle du pendule. Avec les données de I’énoncé,
ce rapport est égal & 10-¢; il est douc naturel de le négliger et l'on -
arrive ainsi i la conclusion qu'il n’y a pas d’état d'équilibre apparent
limite. Dans D'article ci-dessus, au contraire, je me propose de
démontrer que si l’on ne fait pas cette approximation, pourtant
justifiée, le pendule tend vers une position d’équilibre limite qu’il
atteint en un temps fini.

En réalité, ces deux vésultats, fort dissemblables en apparence,
sont pratiquement trés proches I'nn de P’autre; comme la suite de
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rationnelle proposée au concours d’agrégationen 1921 (')
porte sur la détermination de la vitesse de balles de
mitrailleuse qui, frappant a intervalles réguliers un
pendule balistique, lui font prendre une position appa-
rente d’équilibre dont I'angle avec la. verticale est une
donnée du probléme (2).

On pouvait facilement traiter le probléme tel qu'il
était posé, en admettant l'existence de cette position
apparente d’équilibre et en raisonnant directement
a partir d’elle. 11 est cependant intéressant, en restant
le plus possible dans les conditions de I'énoncé, de se
demander si cette position existe réellement et de
rechercher comment varient les élongations du pen-
dule, en supposant que celui-ci parte du repos, par
exemple.

‘Dans le but d’éviter les calculs un peu plus compli-
qués du mouvement pendulaire exact, nous remplace-
rons le probléme posé par le suivant :

Le centre de gravité G d’un corps solide S, de
g P y

Farticle le montre, lu rapidité avec laquelle le pendule tend vers la
position apparente d’équilibre tient 4 la facon dont la quantité
(1+107%)" augmente avec le nombre n des chocs. Or ceci se produit
avec une extréme lenteur et bien que, théoriquement, Pétat d'équi-
libre soit atteint au bout d’un temps fini, ce temps sera tellement
considérable qu'aux yeux de Iexpérimentateur il apparaitra comme
pratiquement infini. En tout cas, il est tel, comme je le dis plus
loin, qu’il devient & peu prés impossible de négliger par rapport
la masse du pendule celles des halles qui, successivement, viennent
faire corps avec lui.

Je suis au surplus tout & fait d’accord avec M. Bouligand sur le
réle essentiel que, dans le phénoméne vrai, doivent jouer les résis-
tances passives pour établir, considerablement plus vite que la
théorie ne le montre, I’état apparent d’équilibre. J'ai néanmoins
pensé qu’il y avait intérét & présenter I'étude théorique exacte, ne
serait-ce que pour la méthode de calcul mise en ceuvre.

(') Poir note ci-dessus.

(?) Voir le texte de ce prebléme dans P’article de M. Bouligand,
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masse M, est assujetti a se mouvoir sur une droite
horizontale Ox; ce corps est soumis, de la part du
point O, a Uaction d’une force attractive, appliquée
en G, provortionnelle a la distance et égale.
a Mk?GO. Primitivement, le corps S est au repos
en O; a intervalles réguliers, des balles de mitrail-
leuse, de masse m, lancées de gauche a droite le
long de Ox avec une vitesse V, viennent le frapper.
Le choc a lieu a la fagon des corps mous, ¢’est-a-dire
qu' immeédiatement aprés lui, le corps et la balle
ont la méme vitesse; mais nous supposerons cepen-
dant que la balle ne pénétre pas dans le corps et
que, sous l’action de son poids, par exemple, elle se
détache de lui. Nous nous proposerons de déter-
miner les élongations successives du corps S au
moment des différents chocs.

Le probléme ainsi posé est trés approximativement
identique au probléme primitif, si 'on admet que les
oscillations du pendule balistique restent assez petites
pour que l'approximation classique du mouvement
pendulaire & faibles amplitudes soit valable.

Nous appellerons z, et ¢, I’élongation et la vitesse
du point G immédiatement aprés le n'*™ choc; un
calcul élémentaire nous montre qu’immédiatement
avant le (n+1)®" choc, I'élongation et la vitesse
seront respectivement devenues égales a

- [
Tn= & cose+—gsine,
Vp=-—Zpk sing + ¢, COSE,

en posant, pour simplifier I'écriture, ¢ = k.1, et t dési-
gnant intervalle séparant les différents chocs.
Aprésle (n—1)*" choc, I'élongation ne se trouve
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pas modifiée, mais la vitesse acquiert brusquement une
valeur nouvelle donnée par le théoréme de la conserva-
tion des quantités de mouvement appliqué au systéme
formé par le corps et la balle et égale a

Op+ AV _m
= <en posant A = -M) .

On a donc les formules de récurrence suivantes :

On .
Tpiy = &L, COSE 4 — sing,

k
i . . .
Yy = = [—2pksine +v,cose +AV],
qui nous permettront de calculer de proche en proche
z, et v, en fonction de leurs valeurs aprés le premier
choc, valeurs qui sont
AV

r, = o, Y= -
-

La résolution de ces formules de récurrence est trés
facile; en effet, formons la combinaison

Un+1 = 8 Tpyy 4 Vnty

et cherchons & déterminer le paramétre s de fagon que,
dans le second membre, z, et ¢, interviennent seule-
ment par I’expression

Upn=STp—+ V.

Un jcalcul tout élémentaire montre qu’il suffit de
prendre pour s une racine de I'équation du second
degré
(1) s2(1+ A) — Ak scote + k2= o.

Le discriminant de cette équation est égal a

k[ A cotte — 4(1+N)];
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nous le supposerons négatif (ce qui est largement réa-
lis¢ avec les données numériques du probléme posé);
les racines s et s’ de '’équation seront donc imaginaires
conjuguées et 'on aura

Un+y= aUp—+ P

en posant pour un moment

COSE Sine
+ $—)

T UE
»V
el
En écrivant cette égalité pour différentes valeurs
de n

I Up = 2Up—y+ 3,
7% Up—) =% Up—>+ ;e,
A ,
an-2 uy =au; + B,

en les multipliant par les puissances de o mises en
regard et en les ajoutant, on a immédiatement

an—1l—
Up=artu;+ § ———
n 1 rj *—1
ou encore, en remplagant «, par sa valeur, qui est pré-
cisément égale a 3,

En isolant la partie réelle et la partie imaginaire, il
serait facile de tirer de la z, et ¢,.

Le carré du module de la quantité « est égal, en
appelant o' la quantité imaginaire conjuguée, a

= cose +ssins' coseE +s,sins
T Li+A k 1+ ) k

Un calcul facile donne alors pour le module de a la
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valeur
1

Vi+h

quantité inférieure a I’ unité.

11 s'ensuit que, lorsque le nombre des chocs aug-
mente indéfiniment, «” tendra vers zéro et que u, aura
une limite

’

On en conclut que x, et v, séparément auront des
limites z et v données par les formules :

1 —a

B

f—a

ST +v=

s +v= ’

la deuxiéme étant déduite de la premiére par le chan-
gement de { en — ¢.

D’ou, par soustraction et aprés un calcul élémentaire
(que je ne reproduts pas,

2V €

(2) r = -—cot;,

2+ A

formule qui donne I'élongation de la position apparente
d’équilibre limite.

La restriction gque nous avons faite plus haut en sup-
posant que le discriminant de I'équation (1) était
négatif, restriction qui peut encore se mettre sous la

forme
A

sing > ——

ey
n’a rien d’essentiel. On vérifierait sans peine que, si
elle n’était pas remplie, la quantité a, bien que réelle,
serait encore inférieure a 1. Dans ce dernier cas, z,
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tendrait vers sa limite de fagon monotone au lieu
d’osciller autour d’elle comme cela se présente en
général dans le premier cas. Il est du reste vraisem-
blable que, si I'on cherchait a modifier les données
numériques du probléme proposé au concours pour
rentrer dans ce dernier cas, les oscillations du pendule
ne resteraient pas assez petites pour que I'approxima-
tion qui nous a conduits & notre nouvel énoncé reste
justifiée. Je n’insisterai pas davantage sur ce détail.

Si, au lieu de partir du repos, on était parti de con-
ditions initiales quelconques, le calcul edt été encore
valable et la limite edt été la méme. En particulier, si
I'on avait eu précisément

B

I—a

Uy =

pendant toute la durée des chocs, z, serait resté cons-
tant et égal a z. ’

Enfin de la formule (2) on tire la valeur de la vitesse
inconnue V, en fonction de k, z, ), ¢, sous la forme

V= ‘Zt’-)\.kxta’ngi
A 2

Avec les données numériques du probléme donné au
concours, et en assimilant (vu l’absence d’indications
permettant de calculer les moments d’inertie) le pen-
dule balistique a un pendule simple de longueur
l=10™ 0ona _

/g ‘
/:'::\/-’;'ir, e:kt:\/%'lo—‘,

/ A =106,

on trouve alors pour V une valeur de lordre de
4700 m : s, évidemment trop forte pour que les don-
nées correspondent a une expérience réelle.

Il est & remarquer que, si l'on s’en tient a 'approxi~
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. € 3
mation obtenue en remplagant tang - par -, la longueur

du pendule n’intervient pas dans le calcul de V. Elle
joue cependant un réle par son ordre de grandeur qui
nous permet d'assimiler sans invraisemblance le pen-
dule composé a un pendule simple.

Il est possible encore, toujours avec ces données
numériques, de calculer, lorsque la position d’équilibre
est a peu prés atteinte, de combien le pendule s’en
écarte a chaque choc; on trouve que I'espéce de vibra-

tion qui se produit est de l'ordre de ﬁ de l'angle

d’écart. L’apparence est donc bien celle d’un véritable
équilibre.

Enfin il est possible de s’assurer que, pendant tout le
mouvement, 'amplitude a un instant quelconque reste
assez faible pour que Papproximation faite au début
soit valable (1).

Remarquons cependant, pour terminer, que la fagon
dont le pendule tend vers sa position d’équilibre dé-
pend de la rapidité avec laquelle 4" tend vers zéro. Or

ici ce fait se produit avec une trés grande lenteur,
!

1+ A
nom‘l/)re considérable de balles pour que I’équilibre soit
a peu prés atteint et il parait difficile que 'on puisse,
dans Pexpérience véritable du pendule balistique,
négliger la masse des balles tirées devant celle du pen-
dule Iui-méme.

car est trés voisin de 1. Il faudra donc un

(') Il y a encore un autre point par lequel le probléme schéma-
tique traité dans cet article differe du probléme réel. Nous avons
supposé que les chocs sur le corps se faisaient a intervalles régu-
liérement espacés, alors quen toute exactitude il n'en est ainsi que
pour les passages des balles successives au point O ; mais la correc-
tion qui en résulterait n'aurait d'imporlance que pour des balles
animées d’une faible vitesse.
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[02k]
SUR DEUX FAMILLES DE COURBES ORTHOGONALES:;
Par M. G. FONTENE.

1. Si T'on écrit, pour une fonction F(z) d’une
variable complexe,

F(z)=P(xz,y)+ i Q(=, y),
on sait que les courbes
P(z, y) = const., Q(z, y) = const.

forment deux familles de courbes orthogonales; et le
résultat obtenu en posant

F(z)=(x+yi)n=pm(cosmw + isinmo)

est bien connu,

On connait moins un autre exemple donné par
Lamé en 1834 (Journal de {’Ecole Polytechnique,
23° cahier, p. 244 ; Journal de Liouville, 1™ série,
t. I, p. 82); Lamé ne dit pas expressément qu’il ait
obtenu le résultat dont il s’agit par 'application du
procédé précédent a une fonction particuliére F(z),
mais il n’est pas douteux qu’il en soit ainsi, car il
signale ce procédé pour la formation de familles de
courbes orthogonales et cite 'exemple indiqué ci-
dessus.

" La séparation de la partie réelle et de la partie ima-
ginaire se fait simplement, comme on vient de le rap-

peler, pour la fonction 7™, en introduisant le module
et I'argument. Si 'on se rappelle que la recherche de
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la fonction primitive de ;—, a partir de la fonction pri-

mitive de z™ pour une valeur quelconque de m autre
que — 1, donne lieu a la formule

li gm+i— ¢ L
|[n—;;T—= 0g 3 ([)Ol.ll m——l)
ou

zm — 1 = Logz (pour m = o),

on est conduit a prévoir que la méme séparation se
fera aisément pour Logz et 'on pourrait 'effectuer en
partant de I’égalité précédente; on a directement

Logz = Logp(cosw + i sinw) = Log(pein)
ou
Logz = (Logp) + (iw).
Considérons alors la fonction

F(3z) __2_21 Log(z — 3,);

en désignant par oy, g2y ..., et Wy, wy, ... les
modules et les arguments des différences s — sy,

52352y ..., 0N Q
. ~
F(z)= EuLogppkt 21(1),.

Si M, M;, M., ... sont les points qui ont pour
affixes '3, 3, 3,, ..., on voit que les courbes repré-
sentées par les équations

WV LogMM, = const.,
amd :

/

<I/\;
za x' 'z, MM, / = const.

forment deux familles de courbes orthogonales.
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Lamé écrit :

Za Logyix —x,)*+ (¥ — y1)® = const.,
Y =1

g — T

?zarc tang = const.
s

On arrive ainsi au résultal. suivant :

Thtorkme. — Etant donnés dans un plan des
points fixes A, B, ..., on considére, d’une part, les
courbes dont les points vérifient la relation

—x —3
(1) MA < MB x...=const.,

les exposants, que Uon peut supposer entiers, étant
positifs ou négatifs, et, d’'autre part, les courbes
dont les points vérifient la relation

(2) ax(z'w, MA)+ B < (z'x, MB) +...= const.,

Z'x étant un azxe quelconque; or a ainsi deux
JSfamilles de courbes orthogonales.

~Dans la relation (2), la constante est donnée
a k= prés.

2. Dans ’Ouvrage qui a pour titre Sur une classe
remarquable de courbes. .., 1873, Darboux a donné
au théoréme de Lamé de beaux développements, qu’il
a reproduits dans son dernier Ouvrage : Principes de
Géométrie analytique.

Eu égard aux résultats donnés par Darboux, on doit
regarder comme cas normal celui ou I'on aza =%,

les « étant égaux & 1 ou a — 1; on peut alors écrire

MA XMBx...
3. MA x MB" X ... = const.,

(4) (ﬁ',h>+<M/Bﬂh)+...=const.;
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les segments A'A, B'B, ... sont des cordes des
courbes (4).

Si certains points A', B', ... s'éloignent indéfini-
ment, la constante de la relation (3) tendant vers zéro,
on doit supprimer les facteurs correspondants dans
cette relation et remplacer dans la relation (4) les
angles correspondants par (z'z, MA), ....

3. Le cas le plus simple est celui des deux familles
de cercles orthogonaux données par les relations

. MA
(J) :\_'? = const.,
(6) MA’, MA ) = const.;

si le point A’ s’éloigne indéfiniment, on a des cercles
concentriques et leurs diamétres.

Si AA'BB’ est un parallélogramme, les deux familles
de courbes orthogonales

(7 MA =< MB = 4k .MA'x< MB’,
(8) MA'; MA /) +~ \MB’, MB/ = const.

sont des ellipses de Cassini. Si les points A’ et B’
s’éloignent indéfiniment, 4 tendant vers zéro, on
obtient des ellipses de Cassini et des hyperboles équi-
latéres :

(9) MA X MB = const.,
(10) AB, MA ) + \ AB, MB) = const.

4. Cas particulier. — Solent A, B, C, ... les som-
mets d'un polygone régulier de m cétés, O son centre,
Ox un axe polaire dirigé suivant OA, a le rayon du
cercle circonscrit. Cherchons les équations en coor-
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données polaires des courbes définies par les relations
(11) MA < MB x ... = const.,
(12) (Ox, AM) +(0xz, BM)+... =0, a/km pres.

Soient zq, 3y, ..., 5m_y les affixes des sommets du
polygone, et z l'affixe du point M; si Z est la mesure
complexe du vecteur qui a pour origine I'un des som-
mets et pour extrémité le point M, on a

1Z=z—3,
d’ou
(Z _ Z)m=(—1)mam

ou
m — | ._*_.(__[)m(zm_am) = 0.

Le produit des Z est donc 5 — a™, ou
(g™ cosmw —a™)+ LoMmsinmuw;
de la deux conséquences :

D’une part, le carré du produit des distances du
point M aux sommets du polygone est

P2= (p” cosmw — a”)?+ p?”sin?mw
ou

(13) P2 = p2m — gampm cosmw + a?m;

c’est le théoréme de Cotes.
D’autre part, si l'on appelle ¢ la somme des

angles <O/xhl>, ...,ona

prsinme < sing >0>; )

) <
mecosme — a™ pMsinmae

(14) tango = ;

cette formule peut prendre rang a coté de celle de
Cotes. .
Il résulte des deux formules précédentes que les
équations. des courbes de Lamé sont, dans le cas
Ann. de Matheémat.. 5° série, t. I. (Février 1923.) 14



actuel :
(15 p—aa™pMm cosmw 4+ a” = const.,
(16 ) gMsin(o —me)=asing,

M cosmm — a
——————— = const. = cotc.
(4”' sSInnem '
Pour m = 2, on retrouve les ellipses de Cassini qui
ont pour foyers les points A et B et les hyperboles
équilatéres qui ont leur centre au milieu de AB et qui
passent en A et B; ces derniéres courbes forment un
faisceau de coniques.

5. Les courbes de la premiére famille sont connues
depuis longtemps; Serret, qui les a étudiées a divers
points de vue, a déterminé directement leurs trajec-
toires orthogonales (Journal de Liouville, t. VIII,
p- 498). On a pour les premiéres courbes

1 do — amsinnmm
p dw — pm— ancosmw’

on a donc, pour les courbes orthogonales,

dp  psm—a’cosmo

o a™ sinmuw

O |
U

ou (Recueil d’exercices de Tisserand)

dp cos mw pm+1

0 — 0 b
dew 7 sinmw a™sinm w

ce qui est une équation de Bernoulli; on I'écrit

()
pr 1 mcosmf m

dew p sinmb ~  amsinmb
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Cette équation est linéaire, et son intégrale générale

est, en désignant la constante arbitraire par — —l'—- cotsp,

am

. / 1 m dw
- =sinmu|—-—coty — — [ ——no

i ’
p” an a™ J sintmw
ou bien

am . sin(g —mo)
— =sinmw(cotmn — cote) — T ;
c'est I'équation (16).

Michaél Roberts a déduit cette équation de la défini-
tion par la relation

(()./E,W)—«—(Ox, BM)—{—..,:QP;

le calcul de l'auteur (Journal de Liouville, t. X,
p. 231) repose sur la formule

2

ksinx k. A2 .
= Tsm.l'-—»— —sin2r +. ...
)

arc tang ——————
P1~kcosx

™
Cette formule, ou l'on suppose |A[S1, |are|S =,
) PP by

est une des deux formules que 'on obtient en partant
du développement

oy

Log(1+43) =

- &

qui donne la détermination de Log(1 + 3), dontl'argu-
ment est compris entre — = et , et en faisant

z=—k(cosx —isinx), k<r,
on a ainsi
Log[(1 — k cosx) + isinz]

k .. k2
=— | —=(cosx —isinx)+ —(cos2.xr —(sin2x) +...,
I 2
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et, par suite,

- ke H
7 cosz -+ 5 cos2.£ +...=— Logy/1— 2k cosz + &2,
ko k* . . ksinz
- siny + — sin2x +... = arc tang ——————,

1 2 1— kcosx

Parc étant compris entre — ; et '—2', attendu que son

cosinus est positif. Ces formules sont dues a Euler ou
a D. Bernoulli; la démonstration indiquée par Poisson
(Journaldel'Ecole Polytechnique, 1g°cahier, p. 410),
ne différe que par la forme de la précédente.

6. Vérification géométrique du théoréme de
Lamé. — Michaél Roberts vérifie comme 1l suit le
théoréme de Lamé. Si MU et MV sont les tangentes
en M aux courbes définies par les deux équations

I] of = const., E 2wy = const.,

on a

[} d(.l)]

ﬁ—_-cosM,MU, C—— =sinM,MV;
ds ds

comme on a, selon la courbe envisagée,

dPl _ 91 dw1 _
21 o1 =0 ou. 21 o1 =0,

on obtient

.MU in M, MV
cos M, sinM;MV
Ea-———p—l— o ou Ea—_o,

les deux courbes sont donc orthogonales.
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[R6]

- INTRODUCTION A L'ETUDE DE LA MECANIQUE
ET DE SES PRINCIPES;

PAar M. Geosces BOULIGAND.
(Suite et fin.)

23. En particulier, si les planétes étaient des solides,
formés de couches homogénes et sphériques, ou la
eonstance du champ de gravitation dans la portion de
I'espace qu’elles occupent a un instant donné, leurs
axes de rotation auraient des directions invariables par
rapport aux étoiles fixes. En outre, la rotation serait
uniforme. Si I'on tient compte du refroidissement de
la planéte, qui la contracte et diminue son moment
d’inertie, la vitesse de cette rotation augmente trés
lentement, de maniére a assurer la constance du moment
cinétique dans le mouvement autour du centre de gra-
vité. De plus, les principes de la Mécanique elle-
méme ont fait prévoir que les planétes sont ellipsoi-
dales, et non sphériques; dans ces conditions, les
actions de gravitation n’ont plus une résultante unique
appliquée au centre. Il en résulte des phénomeénes de
précession et de nutation; en particulier, sous I'action
prépondérante du Soleil et de la Lune s’exergant sur
le renflement équatorial terrestre, I'axe de notre pla-
néte décrit trés lentement un cone voisin d’un coéne de
révolution. Le phénoméne de la précession des équi-
noxes se trouve ainsi expliqué, et c’est la une confir-
mation éclatante de la valeur des principes newtoniens.

24. Revenons a la Mécanique terrestre : pour faire
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la synthése des mouvements qui s’y rapportent, il nous
faut introduire un nouveau concept, celui des forces
de liaison. Considérons le mouvement d’un point, ou
d’une partie quelconque d’un systéme, tel qu’il se
produit dans le déplacement d’ensemble; isolons par
la pensée cette partie du systéme : les forces de liaison
interviennent pour reconstituer son mouvement, extrai
sans modifications du déplacement d’ensemble.

Les forces de liaison intéressent les problémes les
plus simples, ceux qui ont été étudiés les premiers en
vue de la recherche des lois générales du mouvement,
comme celui du pendule simple et du plan incliné.
Soit un pendule simple; on peut reconstituer son
mouvement, en faisant intervenir, a coté de la pesan-
teur une force fictive, portée par le fil, et maintenant
la masse pesante sur le cercle qu’elle décrit. Il y ala
un nouvel ¢lément pour la vérification des principes
newtoniens : entre les deux équations de la Dynamique
du point qui, dans le plan d’oscillation, déterminent
le mouvement, on peut éliminer l'intensité inconnue
de la réaction. On obtiendra une égalité exprimant que
I'accélération tangentielle est — g sino. Or les consé-
(uences de cette relation peuvent se \érifier expéri-
mentalement.

Considérons les équations du mouvement d’un sys-
teme : la recherche systématique de leurs combinai-
sons indépendantes des forces de liaison nous amcne-
rait & traiter icile théoréme des forces vives et, plus
généralement, a_développer les méthodes de la Dyna-
mique analytique. ‘

Il est trés remarquable que la possibilité se soit
offerte d’opérer la synthése de mouvements de sys-
témes de nature physique trés variable, a 'aide de ces
forces fictives. Pour leur donner un sens concret, on a
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recours aux propriétés physiques de ’agent de liaison.
Si cet agent est un fil flexible, comme dans le probléeme
du pendule, la force de liaison corvespondante est une
tension. Dans le cas d’un solide interviendront des
forces de cohésion, etc. La classification des forces de
liaison est intimement liée a celle des états physiques
de la maticre. ,

25. Les forces de liaison ont un caractére absolu,
c’est-a-dire elles sont indépendantes du systeme de
référence. Soit un pendule simple, dont la masse
pesante M oscille sur une circonférence (mouvement
normal). A ce mouvement, adjeignons celui d'un
mobile fictif M’, obtenu en supposant qu’a un instant
donné, la masse se détache du fil. H n'y a pas de dis-
continuité pour la vitesse, mais il y a pour Paccéléra-
ton une variation brasque, vectoriellement égale au
quotient, par la masse, de la force de liaison tout a
coup disparue.

Or, considérons deux mobiles M et M’ qui, a I'ins-
tant ¢, coincident et possédent le méme vecteur vitesse,
propricté d’ailleurs indépendante du systéme de réfé-
rence. De leurs accélérations ';' et *;', par rapport a
un premier systéme de référence, on déduit leurs accé-

lérations ;, el “Pn par rapport a un second, a lI'aide du
théoréme de Coriolis. Dans cette transformation, il
faudra faire intervenir la méme accélération d’entrai-
nement pour M ct pour M’ (a cause de leur commu-
nauté de position a I'instant ¢), ct é¢galement la méme
accélération complémentaire (vu la coincidence de
leurs vitesses). On a donc

> >

/ p—
Ti— 1=

—~Y
v
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~ Mais alors, en appliquant ce résultat au probléme
du pendule, il est bien établi que la variation brusque
de I'accélération est indépendante du systéme de réfé-
rence. Il en est donc de méme de la force de liaison.

26. Le résultat précédent a une grande importance;
dans tous les cas, on peut I'appliquer aux forces inté-
rieures a un systéme formé de points matériels : il
suffit, dans les équations (2) du n° 7, de faire rentrer

dans les termes d;, c’est-a-dire dans les forces exté-
rieures, tout ce qui dépend du triedre dc référence.
En opérant ainsi, le principe d’égalit¢ de 'action et
de la réaction s’appliquera aux forces intérieures, indé-
pendamment des axes choisis. Il pourra étre regardé
comme un principe absolu. La masse, définie a I'aide
de ce principe, prend elle-méme un caractére absolu
[ce que nous avions admis plus haut ()]

27. Pour terminer cet exposé, ou nous avons volon-
tairement omis de parler de la confirmation apportée
aux principes newtoniens par le phénoméne des
marées, par certains phénoménes astronomiques exté-
rieurs au monde solaire (étoiles multiples), etc., nous
mentionnerons les expériences du gyroscope et du
pendule de Foucault.

Le gyroscope consiste essentiellement en un solide
de révolution suspendu par son centre de gravité. Dans
le mouvement autour du centre de gravité, le moment
cinétique est encore constant et, par suite, si ce mou-
vement est initialement une rotation autour de 'axe
de révolution, ce mouvement se continuera indéfini-

(') Le contenu des n°* 25 et 26 est emprunté au Cours de I’Ecole
Polytechnique de M. Painlevé.
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ment. Ce qui précéde suppose d’ailleurs le mouvement
rapporté a des directions astronomiquement fixes.
Mais alors, si 'appareil est susceptible de rotations de
longue durée, on verra la direction de I'axe, pointée
initialement vers une étoile, accompagner celle-ci dans
son mouvement diurne. Pratiquement, la durée de la
rotation peut atteindre dix minutes : pendant ce temps,
la Terre tourne environ de deux degrés et demi. L’ex-
périence confirme bien les prévisions ci-dessus.

Mais'expérience du pendule de Foucault, susceptible
de se prolonger pendant plusieurs heures, donne des
indications beaucoup plus précises. Soit, en un point O
de la surface du globe, O s la direction d’équilibre du
fil a plomb, c’est-a-dire la direction du champ T,
obtenu en superposant au champ de gravitation celui
de la force centrifuge. Dans le plan perpendiculaire
en O a4 Oz, prenons deux autres axes Oz, dans le plan
méridien et Oy suivant la tangente au paralléle. Sup-
posons que Oz soit ascendant, que le pendule soit
attaché en un point A de Oz, et que la position
d’équilibre de la masse pesante M soit justement le
point O. Pour les petites oscillations, on peut rai-
sonner comme si le point M demeurait dans le plan
2Oy, Cherchons dans ce plan la force tangentielle qui
sollicite M. Le champ T, uniforme et paralléle a Oz,
fournit une composante tangentielle d’expression vec-
torielle

mk(O—M),

donc Taction isolée ferait décrire au point M une
ellipse E de centre O suivant la loi des aires. Mais, au
champ T, il faut adjoindre la force centrifuge com-
posée, dont Pexpression

—> dM
—_— € —_—
2mOQA 2z
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fait intervenir le prodult vectoriel (n° 11) de la rota-

tion instantanée OQ du triédre Oxy s parla vitesse
de M relative a ce triédre. Il faut prendre seulement la
projection sur le plan 2Oy, c’est-a-dire

9m()w \(—ldlt],

en appelant © la projection orthogonale de Q sur
Paxe Os. :

Cette force centrifuge composée serait celle qu’il
faudrait introduire si le triedre O z) s était animé, par
rapport & un triédre regardé comme fixe, d’une rota-
tion de vitesse angulaire w autour de Oz. L’ellipse E
serait fixe par rapport a ce triédre qui, par rapport a
Owxys, tourne autour de Oz, avec la vitesse angulaire
— w. Nous négligeons ici la force centrifuge, mais cela
est légitime, puisqu’elle cst de l'ordre de w?.

Nous devons donc réaliser ici la synthése du mou-
vement en composant, avec le mouvement elliptique
de M, observé pendant une oscillation, une rotation
trés lente, de vitesse angulaire — w. La Terre tourne
dans le sens rétrograde, donc — w est positif. On verra
donc le plan d’oscillation tourner dans le sens direct
de la Mécanique, c’cst-a-dire dans le sens des aiguilles
d’une montre. C’est ce que l'expérience confirme (')
(& condition de se placer dans I'hémisphére boréal,
condition nécessaire a la validité du raisonnement pré-
cédent).

(') On pourrait objecter quc, si I'on analyse avec quelque préci-
sion les petits mouvements d'un pendule sphérique, on peut les
réaliser en imprimant & un point anim¢ d'un mouvement elliptique
du type précédent un mouvement d’entrainement de rotation : 6n
obtiendrait donc en Dynamique théorique un phénoméne analogue,
et cela sans mettre en jeu linfluence perturbatrice de la Terre.
Toutefois il convient de remarquer que si un tel mouvement est
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238. Aprés cette vue d'ensemble sur les principes de
la Mécanique et leur confrontation expérimentale,
revenons un instant aux mouvements de notre systéme
solaire. Voici des chiffres qui nous donneront une
idée de l'ordre de précision obtenu dans la synthése
mathématique de ces mouvements : entre les résultats
de Dobservation et ceux du calcul, se manifeste
seulement un écart angulaire de 15" pour le mouve-
ment de la Lune en deux siécles et demi. La diver-
gence la plus notable qui ait é1é enregistrée a trait au
mouvement de Mercure; le déplacement réel du pé-
rihélie de la planéte différe du déplacement théorique
de 43" par siecle. 11 reste a I'expliquer : Einstein a
proposé une solution du probléme, dont le principe
semble avoir un champ d’applications trés vaste. Sur
ce point, nous renverrons le lecteur aux travaux
d’Einstein et de ses commentateurs et tout particulic-
rement & I'Ouvrage de M. Hermann Weyl ( Zemps,
espace, matiére), et a celui, plus récent, de M. Jean
Becquerel (Le principe de relativité et la théorie de
la gravitation).

Nos lecteurs remarqueront peul—étre que nous
n'avons pas fait mention du principe de U'inertie. Ce
principe est une conséquence pure et simple de I'équa-

tion
>
=m “’.

=y

> >
Il suffit de supposer F = o. Il vient v = o. Donc un

rialisé, on en déduit un autre mouvement possible, symétriquc
par rapport 4 un plan vertical. Donc la rotation du plan d’oscilia-
tion, suivant les conditions initiales, se produirait tantdt dans un
sens, tantdét dans l'autre. Dans le probléeme de Foucault, elle se
produit toujours dans le sens positif. Il n'y a donc aucune objec-
tion possible.
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point qui n’est soumis & aucune force est animé d’un
mouvement rectiligne et uniforme.

Ce principe s’applique a tous les systémes de réfé-
rence (ui sont doués d’une translation rectiligne et
uniforme par rapport au triéedre O, z,y,z,, c'est-a-
dire qui lui correspondent par le groupe de la Ciné-
matique classique.

QUESTIONS.

* 2446, (1920, 279). Si MN est une corde d’une conique
tangente en P et Q a deux cercles bitangents a la courbe et
ayant leurs centres sur le méme axe, les deux segments MN
et PQ ont méme milieu. G. FoNTENE.

2447, (1929, 279). Etant donnée, dans le plan, une région
limitée par un contour convexe, on peut, d’une infinité de
manic¢res, mener deux cordes AC et BD de ce contour, se
coupant i l'intérieur de la région considérée et la partageant
en quatre régions d’aires données.

Démontrer que la tangente a la courbe, lieu des points de
rencontre des deux cordes, est paralléle a la troisiéme diago-
nale du quadrilatére ABCD. R. B.

2448. (1920, 280). Etant données deux courbes planes quel-
conques. une courbe de grandeur invariable se meut dans leur
plan commun de maniére a avoir avec chacune d'clles une
corde commune de longueur constante. Trouver, pour une posi-
tion de la courbe mobile, le centre instantané de rotation du
plan qu’elle entraine. R. B.

2449. (1920, 319). Un triangle de grandeur invariable ABC
prend dans un plan toutes les positions telles qu’il reste homo-
logique & un triangle fixe du méme plan. Démontrer qu'il
existe un point, entrainé avec le triangle ABC, tel que la
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droite, joignant ce point a un point fixe convenablement

choisi, passe constamment par le centre d’homologie des
deux triangles. R. B.

2450. (1920, 320). Un qua~drangle ABCD, de grandeur inva-
riable, se meut dans un plan de telle maniére que les droites,
joignant ses sommets a quatre points fixes du méme plan,
soient constamment concourantes. Démontrer que I'on peut
trouver d’une infinité de maniéres un point, entrainé avec le
quadrangle, tel que la droite le joignant a un point fixe passe
par le point de concours des quatre premiéres droites. Les
points satisfaisants sont ceux d’une certaine courbe du troi-
siéme ordre. et de méme les points fixes correspondants.

R. B.

»

2453. Soit AB'C A’BC’ un hexagone plan tel que les angles
A, /B\, C aient pour somme 27 (il en est alors de méme des

o8 /\,) ’ ' ’ '
angles A, B', C'/. Les centres des cercles C'AB’, A’'BC/,
B’CA’ sont les sommets d’un triangle dont les angles sont res—

N i . ANRANEA
pectivement supplémentaires des angles A, B, C.
R. B.

245%. Si l'on choisit un point arbitrairement sur chaque
aréte d'un tétraédre, les quatre sphéres w,, wy, w., wy, pas-
sant respectivement par chaque sommet A; B, C, D, et par les
points situés sur les trois arétes adjacentes, ont un point
commun K (S. Roberts, 1880 ).

" Montrer que ce point K est l'inverse (conjugué isogonal),

par rapport au tétraédre w,wpw.wg, du centre de la sphére

circonscrite au tétraédre dont les sommets sont les points

communs a trois des sphéres sur les faces du tétraédre ABCD.
V. THEBAULT.

2488. On considére quatre sphéres de centres Oy, O,, O3, O,
qui admettent un centre radical G, et une sphére (£) concen-
trique & la sphére circonscrite au tétraédre O3 0,0;0,. Mon-
trer que le centre de la sphére inscrite au tétraédre déterminé
par les plans radicaux de la sphére (), respectivement avec
les sphéres Oy, O3, O3, O,, coincide avec le centre radical C.
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Application.— Etant donné un tétraédre quelconque ABCD,
déterminer un point P de I'espace qui soit le centre de la
sphére inscrite au tétraédre dont les sommets sont les projec-
tions orthogonales de P sur les faces du tétraédre ABCD.

V. Tuesavwr.

24586. Soient z, ¥, z les coordonnées d’'un point M d'une
courbe ganche, considérées comme fonction de I'arc s de la
courbe. Soient respectivement r et ry les rayons de courbure
et de torsion de la courbe au point M. On a la relation

de  dy dz

s ds ds

1 _ | @ &y &z
riry | dst dst dst |

Bxr By dd¥z
dst dss des

le signe dépendant du sens positif de rotation choisi pour
définir 'angle de torsion. R. LEvEUGLE.

2457. On donne une conique, deux points A et A'sur la
courbe, un point P dans son plan. Si AM et A’M' sont deux
cordes variables de la conique telles que la droite MM’ passe
~au point P, la dvoite AM et A'M' rencontrent une droite fixe
menée par ce point en des points I et I qui sont en involution
sur cette droite. G. F.

2438. Une épicycloide cuspidale est engendrée par le roule-
ment d'un cercle sur uncercle decentre w. Sil’épicycloide varie,
en restant inscrite a un triangle fixe et semblable & elle-méme,
le lieu du point w se compose de droites. R. B.

NOTE.

Ce numéro n'a que trente pages. Les prochains numéros seront
‘augmentes en conséquence.
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[Dbecd]
IDENTITES NOUVELLES
POUR LE CALCUL DES NOMBRES DE BERNOULLI (*);

Par M. L. TITS.

L'identité fondamentale qui sert au calcul des
nombres de Bernoulli est la suivante

f(@+B+1)—f(z+B)=f(2),

dans laquelle f(z) est un polynome entier, x peut
prendre une valeur quelconque, zéro par exemple, et
les exposants de B doivent, tous calculs faits, étre
remplacés par des indices.

Si f(z)==xP(x —1)7, on obtient la formule de

Stern
(B+1)PB7 — BP(B—1)7=0,

(') On a Phabitude, en France, de considérer les nombres de
Bernoulli comme les coefficients successifs du développement de

zr oz
S cot—» par la formule

x z x? x*
=cot—= =1—B,— —B, 7~ —....
2 2 2!

D’autres auteurs écrivent au contraire
hd n
z z
e*—1 =t +Z B, n!’
1

z z? x*
; ZI_B’H+B‘E—“.’.'

et, par suite,

cot

o8

C'est la notation employée dans cet article, et le lecteur est ptié
de ne pas l'oublier.

Ann. de Mathémat., 5 série, t. I. (Mars 1923.) 15
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qui était jusqu'ici la plus avantageuse pour le calcul
des nombres B.
Nous allons la transformer, et en déduire d’autres
qui permettent d’abréger notablement les calculs.
Posons p = ¢ +1. L’identité précédente devient

(1) (B+1)9+1B7 — B9+1(B—1)9=o.

Puisque, pour & > o, on a B,y = o, la relation (1)
peut étre remplacée par celle-ci

(2) - (B+1)i+1B7+ Bi+1(B +1)7=0,
ou
(2') B7(B +1)7(2B +1) = o,

car, seuls, les coefficients des B,x,, y sont altérés.
Remplagons ¢ par ¢ — 1 dans (2') et retranchons la

nouvelle relation multipliée par 2 de la précédente;

il vient

(3) Be-1(B+1)7-t(2B+1)(B+2)(B—1)=0 (1).

Désignons le premier membre par F(B); on voit
aisément que

F(B):-B%qHF(lB),

ce qui prouve que dans cette relation développée et
ordonnée suivant les indices croissants, les coefficients
des termes équidistants des extrémes sont égaux en
valeur absolue, mais de signes contraires. C'est la un
premier avantage sur la formule de Stern, car le nombre
des coefficients a calculer est réduit de moitié. Méme,
lorsque g est pair, les termes équidistants des extrémes

(') 1l est important de remarquer qu’il faut, dans ces ideatités
symboliques, effectuer tous les produits avant de remplacer les
exposants par des indices. Pour qu’un produit symbolique soit nul,
il ‘ne faut pas qu’un de ses facteurs le soit.
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ont des indices de méme parité, et le terme du milieu
est nul, de sorte que le nombre des coefficients utiles
est réduit au quart, puisque les coefficients des Bgx,,
ne doivent pas figurer dans les formules, sauf pour B,.

Le développement de la relation (3) n’est pas trés
utile. En effet, si 'on examine attentivement la genése
de cette relation, on observe que les coefficients qui y
figurent sont de la forme

(C£1+1 + Cf)) - 2(051*’ -+ Cff—’i )s

et que, par suite, ils peuvent se calculer par un
triangle analogue acelui de Pascal. Nous écrirons ci-
dessous les premiéres lignes de ce triangle, en marquant
en caractéres plus gros les coefficients utiles.

(2 3 -3
2 5 o —5
2 7 5 =5
2 9 12 0
() 2 11 21 12 —I2
‘ 2 43 32 33 o
2 15 45 65 33 —33
2 47 60 410 g8 0
L2 19 77 170 208 98 —98
Lo 24 o6 247 378 306 o

Pour la raison indiquée plus haut, la relation (3)
n’est réellement intéressante que si ¢ est pair. Cest
pourquoi nous ne porterons notre attention que sur les
rangées paires du Tableau. Elles fournissent les rela-
tions suivantes :

3(By —B, )=,
5(B, — By )=2B;=—1,
9(Bg — B, )=o,

13(B12—Bs ) + 33(Bio—Bs ) =o,

17(B1s— Bg ) + 110(Byy— Byo) = o,

21 (Bg2og— Byo) + 247 (Bys— By2) + 306(Bys— Byy) = o.
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Afin d’obtenir une identité qui oﬂ'lje les mémes avan-

tages pour les valeurs impaires de ¢, nous partons de
P'identité de Stern

(B +1)7+3B7— (B —1)?B7+3=o.

Par des raisonnements semblables a ceux qui pré-
cédent, nous en déduisons successivement

(B+1)9+3B7 + (B +1)7B7+3 =0
ou

(5) B7(B +1)7(B2+B +1) (2B +1) =0}

puis, en remplagant ¢ par ¢ —1 et en retranchant
deux fois cette nouvelle égalité,

(6) B7-1(B +1)7-1(B +2) (2B +1)(B3—1) =o0.

Cette formule présente la méme symétrie que la rela-
tion (3), et ses coefficients, dont l'expression générale
est la suivante

(Chyy+ Cf] )—2(CRa+ Ci2),

se calculent aisément par un triangle arithmétique,
dont voici les premiéres rangées :

5 2 —2

7 97 0

9 14 7 =7

11 23 21 o

13 34 44 21 —21

15 47 78 65 0

17 62 125 143 65 —65
19 79 187 268 208 o

(1)

— ~ s
N N N N NN NN
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On a ainsi
7(Bse — By) =—1,
11(Byjg—By)+ 21(Bg —Bg ) = o,

15(Byy—Bg) + 78(Bizs—Bs ) =o,
IQ(B“—BB) +187(B13—— B10)+208(B“—- Bu) = 0.

Observons encore cette particularité, que si l'on
retranche une ligne du triangle (1) de celle qui a méme
rang dans le triangle (11), on obtient la ligne suivante
de (I)). La soustraction des identités (3) et (6) en fournit
immédiatement la raison.’

Clausen et Staudt ont énoncé, concernant les nombres
de Bernoulli, le beau théoréme suivant : Si 'on désigne
par A; un nombre entier, et par 2, b, ¢, ..., { tous les
nombres premiers qui surpassent de 1 les diviseurs
de ¢, on a

Si nous remplagons dans les égalités trouvées plus
haut les nombres B en fonction des nombres A, nous
trouvons des égalités qui ne différent des précédentes
que par le terme indépendant, et qui sont extrémement
avantageuses pour le calcul des nombres A, parce que
ceux-ci sont entiers. Il est inutile d’écrire les premiéres,
car on sait que

Ag=Ay=A,=...= A =1; Asgsr1=o.

Voici les suivantes :

15(A1,— Ag) = 155
17(A1s— Ag) +110(Ay,— Age) =—09;
lQ(A:s— As)+l87(A16—- A10)+208(Au— A“) =— 56.

La détermination des termes indépendants n’est
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guére laborieuse, et 'on y rencontre cette vérification
que le résultat doit étre toujours un nombre entier.

[J3a]
SUR UN PROBLEME PARTICULIER DE VARIATIONS ;
Par M. Grorcrs VALIRON.

Considérons une intégrale de la forme
b
B = [ S, y)de

et supposons que l'on cherche, parmi les courbes
y =o©(x) joignant deux points, A d’abscisse a, B
d’abscisse 0, el ayant une tangente en chaque point,
celles rendant 'intégrale minimum. En supposant que
la fonction f(z, y') admet des dérivées partielles jus-
qu’au troisiéme ordre, on trouve que les courbes T’
répondant a la question doivent vérifier 1'équation

d’Euler,

of o
(2) » oy (T =h

k étant une constante (voir le 7raité «{’Analrise de
M. Goursat, t. IlI, p. 554). Il existe d’autres condi-
tions nécessaires, notamment celle de Weierstrass
(Goursat, p. 597), et 'on obtient aussi des conditions
suffisantes. Je voudrais montrer rapidement ici que
I'on a immédiatement, dans le cas particulier de I'inté-
grale (1), une condition suffisante pour le minimum,
plus commode que celle de Weierstrass [ et qui coincide
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d’ailleurs avec la condition nécessaire lorsque f(z, y')
est une fonction simple].

Soit T une courbe extrémale joignant les deux
points A, B, c’est-a-dire une courbe vérifiant 1'équa-
tion d’Euler (2). Si 'on désigne par G une autre
courbe y = { () joignant AB et admettant une tan-
gente dont le coefficient angulaire sera désigné par Y/,
on aura ‘

b
@ =L@y
ab
= [ (Y—y)kdz=[(Y—y)klt =0

(y' désigne le coefficient angulaire de la tangente & T).
La variation de l'intégrale T, lorsqu’on passe de la
courbe G a l'extrémale I’y pourra donc s’écrire sous
la forme

b
S By, Yyde
en posant

E(z, 5", V) = f(@, Y) = f(2,5') — (Y — y') g—,w,m

On voit qu’il suffit que, quel que soit Y', la fonc-
tion E(z, y', Y') soit positive tout le long de l'arc
d’extrémale T joignant AB pour que cet arc donne
un minimum, qui est minimum absolu.

La recherche du signe de E(z, ', Y') se raméne a
I'étude de la courbe que M. Hadamard appelle la
figurative. On peut méme, ici, introduire une surface
figurative, ce sera la surface S dont I'équation, dans
un systéme d’axes Ozysz, est

5=f(z".7’),

f(=z,y) éant-la fonction qui entre dans I'intégrale (1).

"En donnant 4 z une valeur constante, on obtient
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dans S une section plane Cz, qui est la ﬁgurative. de
M. Hadamard. Prenons sur cette courbe le point M,
tel que y =y’, y' étant toujours la pente de la tan-
gente a l'extrémale I' au point d’abscisse z; la tan-
gente T, a C; au point M, a pour équation, dans le

plan Cg,
3 —f(=, y')—(y—y’),,z—yf,(wvy’)=0-

L’expression E(z, y', Y') est donc positive et I'est
seulement si la courbe C, est au-dessus de sa tan-
gente T, et cela pour chaque point x compris entre
a et b. Lorsque x varie de @ a b et que ' vérifie
I'équation (2) des extrémales, la direction de la tan-
gente T, reste fixe, paralléle a la direction A de pente &
du plan z0y. Le point M, décrit donc une partie du
contour apparent I de S parallélement a la direc-
tion A. Il suffit que le long de I'arc de I' correspondant
a 'arc T de I’extrémale joignant AB, le contour appa-
rent soit le contour apparent inférieur (c’est-a-dire
que les tangentes a S paralléles a A laissent la surface
au-dessus d’elles), pour que l'extrémale donne un
minimum absolu.

I est clair que, en général, le contour apparent
inférieur I'| s'il existe, sera formé de plusieurs arcs de
courbes, par exemple un arc D'E sera contour appa-
rent inférieur pour x compris entre d et e, puis un
arc E'F sera contour apparent pour x compris entre
e et f, la tangente T, relative a la courbe C, touchant
cette courbe en deux points au moins. Au point z = e,
la valeur de y' aura une discontinuilé par saut brusque.
A un tel contour I'" discontinu correspondra encore
une courbe continue I' formée d’arcs de courbes véri-
fiant (2) avec la méme valeur de &, y' étant discontinu
en un nombre fini de points. Or, il est manifeste que
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Pintégrale (3) reste nulle lorsque Y' et »' ont un
nombre fini de discontinuités pourvu que Y ety solent

. . . of
continus et soient egaux pour @ et -
g P a et b et pourvu que 3

soit constant. La courbe I donne donc encore le
minimum absolu des intégrales I correspondant a des
courbes joignant ses extrémités lorsqu’on se borne a
considérer des courbes sur lesquelles ' est continu ou
n’a qu'un nombre fini de discontinuités. Dans un tel cas,
une courbe sur laquelle ' serait continu ne pourrait
donner le minimum. On voit ainsi apparaitre, bien
simplement, dans le cas des intégrales de la forme (1),
la nécessité ou 'on se trouve d’'introduire des solu-
tions discontinues pour résoudre certains problémes
de variations.

Les abscisses a et b étant données, si pour une
valeur de la constante & la courbe I'” existe, on pourra
joindre par une courbe I' donnant le minimum deux
points A et B d’abscisses a et 0, dont la différence des

ordonnées est égale a
b
f y' dz,
a

c’est-a~dire est l'aire o4 de la portion du plan 2Oy

limitée dans le systéme d’axes liés a S par Ouxz, les

droites x = a, £ = b, et la projection de I” sur Ozy.

Lorsqu’on fait varier kA de — o & + (ou entre les

.. . 0

limites des valeurs dont est susceptible —1, lorsque y'
a9y

satisfait aux conditions imposées par le probléme>,

Paire o varie entre certaines limites. Il suffira que la
différence des ordonnées de A et B soit comprise entre
ces limites pour qu’on soit certain que le probléme est

possible.
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Le lecteur appliquera aisément ces considérations
au probléme de Newton (Goursat, p. 658) et a des
problémes analogues.

[L'1e]
SUR UN THEOREME CLASSIQUE DE DANDELIN ;

Par M. V. THEBAULT,
Professeur & Ernée (Mayenne).

La figure relative au théoréme de Dandelin sur les
sections planes du cone de révolution, que contiennent
tous les Traités de Géométrie, nous semble particuliére-
ment suggestive. La méthode employée par Hermary
pour déterminer les contacts des sphéres tangentes aux
quatre plans des faces d’un tétraédre ('), appliquée a
cette figure, nous a conduit aux résultats suivants dont
certains sont peut-étre inédits.

1. Considérons un c6ne de révolution de sommet D
coupé par un plan (P) qui, pour fixer les idées, ren-
contre toutes les génératrices. La section’ obtenue est
une conique (I'), (ellipse ou hyperbole), dont les
sommets S, S’ sont situés sur deux génératrices con-
tenues dans un plan avec 'axe du cone et la perpendi-
culaire DH au plan (P). Les foyers F, F' de cette

(') Bulletin de la Société mathématique de France, 1879,
p. 138. Cette méthode nous a conduit déja & de curieux résultats
quicomplétent ou généralisent ceux de nosdevanciers MM. Neuberg,
Kanigs (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1921,
p. 233-241; 1922, p. 128-134; Mathesis, 1922, p. 16-18).
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conique sont les contacts, sur le plan (P), de deux
sphéres de centres I, I, inscrites au céne. De plus,
S§8'=TT', T, T’ étant les contacts d’une génératrice
avec les sphéres I, I5. Enfin les plans (IT), (I14), déter-
minés par les cercles de contact du céne D avec les
sphéres I, Iz, rencontrent le plan (P) suivant deux
droites A, A, directrices de la conique (T').

Ces résultats sont classiques. Si d, r, rq désignentla
distance Il et les rayons des sphéres, on a

gg" = _'I—'F== ar— (rq— r),
et
FF = dt— (rg—+rt.

Le petit axe BB’ de I'ellipse, ou 'axe non transverse de
Ihyperbole, est donc tel que

(1) ﬁ_f?z:@z——ﬁ;z=4rrd ().

2. Soit une génératrice quelconque DM du cone
limitée a la conique (I') en M, qui touche en T, T les
sphéres I, I;. Le plan ( p), tangent au cone suivant DM,
a pour trace sur le plan (P) une tangente ¢t a (I') en M.

Une spheére étant inscrite dans un diédre, si 'on
ferme le diédre dans le sens convenable, de maniére a
écraser la sphére, les points de contact de la sphére
avec les faces du diédre viennent en coincidence. En
rabattant le plan ( p) autour de ¢, sur le plan (P), de
maniére & écraser la sphére I, la génératrice DTM
tourne autour de M et le contact T de DM avec la
spheére vient coincider avec le foyer F. Cette généra-
trice prend donc une position

D; MF et D;F = DT = const.,

(') Cette relation a été obtenue autrement par M. J. Neuberg
(Mémoire sur le tétraédre, p. 23).
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lorsque M varie sur la conique (T'). Le rabattement D,
de D décrit par suite une circonférence fixe (Z), de
centre F, de rayon DT.

Pareillement, si 'on rabat le plan (p) autour de ¢,
sur le plan (P) de fagon a écraser la sphére I, on
obtient une circonférence (3'), de centre F', de
rayon DT', lieu du rabattement D, de D sur le
plan (P).

Remarques. — Lorsque le point M varie sur la
conique (T'), la somme ou la différence des rayons
des circonférences (L), (') est égale a

DT’ = DT = TT =S§',
sutvant que (T') est une hyperbole ou une ellipse.

Si (T') est une parabole, (') dégénére en une droite
a I'infini perpendiculaire 4 I'axe de la courbe; (Z) a
pour centre le foyer de cette parabole.

Dans les rabattements du sommet D, I'angle (DM, ¢)
se rabat en vraie grandeur suivant deux angles égaux

(t, MF) = (¢, MF') = (¢, DM).

Ainsi apparait cette propriété fondamentale des
coniques :

La tangente en un point quelconque bissecte
l'angle des rayons vecteurs en ce point.

Enfin si 3 désigne le pied de la perpendiculaire D3
sur ¢, D8 = 8D, =2¢D,. Le triangle D,DD, est rec-
tangle en D; H est un point de SS', et

HD . HD,; = f)_ﬁs = const.,

lorsque M décrit (I'). Les deux circonférences (), (2')
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se correspondent dans une inversion de centre H et de
module D (").

Les propriétés précédentes s’appliquent a un
tétraédre ABCD. Les angles triédres de ce solide sont
en effet circonscrits chacun & un céne de méme sommet
que ces angles, lequel est coupé par la face opposée sui-
vant une conique (I'). On retrouve ainsi cette propriété
due a Hermary et a M. Neuberg :

Si¢ l'on rabat en Dy, D,, D, et D', D, D, le som-
met D d’un tétraédre ABCD autour des arétes BC,
CA, AB sur le plan (P) de la face ABC, de fagon a
écraser les spheéres inscrite 1 et exinscrite 14, les
centres des cerclesD,D,D,, D), D, D, coincident avec
les foyers F, F' de (T'), c’est-a-dire avec les contacts
des sphéres 1,1, sur le plan (P).

3. La conique (T') étant donnée, il existe une infinité
de cones de révolution qui contiennent cette conique.
Le lieu du sommet D de ces cones est une focale (T")
de (T'). Si r, ry désignent encore les rayons des
spheéres 1, [ inscrites au céne variable D qui touchent
le plan (P) de (T'), le produit rry reste constant et égal
au carré de la moitié¢ du petit axe BB’ de (T'), d’aprés la
relation (1).

Cette remarque suffit a déterminer I'enveloppe de
I'axe DII; du cone variable [enveloppe qui n’est autre
que (I")], et a montrer que la sphére de diamétre 11,
passe en S, S'; sommets de (T'). On en conclut aussi
que les projections orthogonales de S, S’ sur Il4
décrivent une circonférence concentrique a (T').

A chaque position du céne D correspondent deux

(') Nous avons déja signalé cette inversion, ainsi que M. Neuberg.
Le module donné ici est peut-étre nouveau.
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circonférences (X), (X'), de centres fixes F, F', dont la
somme ou la différence des rayons reste constante et
égale au grand axe SS' de (T).

Lorsque D est en F, (2) se réduita son centre F, (T')
apourrayon SS'etse confond avecle cercle directeur de
centre F'. SiDesten F', (£) estl’autre cercle directeur.
(2), (T') sont alors les cercles directeurs de la
conique (T') avec leur propriété fondamentale d’étre
les lieur géométriques des symétriques des foyers
F, ¥' par rapport a une tangente variable.

Ces cercles (Z), (2') sont peut-étre nouveaux; ils
constituent en tout cas une extension de la notion de
cercles directeurs des coniques.

4. Pour terminer cette Note, voici une démonstra-
tion trés simple, de théorémes sur le tétraédre, qui appa-
rait nettement sur la figure relative au théoréme de
Dandelin. Désignons par I, I, I, I, Is, I, L5, I5 les
centres des sphéres inscrite, exinscrites dans les triedres
tronqués et des combles d’un tétraédre ABCD. En joi-
gnant deux par deux ces huit centres on détermine
28 droites.

Soient w le milieu du segment Il par exemple et a,
B, v, 8 les projections orthogonales de ce point sur les
plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre.
8 coincide avec le centre de la conique (T'), section plane
du cone D inscrit au triédre de méme sommet, par le
plan de la face ABC. «, 3, y, qui appartiennent aux
génératrices de contact du céne D avec les plans des
faces du triédre de sommet D, sont situés dans un plan
équidistant des plans (II), (II;) déterminés par les con-
tacts des sphéres I, I sur le cone. Or, (IT), (Iy) ren-
contrent le plan ABC suivant les directrices de la
conique (T), droites également distantes de 3. Le
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plan a8y contient donc aussi le point 5. De plus,"ce
plan «fy3, paralléle aux plans (IT), (1z), est perpendi-
culaire a la droite DII,;. D’ou ces théorémes obtenus
par le calcul ou moins directement par leurs auteurs :

Les points milieux des a8 droites qui joignent
deux par deuzx les centres des huit sphéres inscrites
dans un tétraédre quelconque sont sur une méme
surface du troisiéme ordre qui contient les arétes du
tétraédre (BeLraami, V. 4., 1863, p. 336).

Les pieds des perpendiculaires abaissées de l'un
de ces points milieux sur les plans des faces du
tétraédre sont dans un méme plan (Sarriavx, V. 4.,
1867, p. 367).

Les plans qui contiennent les projections du mi-
lieu de la droite de deux centresestd’ailleurs per-
pendiculaire a cette droite (Fonrene, V. A., 1909,

p- 57).

[O'8a]
A PROPOS DE LA FORMULE D’EULER-SAVARY ;
Par M. Joseen PERES.

Il y a bien des maniéres d’établir la formule, dite
d’Euler-Savary, qui détermine le centre de courbure de
I'enveloppe d’une courbe, invariable de forme et se
déplagant dans son plan (*). J'indique ici une démon-
stration, qui m’a paru assez intéressante. ‘

(1) Signalons en particulier la démonstration de M. Keenigs
(Bull. des Sc. math., 1907) qui justifie d’abord, par un raisonne-
ment direct trés élégant, la construction de Savary.
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Fixons d’abord les notations. Soit (P) un plan qui
se meut en glissant sur un plan fixe (P,) et soient (T'y)
et (T') la base et la roulante du mouvement. A un
instant donné, ces deux courbes se touchent au centre

instantané de rotation correspondant, I; nous nomme-
rons (A) leur normale commune en [, w, et v leurs
centres de .courbure. Une courbe (C) du plan (P)
enveloppe, dans le plan (P,), une courbe (C,) et, a
I'instant considéré, ces deux courbes se touchent en
des points tels que M, IM étant normale commune en M
a (C) et (C,); nous nommerons O et O, les centres de
courbure de (C) et (C,) en M.
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Envisageons alors une régle qui, a chaque instant,
est disposée suivant IM, un point bien déterminé de
cette régle (le milieu par exemple) étant en I; étu-
dions le mouvement de cette régle par rapport a (P) et
par rapport a (P,).

Il est évident, d’aprés les propriétés les plus simples
du centre instantané de rotation, que les centres instan-
tanés correspondants sont en H et H;, points de ren-
contre de (A) avec les normales en O et O, a la régle.
Soient,al'instant considéré, a et 2, les vitesses angulaires
de la régle par rapport a (P) et par rapport a (P,),
soit § la vitesse angulaire de (P) par rapport a (P,),
soit enfin V la vitesse du point I sur (T') ou sur (T',).

On a

et ces formules ont lieu en grandeur et en signe, pourvu
que U'on ait choisi le sens positif des rotations, le sens
positif sur (A) et, pour mesurer V, le sens positif con-
venable. On peut donc écrire

V= d ®4q S

Il

_II _
'!
I
I

(dont on retrouve ainsi la signification cinématique
simple) est indépendante de la courbe (C) choisie.

En prenant pour courbe (C) la courbe (T'), il vient
enfin, d’aprés ce qui précede,

MW, H TJTo, o
Ann. de Mathémat., 5° série, t. 1. (Mars 1923.) 16
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et il suffit de prendre sur IM un sens positif et de
nommer § 'angle des deux directions positives choisies
sur IM et (A) pour en conclure la relation d’Euler-

Savary :
I 1 1 I
cosf —_ = FmF =]
(IOI IO) <l(o, lw>

ETUDE D'UN PROBLEME PARTICULIER
OU INTERVIENT LE FROTTEMENT DE GLISSEMENT;
Par M. R. THIRY
( Strasbourg).

. C’est un fait bien connu que les lois ordinaires
du frottement sont insuffisantes pour expliquer les
phénoménes naturels et qu'on est exposé, en les appli-
quant aux équations générales de la mécanique, a des
impossibilités ou a des indéterminations ().

Le présent article ne prétend donc pas signaler
quelque chose de nouveau, mais simplement reprendre
ces faits déja connus sur un exemple dont le dévelop-
pement analytique peut présenter quelque intérét.

2. Le probléme que nous considérons est le suivant :

Un corps solide pesant est en contact par deux de
ses points A et B avec deux droites fixes Ox et Oy
(Oy vertical et dirigé vers le haut, Oz horizontal),
le long desquelles les points peuvent glisser avec

(1) Voir pour les références, APPELL, Traité de Mécanique ra-
tionnelle, t. 11, p. 123.
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frottement. Le coefficient de frottement f est le
méme pour les deux droites et a une valeur infé-
rieure a l'unité. Les données du probléme sont symeé-
triques par rapport au plan Oy et les liaisons sont
bilatérales. Le solide est ldché sans vitesse initiale
en une position telle que A et B soient sur les parties
positives des axes. Nous nous proposons d’étudier
s'il y a équilibre ou mouvement. :

Pour traiter ce probléme, deux méthodes se pré-
sentent a nous; nous pouvons chercher les conditions
pour qu’il y ait équilibre, ou celles pour qu’il y ait
mouvement. Dans un grand nombre de cas simples,
ces deux études se complétent, les inégalités trouvées
s’excluent mutuellement et 'on arrive ainsi & une solu-
tion satisfaisante du probléme.

Or, précisément ici il n’en est pas ainsi.

3. Etudions tout d’abord les conditions pour qu’il
y ait équilibre. C'est la un probléme trés simple dont
la solution est tout a fait classique (*). Nous suppose-
rons (pour avoir un cas précis de figure, mais cette
restriction n’a rien d’essentiel) que I'angle aigu de la
droite AB dans sa position initiale avec la verticale est
compris entre I'angle de frottement ¢ et son complé-
ment 1: — . Nous considérerons alors les droites issues

de A et de B faisant respectivement avec les normales
a Oz et a Oy en ces points des angles égaux a == o.
Ces quatre droites formeront un quadrilatére. S’il y a
équilibre, les réactions de Oz et de Oy se coupent &
I'intérieur du quadrilatére et la verticale du point G,
centre de gravité du corps, doit passer par leur point

(1) Voir également le Traité de M. Appell, t. I, p. 305.
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de rencontre. Inversement, si la verticale de G traverse
le quadrilatére, on peut transporter le poids le long de
sa propre direction en un point D intérieur au quadri-
latére et le décomposer en deux forces suivant DA
et DB, forces qui seront détruites par les réactions
de Oz et de Oy.

Il semble donc assuré que la condition nécessaire et
suffisante d’équilibre est que la verticale de G traverse
le quadrilatére en question.

4. Cherchons au contraire les conditions pour qu’il
y ait mouvement. Pour cela nous attacherons au corps
solide deux axes de coordonnées O,z, et O,y,,

Fig, 1.

laxe O,z, coincidant en position et en direction
avec BA, Je centre de gravité G se trouvant sur Oy

(fig- 1) (").

(') De telle sorte que I'angle 2,0,y ait méme sens que I'angle
zO0y.



Nous poserons
1A=p, 01B=q
(ce qui entraine p>g et BA=I=p —gq)
0,G = A, O{.O.\m,=a (ici—~‘-:-<¢<o).

- Soient de plus z, et y, les coordonnées du point O

et £ et x celles de G par rapport au premier systéme
d’axes.

.

Les formules de transformation de coordonnées
s’écrivent
) \ & =X+ x1c08a — yysina,

1 ‘ .
| ¥ = yo+ z; sina + yycosa.
Les conditions géométriques exprimant que A et B
sont sur Oz et Oy se traduisent par les équations
0= y,+ psina,
0 =z + ¢ cosa,

et les formules (1) peuvent s’écrire

z = (&y— g)cosa — yysina,

(2)

y = (xy— p)sina + yycosa.
En particulier, on aura

§ = — g cosa — hsina,
3) !

n = — psina + hcosa.

On en déduira pour la vitesse et 'accélération de G

dt . dx
at =[ ¢sinx— hcosa] 7’

W an _ — hsina d__a
E_[—pcosz h si ]dt,d
dt . d?a o\ 2
5) W_[ qsnna—hc.:nsa]-d—tz— \22) ’
dz—n-z[——pcosa—hsina]d—za—l—-—'q gij)"
| de2 de? dt
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Si nous appelons T, Ny, N,, T, les projections sur
les axes Oz et Oy des réactions en A et B (fig. 1), le
théoréme du mouvement du centre de gravité, celui
des moments des quantités de mouvement autour du
centre de gravité, joints aux lois du frottement donne-
ront les équations

m[— 1 sina—n)a"— méa'2= Ty + N,,
m[—lcosa + {la"— mna'2= N; + T, — mg,
(6) / mkra"= (lcosa —E)Ny+ 1Ty —ETy+ (Isina +7)N,,
T, = Elan
T,= Ezf N,
formules dans lesquelles & désigne le rayon de giration
du corps autour d'un axe perpendiculaire au plan de
la figure mené par le centre de gravité et ¢, et ¢, des
quantités égales a = 1.

Si nous éliminions entre ces équations T,, N,, T,,
N;, nous aurions une équation différentielle fournis-
sant o en fonction de ¢; on sait, d’aprés les théorémes
d’existence, qu'une telle équation admet une solution
bien déterminée si l’on se donne a 'avance les valeurs
initiales de a et de o'. Dans le cas qui nous occupe, la
valeur initiale de o’ est nulle puisqu’on part du repos.

Mais la solution ainsi fournie par les équations (6)
ne sera acceptable au point de vue mécanique que si
les composantes tangentielles des réactions qu’elles
permettent de calculer aprés coup sont dirigées en
sens contraire des vitesses des points A et B. Or le sens
de ces vitesses au départ dépend évidemment du signe
de o" (puisqu’ici o’ est nul) et 'on voit immédiatement
que ces conditions de validité mécanique s’expriment
par les deux inégalités
(7) "Ty{< o, 2" Ty > 0.

En appelant a et 4 les longueurs OA et OB, respec-
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tivement égales a [ cosa et — [sina, on aura les équa-
tions, valables a I'instant initial,
—ma’(n— b) =T+ N,
+ma’"(§ —a)=N,+ Ty— mg,
(8) ¢ mk*a"=—~(§—a)N;+qTi—ETy+ (n—6)Ny (1),
Ti=¢ an
Ty= Eszm

et si I'on peut déterminer ¢, et ¢, de fagon que ces
équations entrainent les inégalités (7), on sera assuré
que, tout au moins pendant le début du mouvement, la
solution correspondante tirée des équations différen-
tielles (6) sera acceptable au point de. vue mécanique.

Un calcul facile permet de résoudre le systéme (8),
je pense qu’il est inutile d’en transcrire les détails; on
trouve tous calculs faits

all=—g———k’+s,

Ny= ™8 _H |
! 1—5182_/'2 k243
Ny= 78 __K |
TP T ly
T1=51fN1»
T2=51fNa,

en posant pour abréger
(1—eeg fE = [t —a—e f)][§ —a—e f(n—b)]
+[—eft+n—20][e1 f(§—a)+n—0],
(l —ElEifg)A =(I'—8152f2)e—51fb'—a,
H=k2—(q—b)(e2 fE —n + b),
K= —¢ fk2+ (0 —b)(§ — a—z fr)

(') On pourrait mettre dans ces équations des indices zéro pour
préciser qu'il s'agit des valzurs initiales de «, a". T,, N, T,, N,; mais
comme il ne sera plus question par la suite que de ces valeurs ini-
tiales, on peut supprimer les indices sans crainte de confusion.
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Avec ces notations, les inégalités (7), débarrassées -
des facteurs positifs, prennent la forme

—é'.A.H < o,
-—-E,.A.K > o.

On voit donc que la validité des solutions dépend,
en méme temps que du choix des ¢, de la position du
point G par rapport a la droite A=o0 et aux hyper-
boles H=10 et K =o0. Il n’y a donc qu’a étudier le
régionnement correspondant aux différents cas pos-
sibles.

On obtient, suivant les signes de ¢, et de ¢.; quatre
droites A qui sont, comme on le vérifie facilement, les
quatre verticales issues des sommets du quadrilatére
rencontré au paragraphe 3. On obtient aussi quatre
hyperboles ayant une asymptote commune n =125 et
pour seconde asymptote respectivement les cotés du
quadrilatére en question.

Les deux hyperboles H et K relatives a des valeurs
données de ¢, et ¢, se coupent sur la droite A corres-
pondante et le cercle A2+ £ = o passe également par
ces deux points. Les points d’intersection de ces deux
hyperboles ne sont pas nécessairement réels, mais ils le
sont certainement, pour toutes les combinaisons de
signe des ¢ si le rayon de giration & est assez petit.

En se placant dans ce cas et en se bornant a ce qui
se passe a droite de I'axe Oy, on a la disposition indi-
quée dans la figure 2. Je note dans le tableau ci-dessous
la correspondance des signes des ¢ avec -les diverses
courbes tracées.

& €2
N —+ —+ A, lll Kl
Wever e = — A, Hy K

— A H, Ks
WVoooooo R -+ A, H, {3
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La discussion de régionnement dans chacun des
quatre cas signalés dans ce tableau ne présente aucune
difficulté de principe, mais comme elle est assez longue

Fig. 2.

T — -

A, A,

B
5

je n’en donne pas le détail, qu’on rétablira facilement
et qui met en évidence les particularités suivantes :

Si le point G se trouve en dehors des deux droites
extrémes A, et A,, le mouvement est possible et pour
un seulement des quatre cas. Ceci est normalement ce
que l'on devait attendre d’aprés les résultats du para-
graphe 3. -

Si le point G est entre les droites A, et A;, en général
pas de mouvement possible, a moins qu’il ne}se trouve
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dans I'une ou l'autre des régions couvertes de hachures
sur la figure 2.

Pour ces régions, deux mouvements sont possibles
(les mouvements I et II pour la région de droite, III
et IV pour la région de gauche). '

5. En résumé, cette étude met donc en évidence des
dispositions possibles du corps en question pour les-
quelles trois éventualités, toutes trois également accep-
tables au point de vue mécanique, sont a envisager :
deux mouvements différents (') et I'état d’équilibre.

Remarquons enfin pour terminer que ces particula-
rités se présentent méme pour de faibles valeurs du
coefficient de frottement sous la seule condition que le
rayon de giration & soit suffisamment petit.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1919).

SOLUTION DE LA QUESTION
DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES ;

Par M. J. LEMAIRE.

1. On donne un triédre t de sommet A. Soient P,
Q, R les projections orthogonales d’un point quel-

(') Si P'on étudie d’'un peu plus prés les deux mouvements pos-
sibles quand le centre de gravité est dans la région de droite par
exemple, on trouve que pour ces deux mouvements, la composante
normale de lu réaction au point B est dirigée dans deux sens diffé-
rents.
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conque M sur les plans des faces de ce triédre, AM’
la droite menée par A, perpendiculairement au
plan PQR; sotent P',Q', R’ les projections orthogo-
nales du point M’ sur les plans des faces du méme
triedre. Démontrer que le plan P'Q'R’ est perpen-
diculaire a AM. Les deux droites AM et AM' sont
dites réciproques Uune de l'autre par rapport au
tricdre t; peuvent-elles étre confondues?

2. On donne un tétraédre T, de sommets Ay, A,,
As A, etunpointM;onconstruitla droite Ay M réci- )
proque de A\M par rapoort au triédre A, (A, A A,)
de sommet A,; on construit de méme la droite
A,M, réciprogue de A;M par rapport au triédre
Ay (A AsA)), etc. Démontrer que les quatre droites
A /M, AM,, A; M3, A M, concourenten un point M'.

Les deux points M et M sont dits réciproques l'un
de U'autre par rapport au tétraeédre T; peuvent-ils
étre confondus?

3. Démontrer que les projections orthogonales
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