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[OtRa]
SUR LA FORMULE D'HOLDITCH
ET LES APPLICATIONS QU'ON PEUT EN DEDUIRE;

Par M. Ravmonp ESTEVE,

Professeur au Lycée de Toulouse.

ETABLISSEMENT DE LA FORMULE. — Soit a résoudre le
probléme suivant :

Une droite ABC se déplace dans un plan de facon
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que trois de ses points décrivent trois courbes Jer-
mées Ty, Iy, T¢ et que la droite décrive un angle
total 2k=. Trouver la relation qui existe entre les
aires limitées par les trois courbes.

Soient x = f(t), y = g(t) les équations paramé-
triques de la courbe T',, f(¢) et g(¢) étant des fonc-
tions périodiques du paramétre ¢ dont la période com-
mune est T.

Prenons sur la droite mobile un sens positif, soit le
sens ABC. Désignons par © I'un quelconque des angles
de Oz avec AC. Si z, y sont les coordonnées de A,
Zy, y celles de B, et z,, ¥, celles de C, on a, en sup-
posant les axes rectangulaires et en posant AB=1
et BC=/,

| xy=x + lcosy, | 3= 21+ ' cosyp,
?}q:y—t—lsin(p. ?y,:_yl—i-l'sincp.

Lorsque ¢ varie de ¢, par exemple a ¢, T, le
point A décrit entiérement la courbe T',; les courbes
décrites par B et C se fermeront, & condition que ¢ soit
une fonction de ¢ telle que I'on ait

e(t+T)=¢(t)+2kx,

k étant un nombre entier quelconque, positif, négatif
ou nul.

A un sens de parcours f, du point A sur la
courbe T, correspondent un sens de parcours f; du
point B sur 'y et un sens de parcours f¢ du point G
- sur I'c. Posons

SA=fxdy, Sn=ledy,, Sczfz,dy,.
S fa Se

Si, par exemple, T, est une courbe sans points
doubles, on sait que S, est l'aire de cette courbe,
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affectée du signe plus ou moins suivant le sens de
parcours f,.
Nous allons établir la formule suivante, dite « formule

d’Holditch » =

S,-BC+Sp.CA + Sc-AB + k=AB.BC.CA = o.
On a '
{ =z —lcosyp, zy= 2+ l' coso,
| y =y1— lsing, Ye=y1+ ! sing;
dy = dyy— lcose dey, dys=dy+ l' coso do;
x dy =z,dyy— ! dyycosp — I 2, cospdo + 12 cos?¢do,
zodvy =2, dy+ U'dy, cosp + 'z cosp do + I'? cos?¢ ds.

Multipliant les deux membres de la premiére des
deux égalités précédentes par ', les deux membres de
la deuxiéme par [ et ajoutant membre 4 membre les
égalités obtenues, on a .

ledy +1lxydy,= (I + 1) x,dy + U'(L+ 1) cos?o dg.

Or,
AB=1!  BC=1/, A=—(l+10).

On obtient

(1) BC.zdy+CA.z,dy,
+ AB.zydys+ AB.BC.CA cos?o dp = o.

En intégrant,

aly+T

R L+ T -
B(]f x dy + CA xy dyy
¢

() t

R t+T
-+ ABf Xy d}'g
&

— Po+2kT
+AB.BC.CA costg dp = o,
Po

(a) SSA-'B_C+Sn-(i_A—i-Sc.Kﬁ—t—knﬁ-ﬁ(—l-‘CA:o
(formule d’Holditch).
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Remarque I. — Supposons que le point A doive
parcourir « fois la courbe Iy, pour que les courbes
Ty et T se ferment; de ce fait, a est le plus petit nombre
entier positif pour que 'on ait

o(t+aT)=09(t)+2k=x (k entier quelconque).

Intégrons la relation (1) dé t, & t,+aT; nous
aurons

- to+aT _ th+aT
Bcf zdy+CAf 2, dy,
te A

_ al+aT
+ABf s dyy
¢,

° Qo+2kT

+AB.BC.CA costedy = o.
Po
D’o1 la nouvelle formule :

(3) «.BC.S;+ CA.Sp-+ AB.Sc+ knAB.BC.CA =o.

Remarque I1. — Intégrons la relation (1), de ¢, 4 ¢4,
ou /, et ¢, sont quelconques :

4 ot
E—Cf z dy + CA xy dy,y
/,

f

4

+ KB [ e dys
— f_. P

+ AB.BC.CA costo do = o.

N Qo
Mais

P4
f costepdy = i((pl-— 90) + é(sinzq;,—sinaqo).
Po

D’ou la formule

BC xdy+(,A[ z, dy,

arca “are B
-+ AB Ze d)’,
are Y

-Iz-AB BC. CA<¢.—-¢,)+ AB.BC.CA.R
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en posant
R = sin2¢; —sin2¢,,

les arcs «, 3, y étant les arcs décrits respectivement
par A, B, C lorsque le paramétre ¢ varie de ¢, a ¢,. La
formule précédente peut s’écrire

(!&) .B—C'Sa—FEOSﬁ—k}\_B-SY-F IB—-B -C_A.(?i- ?0)

.R = 0.

>
2
g g
I
9|
P

<+

E I )

Cette formule s’applique au cas général ou les courbes
décrites par A, B, C sont quelconques; fermées ou
non. Les S représentent alors des intégrales de la
formefx dy prises le long de certains arcs et dans
certains sens, ces derniers étant liés entre eux par le
mouvement de la droite ABC.

Remargque III. — SiTon a
P1— Po = th

la formule (4) devient :

(5) BC.Su+ CA.Sg+AB-Sy+ k- AB-BC.CA =o.

APPLICATIONS DE CES DIVERSES FORMULES. — I. Rela-
tion de Stewart. — Le mouvement de la droite ABC
étant une rotation (de 2%) autour du point M, la
formule (2) donne immédiatement la relation de
Stewart :

MA .BC+MB .CA-+MC .AB -+ AB.BC.CA =o.

1. Aire de Uellipse. — Les points A et B décri-
vant deux droites rectangulaires, la méme formule

conduit a la valeur classique de V’aire de I’ellipse décrite
par C.
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1. Systéme bielle-manivelle: AC=1; AB=a. —
On voit aisément que :

Sa=o0; S¢=mR?; variation de ¢ = o; d’ott k=o.

Fig. 1.

La formule (2) donne
Sy-CA +nR2.AB = 0;
d’ou

Sg = TER’(-;--

Cela suppose B a gauche de A; si B était a droite
de A, on aurait

SB=-—TER"¢';

La courbe décrite par B n’a qu’une boucle ; V'aire
intérieure a cette boucle a pour valeur, dans tous les
a
cas, ©nR? 7

IV. Courbes déduites de la tractrice. — En
posant AB—=a, on a

Y = asina, %:—tanga, dy = acosa da;
d’ou
acosta da

dr = — —————, ¥y dr = — a? costa da,
sina

et on en déduit facilement que l'aire de la surface
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) Ta? e,
couverte de hachures sur la figure est - Vaire inté-

rieure & la courbe formée par les quatre branches a
pour valeur = a2.

Appliquons alors la formule (2) aux trois courbes
décrites par A, B, G. On voit aisément que

SA=——-n:a’, SB‘:O,

car B décrit 'axe 'O z.
On a donc (k==1)

— na’-ﬁ—&—sc-;\-ﬁa—nﬁ-ﬁ.ﬁx: 0.

B=a (le sens AT coincidant avec le sens AB),

AC = AB +BC =+ BC;

d’on
S¢ == BC(2a + BC),
( BC=o0 (les points B et C coincident);
Sc=o0 pour { BC = —aa (les points B et C sont symé-

_ triques par rapport & A).

Il convient d’'insister sur le cas ou les points Bet C
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sont de part et d’autre de A, — La courbe I'¢ a alors
plusieurs boucles, comme le montre la figure, construite
dans le cas particulier o B et C sont symétriques par
rapport a A. On voit aisément que l'on a

S¢=—=wl(2a—1)
en posant

BC=!{ dou BC=-—U.
Sur la figure
S¢ = 2aire a2’ 3’ — 2aire 'O zvyay'.

Pour B et C.symétriques par rapport a A, S, = o,
c’est-a-dire
aireafa’B' = airex' O xyay'.

V. Cardioide. — Nous déduirons plus loin ce cas,
soit des épicycloides, soit des conchoides, mais nous
allons Pétudier directement pour donner une applica-
tion des formules (3) et (5).

Le point A décrit un cercle de rayon R, la droite BAC
passe constamment par un point fixe de ce cercle et
les points B et C sont de part et d’autrc de A a des

distances .
AB = CA = 2R;

ils décrivent une cardioide d’aire S.
La formule (3), appliquée pour a =2, k=1 et

Sa = nRe, Sy =8¢ =S5,
donne
S =6nR2;
la formule (3) (k=1), on
Se=mR?  Sg+S, =8,

conduit au'méme résultat.
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ArrricATION DE LA FormMuLE b'HoLpIirch Aux fricy-
€LOIDES ET HYPOCYCLOIDES :

I Epicycloides. — Soient Rlerayon du cercle rou-
lette et nR (n entier positif) le rayon du cercle base.
La droite ABC, telle que A et C soient symétriques par
rapport a B, est invariablement liée au cercle roulette.
Les points A et C décrivent des épicycloides égales.

Fig. 3.

Soit o I'un des angles de Ox avec AT, par cxemple
celui qui est nul lorsque D est en Dy. On a

arc DgM = arc DM,
d’ou
oy =na
et
p=a-+ou = (n-+1)a;
d’autre part,

Si = S, Sis= m(n+1)2R:, AB=BC=1/ CA=—2l

et la variation de ¢ est 2 (n —-1)= puisque a varie de 27;
k est donc égal a n + 1. Il vient donc

Sal+mn(n+1)2R(—2l) +Spl+(n+1)=l.l(—2l)=0
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et 'on en tire

-

Sa==(n+1)[8+(n+1)R?]

Remarque. — Si I >R, S, est une somme algé-
brique d’aires, I'épicycloide présentant plusieurs
boucles.

Si (SR, Pépicycloide n’a qu'une boucle et S, est
Paire intérieure.

Cas particulier : { =R. — On a alors
Sa==w(n+1)(n+ 2)6R?,

et P'aire comprise entre ’épicycloide et le cercle base
est
S=S,—rn*Rt=nR2(3n+ 2);

I'aire comprise entre le cercle base et I'arceau d’épicy-
cloide compris entre deux points de rebroussement

vaut enfin
2 R?

S =

ER R

= 3nR2 4

Pour n égal a 1, an retrouve la cardioide et & la
limite pour 7 infini, on obuient l'aire de I'arceau de
cycloide.

1. Hypocycloides. — R étant le rayon du cercle
roulette et nR celui du cercle base, on trouve, comme
précédemment, la formule

Sa==n(n—1)[(n—r1)R*— %]
et, dans le cas particulier /=R,

Sa==n(n—1)(rn—2)Re, S==zR*(3n—12),
anR?

s = §=3‘l’:R’—-
n

v

Ann. de Mathémat., 5 série, t. I. (Mai 1023.) 22
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Remarque. — Soient deux cercles de méme rayon R
roulant sur un cercle de rayon nR, I'un extérieure-
ment, 'autre intérieurement; un point quelconque du
cercle extérieur décrit une épicycloide, un point
quelconque du cercle intérieur une hypocycloide et
Pona

. H 2
2R , sn—3mRI— ax R ;

se= 3nR2+

la somme s.+ s, égale a 6wR? est donc indépendante
de n.

ArprLicaTiON DE LA FORMULE D'HoLorrca Au cas ou La
DROITE ABC PASSE CONSTAMVENT PAR UN POINT FIXE O

1° Le point A décrivant la courbe Ty, la droite OA
ne fait aucun tour complet autour de O.

I', étant une courbe fermée, il en est de méme
deTgetT; onaici k=o, dou

Sa-BC + Sg.CA +S¢.AB = o.
Dans le cas particulier ou B et C sont symétriques par

Fig. 4.

rapport a A, 'ensemble des deux courbes I'y et T'; con-
stitue la conchoide de T, et

Sg + Sg =28,
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Si le point A décrit un cercle,

Sg + S¢ = anR2.

2° Le point A, décrivant la courbeT,, ladroite OA *
Jait k tours autour de O.

T, étant une courbe fermée, T'y et T¢ sort aussi des
courbes fermées; on a

SA-B—C—'}— Sn-C—_A—FSL-KB—ikﬂA_B-EC--CT\ =0,

- ou — suivant que la droite OA tourne dans le sens
trigonométrique ou en sens contraire.

Dans le cas particulier ou B et C sont symétriques
par rapport a A, on obtient aisément

—
SIK+S(;=').(SAikTCAB ).

En supposant que T, soit un cercle décrit par A dans
le sens trigonométrique et O un point intérieur au
cercle, on a £ =1 ct 'on doit prendre le signe +.

Sn—f-S‘,:nn(R’—J:—:\—B.’)

3° Le paint O est un point simple de T,.

Il est aisé de constater que les courbes décrites
par B et C se ferment si le point A décrit deux fois la
courbe T,. La formule a apphiquer est la suivante :

28,.BE + Sy4.CA + S_-AB + A=AB.BC.CA = o.

Si B et C sont symétriques par rapporta A, les points
B et C décrivent la méme courbe et dansle méme sens.
En faisant dans la formule précédente

CA =AB, BC =—2AB et 8 =S¢,

on trouve .
]
Sg =28, +knAB .
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Exemple : Conchoide du cercle. — La courbe T, est
un cercle; £ =1. Trois cas a distinguer

a. AB<2R (R étant le rayon du cercle T,). La
conchoide admet le point O comme point double : c’est
un limacon de Pascal. )

Si = =R?, Sg=8¢=S+35,

S étant l'aire intérieure & la grande boucle et s l'aire
intérieure a la petite boucle. Si I'on pose AB =1, on a

S+s=oaonRt+ n{z
b. AB = 2R. La conchoide admet le point O comme
point de rebroussement : ¢’est une cardioide,

Sy ==R?, Sg =8¢ =8,

S étant l'aire intérieure a la cardioide. On a

S =2xR2+ =(2R)?= 6= R2.

¢. AB > 2R. Laconchoide n’a pas de point double :

SA:T»RZ, S.;:S(;:S,

S étant Yairc intérieure a la courbe. On a

S =2nR24-n /2,

Remarque. — Si B et C sont symétriques par rap-
port a A, la courbe ouverte décrite par B se raccorde
avec la courbe ouverte décrite par C.

On peut appliquer la formule (5), a savoir :

So+BC + Sg.CA + Sy. KB + £ S AB.BC.CA = o,

v
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dans laquelle on fera .

B; BC = —2AB; Sg + Sy =8,

7
]
I
n
’o
o

ou S= f z dy le long de la conchoide. On retrouve la

formule
— ¥
S =28, + Ir‘xtABz.

AppLICATION DE LA FORVULE D’HoLbITCH A UN GROUPE
DE TRO1S COURBES, DONT DFUX SONT CONFONDUES. — Les
points A et B décrivent la méme courbe et dans le
méme sens.

On a donc S, = S;. La formule d’Holditch devient

Sx-(BC + CA) + S¢-AB -+ A=AB.BC.CA = o.
On en tire
S¢ = Sp + AmAC.BC.

Si k = o, alors S;=S,; A et B décrivant une lem-
niscate de Bemoulh A = o, el comme SA__o on en
déduit S; = o.

Si k=1, alors S¢=S,+ nAC.BC; A et B décri-
vant, dans le sens trigonométrique, un cercle de
rayon R, on a £ =1, et comme S,==R? on en
déduit |

S¢ = nR2+wAC. BC,

ce que lon peut vérifier aisément, car alors la
courbe T, est un cercle concentrique au cercle T,.
On a, en effet,

AC.BC=d*—R2; dod Sg==d2
ce que donne un calcul direct.

Cas particulier : C est le milieu de AB. — En
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supposant & =1, on a .
— L
AB A
S¢=8r—=x -

Cas ou les points A et B sont confondus. — Cela
revient & dire que la droite AC reste constamment tan-
gente a la courbe T',.

La formule

Sc:SA+k1tAC-B

s’applique encore en y faisant

BC =AC, d’on S¢= S,\+k'n:-A_C.’.

Sik=1,S;=S,-+ =i% en posant AC = {.

On vérifie aisément cette formule en supposant
que T, est un cercle.

Si Ty est un limagon de Pascal décrit par A dans
un sens tel que S, =2nR?+4 =% on a A =2.0nen
lire :

S¢ = 27:(R*+ E’) + w2

Conséquence de la formule S;= S, + ={*. — Con-
sidérons une courbe I', limitée a devx points A, et A,.
Soient A un point quelconque de cette courbe, AT la
demi-tangente en ce point orientée dans le sens A A,
et sur cette demi-droite un point C tel que AC =1,
{ étant une longueur constante. Lorsque le point A se
déplace de A,a A, le segment AC balaye une certaine
aire. Sil’on convient de compter positivement toute aire
balayée par AC tournant dans le sens trigonométrique
et négativement toute aire balayée par AC tournant en
sens contraire, nous allons démontrer que I'aire balayée
par AC lorsque A se déglace de A, a A, a pour

valeur in’, 9 désignant‘/; \‘ dg, ou ¢ = (m)
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Pour établir cette formule, plagons-nous d’abard
dans le cas o1 la courbe I', forme, avec le segment ALA,,
une courbe convexe.

Lorsque A se déplace de A, a A., AC tourne tou-
jours dans le méme sens, que nous supposerons, pour
fixer les idées, étre le sens trigonométrique.

Considérons la courbe fermée constituée par Ty
et AyA,. La formule

Sc=Sa+nl2

pourra s’appliquer a condition d’adjoindre en A, et A
deux arcs de cercle de centres A, et A, et de rayons nuls.
Le point A décrivant la courbe fermée formée de T,,
de AyA, et des deux arcs de cercle précédents, le
point C décrira la courbe fermée formée de T¢, du
segment C; C, et de deux drcs de cercle G,C,, G, C| de
rayons égaux a AC.

Désignons: par S laire limitée par I“, Te AdGy
et A,C,; c'est-d-dire l'aire dont mous cherchons
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Yexpression, par o Paire limitée par T, et AjA,. On a
S¢ = o+ S + aire secteur Ao Cy Gy + aire secteur A; G, Cj,
SA =g,

En appliquant la formule S¢ =S, + ={2, on trouve

S = n{*— aire secteur Ay CyC}y — aire secteur A, G, C',

1 1 1 I
S=nlt—-Duy— -DLw=-D(27T—wg— w,) =-2w,
g lwe— S luw =7 ( 0 1) 5 o

en désignant par w, 'angle TA,C;, A, T étant paralléle
aA,C,.

Avec les conventions faites plus haut, on a

Ay P
wy =10, ou 0=f de, ¢=(0ux, AC),
“Ao
d’ou

S=-010,

ISR

Pour en déduire que la formule est générale, il
suffira de prendre sur I, les points de division
B, B,, ..., B,_, tels que les arcs AyB,, B,B,, ...,
B._; A, remplissent la condition précédente. On a
pour chacun de ces arcs, algébriquement,

i
Si = 20,12,
d’ou, pour laire totale,

S= -;-la(o.+e,+...+ fn) = éezz.

Application. — Reprenons le cas de la tractrice
(fig. 2); on déduit aisément de la formule qui précéde
'aire de la tractrice et P'aire de la courbe décrite par le
point C de la figure 2. '



