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[H10e]
SUR UNE FORET REWARQUABLE DT L'INTEGRILE
DE L'EQUATION BES CORDES VIBRANTES;

Par M. S. ZAREMBA.

I. On entend par équation des cordes vibrantes
I'équation aux dérivées partielles suivante

Nu tu

1) 2 —_ — —
( « ox? iz

= 07
ot @ représenle une constante qui peut évidemment
étre regardée comme positive. Les circonstances dans
lesquelles cette équation célébre se présente en acous-
tique sont assez connues pour (ue nous puissions Nous
dispenser d’insister sur ce sujet, en nous bornant sim-
plement a faire remarquer que, dans les applications,
le probléme d’intégration de cette équation se présente
habituellement sous la forme suivante :

. Probleme. — « Déterminer I'intégrale u de 'équa-
tion (1) dans le domaine (D) défini par les relations

(2) t2o, o<wx:l,

ou { est un nombre positif donné, de fagon a satisfaire
aux conditions que \oici :

1° Pour
3) oZxl,

on a

(4) (u)=0=f(2) ainst que <(£_l:):=o =fi(x),
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ou f(z) et fi(z) sont deux fonctions ¢ontinues don-
nées, définies dans I'intervalle (o, 7).

2° Pour
(5) t>o,
on a
(6)  (wemo=9(6)  ainsique  (&)p=r= (1),

o o(t)et $(¢) sont deux fonctions continnes données,
définies pour les valeurs non négatives de la variable ¢.»

Une étude compléte du probléme précédent est faite
depuis longtemps et, lorsque les données du probléme
satisfont aux conditions voulues pour que la solution
existe, on sait former, de diverses fagons, une formule
propre a représenter cette solution. Toutefois, il ne
semble pas que, pour la théorie du probléeme consi-
déré, on ait utilis¢ les indications qui dérivent des
recherches récentes relatives aux équations aux déri-
\ées partielles linéaires et du deuxiéme ordre ('). Or,
ces indications suggérent une marche conduisant a une
formule qui, lorsque la fonction demandée existe, fait
connaitre cette fonction sous une forme extrémement
instructive et admirablement adaptée aux applications
en Physique.

Nous nous proposons d’établir cette formule d’une
fagon tout a fait élémentaire.

2. Les notations du numéro précédent étant conser-
vées, regardons x ct ¢ comme 'abscisse et 'ordonnée
du point d’un plan ® rapporté a up systéme (S) de

(') Voir en particulier : HADAMARD, Résolution d’un probléme
aux limites pour les €guations linéaires du type hyperbolique
{ Bulletin de la Sociéte mathematique de France, 1go4, p. 242).
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coordonnées cartésiennes rectangulaires d’origine O et
soit, sur I'axe des abscisses, O'le point qui a pour abs- .
cisse le nombre /, considéré dans le probléme I. Dans
ces conditions le domaine (D), -défini par les rela-
tions (2), aura pour image géométrique une bande (B)
située dans le plan ®, limitée par le segment 00’ et
les deux demi-droites O% et O'%’, dirigées dans le sens
de I'axe des ordonnées et ayant pour origines respec-
tives les points O et O'. Cela.posé, placons-nous dans
I'hypothése suivante :

Il. Hypothése. — Le probléme L est possible et, en
outre, on peut faire correspondre a chacune des trois
dérivées secondes de la fonction « une fonction con-
tinue dans le domaine (D) et sur la frontiére de ce
domaine, égale a la dérivée seconde considérée de la
fonction « en tout point intérieur au domaine (D).

HI. Remarque. — En vertu de Phypothése précé-
dente, il correspondra a chacune des deux dérivées
premiéres de la fonction ¢ une fonction continue dans
le domaine (D) et sur la frontiére de ce domaine, égale,
en tout point intérieur du domaine (D), a la dérivée
premiére considérée de'la fonction u.

L’hypothese 11 étant adoptée, proposons-nous de
calculer la fonction u pour un systéme de valeurs don-
nées des variables x et ¢; ce systéme de valeurs aura
pour image géométrique dans le plan = un certain
point M. Evidemment il n’y a a considérer que le cas
ou le point M est situé a l'intérieur de la bande (B)
puisque, s’il était situé sur la frontiére {de celle-ci, la
valeur correspondante de la fonction u ferait partie de
I'ensemble des données du probléme. Construisons
deux lignes polygonales MM, M, et MM M/, M, dispo-

sées comme l'indique la figure 1 et telles que tout
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coté de chacune d’elles soit paralléle aI'une ou a Pautre
des droites

r—at=o0 et T 4+ at = o.

Les propriétés topographiques de la figure obtenue
varieront selon que le point M sera situé a 'intérieur

Fig. 1. Fig. 2.
T T T T
]
M, 6
5
M X
My 3 2 |z
1 :
) My WM 0 5 T
le P > l z -

de 'unc ou de Pautre des régions indiquées sur la
figure 2 ou sera un point-frontiére commun a ccrtaines
de ces régions; la figure 1 se rapporte au cas ou le
point M serait situé a l'intérieur de la région qui, snr
la figure 2, porte le n° 6.

Désignons par (P) le parallélogramme MM, 1M ¢t
par (Q) le trapéze IM, M M,. La fonction « vérifiant
I'équation (1), nous aurons les deux égalités suivantes :

0?2y d’u]
at — — — ldzxdt =o,
f,/(;,)[ ox? oat?
?u 0?u
: =
fj;!)[a v dt’]dxdt o.

En transformant les intégrales doubles précédentes
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par le théoréme de Green, on tromve :

du du
— T — =
(7) f [a dxdt'*—dtf{x_l o,
(MM IMY M
(8) [ [a’d—ud gﬁdz]:o,
. dx
(1M, Mg M, 1)

ou les intégrales du premier membre sont prises
dans le sens direct suivant le contour du parallélo-
gramme MM, IM’, et du trapéze 1M, M, M,.

Pour calculer les intégrales précédentes, considérons
un segment AB situé dans la bande (B) sur une droite
représentée par une équation de la forme

(9) z = cat -+ const..

ou ¢ cst une constante vérifiant I'équation

e2=1,

ct envisageons l'intégrale

(10) J:f[-'-jﬁdt 0"d] -

“AB

prise suivant le segment AB dc A a B.
En vertu de (g), la formule (10) donne

(€33 J=[ [a Z—ﬂ—k a-:i—]dt

<t

o] [

L

ou fy et ¢y sont les valeurs de ¢ qui correspondent aux
points A et B.

, du L., R
Representons par — la dérivée par rapport a ¢ dela

fonction dc ¢t que devient la fonction u quand on y
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regarde la variable £ comme la fonction de ¢ définie
par la formule (g).

Nous aurons
du Ju Ju

a "% T

Donc, la formule (11) donne
J=cal[u(B)—u(A)].

ou ¥(A) et u(B) rcprésentent les valeurs de la fonc-
tion u en A et B respectivement.

Cela posé, en se reportant a (10), on constate en
définitive que 'on a

w [

Ju du
A_B[a! iz dt + ' dx]: ealu(B)—u(A)].

Revenons a l'intégrale (7); elle est égale a la somme
de quatre inlégrales prises-respectivement suivant les

segments
MM, M I, IM;, M, M.

En s’appuyant sur le lemme exprimé par I'égalité (12),
on trouve pour les quatre intégrales précédentes, les
expressions suivantes :

alu(My)—u(M)]), —-al[u(l)—udM)).
aleu(My)—u(l)]. —alu(M)—u(MD)].
Par conséquent, I'égalité (7) nous donne

2afu(My) — w(M)—u(l) = u(M))]=o,
d’ou

(13) w(M) = u(My) + u(My) — u).

Passons a l'intégrale (8); elle est égale a la somme
de quatre intégrales dont chacune est prise suivant un
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segment rectiligne; trois de ces intégrales pourront

étre calculées au moyen du lemme (12), la quatriéme,
prise suivant le segment M; M,, étant égale a

2/ du
f (),

ou x) et x, représentent les abscisses des points M
et M,; la condition (4) permet de mettre I'intégrale
précédente sous la forme

Ces remarques faites, on reconnait de suite que
I'égalité (8) nous fournit 'équation suivante : )
alu(My) —u(I)] —al[u(My) — u(My)]
+ ,f,(z)dz —afu(l)—u(M;)]=o.

r3

En portant la valeur de u (1), tirée de cette équation,
dans la formule (13), on trouve

u(M)=u(My)+u(Mj)—u(My) +

—i[u(M:)-—u(M;)]—ﬁ[ fi(2) da.

Désignons par ¢,, t, et f, les ordonnées respectives
des points M,, M/ et M}, rappelons-nous que z, et
sont les abscisses respectives des points M, et M} et
reportons-nous aux conditions (4) et (6) que vérifie la

" fonction «. Nous reconnaitrons aisément que la formule
précédente pourra s’écrire comme il suit :

(14) w(M) = o))+ 4(27) —¢(ty) +
I , I Ta
—;[f(xz)—f(z‘a)]—;lr; fi(z)dz.
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" Le second membre de I’ équation précédente ne con-
tient que des éléments connus car, connaissant les
coordonnées du point M, on caleulera avec la plus
grande facilité les nombres ¢,, ¢, 5, z, et 2

Par conséquent, la formule (14) fait connaitre la
fonction « (quand elle existe) dans la région qui porte
le n° B dans la figure 2.

Il est évident d’ailleurs que l’on établirait d’une fagon
analogue la formule faisant connaitre la fonction « dans
n’importe laquelle des autre régions marquées dans la
figure 2. Ces formules permettraient, au moyen d’'une
discussion trés facile, de déterminer les conditions
nécessaires ct suffisanles que devraient vérifier les
données pour que le probléme 1 admette une solution
vérifiant I’hypothése 1I. Mais ce qui fait I'intérét de ces
formules est autre chose. Tout d’abord la formule (14)
nous apprend que la valeur » (M) de la fonction # en M
dépend non pas des données relatives a toute la fron-
tiere du domaine (D), mais seulement de celles qui se
rapportent a une partie de cette frontiére, partie nette-
ment mise en évidence dans la formule considérée et
variant avec la position du point M. La formule (14),
et les formules analogues relatives aux autres régions
indiquées dans la figure 2, sont encore intéressantes
parce qu’elles nous apprennent comment une discon-
tinuité d’une dérivée d'un certain ordre de 'une des
fonctions données ou la non-existence de certaines
relations entre les dérivées unilatérales de ces fonctions
en 'un des points O ou O' donne lieu a des lignes de
discontinuité pour les dérivées d'un certain ordre de
la fonction u, ces lignes étant toujours des lignes poly-
gonales dont les sommets et ley extrémités sont des
points-frontiére du domaine (D), les cotés de ces lignes
étant des segments dont chacun est paralléle a 'une ou
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a lautre des droites

r—at=o0 et x -+ at = o.

Le développement de ces remarques et leur inter-
prétation physique demanderait plus de place que nous
n’en disposons, mais nous croyons que le lecteur y
suppléera lui-méme sans trop grand effort. J’ajoute que
la méthode exposée ci-dessus est applicable au cas ou
le domaine dans lequel I'équation (1) doit étre intégrée
est beaucoup plus général que celui que nous avons
considéré.



