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CONGOURS D’AGREGATION DB 1922,

Mathématiques spéciales.

by

I. Un cercle (T), rapporté & trois axes rectan-

gulaires Ox, Oy, Oz, a pour équations :
' z =0, r?+ y*— at=o.

Deux tangentes fizes A, A', a ce cercle, sont ren-
contrées en M et M’ par une tangente variable T.

Montrer qu’il existe dans U'espace deux points w,
o', d’'ott 'on voit constamment le segment MM' sous
un angle droit lorsque T varie.

Exprimer les coordonnées des points w; w' en
fonction des coordonnées (z,, y,) du point de ren-
contre P de A et A'.*

On doit se trouver P pour que les points v, o'
solent réels, ou imaginaires, ou confondus?

Trouver, lorsque A et A' varient, l'équation de la
surface (Sr) licu des points v, w'.

Construire la méridienne de cette surface et
établir que (St) est le lieu des projections de lori-
gine O sur les plans tangents & un certain hyper-
boloide.

Ezxiste-t-il des points v auxquels correspond une
infinité de couples A, A'?

I. On considére une ellipse (E) ayant pour
équations : T

2 2
z=o0, 2;-1-%;——1:0 (a>0).



( 386 )

Deux tangentes fixes A, &', a cette ellipse, sont
rencontrées en M et M’ par une tangente variable T.

Montrer qu’il existe deux points w, w' de U'espace,
d’oi lon voit le segment MM' sous un angle droit,
lorsque T varie.

Ezxprimer les coordonnées (z, y, = z) de w', w en
Jonction des conrdonnées (xo, yo) du point de ren-
contre P de A et A'. .

D'apreés la nature de la question, prévoir géomd-
triguement ou doit se trouver le point P pour que w
et w' soient confondus, et en déduire une décom-
position en facteurs de l'expression de z*. Discuter
la nature des points w, w' suivant la position de P.

Former l'équation de la surface (Sg) lieu de o,
o', lorsque A et A' varient. Les sections de (Sg) par
les plans xOz et y O3z comprennent chacune un
cercle et un ovale de Cassini que U'on construira.
On étudiera aussi la section par zQOy.

Quels sont les couples A, A" auzxquels correspond
une infinité de points v, w'?

Quels sont les points » auxquels correspond une
infinité de couples A, A'?

IllI. La droite ww' rencontre en un point 1 le
plan zOy. Montrer qu’a un point 1 (a, 3) donné
correspondent trois points P que l'on désignera
par P, P,, P,. Etablir que ces points sont réels en
méme temps que le point 1 et qu’ils sont situés sur

Uhyperbole d’Apollonius relative a ce point. (On

pourra prendre comme inconnue auxiliaire

az?‘:.ﬂ).)
Ty

Former en fonction de (x, B) léquation du
cercle (K) circonscrit au triangle P, P,P;.
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Vérifier que (K) coupe le cercle orthoptique
de (E) en deux points symétriques par rapport a O,
qu’il passe par le symétrique de 1 par rapport a O,
et enfin qu’il passe par le symétrique de 1 par rap-
port au centre de U’ hyperbole d’ Apollonius. Déduire
de la une construction du cercle (K) et des points P,
P,, Py, et que, I étant réel, les points correspon-'
dants P, Py, Py sont réels.

Nota. — Il sera commode de définir les tangentes
a (T) ou (E) en fonction rationnelle d'un para-
métre, et de définir un point du plan au moyen des
paramétres des deux tangentes qui passent par ce

point (').
Sorutiox par M. J. LEMAIRE.

I. Les coordonnées d’un point du cercle étant
a(l— t2) 2at ' .
== etl—_:—ﬁ, les tangentes A et A’ aux points (¢)
et (¢') ont pour équations
(A) (r=t)x +2ty = a(1+12),

(A" 1=tz +2t'y = a(1+ t'?),
et se coupent au point
a(1— 1)
—_—

1+ tt'

a(t+1),
[ 7

x,=

YYo=

—~
lae]
~
— —

2
4t = L,
a +'z,
a—x,
a—+ z,’

(') Le probléme comporte deux autres parties; nous en donne-
rons ultérieurement I'énoncé, avec la fin de la solution de M. Le-
maire.
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la tangente en un point arbitraire (T) du cercle coupe
les précédentes aux points

_a(1—1T)
= a—+1T
_a(+T),
~ 1+1tT’
. a(1—t'T)
~ z 1+t¢'T

(M)

b
MI
() a(t’'+T)

Y 1+¢T

La condition pour que le segment MM’ soit vu d’un
point w (X, Y, Z) sous un angle droit est

(X—2) (X—2')+ (Y= ) (Y — ') + L= 0;

remplagons x, y, x', ' par leurs expressions et écri-
vons que cette relation est satisfaite pour toute valeur
de T, nous obtenons

(X+a)tt+ (Yt—a)(Yl'—a)+Z12tt'= o,
(X2—a2)(t+2)+(Y—al)(Y!'— a)
+(Y—at')(Yt—a)+22t+t)=o0,
(X—a+(Y—at)(Y—al')+22=o;
d’ou, en éliminant Z2,
Ge'X + (t+ ) (t'—1)Y = a(2t'2—1),
20+ )X+ (2+t2—2)Y = a(t + )1+ tt');

ou, en introduisant z,, ¥, a I'aide des formules (1), ~

(a*—x3)X — 20y Y =— a'z,,

. 7Y — yoX =o,
el par suite

2
sz _ @
Zy+ys—a
Y = a’_yo .
(Y= 5=
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alors
L=—(X—a)—(Y—at)(Y—at)
=—(X—a)—=Yta(t+1t)Y—aet,

et, aprés simplifications,

71— a*(xi+ y}—2a?)
T (@wi+yi—al)

Finalement, les coordonnées des points w, w' sont
données par
atr,”
a3+ y§—a*’

a?y,
(2) (v, ") I Y= a‘3—+—_y3—a'2’ .
a*(ri+ yt—2a?)

72 =
3+ 3=y

Ces points sont réels et distincts, confondus, ou
imaginaires, tant que P est a distance finie, suivant que
-

>
z§-+)§— 20220,

c’est-a~dire suivant que P est extérieur au cercle de
Monge de (T'), sur ce cercle, ou intérieur a ce cercle;
si A et A’ sont paralléles, les expressions ci-dessus se
réduisent A X =Y =Z = o, les points » et w’ se con-

fondent en O.

Surface (Sp). — L'équation de la surface lieu des
points w, ' s’obtient en éliminant z, et y, entre les
relations (2), éliminationaisée si 'on pose 22+ y2=1;
on trouve

(X2 Y2 Z2)— 202 (X2 + Y2 —Z2) = o,

qui représente la podaire du point O par rapport & Phy-
perboloide

X2+ Y~—Z’-—2a’=0;
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c’est une surface de révolution d’axe Oz, dont la méri-
dienne est la lemniscate

(X2 Z2)2—2a?(X?1—72) = o.

Supposons donnés w, o' et par suite leur projec-
tion 1(X, Y) sur le plan du cercle (T), tout point P
qui leur correspond est déterminé par

X(rj+y3— a?) — atzxry=o,

Xyo— Yry=o,

équations en z,, ¥, qui représentent un cercle et une
droite; donc a un couple de points w, o', qui doivent
étre pris sur (Sr), correspondent deux points P; ces
deux points sont réels, car 'équation

(N2+ Y2t — a?Xry—a2X2=0

qui donne leurs abscisses a des racines réelles;
comme (x7—+ ¥2— a?) a le signe de x, X, un point
P(z,, yy) sera extérieur ou intérieur au cercle (I')
suivant que x, et X seront ou non de méme signe, et
puisque l'équation ci-dessus a deux racines de signes
contraires, l'un des deux points P sera extérieur,
Fautre intérieur a (T'); il y a donc toujours un, et un
seul, systéme de deux tangentes réelles A, A’ corres-
pondant & un systéme de points w, ', & moins toute-
fois que ces points comncident avec O, auquel cas A
et A" sont deux tangentes paralléles quelconques.
Géométriquement, considérons trois positions de la
tangente variable, et sotent MM/, MM/, M, M, les seg-
ments correspondants limités & A et A'; ces deux tan-
gentes fixes n'étant pas supposées paralléles, les milieux
des segments ne sont pas en ligne droite, car le lieu de
ces milieux est une hyperbole, et les sphéres ayant ceg
segments comme diamétres ont deux points communs
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w et w’ symétriques par rapport au plan de (T'); si mm'
est un segment variable limité a A et A’ et vu de w sous
un angle droit, m et m’ décrivent deux divisions
homographiques; comme ces deux systémes de divi-
sions homographiques ont trois groupes M et M', M,
et M, M, et M;, de points homologues communs, ils
coincident, autrement dit tous les segments tels que MM’
sont vus de w, comme les trois premiers, scus un
angle droit.

Ce raisonnement, qui établitl’existence des points v
et o', est applicable a tout systéme de points M et M’
formant deux divisions homographiques sur deux
droites fixes A, A’, en méme plan ou non, pourvu que
le milieu de MM’ ne décrive pas une droite, c’est-
a-dire que les divisions ne soient pas semblables; il
montre donc l'existence des points », w' quand on
remplace le cercle (T) par une ellipse ou une hyperbole
(deuxiéme partie), et aussi quand M et M' sont les
traces, sur deux génératrices de méme espéce d’'un
hyperboloide, d’une génératrice variable de l'autre
espéce (quatriéme partie).

Autrement : revenons au cas du cercle, etsoient p
et u’ les traces sur OP du cercle de diamétre MM'; si
autour de p on fait tourner deux droites rectangu-
laires, les cordes qu’elles interceptent sur le sys-
téme A, A" enveloppent une conique de foyer w et
d’axe OP, laquelle a, avec le cercle, outre A et A', deux
tangentes communes symétriques par rapport a OP; il
n’existe done, outre MM, qu'un segment analogue vu
de @ sous un angle droit, et le cercle ayant ce segment
pour diamétre passe aussi en p’, de sorte qu’au point p
correspond un point y' et un seul. Il y a réciprocité
entre ces points, qui déterminent sur OP deux divisions
en involution; et si I est le point central, Ipn><1u' a



(3y2)
une valeur constante; les sphéres de diamétre MM’
coupent donc en deux points fixes, qui sont les points w
et o' de la question, la perpendiculaire en I au plan du
cercle.

En considérant les positions de MM’ paralléles a A
et A’, on voit que I est 'orthocentre du triangle PDD’,
DD’ segment perpendiculaire en O a OP et limité aux
tangentes fixes; cette remarque permettrait, connais-
sant [, de retrouver P.

Signalons aussi la relation

a2+ 2at= 2.—(_)_1—)2,
facile a établir en considérant w comme situé a la fois
sur la perpendiculaire en I au plan du cercle donné et
sur une sphére dont le diamétre MM’ est perpendicu-
laire a OP.

Soient A et A’ les points ou (I') coupe OP, Aa et A'a
les tangentes en ces points limitées a A; les sphérés de
centres A et A, et de rayons Aa et A'a’, ont en
commun les points w et ' dans le plan perpendiculaire
au plan de (I') suivant OP, et 'on a

wA oA'=aA.a'\' = a?;

le liea de w et o’ est, dans ce plan, la lemniscate de
foyers A et A’ : c’est la méridienne de (Sr).

II. Représentons par
_ali—1)
e

a2bt
[+ {2

y:

les coordonnées d’un point quelconque de Vellipse (E);
les tangentes A et A" aux points (¢) et (¢') ont pour



(393)

équations
(A) ! b(1—t)yz-+2aty =ab(i+ 12),
a') - b1 —t'")x +2at'y = ab(1+t?),

et se coupent au point

a(i1—tt')
Tt
b(t+1),

TN

d’ou ) .

L aay,

T b(a +z,)’

Ty = 9

(r)

0

t+t
(1)

a — x
' 0.
t = —2;
a + Xy

les points M et M’ ot ces tangentes fixes sont coupées
par la tangente en un point variable (T) ont pour

coordonnées

_a(t—tT)
T= T
_b(l—&—T).
T oa+tT

?

(M)

_ali—tT)
1+ tT
,_b(t'+T)
T+ rT

(M)

En écrivant que MM’ est vu d’un point o (X, Y, Z)
sous un angle droit, et conduisant le calcul comme
dans la premiére partie, on trouve d’abord

X — Zo(b*+c2y})
s T T bzl 4 alyl— atht’

(2)

' Y= yo(a*— ctz}d)
T birj+ atyl—atbl’

Ann. de Mathemat., 5° série, t. 1. (Juillet 1933.) 29
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puis
Zt=—(X —a)— (Y —bt)(Y — bt')
=—(X—ayp— Y b(t+t)Y —bree
= [Ze(&t+ctyd) ) yi(at —ctzp)
E, I R R
2ayj(at—clz}) b*a—um)
Eo(a + xy) a+mz,
ou

E¢y=0t2} + aty}— a2b2.

Remarquant que les points w et ' doivent coincider,
et par suite Z?* étre nul, si P appartient au cercle de
Monge de I'ellipse ou a I'une quelconque des directrices
réelles ou imaginaires, on met aisément Z* sous la
forme

) 72 EEAA—@l= 0 (@ = ctah) (B egd),
N

Les formules (2) et (3) établissent l'existence des
points w et w’, et donnent leurs coordonnées; de
Pexpression de Z2, il résulte que ces points sont réels
et distincts si P est situé entre les directrices réelles
de lellipse et son cercle de Monge, confondus s'il
appartient a I'une de ces lignes, infaginaires dans le
cas contraire.

Quand P appartient a une directrice, w et ' coin-
cident avec le foyer correspondant; quand il appartient
au cercle de Monge, w et o' coincident avec lui.

Surface (Sy). — Pour obtenir 'équation du licu
de w et »’' quand A et A’ varient, revenons aux équa-
tions qui déterminent ces points :

(X—a2+Y2+Z2—bY(t+ ')+ b2t =0,
(4) (r—bY(t+t)+[(X+ap+ Ye+12]tt' = o,
20Y — (X2 Y3+ Z2— ) (t+ ')+ 2bY et =0,
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et éliminons ¢ et ¢’ entre elles; il vient

(X—a)+ Y24 722 bY b2
b2 bY (X+a)+ Y+ 7t
2bY X+ Y2422 — c? 2bY

équation qui s’écrit aussi

(U2 + a2+ b2) (U2+ ¢2) (Ut—c?)
—4a2X?(U2—c?) — 462Y2(U? +¢?) = o,

en posant U?= X2+ Y24 7Z*, et qui représente une
surface tricirculaire du sixiéme degré. Son intersection
avec le plan £ O z a pour équation

(X2 4 Z2+ a2+ b3) (X2 4 L2+ @2 — b?) (X2+ Z1— c?)
—jarX2 (X2 22— c?) =0,

et est formée d'un cercle décrit sur Ja distance
focale FF' de (E) comme diamétre, et de I'ovale de
Cassini représenté par

(X —a)t+ Z2] [(X + a)? + Z2] = b%,

qui touche le cercle précédent aux foyers F et I/, et a
lui-méme pour foyers les sommets du grand axe de
Iellipse; cet ovale se compose de deux courbes
fermées.

La trace de (S.) sur le plan y Oz se compose de
méme d’un cercle imaginaire passant aux foyers ima-
ginaires de (E), et de 'ovale de Cassini

[(Y —b)2+ Z2] [(Y + b)*+ Z2] = a*,

lequel contient lui-méme ces foyers, est formé d’une
seule courbe fermée, et-a pourfoyers les extrémités du
petit axe de D'ellipse; chacun de ces ovales s’appuie
en deux de ses sommets sur le cercle de Monge de
Pellipse.

= o,
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Sur le plan méme de Dellipse, la trace de la surface
a pour équation

(X2 Y2+ at+ b2) (X2 + Y24+ 2)( X2+ Y2 — ¢?)
—farX2(X2 Yt—c?) — (b2Y2(X2+ Y2+ c2) = o,

qu’on met aisément sous la forme suivante (en ayant
recours par exemple aux coordonnées polaires) :

(X2 Y!—a?— b)) (X — )2+ Y2 [ (X +¢)2+ Y2] =0,

laquelle montre que la trace de (S,) se compose,
comme on pouvail le prévoir, du cercle orthoptique et
des tangente- isotropes de Dellipse.

Remarque. — Ecrivons les équations (4), qui
déterminent w et ', sous la forme suivante :

X2 Y24 Z2—0uaX —OY(t+t') + at+ b2t = o,
(N2 Y2+ Z2) ¢+ aXtt —OY(t+ )+ a2tt’'+ b2 =o,
(X2 Y2 Z) (Lt + ) —20Y (1 + L) — (a2 = b2)(t + ') = 0
multiplions respectivement par — 2tt’, — 2, et (¢+¢')
les deux membres de chacune, et ajoutons membre a

membre les nouvelles équations, les termes du premier
degré en X, Y, Z s’éliminent et 'on trouve

(6—t)2X24- Y222+ @2+ DY) =902t + ') 202 (tt' — 1)

si le diamétre conjugué de OP coupe A en D, les
coordonnées de ce point sont

a(l'+t) _
t—¢

bt —1) ]
T—¢

de sorte que la relation ci-dessus peut s’écrire

— 1—2
Ow + a2+ 62=20D .



( 397) -

Pour abréger, nous ne discuterons pas les formules
qui lient aux tangentes & et A’ les points w et o', et
nous terminerons la deuxiéme partie de la question par
des considérations géométriques.

D’abord, le raisonnement fait dans la premiére
partie prouve I'existence des points © et ' pour deux
tangentes A, A’ qui se coupent a distance finie.

En considérant les tangentes respectivement paral-
léles a A et A, lesquelles coupent A’ en D, A en D, sur
le diamétre conjugué de OP, on voit que la droite ww’
est perpendiculaire au plan de Vellipse au point I,
orthocentre de PDD' : le point P, étant a la fois sur le
diametre OP et sur la perpendiculaire menée de I ala
direction conjuguée de ce diamétre, appartient a
Uhyperbole d’ Apollonius relative a l.

Particularisant la tangente variable, nous voyons
que w et w’ sont les points communs a la droite précé-
dente menée par I et a une sphére dont le diamétre MM’
est parallele a DD', et il est alors aisé d’établir géomé-
triquement la relation entre Ow et OD obtenue plus
haut.

Si les tangentes A et A' sont paralléles, de direc-
tion quelconque, les hauteurs issues de D et D’, points
de contact de ces tangentes, dans le triangle PDD’,
sont paralléles, I est rejeté a I'infini, v et o' sont sur le
cercle de l'infini, qui appartient d’ailleurs a la sur-
face (Sg), puisqu’il est commun a toutes les sphéres de
diameétre variable MM,

Si A et A sont tangentes aux sommets de U'axe
Jocal, il leur correspond une infinité de points w et /',
qui forment le cercle de diamétre FF' dans le plan
perpendiculaire au plan de Dellipse, cercle commun,
dans ce cas, aux sphéres de diamétre MM'.

Si A et A sont tangentes auxr sommets du petit
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are, infinité de points » et w/, imaginai;es, dont le
lieu est le cercle imaginaire passant aux foyers ima-
ginaires de 'ellipse, dans le plan perpendiculaire au
plan de la courbe, et ayant le méme centre qu’elle.

Si P appartient au cercle de Monge, les deux
points w et v’ se confondent évidemment avec lui.

Enfin, s¢ ce point appartient a une directrice,
toutes les sphéres de diamétre MM’ passent au foyer
correspondant, ou viennent se confondre les deux
points w et w'.

Dans le plan Oz, outre le cercle trouvé ci-dessus,
la surface (Sg) posséde encore les points w, w’ prove-
nant des tangentes A, A’ dont le point commun P est
sur Ox; considérons deux pareilles tangentes, et appe-
lons a et a' les points ot A est coupée par les tangentes
a (E) en ses sommets A et A’ de I'axe focal : les
sphéres de centres A et A’, et de rayons Aa et A’ d,
onit en commun les points w et ' dans le plan O3, et
Pon a

wA . wA'=aA.a' A= b2,

le lieu de w, o', quand P se déplace sur Oz, est dans
le plan 205 I'ovale de Cassini de foyers A et A’ et
passant aux foyers F et F' de l'ellipse; démonstration
analogue pour le plan yOs. -

Remarque. — Tout ce qui précéde s’appliquerait,
avec des modifications de détail, si 'en remplagait
I'ellipse par une hyperbole.

Examinons le cas ou la conique donnée est une para-
bole (1) de foyer F. Pour deux tangentes données A
et A’ non rectangulaires, les points w, w’ n’existent
pas, comme on s’en rend compte en considérant la
tangente rejetée a I'infini.

]%tudions le cas'ou A et A’ sont rectangulaires, leur
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point commun P étant sur la directrice : il existe pour
deux telles droites une infinité de points w, dont
I'ensemble forme le cercle de diamétre FP dans le plan
perpendiculaire au plan de (I); et quand P décrit la
directrice (L), ce cercle (FP) engendre la surface (Sy)
lieu de w; si L est le point ou I'axe de la parabole
coupe ladirectrice, cette surface est la transformée par

inversion, de pole F et de puissance FI—:, du cylindre
de révolution qui a pour trace sur le plan de la para-.
bole le cercle de diamétre FL.

Les plans passant par (L) la coupent suivant des
cercles qui sont les inverses des cercles du cylindre;
ces deux familles de cercles constituent les deux sys-
témes de lignes de courbure de (Sp). La droite (L) et
la perpendiculaire en F au plan de (I1) sont sur la sur-
face, qui ne contient comme autre droite que la droite
a l'infini dans les plans perpendiculaires a 'axe dc la
parabole.

(Sn) est 'enveloppe des sphéres passantien F et
ayant leurs centres sur la parabole donnée, les cercles
de contact étant les cercles (FP); elle est aussi 'enve-
loppe des sphéres orthogonales a la sphére de centre L,
de rayon LF, et ayant leurs centres sur la parabole
focale de (II), les cercles de contact étant les cercles du
second systéme de lignes de courbure. (Sg), qui est du
troisiéme degré, est une cyclide de Dupin particu-
liére.

IIl. Le point I ou ww' coupe le plan de V'ellipse a
pour coordonnées
_ zo(bt+ cryd)
T bizi+ atyi— arbr’

p_ )’0([‘5“‘0113) .
T bzi+ atyl— ath?

xa

(N
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L’hyperbole d’Apollonius relative aIa pour équation

(H) ctzy + b2Bxr —atay =o

et 'on vérifie immédiatement que

c2xoyo+ b2 Bry— atay,=o,

en substituant a o et 2 leurs valeurs ci-dessus : les
points P correspondant a un point 1 donné sont donc
bien sur I'hyperbole (H). lls sont aussi sur les coniques
représentées par les équations

aE = bz + y(atay — b2Bz),
BE = aty — x(a%ay — b2fx)

ou E = brat+ atyr— a?b?,
qui peuvent encore s’écrire

(C) ax?+ fry — b2r — ata =o,
(¢ By?+azxzy —aty —b28 =o.

Ces deux coniques, ayant une direction asymptotique
commune, ont trois points communs P, P,, P; a dis-
tance finie.

L’équation générale des coniques qui passent par ces
trois points est

czy + b2fr — atay + A(axr+ Pry — brr — a?x)
+ p(Byr+azy—aty —b2f) =o,

qui représentera un cercle si

ct+ A + pr=o,
Ax = pB,
d’ou
—_ B
e T
cto

B
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Le cercle (K) circonscrit au triangle P, P, P, a alors
pour équation

(K)  craf(at+y?) — 621(a+ P2+ )z
“+ ata(at+ f1— o) y — ctaf(at-+ b2) =o.

Cette équation pouvant s’écrire

craf(xr+ y?— a?— b?)
— b2B (a2 B2+ 2) v+ ata(al+ B2—c?)y = o,

I'axe radical du cercle (K) et du cercle orthoptique
de (E) passe en O, (K) coupe ce cercle en deux points
symétriques par rapport a O.

On vérifie par un calcul simple que (K) passe au

a?+ b? a? + b?
BT T ;3

point I'(—a, —8) et au point I" <

symétrique de I par rapport au centre de I'hyperbole.

Construction de (K). — 1l suffit de construire le
cercle passant aux points I’ et I” et coupant le cercle de
Monge en deux points diamétralement opposés, conte-
nant par suite le point I” de la droite O’ déterminé
par la condition B

ﬁ”.m"’=—(a’+ b%),

I” est intérieur a la branche de (H) qui ne passe pas
en I, par suite les trois points communs au cercle et a
I'hyperbole, autres que 1’, sont nécessairement réels.

Ce résultat peut étre obtenu analytiquement comme
il suit : les coniques (H) et (C) ont un point commun
a I'infini dans la direction Oy, et leurs points communs
a distance finie sont P,, P,, P;. L’¢quation de (H)
pouvant s’écrire

at(a—z)  b(B—y)
T - y ’
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si nous appelons X la valeur de ces rapports, d’ou-

_ ata
=

b
Y=

a toute valeur de ) correspond un point de I'hyperbole,
et les valeurs de A qui déterminent les points P sont les

Fig. 1.

"1/

racines de I'équation obtenue en substituant & z et y
les expressions ci-dessus dans I'équation de (C), savoir :

S(A)=a2a?(b2+ \) + b2B2(a?+ A)
— b (at+ 1) (624 N) — (a2+ A2 (b2+A)=o.

Si dans f()) nous remplagons successivement A
par —o, —a?, — b? et + o0, nous trouvons - oo,
—a*c?2?, b2c?PB?, — o : l'équation a donc trois
racines rée‘lles, et les trois points P sont bien réels en
méme temps que I. ’

(A suivre.)



