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DE 

MATHÉMATIQUES. 
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SUR LA THÉORIE DES FORMES LINÉAIRES; 

PAR ÉMILE B O R E L . 

On expose généralement la théorie des formes 
linéaires comme conséquence de la théorie des équa-
tions linéaires et des déterminants ; il me paraît inté-
ressant de montrer comment on peut l'exposer direc-
tement. Cette manière de procéder familiariserait les 
élèves avec des méthodes féconides en analyse. 

THÉORÈME I . — Une fonction continue qui satisfait 

à V équation fonctionnelle 

(1) cp(jc-Hj) = 9(ar)H-(p(jr) ̂  

est nécessairement de la forme = A dési-

gnant une constante. 

On déduit aisément de ( i ) que, a étant un nombre 
rationnel, on a 

(2) <p (*x) = a? O ) 

et l'hypothèse de la continuité entraîne l'égalité 
quel que soit a. Il suffit, dans (2),.de poser a = X , 

Ann. de Mathémat., 5* série, t. I I . (Octobre I9?3.) ' I 
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x = i, y ( i ) = A pour obtenir 

< p ( X ) = A X , C . Q . F . D . 

T H É O R È M E I I . — Une fonction continue de n varia-

bles qui satisfait à Véquation fonctionnelle 

( 3 ) ^ + •••> XN + JTN) 

nécessairement de la forme 

«p = A.ja?i 4- A2 a?* -t- ... -H A 

oà A n A2 , . . ., A„ désignent des constantes. 

Pour abréger les écritures, bornons-nous au cas de 
deux variables (1 ). On obtiendra, comme dans le théo-
rème I, 

ay) = a? O , y ) . 

De même 

et, par suite} 

9(aa?-f- a/-4- = a<p(#, 4- ¡ t y l ^ j i ) . 

Il suffit de poser 

= o j J = o, JKi = i ; 
a = X, p = 

<p(i, o ) = A, o ( o , i ) = B; 

pour obtenir 
<p ( X , Y ) = A X -f- B Y . C . Q . F . D . 

( * ) On pourrait aussi ramener le cas de plusieurs variables au 
cas d'une seule au moyen de l'égalité 

Mais la méthode du texte me paraît plus instructive. 
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D É F I N I T I O N S . — On appelle forme linéaire un 
polynome homogène du premier degré. On dit que 
k formes linéaires sont indépendantes lorsqu'elles peu-
vent prendre des valeurs quelconques, pour des valeurs 
convenablement choisies des variables. Il existe au 
moins un système de n formes indépendantes à 
n variables, ce sont ces variables elles-mêmes 

Le théorème II peut être énoncé sous la forme abrégée : 
Véquation fonctionnelle ( 3 ) caractérise les formes 

linéaires à n variables. 

THÉORÈME 111. — Etant données k formes linéaires 

indépendantes à n variables, /2, . . p o u r 

qu'une (k -h i)ième formeconstitue avec elles un 

système de kformes indépendantes, il faut et il 

suffit quHl existe deux systèmes de valeurs des 

variables xt, x2, xn\ yt1 y2, donnant 

aux k premières formes les mêmes valeurs al7 

. a u et à fk+\ deux valeurs distinctes au+\ 

et bh+K (ak+i — bk+i^o). 

Donnons-nous k -h i nombres arbitraires m2l ..., 

mjc, mk+\- Les formes /2, . . ., /* étant indépen-
dantes, il y a des valeurs u2, ..., un des variables 
qui leur font prendre les valeurs m { , m2, mk\ 
pour ces valeurs la forme fh+\ prend la valeur 
Si l'on pose 

Ui-+- X (xx — jKi), X (#2—7î)3 . . . , 

les formes données prendront pour . . . , vn les 
valeurs données miy m2, . . m p o u r v u que X 
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soit donné par la relation 

X («¿-M — bk+t ) = mi+i. 

Le théorème IIf entraîne le corollaire suivant, qui 
n'est en réalité qu'une autre forme de son énoncé. 

COROLLAINE. — Etant données k formes indépen-

dantes J\, /2, .. ., fk et une k -h iième forme quel-

conque /a+i, de deux choses l'une : ou bien les k-|-i 
formes sont indépendantes ou bien, lorsque Von 

assigne aux k premières des valeurs quelconques 

a{, a2, . .ah, la valeur de /A+î est déterminée 

d'une manière unique. Plaçons-nous dans ce dernier 
cas et considérons, outre le système des valeurs 
a2, . • - , «a, un autre système quelconque , 62, . . . , bk 

et enfin le système c,, c2, . . C k défini par les rela-
tions 

Cl — « i H- 61, . . . , C/,- = «A- -h . 

Il est clair que si l'on désigne par x)5 l'un 
des systèmes des valeurs des variables qui donnent aux 
formes les valeurs a2, . . a * , par yiy y.2l ...., yn 

l'un des systèmes qui leur donnent les valeurs 
62, . . b k - , le système 

Zi — xt -4- yt, . . . , zn = xn - h yn 

sera l un des systèmes qui leur donnent les valeurs 
c2, . . . , Ck- On en conclut que la valeur correspon-
dante de /A+M qui, par hypothèse, est déterminée, 
est égale à <**+, + 6 * + l . 

Par suite ( { ) , en vertu du théorème II, la forme /*+4 

est une forme linéaire en /\, /2, . • - , /a- Donc : 

THÉORÈME I V . — Lorsque Von a k formes indé-

( 1 ) Nous admettons ici la continuité, qu'il serait facile de prouver 
par des raisonnements élémentaires. 

On peut par exemple utiliser le fait que la valeur de ^ donnée 
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pendantes à n variables, une k -f-1iènle forme quel-

conque, ou bien constitue avec /,, ..., fk un système 

de k - B I formes indépendantes, OÎ/ est une 

forme linéaire en j\, f2, .. 

Il ne reste plus, pour compléter ce théorème, qu'à 
démontrer un dernier théorème. 

THÉORÈME V . — Il ne peut pas exister plus de 

n formes indépendantes à n variables. 

Nous supposerons le théorème établi pour n — i 
variables. Soient alors /<,/2> ...,/,/4.i, w + i formes 
indépendantes à n variables xn x2, ..., xn. Si aucune 
de ces formes ne renferme xn, cela contredit l'hypo-
thèse qu'il ne peut y avoir plus de n — i formes indé-
pendantes à n — i variables. Soient donc /w+, le 
coefficient différent de zéro de xn dans fn+% et / f, 
/2, . I n les coefficients de xn dans/i,/2, • •••> fn \ les 
formes 

g\= ln-h\fl— l\fn-h\i 

§1 = ln->r\fl— /./.+!, 
; • • • • Î 

b n — ln-¥\fti — tnfn-hl 

sont à /z>:— i variables ; elles peuvent prendre des 
valeurs arbitraires b t, b2, . . . , 6«, puisqu'il suffit de 
poser / n + l — 

¿>! -f- ¿Z„-H 

ln <2/n-i 

dans le calcul du théorème III est une fonction continue de ; 
on a ainsi une démonstration par récurrence. 

Bien entendu, le fait sur lequel on s'appuie est le suivant ; l'un des 
systèmes de valeurs des variables, qui donnent à des formes linéaire» 
des valeurs infiniment petites, est infiniment petit. 
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et que • • fn+\ sont supposées indépendantes. 
L'hypothèse est donc contredite et le théorème est 
démontré. 

On en conclut immédiatement que, si l'on a un sys-
tème de n formes indépendantes à n variables, il existe 
un seul système de valeurs des variables leur faisant 
prendre des valeurs données, car s'il existait deux tels 
systèmes, dans lesquels les variables n'auraient pas 
toutes les mêmes valeurs, on aurait par exemple xs = a 
et xi = j3, et la forme xt constituerait avec les formes 
données, d'après le théorème III, un système de n-|-i 
formes indépendantes. 

On remarquera que les démonstrations données ne 
se contentent pas de prouver l'existence de certaines 
relations ou de certains systèmes de valeurs des 
variables, mais donnent le moyen de les déterminer. 
D'une manière précise, elles donnent le moyen de 
traiter tous les problèmes relatifs à k -f- i équations 
linéaires 011 à k -f- i formes lorsque l'on sait traiter les 
mêmes problèmes pour k équations ou k formes. 

R KM A R Q U E . — Pour donner un exemple de la facilité 
avec laquelle les théorèmes établis permettent de 
démontrer toutes les propositions relatives aux équa-
tions linéaires, proposons-nous de prouver que lorsque 

Von donne les valeurs de k formes linéaires indé-

pendantes à n variables (k < n) les valeurs de n — k 

précisément de ces variables peuvent être prises 

arbitrairement. En effet, si chacune des n variables 
¿ri, ? xn était déterminée, ces n variables seraient 
des formes linéaires en/i,/2 , • comme ces formes 
x^ x2, ..., xn seraient indépendantes, on est en con-
tradiction avec le théorème III. 

Nous devons donc admettre qu'une des variables au 
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moins, par exemple x{ forme avec /u/2, • un 
système de k + 1 formes indépendantes. 

Si l'on a k -f- i ni on peut raisonner sur ce nou-
veau système comme sur le précédent; si xn 

s'exprimaient linéairement au moyen de ces A*—|— 1 
formes, comme c'est le cas aussi pour x1, on aurait 
n formes indépendantes de k -f-1 < n variables. Il y a 
donc au moins une variable x2 qui constitue avec fK, 

fii • • fk-> ocK un système de k-\-i formes indépen-
dantes. On continuera de même et l'on adjoindra 
d'autres variables .. . , xp jusqu'à ce que l'on ait 
k p — n) on a alors n formes indépendantes à n va-
riables et xp+1, ..., xn s'expriment nécessairement au 
moyen de ces n formes. 

On voit que le théorème essentiel est le théorème III, 
d'après lequel, lorsque l'on donne les valeurs d'un 
certain nombre de formes linéaires (indépendantes), 

la valeur de toute autre forme linéaire est, ou bien 
absolument déterminée, ou bien entièrement arbitraire. 
Cet énoncé s'étend de lui-même au cas où l'on y sup-
prime le mot (indépendantes). 

[ O ^ a ] 

SUR LA GÉOMÉTRIE DE LA FORMULE DE STOKES ; 

PAR A. BUHL. 

1. On trouvera, dans ce qui suit, quelques dévelop-
pements qui pourraient s'ajouter au Chapitre II de mon 
opuscule intitulé Géométrie et Analyse des inté-

grales doubles (* ) . Je ferai quelques renvois à cette 

(1) Collection Scientia, n° 36 ( Gauthier-Villars et O , éditeurs) 
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publication (indiquée simplement parles initiales I. D. ) , 
mais cela n'empêchera pas les lignes qui suivent de se 
suffire aisément à elles-mêmes. 

Il s'agit d'intégrales doubles du type stokien, c'est-
à-dire de la forme 

étant réalisée. Ces intégrales ne dépendent que du 
contour C de la cloison S et, qu'on les réduise explici-
tement 011 non à des intégrales de ligne étendues à C, 
elles ont des propriétés géométriques spéciales et par-
ticulièrement intéressantes. 

Je reviens surtout sur des volumes tournants dont 
les propriétés se rattachent aux résultats généraux de 
M. G. Kœnigs ( Journal de Mathématiques, 1889), 

mais qu'on peut cependant voir sous des aspects élé-
mentaires et directs bien dignes d'être signalés. 

Je termine avec des sommes abéliennes de volumes 
coniques. En toutes ces questions, on rencontre beau-
coup d'équations linéaires aux dérivées partielles dont 
la complication varie avec des modifications d'énoncés 
toujours faciles à apercevoir. On a ainsi le moyen de 
constituer une mine de problèmes sur lesquels les can-
didats à l'Agrégation pourront méditer utilement. 

2. Volumes tournants V et surfaces de révolution. 

— On sait, et il est d'ailleurs bien facile d'établir, que 
si une portion de surface, ou cloison S, tourne, dans 
l'espace, autour d'un axe A B passant par A (a , 6, c ) et 
de cosinus.directeurs X, a, v, le volume coronal en-

la condition 
à¥ OG dU 
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gendré est ( I . D., p. a5) 

( o v = 2 . / R 

P Y 
X {j. v da. 

x — a y — b z — c 

Pour éviter toute difficulté, nous supposerons que AB 
est complètement extérieur à S. Comme d'habitude 
a, {î, y s o n t les cosinus directeurs de la normale à S en 
l'élément d<j. 

Si cette cloison S, ou simplement son contour C, 
faisaient partie d'une surface de révolution d'axe AB, 
il est clair que V serait nul, remarque, qui conduit 
immédiatement à cet énoncé : Si Von égale à zéro le 

déterminant de Vintégrale double exprimant V, on 

obtient Véquation aux dérivées partielles des sur-

faces de révolution autour de AB. Cette équation aux 
dérivées partielles a déjà été donnée sous une telle 
forme, par Exemple par H. Laurent dans son Traité 

d?Analyse (t. VI , p. 16)), mais il y a, en la formule (1), 
une interprétation, de son premier membre, à laquelle 
on pense sans doute beaucoup moins. 

3. Volumes dus à des cloisons sphériques. — La 
formule (1) redonne aisément le théorème de Guldin 
ordinaire et aussi le théorème de M. G. Kœnigs sur le 
volume tournant engendré par un contour plan animé 
d'unè rotation autour d'un axe quelconque ( I . D. , 

Mais si simples que soient ces applications, ce ne 
sont cependant pas les plus simples, contrairement à 
ce que l'on pourrait naturellement croire. Il y a une 
simplicité spéciale, indépendante notamment de toute 
considération de centre de gravité, en les volumes tour-
nants dus à des cloisons sphériques. , 

p. 27). 



rayon R. Le plan Oxy sera OAB et Oy sera pris paral-
lèle à AB. Alors 

et, AB passant par A (a , o, o) , il vient 

L'intégrale double figurant dans cette égalité repré-
sente la projection sur OAB de l'aire sphérique S. 

Le volume tournant dû à une cloison S sphérique, 

de centre O, pour un axe de rotation AB quelconque, 

est égal au produit de là circonférence décrite par O 

par Caire de la projection S' de S sur le plan OAB. 
Ce résultat a déjà été démontré, par une méthode 

différente, dans les Comptes rendus des séances de 

la Société mathématique (23 février 1921). 

On peut évidemment tirer du théorème plusieurs 
corollaires sur des V équivalents du fait qu'on aura 
déplacé ou déformé S sans modifier sa projection S'. 

4. Volumes V généraux pour AB axe Oz. —Nous 
prenons maintenant une cloison tout à fait quelconque, 
appartenant à une surface z = f ( x , y). On a 

a d<s = — p dx dy) (3 dv = — q dx dy: y dv = dx dy 

et (1) donne 

Remarquons que py — qx = o est l'équation aux 
dérivées partielles des surfaces de révolution d'axe O^. 

Partant de (2 ) , on peut se proposer diverses ques-



( " ) 
tions intéressantes. On peut chercher les surfaces S 
pour lesquelles l'intégrale double a une forme déter-
minée, ou une forme qui exprime V par quelque autre 
quantité géométrique. Ainsi soit 

(3) p y - q x = -

le second membre de cette égalité étant une fonction 
de z seul ayant la forme indiquée pour faciliter des 
calculs ultérieurs. Or ( 3 ) est une équation aux dérivées 
partielles dont l'intégrale générale, en coordonnées 
semi-polaires, est 

(4) <ï>0) = a6-f-F(r). 

Ces surfaces ont déjà été étudiées ici-même, d'un 
point de vue très différent ( S u r les surfaces dont les 

lignes asymptotiques se déterminent par quadra-

tures; TV. A., 1908, 1909, 1910). 

On peut les définir comme surfaces telles que le 
triangle, formé par l'origine et les intersections avec 
O x y de l'ordonnée et de la normale, ait une aire ne 
dépendant que de On voit que, pour une certaine 
cloison S prise sur Tune quelconque de ses surfaces, 
on aura aussi la propriété remarquable 

Soit == z. Une cloison S, appartenant à V hé-

licoïde 
z== aO -h F (r), 

donne un volume tournant, d'axe Os, égal au pro-

duit de 2TCa par Vaire plane contenue dans la pro-

jection de S sur Oxy. 

Soit <ï>(s) = log3. Une cloison Sj appartenant à 
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la surface 

logz = a9 -4- F ( r ) , 

donne un volume tournant, d'axe Os, proportionnel 

au volume cylindrique Uz compris entre S et sa 

projection Sf sur Oxy. Le facteur de proportionnalité 
est, en valeur absolue, 2 71 a ; il doit évidemment être 
considéré comme purement numérique alors que, 
dans le théorème précédent, a était une longueur. 
Remarquons encore que, dans le second théorème, il y 
a une proportionnalité entre volumes qui est absolu-
ment analogue à la proportionnalité entre aires dans le 
théorème de la projection des aires planes; le fac-
teur iTia est arbitraire tout comme le cosinus d'un 
angle de projection. 

o. Généralisations du théorème de M. G. Kœnigs. 

— Revenons maintenant à la formule ( 2 ) et supposons 
que Ton ait 

py — qx — kx. 

L'intégrale générale de cette équation est 

(6) z -h ky = f ( r ) ; 

on a donc, pour ces surfaces, 

V = 17i k J" J x dx dy. 

Or, le second nombre de cette égalité, abstraction 
faite du facteur de proportionnalité k, est le volume 
tournant, d'axe Oy dû à l'aire plane S' projection de S 
sur Oxy. Donc : 

Le volume tournant, d'axe O*, dû à une cloison S 
appartenant à la surface (6), est proportionnel au 
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volume tournant, d'axe Oy, 6/« à la projection S', 
de S, sur le plan Oxy. 

Là encore cette proportionnalité rappelle la projec-
tion des aires planes. La surface (6) est le lieu de sec-
tions obliques et parallèles de cylindres circulaires 
d'axe Oz\ faire varier le coefficient de proportion-
nalité A*, c'est faire varier l'obliquité des ellipses géné-
ratrices. 

# Remarquons qu'il y a, en (6), des surfaces élémen-
taires qui font facilement image; par exemple, le cône 
et le paraboloïde elliptiques 

( 7 ) (z-h ky)*= z -+- ky = ¡ J I ( ^ 4 - J 2 ) . 

Mais, plus simplement encore, il y a, en (6), le 
plan z -f- ky = o d'où un théorème tout à fait équiva-
lent à celui de M. G. Kœnigs ( I . D., p. 27) et qui, 
d'ailleurs, s'y ramènera sans peine. 

Soit une aire plane S dont le plan II est rencontré 

en O par un axe quelconque Os. Soient OP la pro-

jection de O z sur W^yOy1 la perpendiculaire à O z 
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dans le plan * 0 P et a Vangle PO/' . Le volume 

tournant V, d'axe Os, à S, es* é^ai aw produit 

de tang a par le volume tournant V', d'axe Oy, dâ à 

la projection Sf de S /e plan yOx. 

Jusqu'ici, il n'est point question de centre de gra-
vité; cette notion n'interviendra que pour déduire V ' 
de S' à l'aide du théorème de Guldin ordinaire. On 
aura ainsi, en observant que le G de S donne, par pro-
jection, le G' de S', et avec les notations indiquées sur 
la figure, 

V = À-.2 7T OC.S'= '¿Tctanga.OC.Scosoc = 2usina.OC.S. 

Voyons maintenant ce que donnerait le théorème de 
M. Kœnigs. 11 repose sur la considération d'une nor-
male GB, menée à S en son G, puis de la plus courte 
distance AB ; le volume V est alors égal au produit de 
271AB par la projection de S sur le plan OAB. Donc 

V = air AB. Ssina. 

C'est bien le résultat précédent puisque, par cons-
truction, OC = AB. 

L'analogie avec un théorème de projection est ici 
particulièrement évidente puisque 

S'=Scosa, V'=Vcota. 

Si l'on considère isolément le théorème que l'on 
vient d'établir, on n'y voit qu'une transformation aisée 
de celui de M. Kœnigs et l'intérêt est minime; mais cet 
intérêt est, au contraire, très notable, si l'on réfléchit 
que le théorème s'étend aux cloisSns prises sur les qua-
driques (7 ) et plus généralement sur les surfaces (6) . 
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SOMMES ABÉ LIEN NES DE VOLUMES CONIQUES. 

6. Soit la surface algébrique 

(8 ) «PA.IX, Y , Y , Z ) H - . . . H - ? 0 = O . 

Soit aussi, en dehors de cette surface et sans relation 
avec elle, un contour fermé quelconque G qui permet 
de définir un cône OC de sommet O. Ce cône déter-
mine, dans la surface algébrique, m cloisons; entre 
Tune d'elles et le sommet O est un volume conique T, 
bien déterminé et la somme abélienne de ces m volumes 
est 

2T/== S f A(a,r Y z ) ^ 

9/w-l ?/;i—1 ?//!—S # 

Ce A doit être exprimé avec les variables minuscules 
x-, y , z; la cloison d'intégration S est quelconque sur 
le contour C qui la limite ( I . D., p. 3o). 

Ceci posé, on peut précisément chercher à déter-
miner la surface S pour que l'intégrale double précé-
dente ait une forme donnée à l'avance; pour que, par 
exemple, 

z ) d x d y 

Ceci entraîne l'équation aux dérivées partielles 

A (—px—qy-+-z)=f(x, y, z), 

qui peut s'écrire, À étant homogène d'ordre — 3, 

px-hqy = z - l = z - x * f ( x , j ) • 
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Les équations des caractéristiques sont 

dx dy __ dz 

d'où y = G.r et l'équation différentielle 

C'est ici que les difficultés peuvent commencer car, 
suivant les formes de/et À, cette équation peut appar-
tenir à des types intégrables très simples ou à des types 
des plus rebelles. Si l'on veut avoir des résultats géo-
métriques tangibles, il faut évidemment s'en tenir aux 
types simples. 

Dans le même ordre d'idées, remarquons que les 
surfaces algébriques, dont l'équation (8 ) ne contient 
pas de second terme, ont un A particulièrement réduit. 

Soit la surface d'équation 

(io) -Z39/«"3-+- * -+" ?/«-! + <P«i-3 + . • .-H ?0= ° — 

On a 

— à - K H ) - 5 ' 
Soit /(:r, y, , z) réduit à une simple constante a. 

Alors l'équation (9 ) est 

dz z z* 
,— = h a — , 
dx x x 

d'où 
_ i L _ = CT . et 
i-h az* a z2 - J \x / 

pour équation des cloisons S, à contour C, donnant 

un cône OG déterminant, dans la surface (10), un 

ST,* égal à a S', si S' est l'aire plane projection de S 

20 
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sur O x y . Bien entendu, y est une fonction arbitraire. 
Le résultat subsiste pour a nul ; la cloison S est alors 
placée latéralement sur une surface qui devient aussi 
conique, avec O pour sommet, et, dans ces conditions, 
ET/ est nul. 

Nous n'insisterons pas davantage sur des résultats de 
ce genre qui pourraient être variés presque indéfini-
ment en cherchant à exprimer le ET/ des surfaces algé-
briques les plus quelconques au moyen des aires S', 
des volumes cylindriques Uz, des volumes tournants 
dus à S', ..., et ce par l'intermédiaire de surfaces S 
dépendant d'équations linéaires aux dérivées partielles 
dont l'intégration dépend d'une équation différentielle 
du type (9) . 

[B12 ] 

I\I ; PREMIÈRE U : I O \ SUR LES NOMBRES COMPLEXES; 

PAR R. TH IRY 
( Strasbourg). 

1. L'introduction dans renseignement de la notion 
si féconde de nombre complexe se heurte toujours au 
début à quelques difficultés d'ordre pédagogique. 11 
est en effet impossible de faire comprendre dés l'abord 
aux élèves l'utilité de ces nouveaux éléments de calcul, 
et l'attitude a priori que le professeur est presque 
forcé de prendre, jointe quelquefois à des façons de 
parler défectueuses ainsi qu'à une sorte de mysti-
cisme enveloppant les quantités improprement dites 
« imaginaires » , tout cela risque de dérouter les élèves. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. II. ( Octobre 1923.) 2 
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Deux procédés sont le plus souvent employés pour 

définir les quantités complexes et caractériser leurs 
propriétés. Le premier consister regarder les nombres 
complexes comme des expressions linéaires d'une 
variable i et à leur appliquer les règles des opérations 
sur les polynomes, en convenant de remplacer systéma-
tiquement tout polynome de degré supérieur au pre-
mier par le reste de sa division par ¿2-|- i. Ce procédé, 
indiqué par Cauchy dans sa théorie des équivalences 
algébriques, a de nombreux adeptes; il présente à mon 
avis l'inconvénient de paraître aux élèves excessivement 
arbitraire et d'introduire dans une question purement 
arithmétique des considérations, auxquelles on ne 
pensera plus guère par la suite, sur la division des 
polynomes à une variable. Le deuxième procédé con-
siste à créer une arithmétique des groupes de deux 
nombres comme 011 l'a fait pour les nombres pris iso-
lément. On en trouvera une exposition type dans les 
leçons d'Analyse de Ch. Méray (* ) . L'arbitraire se 
trouve alors rejeté dans la définition des opérations, en 
particulier de la multiplication, et d'autre part l'exposé 
ainsi obtenu, logiquement très satisfaisant, est généra-
lement regardé comme trop abstrait pour des débutants. 

Mon but, dans le présent article, est d'exposer ce 
deuxième procédé sous une forme qui me paraît simple 
et naturelle. Je n'ai du reste nullement l'intention de 
faire une v( leçon » sur les nombres complexes, mais 
simplement d'indiquer les grandes lignes d'une méthode 

( l ) Parmi les livres d'enseignement élémentaire utilisant ce pro-
cédé citons seulement les Leçons d'Algèbre élémentaire de Carlo 
Bourlel, le Cours de Mathématiques générales de E. Yessiot et 
P. Mon tel et Les Mathématiques de VÉlève Ingénieur de 
M. Weber. En particulier, les idées exposées dans ce dernier 
ouvrage se rapprochent beaucoup de celles que Ton trouvera ici. 
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d'exposition. En particulier, je supprime naturellement 
tous les théorèmes concernaht le développement de la 
théorie une fois les notions de base introduites ; le lec-
teur les rétablira sans peine avec leurs démonstrations 
plus ou moins classiques. 

2 . R É V I S I O N DES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES RELATIFS. 

— Dès que l'on a justifié par des exemples simples 
l'utilité de l'introduction des nombres relatifs, une 
représentation géométrique évidente consiste, après 
avoir fait choix d'une unité de longueur, à regarder un 
tel nombre a comme l'abscisse d'un point M sur une 
droite orientée x!Ox portant un point origine O. 

Deux points de vue sont alors possibles : 

I. Le point M peut être regardé comme déduit du 

point O par une translation de grandeur |a|, de 

sens Ox ou Ox' suivant le signe de a. 

II. Si Von considère sur la droite x'Ox le point U 
d'abscisse -f-i, le segment OM peut être regardé 

comme déduit du segment OU par une homothétie 

positive de rapport \ a\ accompagnée ou non d'une 

symétrie par rapport à L'origine suivant le signe 

de a. 

Inversement, la donnée du point M (ou du seg-
ment OM) peut servir à définir le nombre relatif a et 
tout raisonnement ou toute définition fait sur le point 
ou le segment équivaut à un raisonnement ou à une 
définition sur a. 

Lé nombre relatif peut alors être regardé comme un 
symbole caractérisant les opérations géométriques I 
ou II. On dit souvent dans ce sens que ce nombre est 
un opérateur. 
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Définition des opérations sur les nombres 

relatifs : 

A D D I T I O N . — Le principe de Vaddition repose sur 

Vapplication répétée de Vopération géométrique /. 

De façon précise, ajouter a' à a c'est faire subir au 

point représentatif de a la translation quia permis 

de déduire de l'origine le point présentatif de a. 

M U L T I P L I C A T I O N . — Le principe de la multipli-

cation repose sur l'application répétée de l'opé-

ration géométrique II. 

De façon précise, multiplier a par a! c'est faire 

subir au segment représentatif de a Vhomothétie-

symétrie qui a permis de déduire du segment unité 

OU le segmcîit représentatif de a!. 

11 est évident à première vue que les opérations 
ainsi définies sont commu tatives et associatives et 
que la multiplication est distributive par rapport à 
l'addition. Ces définitions ne sont du reste que l'exten-
sion naturelle des définitions arithmétiques des opé-
rations sur les nombres entiers. Remarquons seule-
ment que la définition de la multiplication donne de 
façon immédiatement intuitive la règle des signes qui 
trop souvent est imposée sans justification. 

Sur ces bases se développe comme d'habitude la 
théorie du calcul algébrique. 

3 . INTRODUCTION DES NOMBRES COMPLEXES. — Après 
avoir créé ainsi une algèbre des points ou des segments 
portés par une droite orientée, il est naturel de chercher 
à créer une théorie analogue pour les points ou les'vec-
teurs portés par un plan. En réalité, le succès, n'en est 
nullement assuré a priori et cette idée de généralisa-
tion ne trouvera sa pleine justification que dans la 
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fécondité de la théorie projetée, fécondité qui sera 
abondamment constatée par la suite. Puisqu'il faut 
se donner deux nombres relatifs pour fixer la position 
d'un point dans un plan (par exemple son abscisse a 

et son ordonnée b par rapport à des axes rectangu-
laires), ce que nous cherchons à construire est donc 
une arithmétique des groupes de deux nombres relatifs 
de la forme (a , b\ C'est un tel groupe que nous appel-
lerons un nombre complexe et nous conviendrons de 
dire qu'il est l'affixe du point correspondant. 

Pour définir les opérations sur ces nouveaux élé-
ments, nous seront guidés par le souci constant de leur 
donner les mêmes propriétés que les opérations 
définies au paragraphe 2, de façon que nous puissions 
regarder l'algèbre des nombres relatifs comme con-
tenue, dans des conditions à préciser, dans l'interpré-
tation plus large que nous nous proposons. 

Nous ferons donc choix d'une unité de longueur et 
nous considérerons un plan orienté portant deux axes 
de coordonnées rectangulaires Ox et Oy . La position 
d'un point M du plan peut être fixée de deux points de 
vue : 

I'. Le point M peut être regardé comme déduit 

du point O par une translation dont les projections 

sur les axes sont définies par les deux nombres 

relatifs a et ¿>, coordonnées rectangulaires du 

point M. 
IIr. Si Von considère sur la droite Ox le point U 

d'abscisse - f - i , le vecteur (OM ) peut être regardé 

comme déduit duvecteur ( O U ) par une homothétie 

positive ayant pour rapport la distance arithmé-

tique OM = p suivie dyune rotation de Vun quel-

conque des angles = f définis à 2kn près. 
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Le rapport d'homothétie p s'appelle le module du 

nombre complexe, l'angle <p s'appelle l'argument et l'on 
a immédiatement en comparant les deux points de vue 

a = pcos<p, 6 = psincp, p = + ¿>2. 

Deux nombres complexes seront dits égaux lorsqu'ils 
seront représentés par le même point (ou le même vec-
teur). 

Nous pourrons donc ici encore regarder le nombre 
complexe comme un opérateur symbolisant, suivant le 
point de vue, la façon dont le point M est déduit de 
l'origine O, ou celle dont le vecteur (OM ) est déduit 
du vecteur (OU) . 

Convention fondamentale. — Dans le but d'obtenir 
un lien avec l'algèbre des nombres relatifs, nous con-
viendrons que les points de l'axe Ox représentent, 
comme au paragraphe 2, les nombres relatifs ordi-
naires et nous écrirons par la suite les complexes du 
genre (a , o ) sous la forme simple a. Une rotation de TT 
équivalant à une symétrie par rapport à l'origine, il est 
évident que les définitions I et II sur les nombres 
relatifs rentrent dans les définitions plus générales Y 
et II' et que notre conventionné nous expose à aucune 
contradiction. 

Définition des opérations sur les nombres com-

plexes. -r- Pour définir l'addition et la multiplication, 
nous n'avons qu'à reprendre tout naturellement les 
formes de définition qui nous ont servi pour les 
nombres relatifs. Je les répète presque textuellement : 

A D D I T I O N . — Le principe de Vaddition repose sur 

Vapplication répétée de l'opération géométrique V. 

De façon précise, ajouter (a!, 6') à (a, t), c'est 
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faire subir au point représentatif de (a, b) la 

translation qui a permis de déduire de Vorigine le 

point-représentatif de (a*, b!). 

M U L T I P L I C A T I O N . — Le principe de la multiplica-

tion repose sur Vapplication répétée de Vopération 

géométrique //'. De façon précise, multiplier (a, b) 

par (a', &'), c'est faire subir au vecteur représen-

tatif de (a, b) C homothé tie-rotation qui a permis de 

déduire du vecteur unité ( O U ) le vecteur représen-

tatif de (a!, b'). 

Les opérations ainsi définies sont évidemment aussi 
commutatives et associatives et la multiplication est 
distributive par rapport à l'addition. Comme elles 
comprennent comme cas particulier les opérations sur 
les nombres relatifs, il est inutile de créer pour les 
représenter des signes spéciaux et nous pourrons con-
server les signes -j- et X de l'algèbre ordinaire en 
étendant leur signification. 

Enfin, de la définition de la multiplication, découle 
immédiatement la règle de multiplication des modules 
et d'addition des arguments. 

A partir de ces bases, la théorie des nombres com-
plexes se développe parallèlement à celle des nombres 
relatifs de façon entièrement classique; seul le calcul 
des inégalités fait ici défaut. Mentionnons seulement, 
pour terminer, le changement de notations qui con-
duit à l'écriture usuelle et aux règles pratiques. 

Notations définitives. — Soit un nombre com-
plexe (a, b) représenté par un point M. Projetons ce 
point en P sur Ox, en Q sur O y ; d'après la définition 
de l'addition, (a, b), affixe de M, peut être regardé 
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comme la somme des affixes de P et de Q, on a donc 

(a , b) — (a, o ) -+- (o, b). 

Considérons, d'autre part, le point V situé sur 
l'axe O y à la distance -f- i de l'origine, il est évident 
que le vecteur ( O Q ) peut se déduire du vecteur ( O V ) 
par une homothétie positive de rapport |6| suivie ou 
non d'une symétrie par rapport à O suivant le signe 
de b. Autrement dit, l'affixe de Q peut être regardé 
comme le produit du nombre complexe (o, -+-i) par le 
nombre complexe (6, o). On a donc finalement 

(a , b) = (a , o ) -+- (o, + o ) 

ou encore, d'après notre convention, 

(a, b) = a -4- (o, - M ) b . 

Nons donnerons un nom à ce nombre complexe 
(o, -f- i ) que nous introduirons systématiquement par 
la suite et nous le représenterons par la lettre i. Nous 
aurons donc la notation définitive 

(a, b) = a -h ib ( l ) . 

Propriétés du nombre complexe i={o, -f- i). — 
Il est évident, d'après la loi de multiplication, que le 
carré du nombre complexe i est le nombre com-
plexe (— i, o), c'est-à-dire le nombre relatif — i. 

( l ) Remarquons qu'étant donnés deux nombres complexes pris 
au hasard et représentés par des vecteurs n'ayant pas le même 
support, on aurait toujours pu exprimer tout nombre complexe 
par une combinaison linéaire des deux premiers (les coefficients 
étant des nombres relatifs). Le choix comme vecteur de base 
de (OU) s'imposait naturellement; le vecteur (OV) est évidemment 
le plus simple et le plus symétrique que l'on pouvait lui adjoindre. 
Là est tout le secret de l'introduction du nombre i. 
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Conséquence. Règle définitive des opérations. — 

Les nombres complexes étant mis sous la forme a-hiby 

on pourea appliquer à ces nombres tous les procédés de 
calcul de l'algèbre usuelle, comme s'il s'agissait de 
nombres ordinaires, en convenant de remplacer toutes 
les fois qu'il sera possible le nombre complexe i1 par 
le nombre relatif — i. 

Enfin, pour terminer, il n'est peut-être pas inutile de 
répéter que la théorie n'est justifiée que par son succès 
et sa fécondité et de remarquer qu'une extension nou-
velle de la notion de nombre à l'étude des points et 
des vecteurs dans l'espace à plus de deux dimensions 
se heurte à de grosses difficultés. Il n'est en effet plus 
possible de conserver aux opérations toutes leurs pro-
priétés (commutativité, associativité, distributivité). 
En abandonnant certaines d'entre elles, on a pu cepen-
dant créer des extensions nouvelles, mais ces simples 
remarques montrent la difficulté de l'entreprise et 
expliquent.aussi sa moindre fécondité. 

[ R 2 b ] 

SUR LE MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN; 
PAR J. SUDRIA . 

Soit une figure plane se déplaçant dans son plan; 
désignons par to la valeur numérique de la vitesse 

angulaire instantanée, par U un vecteur invariable 

dans le plan mobile et U" la dérivée seconde de ce vec-
teur dans le plan fixe. On voit facilement que la valeur 
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numérique du produit vectoriel ( U l / ) est égale à r2co', 

r étant la valeur numérique du vecteur U et <ufcl'accé-
lération angulaire. 

THÉORÈME. — Le lieu des points dont les accéléra-

tions passent, à un moment déterminé, par le centre 

d'inertie G de la figure est la transformée par 

rayons vecteurs réciproques de la droite qui porte 

la résultante des forces d'inertie, le module de la 

transformation étant le carré du rayon de giration 

de la figure mobile par rapport au centre d'inver-

sion qui est le centre d'inertie. 

En effet, égalons le moment résultant des forces 
d'inertie par rapport au point G à celui de la résul-
tante. Soient m une masse élémentaire de la figure 
située en A, a un point du lieu et a le point où la 
résultante est rencontrée par aG; on a, M étant la 
masse totale et JA, JG les accélérations des points A 
et G, 

S ( G Â , m~tA) = MJG), 

S ( m G A , Jc-f- G A " ) = m ( g « , J^-t-aG'') 

ou, en simplifiant, 

S m ( ¿ A , GA " ) = ( g £ , « " & ) . 

Si l'on désigne par r le rayon de giration de la figure 
par rapport au point G èt par pa et pa, les distances Ga 

Ga, il vient, d'après la remarque du début, 

Mu/r* = Mu)'paÇ>QL 
ou 

C. Q. F . D. 
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Remarques. — i° Cette proposition permettra de 

mettre en place la résultante des forces d'inertie d'un 
corps ayant un plan de symétrie et soumis à un dépla-
cement plan parallèlement à ce plan de symétrie, car 
alors on pourra ramener l'étude de ce mouvement plan 
à celui d'une figure plane dans son plan. Connaissant 
les accélérations de deux points de la figure plane, on 
saura trouver un point a dont l'accélération passe 
par G et il suffira de chercher le point a conjugué 
de a pour avoir un point de la résultante. Or la direc-
tion de celle-ci est connue : c'est la direction de l'accé-
lération du point G et celle-ci est donnée par les pro-
priétés des cinèmes du second ordre. 

2° Rappelons pour mémoire que le lieu des points 
d'une figuré plane se déplaçant dans son plan, dont les 
accélérations passent à un instant donné par un point 
déterminé de la figure mobile est un cercle (dont le 
rayon se réduit à zéro dans le cas particulier où le 
point de concours est le centre des accélérations). 

CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1922. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES; 

PAR J. L E M A I R E 

(suite) (1). 

IV. Soient A, A' deux génératrices fixes, de même 

( l ) La partie de solution que nous publions ici, avec l'énoncé 
correspondant, forme un tout et il n'est pas nécessaire, pour la 
compréhension, de connaître le début du problème. Le lecteur le 
trouvera dans notre numéro de juillet dernier, page 385. 
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système, de Vhyperboloïde à une nappe ( H ) ayant 

pour équation 

Une génératrice G, du second système, les ren-

contre en M et M'. Montrer qu'il existe deux 

points o)' d'où Von voit le segment MM' sous un 

angle droit lorsque G varie. 

Soit G le point de rencontre de A et de la généra-

trice parallèle ci A'. Trouver la relation qui existe 

entre 0w et 09. 

Former l'équation de la surface (SH ) lieu des 

points w, iùr lorsque A et A' varient. 

Cette surface est indépendante du système de 

génératrices considéré. 

Il n'existe pas de couple A, A' auquel correspond 

une infinité de points to. 

IV. Les équations des génératrices des deux sys-
tèmes de rhyperboloïde pouvant s'écrire 

ï ! 
â* 

£ c* — 1 = 0 . 

et 

les coordonnées d'un point de la quadrique s'expriment 
comme il suit à l'aide des paramètres X, ¡x des généra-
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trices qui y passent : 

i - > . 

_ g(l + X)JL) 
UJ — t i — Xfju 

¿ G - T*) ? 

. — XfX * 

A et X7 étant les paramètres des deux génératrices 
données A et A s i JJL est celui d'une génératrice 
variable G de l'autre système, les expressions ci-dessus 
sont les coordonnées de M, et celles de M7 sont : 

a(i - + - X'ul) 

I — A TJL 

, b(V-iL) y = > 
J I X ¡X 

, c(X'-+- a) 
Z = r— 

1 — X [X 

La condition pour que MM' soit vu d'un point 
03(X, Y, Z ) sous un angle droit est 

OU 

i — X\x/ \ i — yix 

Z-c À ~ 
i - Afx 

[ - ( X - + - A ) X F J T + X - a] [ — ( X + A ) X > + X - A ] 

-4- [ ( _ YX + ô ) f H - Y — 6X][(—YX'-+-6)|ah- Y — b\'} 

-+- [ _ ( Z X c) ¡x 4- Z — cl] [ — (Z V h- c) ix -+- Z — cX'] = o. 

Cette relation devant avoir lieu quel que soit tu, on 
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/ (X-f-a)2XX'-f-(YX — b)(Yl' — 6 ) + ( Z X - H C ) ( Z X ' - I - C ) = O, 

( X » — A * ) ( X - + - X ' ) - T - ( Y X — Ô ) ( Y — & X ' ) 

1 -h(ZX-hc) (Z ~CX' )4- (ZX'H -C ) (Z — CX) = O, 

[ (X — «)*-+-(Y — 6X)(Y— ¿X')-t-(Z — cX)(Z — cX') = o, 

qu'on peut écrire 

i fo'(X* + Y*-t-Z*)-h(2aX-+-a*)XX' 
L -h(CZ —6Y)(X-f-X ,)-h62-+-c2= o, 
J (X + X')(X»-hYs-HZ2) —2(ÔY-hcZ)XX' 

U — Ô Î + C A - X X + X ' ) — ' 2 6 Y ~ H 2 C Z = o ) 

1 - ( 6 Y + cZ)(X + V ) - 2 « X + a î = o . 

Ce système peut être ramené simplement à deux 
équations du premier degré et à une du second degré, 
ce qui établit l'existence des deux points co et to'. 

Surface (SH ) . — En éliminant X et on forme 
l'équation de la surface lieu des points co et co' quand 
les génératrices A et A' varient : 

( X + A ) 2 + Y 2 + Z 2 # cZ — bY + , 

— <2bY-Q.cZ Y * - T - Z S — A Î + 6 2 _ _ C Ï — 2 6 Y + Î C Z 

6*-H C > —bX~cZ - ( X — A ) « - F - Y I - T - Z * 

Cette équation représente une surface du sixième 
degré tricirculaire, indépendante du système de géné-
ratrices considéré. En y supposant c = o, on retrouve 
l'équation de la surface ( S E ) obtenue dans la deuxième 
partie. 

Pour qu'une génératrice L(f//) soit parallèle à A'(X'), 
on doit avoir 
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de sorte que les coordonnées du point 8 commun à A 
et L sont 

X'-B A 

* = A 5 7 = R Ï > 

(0) U = 

X X ' H - I 

Le point Q' commun à A' et à la génératrice L' paral-
lèle à A est diamétralement opposé à Ô. 

Relation entre Oto et 08. — Les équations ( î ) 
peuvent s'écrire : 

— a X X ' ( X » - h Y«-*- Z*) h - i ( l -+- X ' ) (b Y — cZ) 

— 4 a XX' X — 2 a 2 XX' — 2 ( -t- c 2 ) = o , 

(X -4- X' ) 2 ( X 2 - h Y * -+- Z 2 ) — 2 X X ' ( X -+- X ' ) (bY -+• cZ) 

' — -+- X ' ) (b Y — cZ) — (a2 — c 2 ) (X •+• X ' ) 2 = o , 

I — 2XX'(X«-+- Y 2 + - Z 2 ) 4 - 2XX'(X-4-X')(6Y -4- cZ) 

[ - h 4 a X X ' X — 2 a 2 X X ' — 2(¿>2 - h c 2 ) X 2 X ' 2 = 0; 

en ajoutant membre à membre, on élimine les termes 
du premier degré en X, Y, Z, et l'on obtient 

(X - X ' ) 2 ( X 2 - f - Y i + Z » ) - 4 « 2 X X ' 

— 2 ( 6 » - h c 2 ) ( X 2 X ' 2 - f - 1 ) — ( a 2 — 6 2 - f- c 2 ) (X -+- X ' ) 2 = o , 

qu'on peut écrire 

(X — X ' ) 2 ( X 2 + Y ! + Z Î + A Î + È 1 — c 2 ) 

— 2 a 2 ( X X ' ) 2 — * 2 ( X X ' — i ) 2 — 2 C 2 ( X X , - Î - I ) 2 = o 
ou 

X2-4- Y ! + Z î + a 2 + ^ î — c2 

- a 2 ( X -t- X ' ) * - h 6 * ( X X ' — i ) 2 - t - c 2 ( X X ' 4 - 1 ) » 

~ 2 X ( X — X ' ) 2 

ou finalement 
R Î= 2O62, 
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R désignant le rayon de la sphère de Monge de 
l'hyperboloïde. 

Démonstration géométrique. — Par chacune des 
génératrices A et A', menons le plan parallèle à l'autre, 
ces deux plans parallèles sont tangents aux points dia-
métralement opposés G et 9' et déterminent les généra-
trices L et L' parallèles à A' et A. 

Le plan équidistant des précédents coupe ( H ) sui-
vant une hyperbole (A), d'asymptotes o et S' parallèles 
à A et A', qui est le lieu du milieu JJL de MM'. Parmi les 
génératrices n'appartenant pas au même système que A 
et A', choisissons celle pour laquelle 6M = 9'M', et 
construisons le parallélogramme MNM'N' dont les 
sommets N et N' sont sur L' et L et dont les côtés MN 
et M'N' sont parallèles à 68'; si MN et M'N' coupent 3 

F i g . 2. 

et 8' en m et m' respectivement,.Ojx = a est le demi-
axe transverse de (/<), et \xm = pmf = ¡3, le demi-axe 
non transverse, et le premier théorème d'Apollonius 
permet d'écrire 

R* = CM)2-f- a2 — p2, 
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de sorte que la relation à établir peut se mettre sous la 
forme 

Considérant successivement les génératrices MM', 9L, 

9 ' L ; , nous voyons que les points CJ et iof sont communs 

à la sphère de diamètre MM', et aux plans perpendicu-

laires à L en 6, et à L ' en i ' . Les angles MwM', wOL, 

toO'L' étant donc droits, nous pouvons écrire 

W N " = WÔ' -H 6'iN" = 4- a2 4- P2 , 

a 
d'où 

wN' + wlN' 

= 2 O a> 4- 2 O 0 4- 2 a2 -1- 2 

— 2 î - 2 2 
> N = wO -4- ON' = wO -+- a-

a) N" -+- wN'2 = to8" -+- wO'~ 4- 2a'2 -h i ¡32 

ou encore 

2 M \X" 4- 2 ¡JL N 2 = 2 O U) ~ + l O O V 2 .a2 -h 2 fi2, 

et, en remplaçant ÎOJJL par ¡JLM qui lui est égal, 

2 ¡7ÎVÎ2 -+- 2JIN2 = 20"oj2 -4- ¿GO2 -+- 2a' -f- 2 ¡i2, 
ou 

NM"2 -4- NM 2̂ = 2GÛt)2 -4-2Ôê2-+-2«2-4-2p, 

40ô2-h 4P2= '-¿Ow2 -4-2OO2 2a2-4- 2fi2, 

et finalement 

0 0 - Ow ^ a 2 — P2. 
^ C. Q. F. D. 

Rappelons que l'existence des points w et w' a été 
établie dans la première partie. 
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Si nous considérons trois génératrices G, G|, Ga du 
système autre que celui de A et A', les points <o et a>' 
sont communs aux sphères ayant pour diamètres les 
segments MM', M, M',, M2M!, déterminés sur ces géné-
ratrices par A et A', et comme les centres de ces sphères 
appartiennent à une hyperbole (A) , ils ne peuvent être 
en ligne droite, et il n'existe que deux tels points, réels 
ou imaginaires, pour deux génératrices A et A', jamais 
une infinité. 

Intersection de (H ) et de (SH ). — Pour que le 
point io relatif à A et A' soit sur (H ) , il est d'abord 
nécessaire qu'il soit sur l'une de ces droites, puisqu'en 
considérant la génératrice passant en w et s'appuyant 

sur les deux précédentes, on a un angle Ma)M' qui 
doit être droit. Supposons donc w sur A : tout seg-
ment MM' déterminé sur une génératrice de l'autre 
système devant être vu de to sous un angle droit, A 
et A' doivent être orthogonales, et (.> doit être le pied 
sur A de la perpendiculaire commune à A et A'. 

Ainsi, les points de ( H ) appartenant à (SH ) sont 

les pieds des perpendiculaires communes aux géné-

ratrices orthogonales de même système. Si G est la 
génératrice de l'autre système passant par un tel 

point (o, l'angle AtoG est droit, et w est sur la sphère 
de Monge de (H) ; dans ces conditions, les deux généra-
trices A et L, -qui se croisent en 9, sont perpendicu-
laires et 6 est aussi sur la sphère; cela résulte d'ailleurs 
de la relation entre Ow et 09. 

Ainsi (SH ) passe par la biquadratique commune à 

Vhyperboloïde et à sa sphère de Monge. Le reste de 
l'intersection est imaginaire. 

{La fin prochainement.) 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2411. 
( 1915, p. 1922, p. 40.) 

Une horloge porte une aiguille des heures, une aiguille 

des minutes et une aiguille des secondes montées sur le 

même pivot. Ces trois aiguilles ne peuvent être en coïnci-

dence quà midi, comme on le reconnaît facilement. A 

quelle heure, non infiniment voisine de midi, sont-elles 

contenues dans un angle aussi petit que possible ? 

H. B. 

SOLUTION 

Par M. C. E. T. 

Je représenterai les trois aiguilles par leurs points de ren-
contre H, M, S avec la circonférence du cadran. 

H parcourt la circonférence du cadran, de longueur 27r, 

en 12 heures: sa vitesse est — > en prenant l'heure pour unité 

de temps. 
M fait un tour par heure; sa vitesse est it,. 
S fait un tour par minute, sa vitesse est 2 71.6o 
Les points H et M sont confondus au temps zéro; leurs 

points de coïncidence sont aux abscisses a telles que 

a 2/m-ha 2/eu 

12 
il k 

qui correspondent aux temps -yy- • 

J ' a p p e l l e r a i A * le point d'abscisse 
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Les points H et S sont confondus au temps zéro ; leurs points 
de coïncidence sont aux abscisses ji telles que 

fj __ ikft -f- ¡3 g __ ikiz 
271 27T.6O ' 7 1 9 ' 

12 

, 12 k 
qui correspondent aux temps 

Il est d'abord bien évident que les positions cherchées 
doivent être dans le voisinage des points A/f, puisque H et M 
doivent être voisins. 

D'autre part, S doit être entre H et M ; en effet, si S est en 
dehors de l'arc HM, en faisant varier le temps, dans le sens 
où 11 M diminue, d'une quantité inférieure à une minute en-
viron, S vient sur l'arc HM, dont la longueur est devenue 
moindre; par conséquent les trois points sont situés sur un 
arc plus petit que l'arc qui les contenait auparavant. 

On veit ainsi qu'on est ramené à trouver les arcs HM aussi 
petits que possible et S compris entre H et M. 

Ceci posé, je vais déterminer les positions de S correspon-
dant aux points de coïncidence A* et je ramènerai E, par une 
variation du temps aussi petite que possible, sur l'arc HM. Le 
problème posé sera ainsi résolu. 

12 k T 5 1 
Au temps = k 65m-h — j > H et M sont en A* et S est 

5 

au point dont l'abscisse correspond au temps k — minutes 

k ou ^ heures. La vitesse de S étant égale à 271.60, cette 

abscisse est ikn — • 11 
Ainsi lorsque H et M sont en A3 î S est en A4, et lorsque H 

et M sont en A8, S est en A7. Pour les autres valeurs de ky 

les points sont moins rapprochés; ces positions ne peuvent 
donc être considérées. 

J'examine d'abord le premier cas; pour ramener S sur 
Tare HM t je dois ramener les aiguilles en arrière; dans ce 
mouvement M et S encadrent H et leur intervalle diminue 
jusqu'au moment où S coïncide avec H ; alors c'est l ' inter-
valle HM qui contient S et il augmente. Le moment cherché 
est donc la coïncidence HS qui précède immédiatement A s . 
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Elle est déterminée par l'inégalité 

d'où k = 106. 
7 1 9 1 1 * 

La distance HM est alors égale à 

•2TT . 12 _ 12 . 27t 
i qo 2 7T . I qt) h 6 It = 

12 * 719 ' 719 719 

et l'heure est 
256s 

3H I6M I68-F- — . 
719 

Par un raisonnement analogue, le deuxième cas conduit à la 
solution suivante : 

H et S sont en coïncidence au temps 

7 »9 719 

et M est à la distance 
719 

Autres solutions par I'ÀUTKUR et par MM. AUBRY, EGAN, A . MAR-
CEIL. 

2419. 
(1919, p. 2-9; 1922, 79 ) 

Soit ABA'B' un quadrilatère circonscrit à une conique 

de foyers F et F'. On considère les deux groupes de quatre 

triangles : 

FAB, FA'B' , FAB ' , F 'A 'B ; 

FAB', FA 'B, F'AB, F 'A 'B' . 

Démontrer que : 

i° Les cercles circonscrits aux triangles de ces deux 

groupes passent respectivement par des points G et G', qui 

sont les deux foyers d'une nouvelle conique inscrite au 

quadrilatère; 

2 0 Les orthocentres des triangles de ces deux groupes 
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sont respectivement sur des droites D et D', toutes deux 

perpendiculaires à la droite, lieu des centres des coniques 

inscrites dans le quadrilatère. R. B. 

SOLUTION 

P a r I 'AUTEUR. 

Ces proposition peuvent être rattachées, d'une part, à la 
théorie des cubiques focales (cubiques circulaires contenant 
leur foyer singulier), d'autre part, à l'étude du système de 
quatre positions quelconques d'une figure de grandeur inva^ 
riable mobile dans son plan. En voici des démonstrations élé-
mentaires et directes. 

Je désignerai par ( A B ) Y orientation d'une droite quel-
conque AB, c'est-à-dire l'angle, défini à tz près, dont il faut 
faire tourner un axe fixe pour l'amener sur cette droite. Les 
égalités entre orientation de droites sont valables à TT près. 
On a ( AB ) = (BA ) . 

On reconnaît aisément que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que quatre points A, B, C, D soient sur un cercle est 

( AB ) - b ( C D ) = ( A C ) - h ( BD) [ou bien = ( AD ) -4- ( BC) ] . 

Les théorèmes de Poncelet appliqués à la figure AA 'BB 'FF ' 
de l'énoncé donnent l'égalité 

( A F ) -h ( AF ' ) = ( A B ) -+- ( AB ' ) 

et toutes celles qu'on tire de la précédente en permutant, soit 
les points A et A', B et B', F et F', soit les couples (A , A')> 
(B, B'), (F , F ' ) entre eux. 

Soit alors M le second point commun aux cercles FAB, 
FA'B ' . On a 

( M A ) - f - ( F B ) = ( F M ) H - ( A B ) , 

(MB ' ) -h ( FA ' ) = (FM ) -+- ( A'B' ) , 
d'où 

( M A ) - ( M B ' ) = ( A B ) — ( F B ) -h ( F A ' ) - ( A ' B ' ) 

= (BF ' ) -— ( B A ' ) h- ( A ' B ) — ( A ' F ' ) 

= ( F ' B ) — (F 'A ' ) 

= ( F ' A ) - ( F ' B ' ) , 
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d'où enfin 
• ( M A ) - H ( F ' B ' ) = (MB ' ) -+ - (F 'A ) . 

Ce qui montre bien que le point M appartient au cercle F'AB'. 
On établit de même les résultats analogues. 

On a d'ailleurs, en remplaçant A par A' et B par B' dans 
la dernière relation écrite, 

( M A ' ) -h ( F' B ) = ( M B ) H- ( F' A' ), 

d'où par addition, et en tenant compte de ce que F' est le 
foyer d'une conique inscrite à ABA'B' , 

( M A ) -h (MA ' ) = (MB ' ) H- (MB). 

Le point M est donc bien le foyer d'une conique analogue. 
Passons à la démonstration de la seconde partie. Soient H 

et H' les orthocentres des triangles FAB, FA'B', a, (3 et I les 
milieux respectifs de AA' , BB' et AB'. 

FH est perpendiculaire à AB, c'est-à-dire à I y ; FH' est per-

pendiculaire à B'A', c'est-à dire à la. L'angle HFH' est donc 

égal à pla ou à son supplémentaire. C'est la première égalité 
qui est vraie. On reconnaît en effet que les angles droits dont 
il faut faire tourner AB pour l'amener sur FH et B 'A ' pour 
l'amener sur FH' sont égaux en signe, à cause de l'égalité des 
angles ( FA , FB ) et (FB' , FA') . 

D'autre part, la longueur de FH est le double delà distance 
à AB du centre du cercle FAB, On a donc 

FH = AB cotAFB 

F H ' = BA'cotB^FA' , 

FH _ _ ¡ 1 
FH' ~~ B'A' " l a ' 

Les deux triangles FHH', I (k sont donc semblables, et il en 
résulte immédiatement que HH' est perpendiculaire à a^, qui 
n'est autre que la droite, lieu des centres des coniques ins-
crites dans ABA'B ' . Cela suffit à établir la seconde partie. 

et de même 

d'où 
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2436. 
( 1920, p. T2o ; 1922, p. 120.) 

Deux points décrivent avec des vitesses uniformes deux 

cercles concentriques. Démontrer que la droite qui les 

joint reste normale à une épicycloïde ou à une hypocy-

cloïde, en général allongée ou raccourcie. 

Dans le cas où les deux points ont des vitesses angu-

laires opposées, on obtient une propriété connue de l'ellipse. 

L . MÀLOUE. 

SOLUTION 

Par M. M. -F . EGAN. 

Si un cercle de centre O' et de rayon a : n roule sur un 
cercle fixe de centre O et de rayon un point C lié au cercle 
mobile décrit une trochoïdale d'indice n. La normale en G 
passe par le point de contact A des deux cercles. 

Menons OB parallèle à O'C, rencontrant CA au point B. 
On a 

OB : OA = O'G : O 'A , 

donc B décrit un cercle de centre O. Si la vitesse angulaire 
de OA. est a, celle de O'G (donc aussi celle de OB) sera visi-
blement ¡3 = (n -h i)a. 

Inversement, étant donnés deux vecteurs OA, OB tournant 
autour de O avec les vitesses angulaires a, p; AB est la nor-
male en un point C à une trochoïdale d'indice n = ({$ — a ) : a. 
Pour avoir le point G, on prend O' sur OA tel que 

00': OA = p : (p — a), 

et l'on mène O'C parallèle à OB. 
Lorsque p = — a, G est le milieu de AB, et la trochoïdale ( G ) 

est une ellipse (n = — IL). 
La courbe (G ) sera une cycloïdale quelle que soit la valeur 

de a : p) si 0,'C == O'A, c'est-à-dire si OA = OB. 

Aut r e so fut ion par M . FAUCHEUX. 
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[ K ' 1 3 a ] 
SUR UNE CONFIGURATION CONNUE DE DIX DROITES; 

PAR RAOUL B R I G A R D . 

1. Morle j ( ' ) et J. Petersen ( 2 ) ont fait connaître à 
peu près en même temps une configuration remar-
quable de dix droites, dont l'existence résulte du 
théorème suivant : 

Soient données dans Vespace ( fig. i) trois droites 

Fig- i-

quelconques a, y. Construisons les perpendi-

culaires communes a, b,c à ces droites prises deux 

(') Proc. of the London Math. Soc., 1898, p, 670. 
(2) MÉM. de VAcadémie de Copenhague, 1898. 
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à deux, puis la droite a', perpendiculaire commune 

à cl et a et les droites analogues jî' et y'. 
Les droites a', ¡3', y' rencontrent à angle droit une 

même droite 8. 

On a une notation plus avantageuse en représentant 
les dix droites dont il est question dans cet énoncé par 
les combinaisons deux à deux de cinq symboles 
1 ,2 ,3 ,4 )5 * Posons 

a = 1 2 , b = i3, c = 

a = 25, ,3 =35 , y =45, 

a' = 34, p '=2/| , y' = 23, 

8 = i5. 

On reconnaît que toute droite ij rencontre à angle 
droit les trois droites dont les Symboles ne contiennent 
ni i ni j. Par exemple ii rencontre à angle droit 34, 
35 et 45. Les dix droites jouen t le même rôle, ce qui 
vaut à leur système le nom de configuration, d'après 
le sens qu'on attache aujourd'hui à ce mot. 

La démonstration de Morley est analytique. Je ne 
connais pas celle de Petersen. Je vais en donner une 
fort élémentaire, fondée sur des propriétés simples du 
déplacement fini d'un solide ( 4 ) . 

2. Rappelons qu'on appelle renversement la rotation 
d'un angle égal à tz autour d'une droite (c'est-à-direla 
symétrie par rapport à cette droite). Dans ce qui suit, 
un renversement d'axe X sera désigné par R ( X ) . Le 
produit de deux renversements R ( X ) e tR (Y ) j e s tun 
vissage ou déplacement hélicoïdal dont l'axe est la 

( * ) Pour ces propriétés, voir par exemple : M. D ' O C A G N E , Cours 
de géométrie pure et appliquée de l'École Polytechnique, p. 283 
et suiv.; R. B R I C A R D , Cinématique et Mécanismes, p. i3 et suiv. 
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perpendiculaire commune à X et Y , dont la translation 
est le double de la distance de ces deux droites, dont 
l'angle de rotation çst le double de leur angle. Un 
vissage V ( Z ) d'axe Z peut être considéré de oo2 

manières comme le produit de deux renversements. Si 
l'on a 

V (Z ) = R ( X ) R ( Y ) = R(X')R(Y'), 

le système (X ' , Y ' ) dérive du système (X , Y ) par un 
vissage d'axe Z et d'ailleurs quelconque. Ce qu'il faut 
retenir par la suite, c'est que X , Y , X ' , Y ' rencontrent 

à angle droit une même droite. 

3. Soient A et B deux droites orientées quelconques, 
A ' et B' les droites opposées ( fig. 2). Par le milieu de 

F i g . 2 , 

leur perpendiculaire commune menons la droite y, 
bissectrice de l'angle formé par les parallèles à A et B 
menées de ce milieu (et orientées comme A et B). Je 
dirai que y est la bissectrice intérieure de A et B (ou 
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de A ' et B7) et la bissectrice extérieure de A et B' (ou 
de A ' et B). 

La droite y', bissectrice extérieure de A et B et inté-
rieure de A et B', rencontre y à angle droit. 

A et B sont symétriques par rapport à y, A et B' 
sont symétriques par rapport à y'. Autrement dit, les 
renversements R ( y ) et R ( y ' ) amènent A à coïncider 
respectivement avec B et avec B;. 

4. Soient maintenant A, B, C trois droites orientées 
quelconques, ayant pour opposées A', B', C ;. Soient 
a, a , [3, (3', y, y' les bissectrices intérieures et exté-
rieures des trois couples qu'elles forment (a et a' sont 
les bissectrices du couple B, C, etc.) ( * ) . 

Les trois droites a, ¡3, y nont pas entre elles de 

relation intrinsèque ; c'est-à-dire qu'on peut se les 
donner arbitrairement et trouver trois droites orientées 
A, B, C qui, prises deux à deux, les admettent pour 
bissectrices intérieures. 

Supposons en effet le problème résolu. Considérons 
le produit de renversements R ( a ) R ( { 3 ) R ( y ) . R ( a ) 
amène B sur C, R((3) amène C sur A, R ( y ) amène A 
sur B. Donc le produit considéré laisse la droite 
orientée B en coïncidence avec elle-même ( bien entendu, 
il n'en est pas nécessairement de même pour les points 

de cette droite ). Par conséquent le vissage auquel ce 
produit est réductible, comme tout déplacement, a pour 
axe B, et Ton peut écrire 

R (a )R (P )R ( T ) =V (B ) . 

( 1 ) Il convient d'observer que si A, B, C forment un triangle 
et si l'on oriente ces droites d'après l'un ou l'autre des sens de 
circulation sur ce triangle, les bissectrices que nous considérons ici 
connus intérieures sont celles que l'on appelle d'habitude bissec-
trices extérieures. 
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La méthode connue de composition des déplacements 
permet donc de trouver B. Cette droite est en général 
déterminée (à son orientation près). La connaissance 
de B entraîne immédiatement celle de C et A. 

B ne serait indéterminée que si V ( B ) se réduisait à 
une translation. Il est aisé de reconnaître que, pour 
qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que a, Jî, y soient 
parallèles aux arêtes d'un,trièdre trirectangle. Je n'en-
trerai pas dans la discussion de ce cas singulier. 

5. Au contraire, les bissectrices extérieures 

a', J3', y' ne peuvent être données arbitrairement. — 

Considérons en effet le produit R ( a ) R ( i 3 ' )R (y ' ) . 
R ( a ' ) amène B sur C', R ( ^ ) amène C' sur A, R ( y ' ) 
amène A sur B'. Donc le produit considéré amène B à 
coïncider avec la droite opposée B'. Si l'on suppose 
maintenant des points marqués sur B, il en existe un 
et un seul I qui vient coïncider avec .lui-même. Le 
produit R ( a ' ) R ( ¡3' )R(y' ) qui laisse ce point invariable 
est donc une rotation dont l'axe X passe par I. De 
plus, B venant sur B', X doit être perpendiculaire 
à B, et l'angle de la rotation est égal à TT. Cette rotation 
est donc un renversement, et l'on a 

R ( « ' ) R < P ' ) R ( Y ' ) = R ( X ) . 

Multiplions à droite les deux membres de cette égalité 
par R ( y ' ) . On a 

[ B ( t ' ) P = I , 
donc 

R ( a ' ) R ( P ' ) = * ( X ) R ( Y ' ) . 

Comme on l'a rappelé au n° 4, cela exige que les 
droites a', ¡3', y' et X rencontrent à angle droit une 
même droite. On voit donc, en laissant de côté X, 
que : 

Les trois bissectrices extérieures a , ¡3', y' doivent 
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rencontrer à angle droit une même droite (ce qui 

fait deux conditions). 

On reconnaît de même cpCune bissectrice extérieure 

et deux bissectrices intérieures,par exemple a', fiet y, 

rencontrent à angle droit une même droite. En effet 
ces trois droites sont les bissectrices extérieures du 
système A', B, C. 

6. Il suffit maintenant d'un mot pour démontrer le 
théorème du n° 1. Donnons-nous a, ¡3, y. Les droites 
A , B, C, puis les droites a', ¡3', y' en résultent. Ces trois 
dernières droites rencontrent à angle droit une droite S. 
De même a', ¡3 et y rencontrent à angle droit une 
droite a ; a, ¡3' et y une droite b ; a, ¡3 et y' une droite c. 
Enfin a et a' se rencontrent à angle droit; de même 
¡3 et ¡3', de même y et y'. On a bien retrouvé toutes les 
particularités de la figure i. 

7. On peut encore rattacher le théorème à la théorie 
des systèmes de vecteurs. Partons du lemme suivant : 

Soient (T , ) , (T2 ) , t ^ ) trois torseurs (ou systèmes 

de vecteurs), dont Vensemble forme un torseur nul. 

Les axes de ces torseurs rencontrent à angle droit 

une même droite. 

En effet, à chaque torseur (T; ) on peut attacher un 
complexe linéaire C/, lieu des axes de moment nul de 
ce torseur. Les trois complexes C* appartiennent à un 
faisceau, car toute droite commune à C t et à C2 étant 
axe de moment nul de (T 4 ) et de (T 2 ) , ainsi que de 
(T<) - f - (T 2 ) H - (T 3 ) , nul par hypothèse, l'est aussi de 
(T : ï ) , donc appartient à C3. Or on sait que le lieu des 
axes des complexes d'un faisceau est un cylindroïde, 
dont toutes les génératrices rencontrent à angle droit 
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une même droite. Il en est donc ainsi des axes des Q . 
Mais ces axes sont confondus avec ceux des torseurs 
correspondants. Le lemme est donc établi. 

Gela posé, soient A, B, G trois vecteurs de même 
module; A', B', G' les vecteurs opposés. Soient, en 
reprenant les notations du n° 4, a, ¡3, y les bissectrices 
des couples (B, C ) ou (B7, C'), (C, A ) ou (C ;, A'), 
(A , B) ou (A ' , B'), et a', ¡3', y7 les bissectrices des 
couples (B, C') ou (B', C), (G, A7) ou (G', A ) , (A , B') 
ou (A' , B). 

Les six vecteurs considérés formant un torseur nul, 
il en est de même des trois torseurs (B, C'), (G, A' ) , 
(A , B'). Donc les axes de ces torseurs, qui ne sont 
évidemment autres que les bissectrices a', ¡3',.y', ren-
contrent à angle droit une même droite S. 

En groupant les vecteurs de manière à former les 
trois torseurs (B, C'), (C, A ) , (A' , B'), on reconnaît 
que les bissectrices a', ¡3, y rencontrent à angle droit 
une même droite a. On achève comme au n° 6. 

Cette démonstration est plus concise que celle que 
j'ai indiquée en premier lieu, mais* elle ne montre pas 
que les droites a, ¡3 et y peuvent être données a priori. 

[ D l a ] 
/ X \ " l ' ' 

LA LIMITE DE ETABLIE PAR IL\ PROCEDE 

DE DÉMOXSTRITIOX ÉLÉMENTAIRE 

PAR J. P A O L T , 

Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée d'Alger. 

Je rappelle l'inégalité connue, hien facile à établir 
d'ailleurs, 

(i ) • ( i - a ) » > i — na, 
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dans laquelle a désigne un nombre relatif plus petit 
que i, e tnun nombre naturel. 

Soient x un nombre relatif donné, et m un nombre 
naturel variable assujetti à la condition m x > o. 

( X \ m 

i + —) du nombre naturel m est 

croissante et a une limite quand m augmente infini-

ment. 

Démontrons d'abord qu'elle est croissante. 
11 s'agit d'établir l'inégalité 

/ x y»+1 / ( x\,n 

\ I + m + i/ ^ m) 

/ m-+- / mx\fi 

\ m -h i ) ^ \ m ) 

laquelle, après avoir multiplié ses deux membres par le 

V m -h x } 

/ m ( m i -+- x ) y 

\ ( m h- i ) ( m -h x) / 

nombre positif ' décrit 

m ( m i -+- x ) \ m 

ou encore 

/ (m -h i) (m -+• x) - - ^ x 

\ (m + i)(m +-j) / m-h x' 

puis enfin 
m-4-1 

(m \) {m -+- x) / (m-h i) ( m x ) 

Sous cette fofme on voit que ce n'est autre que l'iné-
galité ( i ) dans laquelle on a remplacé n par m-1- i et a 

par le nombre 7 qui est manifestement 

plus petit que 1. 
Si le nombre donné x est négatif, la fonction 

( 1 in ) e s t bornée supérieurement par lç nombre 1 ; 
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or elle est croissante, elle a donc une limite quand m 

augmente infiniment. 
Supposons x positif et posons 

/ x\m l x\,n 

' • ' - ( - « ) • 

On a 
/ ^ \ m 

Y rn*J 
r = -

On vient de démontrer que z a une limite; je dis 

( x2 \m 

i — — J a pour limite i. En effet, si dans l'iné-
x2 

galité ( i ) je remplace a par — et n par m, j'obtiens 

/ ¿r 2 

la double inégalité 

* x2 

> I : 
m 

v - » * ) 

/ x* \m 

montre bien que i i — — J a pour limite i quand m 

augmente infiniment. La fonction y a par conséquent 

une limite qui est égale à ^ • 
La proposition est donc démontrée, et la démonstra-

tion a mis en évidence la propriété suivante : Si l'on 

(x \,h 

i —(— — ) > on a 

l(x).l( — x) = i. 

( x \ rn 

i + m x J est 

décroissante et a pour limite l(x). Cela résulte delà 
relation évidente 
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Quel que soit le nombre naturel m on pourra donc 
écrire 

( I H 4 < / ( # ) < ( H ) 
\ m) \ m -h 1 — X ] 

En particulier, si x = i , 

Cette double inégalité peut être utilisée pour le 
calcul approché du nombre e. 

[ 0 ' 3 gy] 

SUR L'ENVELOPPE 
HLLNE FAMILLE DE LIGNES A DEUX PARAMÈTRES; 

PAR CH. RIQUIER. 

1. Considérons, dans l'espace à trois dimensions, une 
famille de lignes dépendant des deux paramètres a, ¿>, 
et définie (en coordonnées reetilignes) par le couple 
d'équations 

f ( x , y, a, b) = o, / 2 O , y, z, a, b) = o; 

ce couple est, naturellement, supposé résoluble, con-
formément au principe général des fonctions impli-
cites (* ) , par rapport à l'un au moins des trois couples 
de coordonnées ( y , z ) , (z , x ) , ( x , y ) . Cela étant, pro-
posons-nous de rechercher s'il existe quelque surface 

fixe ayant un contact proprement dit (2) avec cha-

(1 ) Voir RIQUIBR, Les systèmes d'équations aux dérivées par-
dettes, fioi 120, 121. 

( 2 ) C'est-à-dire d'ordre supérieur à zéro. 
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cune des lignes de la famille. Une pareille surface, 
si elle existe, se nommera Venveloppe des lignes de la 
famille, et chacune de ces dernières se nommera elle-
même une enveloppée. 

I. Considérons une ligne et une surface représentées, 
la première, suivant le mode réduit, à l'aide du sys-
tème 

(1) Ft(a;,yt z) = o, F2(x, y, z) = o, 

la seconde, suivant le mode paramétrique, à l'aide des 
formules 

( 2 ) x=y(u,v), z = <Kk, o), 

où u, v désignent deux variables auxiliaires. 

Pour que, au point v) de la surface (2) , il y 

ait un contact proprement dit entre cette surface et 

la ligne (1), il faut et il suffit que Von ait, pour les 

valeurs particulières considérées de u, v, 

( Fx(x,y, z) = o, Ft(x, y, V) O, 

\ à ( F i t F t ) d(y, z) 

(3) l d(y, z) à(u, v) 

V à(z, x) â(u, v) à(x, y) â{u, v) 

Effectivement, pour exprimer le contact spécifié par 
notre énoncé, il suffit d'écrire, d'abord, que le 
point (u, v) de la surface est situé sur la ligne (1), ce 
qui donne les deux premières relations (3 ) , puis, que 
la tangente à la ligne est en symptose avec le plan tan-
gent à la surface: Or, la tangente à la ligne a pour 
équations 

X — x _ Y—y __ Z~z 

à(Fu F , ) ~ à(Fu Ft) ~ à(Fh F , ) , ' 
à(y, Z) à(z, x) à(x,y) 
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et le plan tangent à la surface a pour équation 

d(u,v) ' d(u, v)K J } à(u,vy 

la condition de leur symptose est donc la dernière rela-
tion (3). 

II. Si l'on désigne par x, y z trois fonctions 

des variables arbitraires u, e, telles que les deux 

fonctions composées (olotropes) 

y » -s» s 2 ( y , w, «0 

s'annulent identiquement, quels que soient u et c, 

o/? a aussi identiquement, quels que soient u et v, 

/ / \ g » ) = ¿ ( g l , 2 ) J Ç M ) 

+ ¿te*» g » ) 'Hgt* r ) . 

x) d(u, P ) Y ) P ) 

Effectivement, les identités supposées, 

g \ u , t>)=zo, gt(x, y} z, u, v) = o, 

entraînent manifestement les suivantes : 
(liidx t ( ) g i i ô g i d z j — Q 

àx ^ àgj ày ^ dgx dz ^ dgx _ q 

dx du. dy dv dz dv dv ' 

àx t dgt dy ^ dgz dz ( dg2 _ q 

dx du dy du dz du du ' 

dgt dx ' dît dy | dg2 dz ^ dgt ^ 
c^ dv dz dv dv 

o . 

En tirant de ces dernières ? » » on a donc, 
du dv du dv 
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quels que soient u et P, 

à(gu gi) 
à(u, v) 

àgi àx_ àg± ày ^ àgx dz 

àx du ây du dz du 

dgt àx ^ <)y ^ àgt dz 

dx du dy du dz du 

dg\ dx [ dgx ày àgx dz 

àx àv dy àv dz àv 

dgi. dx àg ày ^ àg2 dz 

dx àv dy àv àz àv 

Or, d'après une formule connue de la théorie des 
déterminants, l'expression ainsi obtenue n'est autre 
chose que le second membre de la formule (4). 

III. Revenons à la question qu'il s'agit de résoudre, 
et soient, comme plus haut, 

(5) f\(v,y, z, a, b) = o, /, (x,.y, z, a, b) = o 

les équations qui définissent la famille de lignes donnée, 
dépendant des deux paramètres a et b. À chaque ligne 
particulière représentée par les équations (5) , c'est-
à-dire à chaque système de valeurs particulières de a, 

b, faisons correspondre, sur cette ligne, un point M, 

(6) X. = cp(a, b), Y = y(a, 6), Z = 6 ) , 

suivant une loi provisoirement indéterminée, et cher-
chons à déterminer cette loi, c'est-à-dire les fonctions 
cp(a, 6), y ( a , 6), b), de telle sorte que le lieu des 
points M soit une surface tangente, en chacun de ces 
points, à la ligne particulière correspondante. 

Observons à cet effet que la surface cherchée, si elle 
existe, est représentée par les formules (6) , où a, b 

sont considérés comme des variables auxiliaires ; et que, 
d'autre part, une ligne particulière de la famille (5 ) 
s'obtient en attribuant à a, ¿>, dans les équations (5), 
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des valeurs constantes. Pour appliquer les formules ( 3 ) 
de l'alinéa I, nous devrons donc, dans fh ( X ,Y , Z, a, 6), 
/ 2 ( X , Y , Z, a, è ) , considérer comme des constantes les 
quantités a, b qui y figurent explicitement en dehors 
de X , Y, Z, et au contraire comme des variables celles 
qui y figurent implicitement par l'intermédiaire de X, 
Y , Z ; il viendra ainsi 

/,(X, Y, Z, a, b) = o, / 2 (X , Y, Z, a, b) = o, 
d ( / i , / » ) ¿ (Y , Z ) J (/ i , / « ) J ( Z , X ) 
¿ (Y , Z ) d(a, b) d(Z, X ) d(a, ¿0 

, ¿ (X, Y ) 
d (X, Y ) ¿ (a , 

ces relations devront être vérifiées quels que soient a 
et b. D'ailleurs, dans le système ainsi obtenu, la der-
nière relation, en vertu de l'alinéa 11, pourra être rem-

placee par .• • , == o. 
r r â( a, b) 

Nous avons donc, pour déterminer les trois fonctions 
inconnues, un système de trois équations, qui, après 
remplacement des notations X , Y, Z par les notations x, 
y , z, s'écrira 

I y, z-> b ) = M*> y» b ) = o, 
(7 ) à ( f u f , ) = ( />) 

Pour que les lignes (5 ) aient une enveloppe, il faut 
et il suffit, ainsi que cela résulte des premières notions 
de Géométrie infinitésimale : i° qu'à partir de quel-
qu'une des solutions numériques du système (7), 
regardée comihe fondamentale, ce système soit réso-
luble par rapport à x, y, z conformément au principe 
général des fonctions implicites; 20 que, si l'on consi-
dère les formules de résolution 

(8) r=z<?(a:b), y = z = <\>(a,b), 
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l'un au moins des trois couples 

^ r- ?» x 

présente, par rapport à a, un déterminant différen-
tiel à valeur fondamentale non nulle, ou, ce qui revient 
au même, que l'un au moins des trois couples de for-
mules extraits de (8 ) soit résoluble par rapport à a, b 

conformément au même principe. 
En d'autres termes, si l'on considère le déterminant 

différentiel relatif à y, z du système (7) , et les trois 
déterminants différentiels relatifs à a, b des for-
mules (8), la solution numérique dont il s'agit doit 
laisser à la fois différents de zéro le premier de ces 
quatre déterminants et l'un au moins des trois derniers. 

Lorsqu'il en est ainsi, les formules (8 ) définissent« 
une véritable surface, cette surface fixe est tangente à 
chacune des lignes de la famille (5), et son point de 
contact avec la ligne (a, b) de la famille est fourni par 
les formules (8). 

2. Si l'on a égard à la forme particulière du sys-
tème (7 ) , les conditions formulées ci-dessus pour 
l'existence d'une enveloppe des lignes (5 ) conduisent à 
l'énoncé suivant : 

Considérons, en même temps que le système ( - ) , 
les deux systèmes 

t fi = 0, 

(9) à(fuA) _ 

/ / j = o , 

extraits de (7 ) . 

Pour que les lignes ( 5 ) * aient une enveloppe, il 
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faut et il suffit qiCà partir de quelqu'une des solu-

tions numériques du système (7), regardée comme 

fondamentale, ce système, d"une part, /'MM au 

moins des systèmes (9) , (10), d'autre part, soient 

résolubles, conformément au principe général des 

fonctions implicites, fe premier par rapport à x, 

y, /e second par rapport à a, b. 

En d'autres termes, SÎ /'O/I considère le déterminant 

différentiel relatif à x, y, z du système (7) , /es 
déterminants différentiels relatifs àa,b des systèmes 

respectifs (9) , (10), la solution numérique dont il 

s'agit doit laisser à la fois différents de zéro le pre-

mier de ces trois déterminants et Vun au moins des 

deux derniers. 

La condition posée est nécessaire. 
Effectivement, s'ij existe une enveloppe, le sys-

tème (7), résoluble par rapport à x, y, z, équivaut ( 1 ) 
au système des formules de résolution (8), dont deux, 
les deux premières par exemple, sont elles-mêmes réso-
lubles par rapport à a, b. Le système (8 ) est alors réso-
luble par rapport à a, ¿>, donc aussi le système équi-
valent (7 ) ( 2 ) , d'où résulte (en vertu de la théorie 
générale des déterminants) que deux des trois équa-
tions (7 ) sont résolubles par rapport à a, b ( 3 ) ; et 
comme, à cause de la troisième, les deux premières ne 
le sont certainement pas, l'un au moins des deux sys-
tèmes (9) , (10) ne pourra manquer de l'être. 

( ' ) K IQUIER , Les systèmes d1équations aux dérivées partielles, 
n° 122. 

(5) Ibidn« 133. 
( 3 ) Si les trois déterminants différentiels relatifs à a, ¿du sys-

tème (7 ) avaient des valeurs fondamentales à la fois nulles, le 
déterminant différentiel relatif à a, b, z du même système aurait 
aussi une valeur fondamentale nulle. 
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La condition posée est suffisante. 
Effectivement, si on la suppose remplie, le sys-

tème (7), résoluble par rapport à y, z, comprend 
deux équations résolubles par rapport à a, b, d'où 
résulte (en vertu de la théorie générale des détermi-
nants) qu'il est résoluble par rapport à l'un au moins 
des trois groupes 

a, b, x\ a, 6, y; a, b, z, (*) 

par exemple par rapport à <2, ¿>, s. Le système (8), 

équivalent à (7) , est donc lui-même résoluble par rap-
port à a, ce qui exige que les deux premières for-
mules (8 ) soient résolubles par rapport à a, b. 

3. Au lieu dé supposer, comme dans ce qui précède, 
que la famille de lignes dépendant des paramètres <7, b 
se trouve définie, suivant le mode réduit, par le sys-

( *) Si, dans le Tableau 

ax, av «3» «5> 

¿1, b2, à3, 
c p c2, c3, Ci y 

à trois lignes et cinq colonnes, les deux dernières colonnes con-
tiennent quelque déterminant du second ordre différent de zéro, et 
qu'en même temps leur association avec chacune des trois pre-
mières donne un déterminant du troisième ordre égal à zéro, il est 
aisé de voir que tous les déterminants du troisième ordre extraits 
du Tableau sont nuls, et notamment celui qui résulte de l'associa-
tion des trois premières colonnes. 

Il résulte de là que si, dans le Tableau différentiel relatif à x, 

y, z, a, b du système ( 7 ) , les deux dernières colonnes contiennent 
quelque déterminant du second ordre à valeur fondamentale non 
nulle, et qu'en même temps son association ¡avec chacune des trois 
premières donne un déterminant du troisième ordre à valeur fon-
damentale nulle, le déterminant du troisième ordre fourni par 
l'association des trois premières a lui-même une valeur fondamen-
tale nulle. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. I I . (Nov . 1923.) ¡> 
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tème (5) , supposons qu'elle se trouve représentée, sui-
vant le mode paramétrique, à l'aide des formules 

(11) x=f(t,a,b)t y = a,b), z = <|/(i, a, b),. 

OÙ jt> 2 n e s o n t Pa s a identiquement 

nuls. 
Pour que la ligne variable (i i ) reste constamment 

tangente à une surface fixe, il faut qu'à chaque déter-
mination de cette ligne variable on puisse faire corres-
pondre sur elle un point M suivant une loi telle, que le 
lieu des points M soit une surface tangente, en un 
quelconque de ces points, à la ligne correspondante de 
la famille ( I I ) ; telle, par suite, que, au point consi-
déré, la tangente à la ligne et le plan tangent à la sur-
face soient en sjmptose. En d'autres termes, il faut 
que, en remplaçant t par une fonction de a et b conve-
nablement choisie, ce qui donnera sur chacune des 
lignes ( i i ) un point M, les quantités, a, ¡3, y, qui 
dirigent la tangente en M à la ligne ( n ) , et les quan-
tités, A, B, C, qui dirigent le plan tangent au lieu 
cherché des points M, vérifient, quels que soient a 

et b, la relation Aa -f- B ¡3 -f- Cy = o. Or, les quan-
tités a, ¡3, y et A, B, G sont proportionnelles, les pre-
mières à 

(12) Tt'Tt'dt' 

les dernières aux déterminants du second ordre extraits 
du Tableau 

/ àcp ùt dz> d'i ùt ()% ùt 

î ùt ùa ùa ' àt ùa ùa ' dt ùa ùa ' <i3) l 
ÉL Éï ÈL ^ ity # 

J t ù b ^ ù b ' dîàb^~àb f à i à b ^ àb'3 
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on doit donc avoir, quels que soient a et 6, la relation 

( I 4 ) 

àjt à£ ^àz 
dt da da 

àji àt 
Tt db 

ÙL 
db 

cty dt_ 

dt da 

d^ (h 
dt db 

da 

' db 

dy 
Tt 

qui peut s'écrire sous la forme 

n:>) 

dy dt dy dy dt d<p dy 

dt da Tt db ' db Tt 

àjL àt _ 3 dX dt , * àX 
dt da da dt db h db dt 

dt ^ 3 d'b dt db à^ 
dt da da TtdbH ^dt dt 

. = o, 

= 0 (•)• 

Le premier membre de ( i 5 ) est d'ailleurs la somme 
de quatre déterminants du troisième ordre, dont trois 
s évanouissent identiquement comme ayant deux 
colonnes proportionnelles, et l'équation ( i 5 ) prend dès 
lors la forme réduite 

y iĜ  <*(?> h 40 
à(t, a, b) 

Pour que les lignes (i i ) aient une enveloppe, il est 
évidemment nécessaire et suffisant : i° qu'à partir de 
quelque solution numérique (fondamentale) de l'équa-
tion (16), cette dernière soit résoluble par rapport à t 

conformément au principe général des fonctions impli-
cites; 2° qu'en remplaçant t dans le Tableau ( i 3 ) par 
la valeur ainsi obtenue, les déterminants du second 
ordre extraits du Tableau résultant présentent des 
valeurs fondamentales "non à la fois nulles, ou, ce qui 

( l ) Le premier membre de (x^) n'est autre chose, en effet, que le 
déterminant du troisième ordre formé avec les lignes ( i3) et (12); 
en y permutant les lignes avec les colonnes, on tombe sur la 
forme ( i5). 
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revient au même, que l'un au moins des trois couples 
de formules extraits de (i i ) soit, après cette substitu-
tion, résoluble par rapport à a, b conformément au 
même principe. 

Cette double condition peut encore se formuler comme 
il suit. 

Considérons, en même temps que l'équation (16), 
les trois systèmes 

i J = X( /5 

0 7 ) 

08) 

(19) 

( y = ï j f ai 
) Z — <\>{t, rt, ¿), 

à(9, h 'V) = o . 
0{t, a, b) 

z = a, b), 

x --= a, b), 

fr) ^ ( ) . 
à(t, a, b) 

x = <p(7, a, 6), 
jK = a, 6), 

/ ¿(s, 7, ) 
f - — - — = o, 
V «,/>>) 

dont chacun s'obtient en adjoignant à l'équation (16) 
deux équations extraites de (11). 

Pour que les lignes (11) aient une enveloppe, il 

faut et il suffit qiCen choisissant convenablement 

une solution numérique ( fondamentale) de Véqua-

tion (16), cette dernière, d'une part, et Vun au 

moins des systèmes (17), (18), (19), d'autre part, 

soient résolubles, conformément au principe général 

des fonctions implicites, la première par rapport à ¿, 

le second par rapport à t, a, 
En d'autres termes, s*' /'o/z considère la dérivée 

partielle relative à t du premier membre de ( 16), 
les déterminants différentiels relatifs à t, a, 6 ¿¿es 
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systèmes respectifs (17) , (18), (19), la solution 

numérique dont il s'agit doit laisser à la fois diffé-

rents de zéro cette dérivée partielle et Vunau moins 

de ces trois déterminants. 

[ R 7 b ] 
S I R UNE CERTAINE LOI RE FORCE COMPRENANT 

COMME CAS PARTICULIER LA LOI RE GRAVITA 
TION EINSTEINIEXNE ; 

PAR J. HAAG. 

1. Soit un point M, de niasse 1, soumis aux deux 
forces suivantes : 

i° Une force centrale 

F , = F -h o»(AI-4- À j cos */ ) ; 

2° Une force tangente à la trajectoire 

F2 = A3 v- cos i. 

Dans ces formules, F, A, , A2 , A3 sont des fonctions 
du rayon vecteur r = OM ; v est la vitesse et i l'angle 
de cette vitesse avec OM. 

Nous appellerons forces perturbatrices les forces 
autres que F. 

On peut dé le iminer le mouvement du point M par 

des quadratures. D'abord, sa trajectoire est dans un 
plan passant par O, car le plan osculateur à cette ligne 
passe constamment par ce point fixe. Prenons, dans ce 
plan, un système de coordonnées polaires, de pôle O. 
Soient o- le moment cinétique par rapport à O et p la dis-
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tance du pôle à la tangente à la trajectoire. On a 

d = v p. 
D'autre part, 

d'où 

cl cr 

d t = l ' t P i 

F 
dlogœ — dt = A3 v cos idt = A3 dr, 

l og< j= ^ A 3dr. 

Pour la commodité de l'écriture, posons 

(1) J* A3dr = A, 

Nous avons 

( 2 ) (k = const.), 
dt 

équation qui généralise Vintégrale des aires de la 
théorie des forces centrales. 

Appliquons maintenant le théorème des forces vives. 
Nous avons 

d = Ft dr -4- Ftv dt = ( Ft -+- A^2) dr 

ou, en remarquant que 
( d6 x 2 Z~2e2A 

i>*cosli = ( r - = - ) = p 2 — , 
\ dt f r2 

équation différentielle linéaire du premier ordre en v2, 
qui nous donnerait, par deux quadratures, v en fonc-
tion de r. On aurait ensuite, par la méthode classique 
des forces centrales, 9 et t par deux nouvelles quadra-
tures. 

2. Cherchons Y équation de la trajectoire. 
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Posons r = et calculons la quantité 

/ du \ 2 
(4 ) X s s ( d S ) 
on a 

r* dti* 

Portons dans (3 ) : 

— i a2 A:2 e2A ( -+• 2x ^ ^ 
2 ^ du du J 

= F — A2£2 w2e'-A-{- a? ¿ 2 e l A (A t -h A2-+- A3), 

ou, en remarquant que 

. dA dA 

I dr F 
- - ^ = * (Ai + A2 ) - A2 + -

posons 

(5 ) 2 j*(Al-hA2)dr = B; 

notre équation devient 

dx É/B F 
(6 ) X — = 2 A2 — 2 -rr—« 

dw du A:2 M2 

dont l'intégrale générale est 

( 7 ) ĵ /i-f-2 (A = const.). 

Ayant .r en fonction de w, l'équation (4 ) donnera 8 par 
une quadrature. On peut aussi, en dérivant par rapport 
à 0, former l'équation du second ordre : 

, ON d*u i dx 
( 8 ) " 

Supposons que l'on connaisse la trajectoire et, par 
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conséquent, x en fonction de u. On peut alors tirer de 
l'équation ( 6 ) 

t- >. «» .T. 1 ^B i dx~I 
F = A"2e2Aw2 A j + - x -j ~ 

L '2 a il i du J 
ou 

( 9 ) F = [ „ . ( A . - I ^ j - Î A . + A , ) « ] . 

Ceci peut être considéré comme une généralisation 

de la formule de Binet. Elle nous donne la force 
centrale F, connaissant la trajectoire et les forces 
perturbatrices, lesquelles peuvent être choisies arbi-
trairement. On voit qu'il y a une infinité de lois de 
force, de la nature présentement étudiée, qui permet-
tent de réaliser une trajectoire quelconque donnée à 
l'avance. 

Dans le cas particulier où les forces perturbatrices 
sont nulles, la formule (9) se réduit à 

ce qui est la classique formule de Binet. 

3. Cherchons les lois de force qui donnent lieu 

à la première loi de Képler. Supposons qu'une tra-
jectoire particulière soit une ellipse, de foyer O, 
définie par l'équation 

i - h ecosG 

On a, dans cette hypothèse, 

et, en portant dans (9), 
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Mais, F ne doit pas dépendre des constantes e, />. 
Donc le crochet du second membre doit être le produit 
d'une fonction de u par une fonction de e et de p. Or, 
il s'écrit 

p p2 

en posant, pour simplifier l'écriture, 

( I 3 ) BI =1 W2H- 2 M ( A ! H - AJ) B-2 = A I H- A2 . 

11 faut que B4 et B2 soient dans un rapport constant 
avecA2M2, soit 

B 1 = X A 2 W 2 î B2 = [JLA2w2 (X, [JL = const.). 

On tire de là 

04) A t = f , A 2 = r 

A — 2[IU A — 2{Jlu 

Portant dans (12), il vient 

(v = const). 

En prenant la dérivée logarithmique par rapport à r 
et se reportant à (1), ceci peut aussi s'écrire 

F' X r — [i. 
( 1 6 ; + 

2 F r ( X r — 2 JJL ) 

On peut donc satisfaire à la première loi de Képler 

en prenant une force F arbitraire, les forces pertur-

batrices étant ensuite données par ( i 4 ) ' e t (16), où 
Xet [JL sont des constantes quelconques. 

Si l'on veut, en même temps, vérifier la deuxième 

loi de Képler, il faut que A soit nul; la formule ( i 5 ) 
donne alors 
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La force perturbatrice tangentielle est nulle ; les autres 
sont toujours données par ( i4 ) -

En particulier, on doit retrouver la loi de Newton. 

Effectivement, il suffit de supposer ¡JL = o, \ = oo, 
v 

m ' 

4. Cherchons maintenant quelles sont les lois de 

force qui donnent exactement les trajectoires 

d? Einstein. 

L'équation différentielle d'une telle trajectoire est, 
si l'on prend pour unités la vitesse de la lumière et la 
constante de la gravitation, de la forme suivante ( 1 ) 

/ du\2 a «2—i <xm 

où m désigne la masse attirante et a et b des cons-
tantes d'intégration. Avec nos notations, nous avons 
donc 

a'1 — i 'im 
x — — 1—— ií + 2míí3. 

b2 ¿>2 

Portant dans.(g), il vient 

(18) F = £ 2 e 2 A ^ A2 — ~ — 

/ i A / — I 2 TU "1 
— ( A J - H A S ) — U + I M U T J J . 

Comme tout à l'heure, nous voulons que la loi de 
force soit indépendante des constantes d'intégration et 
le crochet doit être le produit d'une fonction de u par 
une fonction de a et de b. Posons, outre ( i 3 ) , 

W 2 ( A I — 3 M I ¿ 2 ) - I M A 3 ( A I A 2 ) = B 3 . 

(') Cf. BECQUEREL, Le principe de Relativité^. 232 ; Gauthier-
Villars, 1922/ 
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On a alors 

et, comme tout à l'heure, il faut avoir des identités de 
la forme 

B1 = XB 2 , B3 = ; 

A et tx étant des constantes déterminées. On tire de là 
_ — fx -h u2(i — 3 m~k) 4 mu3 

1 ~~ X — i u 
0 9 ) { 

' . u -4- 3 m X u* — 4 WM3 

A 2 = • r X — 2 u 
Puis, 

( 2 0 ) F = V: = v —-= - ( v = cons t ) ; 
h — i u r ( X /• — 2 ) 

ce qui peut encore s'écrire 

F ' X r — 1 
( 2 1 ) a 3 = 2 F r ( X r — 2 ) 

Donc, ora peut réaliser l'ensemble des trajectoires 

dyEinstein en prenant une force F arbitraire, les 

forces perturbatrices étant ensuite définies par (19) 

et (21). 

Si l'on veut maintenant que la loi du mouvement 

sur la trajectoire soit la même qu'avec la gravitation 

einsteinienne, il faut avoir {cf. BECQUEREL, loc. cit, 

p. 23o) 

k ek = — ( 1 — 2 mu); 
a 

d'où, en portant dans (20 ) et changeant la constante v, 

^ u*(t — unu)* 
F = v — ^ • 

X — 2 u 

Si, en particulier, on prend \ = — > [ x = o, v = — 1 , 
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on aboutit, en utilisant (19) et (21), à la loi de force 

_ m I / 2 m \ 

2 m v r ' 

- h 2 P 2 — r ' 2 

m 
1 — 2 — 

ce qui est exactement la loi de force 'correspondant à la 
gravitation einsteinienne. ( Cf. C H A Z Y , Comptes rendus, 

29 janvier 1923, page 285). 

5. D'après ce qui précède, on voit qu';7 existe une 

infinité de lois de force permettant de reproduire 
exactement la trajectoire d'Einstein et, par conséquent, 
d'expliquer le mouvement du périhélie de Met cure. 

Mais, si l'on s'impose seulement cette dernière condi-
tion, le problème admet encore beaucoup d'autres 
solutions. 

Nous nous bornerons à chercher celles qui donnent 
une loi très voisine de celle de Newton. 

Si nous considérons v2 ( carré du rapport de la vitesse 
du mobile à la vitesse de la lumière) comme infiniment 
petit du premier ordre, nous remarquons d'abord que 
mu est du même ordre, ainsi qu'il résulte de la deuxième 
équation intrinsèque du mouvement, écrite avec l'at-
traction newtoniehne — mu2. Toutes les forces pertur-
batrices doivent être de l'ordre de m2a3. Nous les rédui-
rons d'ailleurs à leurs parties principales. Dès lors, nous 
pouvons poser 

S F = — m w 2 - h am2i*3, 

A T — P M I I ' , AJ = " F / N I I Î , A 3 = E M W 2 , 
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a, ¡3, y, e étant des nombres constants quelconques 

Nous allons maintenant calculer x par la formule (7 ) , 
en négligeant les infiniment petits du second ordre. 
Nous avons d'abord, par la formule (1), 

( • 23 ) A = e m j"u1 dr = — S / M ; ' 

puis, par la formule (5 ), 

( 2 4 ) B = — 2 ( ¡3 -+- ^ ) M U . 

Avant d'aller plus loin, cherchons la signification des 
constantes h et k. Si l'on admet la loi de Newton, 
l'équation (7 ) devient 

2 m 
x — h H — Y ~ a. kL 

En comparant avec (1 1), on a 

j ¿>2 
(25) h— — , k2—rnp. 

P 

Avec la loi actuelle, nous pouvons encore poser ces 
formules. Mais, bien entendu, p et e i\!ont plus de 
signification géométrique simple, puisque la trajectoire 
n'est plus une conique. Toutefois, on peut dire que p 
est une longueur voisine du paramètre et e un nombre 
voisin de l'excentricité de la trajectoire newtonienne. 

Portons (23 ), (24) , (25) dans (7 ) . Calculons d'abord 

la quantité sous le signe / . Au second ordre près, elle 

( l ) On pourrait supposer que ce sont des fonctions quelconques 
de u. Mais, si l'on admet que chacune de ces fonctions possède une 
dérivée finie et continue pour les petites valeurs de m«, on peut la 
réduire à la valeur qu'elle prend pour mu = o, car l'erreur com-
mise n'a qu'une répercussion du second ordre sur At, A2, A3, et du 
troisième ordre sur F. 
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s'écrit 

ce qui devient, en intégrant, 

H'- a \ m«2 y mu* 
•e t- ' • 

V /> 3 

Dès lors, 

— 2 ( ¡3 -f- y ) mwj 

( n a \ mz*2 2 „1 

I -

i — e 2 2 u 

p* p 

ou, en négligeant le second ordre, 

1 — e 2 2M r m 1 
a? = — -+- — Ĵ i -+- - (i - e2)(fi -h Y)J 

2 mu'1/ a \ 2 
-H — -

Si l'on portait dans (4 ) , on verrait que le calcul de 6 
en fonction de u se ramène à une intégrale elliptique. 
Mais, il est plus simple de porter dans (8 ) . On obtient 

dïu 

2 mu/ a Q e p — y -H y mu1 

P \ 2 4 7 

Nous savons que l'intégrale cherchée est très voisine 
i i -+- e cos u r\ > i 
de ———. Des lors, nous pouvons, en ne com-
mettant qu'une erreur du second ordre, remplacer u 
par cette valeur au second membre. Celui-ci prend 
alors la forme 

1 \ * / c o g Q 
P p» 
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les termes non écrits étant de la forme a-+-fccos2 9, 

avec des coefficients a et b de l'ordre de — • 

Pour intégrer, on réduit successivement le second 
membre à chacun de ses termes et l'on cherche l'inté-
grale particulière correspondante. L'intégrale fournie 

par a-\- b COS28 esta— ~ cos 28. Elle n'a qu'une réper-
cussion négligeable sur l'intégrale générale, parce 
qu'elle est périodique et son effet ne s'accumule pas au 
cours des siècles. Au contraire, le terme encosB donne 
l'intégrale particulière 

me ( e — - — S ) 
V 2 2 e sine, 

p2 

qui finit par devenir appréciable pour les grandes 
valeurs de 8. Dès lors, l'équation approchée de la tra-
jectoire s'écrit 

met z — - — B ) 
1 -h e cose V 9. / . a 

11 = h 6 sin 0. 
P P2 

Elle peut, au second ordre près, se mettre sous la 
forme 

1 H- e c<>s (6 — e 0 ) 
u = — > 

P 

en posant 

Si l'on prend un nouvel axe polaire CXz', d'angle 
polaire 80, l'équation de la trajectoire rapportée à cet 
axe est 

1 -+- e cose 

U ~ P ' 

Elle représente une conique E'. Par rapport à 
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l'ancien axe Ox, le mouvement résulte du mouvement 
sur E', combiné avec une rotation de E' autour de O, 
dont l'amplitude 90 est définie par la formule (26). 
C'est cette rotation qui constitue le mouvement périhè-

lique. Dans la théorie d'Einstein, l'angle 60 est égal 
à — il. Donc, pour que notre loi de force reproduise 
cette rotation, qui, commë*ôn sait, est conforme à l'ob-
servation en ce qui concerne la planète Mercure, il faut 
et il suffit que l'on ait (1 ) 

(•27) s _ î _ p = 3 . 

Citons comme cas particuliers simples : 

qc = — 6, e = ¡3 = -y = o7 

force centrale ( 2 ) — 

force centrale ( 2 ) — 

s = 3, a = 3 = Y = °> 

attraction newtonienne et force tanerentielle 3 m p c o s 1 . O ri 

attraction newtonienne et force perturbatrice nor-
i - 1 . • . • i * / •» \ 3 m v2 sin i maie a la trajectoire, égalé a ( 3 ) - —— 

( * ) Ce résultat a été indiqué par M. Chazy (loc cit., p. 286), 
sou9 une forme à peine différente de celle-ci, que j'avais obtenue, 
de mon côté (abstraction faite du terme en a, que je n'avais pas 
considéré), avant d'avoir eu connaissance de sa communication. 

( J ) Signalé par M. Chazy. 
( 3 ) Signalé par M. Lecornu (Comptes rendus, 22 janvier 1923). 
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La loi du mouvement sur la trajectoire est dpnnée 

par (2) , qui devient ici 

Si l'on veut avoir la deuxième loi de Kepler, il faut 
que e soit nul, la condition (27) devenant alors 

a + 2 p + 6 = o. 

Si l'on tfeut avoir la même vitesse aréolaire qu'avec 
la loi d'Einstein, il faut prendre s = 2 ; la condition ( 27 ) 
devient alors 

[Kl2±oc] 

QUADRATURE GRAPHIQUE III CERCLE PAR LE RAPPORT 

DE MÉTIUS ; 
PAR LE GÉNÉRAL C H A P E L . 

J'ai été conduit à remarquer que le Rapport de 
355 . 1 

Métius qui approche de TC à — près, peut s'écrire : 

355 
113 

Sous cette forme, il se traduit facilement en cons-
tructions géométriques permettant de résoudre graphi-
quement le problème de la Quadrature du Cercle et 
celui de la Rectification de la Circonférence, avec les 

, o,5 1 approximations respectives de et — • 

La construction suivante répond à ce double pro-
Ann. de Mathémat.y5* série, t. II. (Nov. 1923.) 6 
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blême et en fournit actuellement la solution simple la 
plus approchée : 

Sur un même côté d'un angle droit de sommet O, 
porter OA = 7 et OC = 11; sur l'autre côté, porter 
OB = 8 et OD = 11. Reporter les segments AB en OE 
sur le premier côté et DC en OF sur le second côté. 
(Par ouverture de compas : inutile de tracer les lignes 
AB, CD.) Mener la ligne EF et abaisser sur cette ligne 
la perpendiculaire OH ; 011 a : 

EF2 EF _ _ EF _ f -
OE2 ~~ 9 ÔÊ ~~ ' ' ' 

avec les approximations respectives indiquées ci-dessus. 
EF est le côté du carré équivalent au cercle de 
rayon OE et aussi la longueur de la demi-circonférence 
de rayon EH.On adapte à un rayon donné quelconque 
par une parallèle à OF dans le premier cas, et deux paral-
lèles aux côtés de l'angle droit dans le cas de la Rectifica-
tion. 

On possède depuis longtemps nombre de tracés géo-
métriques permettant de résoudre les deux problèmes 
(Quadrature et Rectification) avec une approximation 
suffisante pour toutes les applications graphiques : 
cependant, même à ce point de vue, les solutions ci-
dessus présentent quelque intérêt, en ce quelles 
n'exigent pas le tracé effectif du Cercle. 

QUESTIONS. 

2460. Étant donnée une cardioide (G) , on mène par son 
point de rebroussement une corde variable, d'extrémités M 
et M'. 

i° Il existe une parabole ( P ) osculatrice à (G ) en M et 



( 7=> ) 

avant son foyer sur MM', et une parabole analogue ( P f ) rela-
tive au point M'. Le lieu des foyers de ces deux paraboles est 
une cardioïde. 

2° L'une des cordes communes à ( P ) et ( P ' ) est la troisième 
tangente que l'on peut mener à ( G ) du point de concours I 
des tangentes à cette courbe en M et en M'. 

3° Le lieu du foyer F" de la parabole ( P") bitangente à (C ) , 
la corde de contact étant MM', est un cercle. Sa directrice 
enveloppe un cercle. Son axe passe par un point fixe. La 
droite IF" passe par un point fixe. 

4 ° Quand ( P") est-elle osculatrice à ( C ) ? 
J . - A . M O R E N . 

2461. Les diagonales AC, BD d'un quadrilatère convexe 
inscriptible le partagent chacune en deux triangles. 

i° La somme des rayons des cercles inscrits à ces triangles 
qui touchent une diagonale est égale à la somme des rayons 
des cercles inscrits qui touchent l'autre diagonale. Et réci-
proquement. 

•2° Même propriété pour les cercles exinscrits qui touchent 
les diagonales elles-mêmes (et non leurs prolongements). 

3° Il reste 8 cercles exinscrits qui se partagent en deux 
groupes de quatre cercles tels que la somme des quatre rayons 
des cercles d'un groupe soit égale à la somme des quatre 
rayons des cercles de l'autre groupe. 

B . N I E W E N G L O W S K I . 

2402. i° Etant donnée une ellipse, les diagonales du qua-
drilatère circonscrit à cette ellipse qui a pour côtés les tan-
gentes aux sommets appartenant à un même axe et deux tan-
gentes variables se coupant sur cet axe, enveloppent une 
hyperbole concentrique à l'ellipse. Quand on passe d'un axe 
à l'autre, on obtient deux hyperboles conjuguées. 

2° Le lien du milieu du segment intercepté sur une tan-
gente variable par les tangentes en deux sommets consécutifs, 
est une hyperbole équilatère. J.-A. M O R E N . 

2463. Soient ABC, A 'B 'C ' deux triangles inscrits à une 
même conique. Les six points (AA ' ; BC) , ( AA', B'C'), (BB',CA), 
(BB', C'A f ) , (CC', AB) , (CCr; A 'B ' ) sont sur une même conique. 

R. B. 
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CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une plaque carrée, homogène, 

pesante PQRS est assujettie aux liaisons suivantes, réa-

lisées san$ frottement : deux sommets consécutifs P et Q 
glissent sur une même circonférence ( C ) f i x e dont le plan 

est horizontal et dont le diamètre est égal aux diago-

nales de la plaque. Celle-ci peut donc librement tourner 

autour de Vaxe de la circonférence et autour du 

côté PQ. 

i° Etudier le mouvement de la plaque. Limiter la dis-

cussion au cas particulier où, à l'instant initial, la plaque 

fait un angle 6 0 avec le plan de {C) et se trouve animée 

d'une rotation de vitesse o> autour de Vaxe de (G) , en 

cherchant seulement le sens de la variation initiale de 

Vangle 6 du plan de la plaque et de celui de la circonfé-

rence. 

2 ° La plaque étant immobile, verticale, au-dessous du 

plan de (G), on lui applique une percussion en son 

centre. Quel est l'état des vitesses immédiatement après la 

percussion? 

NOTATIONS. —<{/angle DE PQ et d'un rayon fixe, O x , d e (C ) ; 
6 angle de la plaque et du plan de G; ia côté, m masse delà 
plaque; ma, m y projections de la percussion donnée sur 
les côté« PQ, QR et sur la normale au plan de la plaque. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — La. force vive est 

9 m a* 

a T = -_. [26 , t-h( î i . -h3cose4-2cos«e) f « ] ï 

et la fonction des forces U = mga sioô 
(on suppose 6 nul quand le carré est horizontal et placé vers 
l'extérieur de la circonférence et l'on supposée < 8 < ir quand 
la plaque est au-dessous du pla-n ^ j = o ) . L'équation de 
Lagrange relative à ^ donne une intégrale première, on en 
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obtiendra une autre par lé théorème de la force vive et l'on 
constate aisément que l'intégration des équations du mouve-
ment se ramène à des quadratures. 

Pour la discussion, il suffit d'étudier le signe initial 

de dérivée que donne, par exemple, l'équation de 

Lagrange relative à 8. On constatera que la valeur remar-
quable de o>* (qui correspond à 0 constant) est 

cos0o 

a sin G0 (3-4-4 cos60) 

Pour la deuxièfhe partie appliquer le théorème du moment 
cinétique aux axes O zx et PQ; les vitesses angulaires sont 

- a et 3 ! 
4 « 4 a 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une roue de poids P est assimilable 

à une circonférence homogène de rayon r , dont le 

centre O est situé sur l'axe Oz de rotation, mais dont le 

plan<lfait un angle a avec le plan R normal à Vaxe. 

On prend pour origine le centre O, pour axe O/, Vin-

tersection de Q et R. 

i® Équation de Vellipsoïde d'inertie de la roue, relatif 

au point O, rapporté aux axes rectangulaires Oxyz. 

2° Evaluer les réactions qui s*exerceraient pendant un 

mouvement de la roue, de vitesse angulaire w, autour 

de O z supposé horizontal et fixe, sur les tourillons qu'on 

assimilera à deux points situés sur Oz, à une distance r 

du ce(itre. 

Application numérique : co correspondant à 

2 o o tours par minute, r = im. 

3° Question analogue à la précédente en supposant 

qu'au poids P s'ajoute un couple d'axe O s, de moment 

connu N. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I ° U n c h a n g e m e n t d e 

coordonnées immédiat conduit à l'équation demandée. 
2° et 3° Aux réactions statiques qui, en laissant de côté 

l'indétermination des composantes axiales, peuvent être prises 
p 

verticales ascendantes et égales à — 5 il faut ajouter les réac-
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tions dues au mouvement. Leur résistance sera nulle (centre 
de gravité sur l'axe) et leur mouvement résultant, relatif au 
point 0 , aura pour projection sur les axes 0.r, Oy, O2 

L '= Du*—Eco', M' = — Eu)« - Dw', N '=o . 

Dans ces formules, qui sont classiques, D et E sont des 
produits d'inertie valant ici 

D = o. L = sina cosa, 

w est la vitesse et to' l'accélération angulaire. Dans le cas 2 0 

w' est nul; dans le cas 3° to' vaut avec 
u 

C — cos 2 « ) 
' ~ 

Dans l'un et l'autre cas il est bien aisé de réduire le couple 
ainsi obtenu à deux forces appliquées aux tourillons ; forces 
quí, pour des valeurs données de u) et m' auront des directions 
lixes par rapport à la plaque tandis que les réactions statiques 
ont des directions fixes par rapport au sol. 

( Grenoble, juin 1920. ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — Une plaque carrée, homogène, 

pesante est assujettie à rester constamment tangente à un 

cylindre de révolution fixe à axe vertical sur lequel elle 

peut librement rouler et glisser sans frottement. 

Etudier son mouvement. 

Montrer que les théorèmes généraux de la Mécanique 

permettent d'obtenir trois intégrales premières. Pousser 

Vintégration aussi loin que possible dans le cas particu 

lier suivant : 

A u début du mouvement le centre de gravité de la plaque 

se trouve sur le cylindre et la vitesse initiale de ce point 

est nulle Mais la plaque est animée d'un mouvement de 

rotation de vitesse angulaire connue autour de Vaxe du 

cylindre. 

INDICATIONS POUR LV SOLUTION. — On prendra pour axes 

l'axe du cylindre (axe des z) et deux axes horizontaux. Les 
paramètres choisis seront : 



contact ; 
ii, distance du centre de gravité à la génératrice de contact; 
z, cote du centre de gravité; 
0, angle d'une diagonale du carré avec l'horizontale du 

plan du carré. 
On écrira l'équation des forces vives, l'intégrale des aires 

dans le plan xOy, le théorème des projections sur Oz 

Les deux premières équations se réduisent respectivement à 

(a2-h k2-\- u2) cp'2-4-i*'2— 2aw'«p' = A, 
(a2-j- y__ au'= C 

et l'élimination de cp' conduit à une équation différentielle en u. 

Dans le cas particulier envisagé on a 

0'() = z'0 = o, ©0 = = o, <p'0 = to, u'q = a u) ; 

on obtient immédiatement les valeurs correspondantes des 
constantes d'intégration G et h. La discussion est très simple 
et il rCy a pas lieu d'y insister. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une bielle d'accouplement de loco-

motive est composée d'un prisme à base rectangle de 

dimensions 12 x 20. Longueur de la bielle il~in\ 

L'effort de traction ou de compression quelle a à suppor-

ter sera pris en moyenne égal à 3ooookg. La manivelle a 

une longueur de on,,3o. 
La locomotive a des roues de 2 m , 2 0 de diamètre et une 

vitesse maximum de i2okm à l'heure. 

Calculer Veffort moléculaire maximum de la bielle en 

tenant compte à la fois de V effort de traction et des forces 

d'inertie. 

(Le mouvement de la bielle est un mouvement de trans-

lation.) 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — En un po int que l conque A 

de la bielle nous aurons à composer : 
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i°Un effort de traction ou decompression égal à — T =3oooo; 

S section de la bielle; 
2° La force centrifuge qui, sur une longueur dl de bielle, a 

la valeur 

avec co = rad. par seconde. 

Cette force donne une composante de traction égale à 

pSdlu>2a X sin a, 
soit en tout 

2p S / a>2a sin a, 

ou par unité de surface 

2 p ¿a>2 a sin a, 

et un moment fléchissant, maximum au milieu de la bielle, 
égal à 

J Cl ¿2 

/ dl = p S w2 a cos a — • 0 
L'effort moléculaire normal qui en résulte est, d'après Ja 

formule de résistance composée, 

, . M P 3pto2acosa£2 3oooo , 
( i ) h = — 1 ^ h i p/w2asina. 
x w S 2 X o , i . S r 

Il faut donc chercher le maximum de 

X I cos a -h 2 sin a = 18 cosa -h 2 sin a. o, 2 

La valeur de a une fois calculée, l'effort moléculaire maximum 
est donné par (1). * (Gaen, juin 1920.) 
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[021] 
SUR L'INTÉGRATION 

DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES RATIONNELLES ; 
Par E. GOURSAT. 

1. Soient P ( x , y ) , Q (x , y ) deux fonctions ration-
nelles de x et de r , satisfaisant à la condition d'inté-
grabilité 

(0 - = K } ôy ôx 

Nous supposerons, ce qui ne diminue pas la géné-
ralité, que ces deux fonctions sont continues pour 

x =y = o. 

Pour intégrer l'équation aux différentielles totales 

(2) dz = P(a?, y) dx + Q(x, y)dy, 

on peut chercher une fonction primitive de la fonction 
rationnelle du paramètre auxiliaire t 

(3 ) v(t) = xP(xt,yl)-i-yQ(xtiyt), 

s'annulant pour t = o et remplacer ensuite t par l'unité 
dans cette fonction primitive. Ce procédé revient au 
fond à calculer l'intégrale curviligne 

/ /o 

u-o) 
PO, y) dx -+- Q(x,y ) dy, 

(0,0) 

suivant la ligne droite allant de l'origine du point (x ,y ) . 
11 est facile de vérifier directement ce résultat. Soit en 

Ann. de Mathématsérie, t. II. (Dec. 1923.) 7 
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effet T ( # , y) Fkitégrale définie 

" ( 4 ) T ( x , y ) = f [x?(xt,yt)+y(l{xt,yt)}dt; 

la dérivée a pour 

0 

ce qui peut s'écrire, en tenant compte de la condi-
tion ( i ) , 

On vérifierait de même que l'on a -jy = y ) . 

L'intégration de la fonction rationnelle <f(t) du para-
mètre t exige la résolution d'une équation algébrique 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
de x et de y. Je me propose de préciser la difficulté 
algébrique de ce problème et de montrer que l'inté-
gration n'exige aucune résolution d'équation algébrique 
lorsque les coefficients de» fonctions rationnelles P (x ,y) , 
Q ( # , y) ne satisfont à aucune relation particulière, en 
dehors de la condition d'intégrabilité ( i ) . Je m'ap-
puierai pour cela sur le lemme suivant : 

Tous les résidus de la fonction rationnelle ©(/) 

sont indépendants de x et de y. Le calcul que nous 
venons de faire prouve en effet que la valeur de l'inté-
grale définie 

prise le long d'un contour fermé quelconque dans le 
plan de la variable complexe est indépendante de x 

g = J ± [t P(xt, 70] dt = [/ Pùt, yt)U = y) 
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l 
dx et de y, car la dérivée par exemple est égale à 

X, 
2. Cela posé, on sait que l'intégrale ^ o(t)dt se 

compose d'une partie rationnelle en t et de termes 
logarithmiques. La partie rationnelle en t s'obtient par 
des opérations rationnelles effectuées sur les coeffi-
cients de o ( t ) ; elle s'exprimera donc rationnellement au 
moyen de ces coefficients et, par suite, quand on rem-
placera t par l'unité, on obtiendra une fonction ration-

nelle de x et de y. 

Supposons qu'on ait retranché cette partie ration-
nelle de l'intégrale que l'on cherche; il restera à cal-
culer une fonction prirfiitive d'une fonction rationnelle 

/m / / \ F / « - i ( 0 

F/w(/) et F w . _ ( t ) étant deux polynomes en t, dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles entières 
de x et de y ; le premier de degré m, le second de 
degré m — i au plus. De plus, l'équation F , » ( f ) = o 
n'admet, pour des valeurs arbitraires de x et de y, que 
des racines simples. Soient 

ces m racines; on a aussi 

Ct Ci cm 
ç ( 0 = -o, t — e2 t— o„ 

1 es résidus c2, . . c m étant indépendants de x e t ^ 
d'après le lemme établi plus haut. Je dis de plus que 
tous ces résidus sont égaux, si le polynome Fm(t) 

est indécomposable, c'est-à-dire s'il n'est pas le pro-
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duit de plusieurs polynomes de degré moindre en t, 
dont les coefficients sont aussi des polynomes en x, y. 

Supposons en effet ce polynome indécomposable; 
les m racines y) sont m branches d'une fonction 
algébrique des deux variables x et y. On peut donc 
faire décrire aux variables complexes x,y, des chemins 
fermés tels que la racine ( ¡ ¡ ( x^y ) par exemple se 
change en 8¡¡(x, y)* La fonction - — ^ se change 

donc en et comme c, et c* sont des cons-
1 ~ y) 

tantes, on a forcément c{ ~ c*. On a donc, dans ce 
cas, 

car le polynome F,w ( i ) ne diffère du produit 

que par un facteur indépendant de t. La constante c 

se détermine immédiatement et, par suite, on a 

( 0 ) f o(t) dt — c log 5 F„ , (/ ) : . 

On voit que, dans ce cas, l'intégrale renferme un 
seul logarithme et s'obtient sans avoir à résoudre 
aucune équation. Il est à peu près évident que ce cas 
doit être considéré comme le plus général; en effet, si 

y ) et y ) sont les fonctions rationnelles les 
plus générales d'un degré donné vérifiant la condi-
tion ( i ) , le polynome F,„(/) correspondant sera indé-
composable, si d'autres conditions ne sont pas satis-
faites. 

3. Si le polynome F m ( / ) n'est pas indécomposable, 
il est égal au produit de plusieurs polynomes indécom-
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posables F<, F2 , . . F r , tous différents 

(7) * F#/l(O = F , ( 0 F , ( 0 . . . F r ( 0 , 

dont les coefficients sont des poljnomes entiers en x,y\ 

Le raisonnement du paragraphe précédent prouve que 
les résidus de correspondant aux racines d'un de 
ces poljnomes F¿(¿), sont égaux et par suite la fonction 
rationnelle <f est de la forme 

(S cp fO^C i -J— -H H-...H- , 

Ci, c2, . . . , c r étant des constantes. On a donc 

(9) J y(t)dt 

= log; FT(O ; 4- C2 iog| F , ( O c r l o g ; F,.(/);. 

Si l'on a décomposé F/w (¿) en poljnomes indécom-
posables par la formule (7), les constantes c2, c, 
se déterminent facilement. On a par exemple le coeffi-
cient Ci en exprimant que F m _ j ( i ) — ct F'f F 2 . . . F, est 
divisible par F<. 

Toute la difficulté algébrique de la question se 
ramène donc à ce problème : Etant donné un po l j -
nome F ( x , y, t) entier par rapport aux variables x, 

y , reconnaître si ce poljnome est décomposable en 
un produit de poljnomes de même espèce et, dans le 
cas de l'affirmative, effectuer cette décomposition. 

4. Il est clair que la méthode s'étend immédiatement 
à l'intégration des différentielles totales de la forme 

P <>, y, z)dx-h Q (x7 y, z) dyR O , y, z) dz, 

où P, Q, R sont des fonctions rationnelles de x,y, z. 

Le résultat qui sert de point de départ s'étend aussi 
aux différentielles totales, quelles que soient les fonc-
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tions analytiques P ( # , y), y)-, car l'hypothèse 
que ces fonctions sont rationnelles ne joue aucun rôle 
dans la démonstration. Si P ( # , y) dx -f- Q(#> y) dy 

est une différentielle exacte, les résidus de la fonction 
auxiliaire 

de la variable sont indépendants de x et de y. Nous 
supposons, pour fixer les idées, que P et Q sont des 
fonctions uniformes. 

Cette propriété peut servir à déterminer très aisé-
ment la forme générale de certaines différentielles 
totales à coefficients transcendants. 

Considérons par exemple une différentielle totale de 
la forme 

P ( # , r ) et y) étant des fonctions rationnelles 
de x et de y . On démontre, comme plus haut, que l'on 
peut prendre pour z l'intégrale définie 

Cio) Z (x,y) = Ç e<>x+ay}t[x¥(xt,yt)-+-yQ(xt,yt)]dt. 
«- o 

Une suite d'intégration par parties conduit, par des 
calculs rationnels, à une partie tout intégrée 

eUM-ay)t y), 

où r ) est une fonction rationnelle de x et de y, 

et à une intégrale de la forme 

J0 F m{t;x,y) 

F m et F//l_1 étant des polynomes de degré m et m — i 
en dont les coefficients sont des fonctions ration-
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nelles de x et de y, et le polynome Fm étant premier 
avec sa dérivée. Les résidus de la fonqtion 

" m 

doivent être indépendants de x et de y. Soit t = Q(x,y) 

une racine de Fm(t) = o; le résidu correspondant 

e(x+ay)§U,y) F'n~i ) 
F î»(6) 

est le produit d'une fonction transcendante par une 
fonction algébrique. Pour que ce produit se réduise à 
une constante, il faut évidemment que l'on ait 

la constante c pouvant être nulle. Les racines de l'équa-
tion F m (£ ) = o s o n t donc de la forme 0 = — - — > 

1 x -+- ay 
et la fonction cp4 ( t ) a pour expression 

cpj (t) = ' 
bi 

i = i x -h ay 

et l'intégrale j * c^ ( t ) dt devient, en posant 

t — 
x ay 

x-\-ay 

On voit immédiatement que la différentielle totale d $ 
a pour expression 

rf* = ex+ù-y ( 2 e , ) (d* + « 40 . 
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et toute différentielle exacte (9 ) est de la forme 

d [ R O, y ) ] -b e*+«y i x + ady), 
r fn\X a y ) 

R(;r, y) étant une fonction rationnelle quelconque 
de x, y et F w , Fm_t deux polynomes de degré égal à 
l'indice, F w étant premier avec sa dérivée. Nous 
voyons de plus que cette décomposition peut être 
effectuée par des opérations rationnelles. Dans le cas 
actuel, le polynome F x , y ) est toujours décom-
posable en m facteurs analytiquement distincts. 

5. Considérons encore une équation aux différen-
tielles totales du second ordre complètement inté-
grable 

( u ) d*z = P (¿r, y) dx*-4- 2 Q ( J , y) dx d y R (rr, yjdy*, 

où P, Q, R sont des fonctions rationnelles de x et dey. 

Elle est équivalente au système 

^ dp = P (x, y) dx h- Q (x, y) dy, 

( 1 2 ) < dq = Q(xty)dx-hR(x,y)dy, 

I dz = p dx -+- q dy, 

ce qui donne les conditions d'intégrabilité 

, <>N àP àQ àO ôR 
( là) -r- = = — • (Jy dx dy dx 

En posant, comme plus haut, x = Xt, y = Yt, 

5 devient une fonction CI>(/; X, Y ) , pour laquelle 
on a 

d2 z d* <ï> 

- + - aXYQ (X/ , Y / ) h - Y » R ( X Î , Y t ) ; 

l'intégrale de cette équation qui est nulle, ainsi que sa 
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dérivée, pour t = o, a pour expression 

(i3) * ( * , X , Y ) 

H - 2 X Y Q ( X M , Y M ) - H Y*R(Xu,Yu)]du9 

et en faisant t = i dans le second membre, et y rem-
plaçant X et Y par x et y respectivement, on obtient 
l'intégrale particulière de l'équation (i i ) qui est nulle, 
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, 
pour x =y = o. Il est aisé de le vérifier par un calcul 
direct. On a par exemple 

d<ï> r1 « 

-hiXYuQ'x+Y* uWx]du, 

+ 4YziQ/a?-h sXYi^Q'U-i- Y%/2 K*«] rfw, 

ou, en remplaçant Q^, Q%, par P'v, P*a res-
pectivement, 

¿2<î> 
«/o 

-f- X* M« p"t.2 ,2 x Y u* P'i v -f-Y '"il* Py« J 

\du 

ou enfin 
à**. . n / v . v ^ 
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Pour t = i, on a bien = P ( X , Y ) , et l'on véri-
fierait de même que l'on a 

* * = Q(X, Y), Y). dX<JY ' " dX» 

L'intégrale ( i 5 ) se compose d'une partie rationnelle 
et d'une intégrale de la forme 

?(*, X, Y )dt 
F m ( t , X, Y) 1 

Fm et ® étant deux polynomes en t à coefficients ration-
nels en X et Y , dont le premier est premier avec sa 
dérivée F„ ;, et dont le second est au plus de degré 
ni — i. Les résidus de cette fonction rationnelle ne 
sont pas nécessairement indépendants de X et de 
mais ces résidus sont des fonctions linéaires de X et 
de Y. Soit en effet lc l'intégrale 

I(; = Ç (*—M)[X»P4-2XYQ-*-Y*RJrfM, 
Je 

prise le long d'un contour fermé quelconque G dans le 
plan de la variable complexe u. D'après le calcul que 
nous venons de faire, on a 

=Ji: du iu - +"2pr"=° 
et l'on démontrerait de même que l'on a 

¿2Ic à1le 
ÔX dY ' àY* 

Les conséquences sont analogues à celles qui ont 
été indiquées au n° 2. Si le polynome F w ( i , X , Y ) est 

indécomposable, la fonction rationnelle est de la 
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forme 

(AX -h BY-+- C) — j logFfW j, 

A, B, C étant des constantes, et l'intégrale s'obtiendra 
par des calculs rationnels. 

6. L'introduction de la variable auxiliaire t avait seu-
lement pour but de conserver la symétrie entre les 
variables x et j-, mais le résultat essentiel relatif aux 
résidus est indépendant de cet artifice. Soient P(x,y'), 

y ) deux fonctions analytiques uniformes lorsque 
les variables complexes x et y restent respectivement 
dans deux domaines D^ et D r , et qui satisfont à la con-
dition ( i ) dans ces domaines. Nous supposons de plus 
que quand on donne à y une valeur constante y 
dans D r , P ( # , y ) et Q (x , y ) sont des fonctions 
méromorphes de x dans D^. 

Les résidus de la fonction j\x)t=V(x, y) sont 

indépendants de y. 11 suffit pour cela de prouver que 
la valeur de l'intégrale 

I=£p(<r,y)dx, 

prise le long d'un contour fermé quelconque dans D^, 

est indépendante de y . Or on a immédiatement 

¿ - j C W S * - " " -
Inversement, si une fonction P(#,JK) satisfait aux 

conditions précédentes, on peut lui associer une autre 
fonction qui est aussi une fonction méro-
morphe de x pour une valeur constante de y, telle 
que Pdx-\-Qdy soit une différentielle exacte. En 
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eflet, si les résidus de P ( # , y ) sont indépendants de y, 

on a f ~ dx — o, et les résidus de sont nuls. On 

aura donc pour Q l'intégrale^* ~ dx d'une fonction 

méromorphe dont tous les résidus sont nuls, c'est-
à-dire une autre fonction méromorphe. 

En particulier, soit y ) une fonction rationnelle 
des deux variables x et y, telle que les résidus de la 
fonction P ( # , y ) de la seule variable x soient indé-
pendants de j . Le raisonnement prouve qu'on peut lui 
associer une autre fonction rationnelle Q ( # , y ) telle 
que P(x, y) dx -f- Q ( # , y) dy soit une différentielle 
exacte. 

[ R l b ] 

SUR LES MOUVEMENTS RELATIFS DE TROIS PLANS 
QUI GLISSENT L'UN SUR L'AUTRE ; 

P A R F E R N A N D J O S S E , 

Elève à l'École Centrale des Arts et Manufactures. 

1. Soient P0, P M P2, . . . des plans qui glissen^ sur 
un même plaji fixe (lequel peut se confondre avec l'un 
d'eux). Le mouvement de P,- par rapport à Py sera 

désigné par le symbole * ̂  un instant donné, ce 

mouvement est tangent à une rotation de centre I¿j 
(centre instantané de rotation) et de vitesse angu-
laire to//. I/y est confondu avec Iy i et l'on a 
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Si l'on considère trois quelconques de ces plans P/? 

Py. P*, la théorie des mouvements relatifs conduit 
immédiatement aux résultats suivants : 

i° Les centres Iy*, I*;, ï/y sont en ligne droite; 
2° On a 

™ jk _ _ u>ij 
hjlik 1 jk lyï hdh j 

où il faut tenir compte des conventions de signes ordi-
naires, pour les numérateurs et pour les dénominateurs. 
Ces égalités ont comme conséquence 

Mjk-H W/l7--i- 0)/y= O, 

formule évidente a priori. 

2. Prenons les plans P4, P2 , P3. Le mouvement 

peut être obtenu par le roulement d'une courbe (¿/3) 

sur courbe ( a 2 ) ; le mouvement ( j r ^ P a r I e roulement 

d'une courbe (6 , ) sur une courbe (b 3 ) ; le mouvement 

) P a r r 0 l l l e m e i l t d'une courbe (c2) sur une 

courbe (c , ) . Les courbes (bt) et ( c t ) sont liées à P l 5 

(c2 ) et ( a . ) à P2, (a3) et (b3) àP3 . 
Pour éviter un excès d'indices, appelons A le 

centre 123, B le centre I3 { et G le centre 1,2. Alors, A, 

étant le centre instantané de rotation pour le mouve-

ment ( j r ^ > est le point de contact de ( a 2 ) et (a 3 ) . De 

même B est le point de contact de (b3) et (6<), C le 
point de contact de (c,) et (c2). 

Aux points A, B, G les courbes ( a ) , (b) et ( c ) ont 
en tout six centres de courbure. L'objet cle cette Note 

est d'établir qu'il existe entre ces six centres de 

courbure une relation et d'en rechercher la forme. 
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3. Désignons par A ( f ig. i ) la droite ABC. Cette 
droite enveloppe, respectivement par rapport aux trois 

plans P|, P2 , P3, trois courbes P4, T2, T3. Soient o f , 
o2, 83 les points caractéristiques de A. On peut supposer 
que A roule sur en donnant à cette droite un glisse-
ment convenable le long d'elle-même. Soit alors P0 un 
plan lié à A. Le centre estle point8<. Le centre 102 doit 
être aligné sur le précédent et sur le centre 112, c'est-àT 

dire sur C.D'autré partie même centre est sur la normale 
à A en S2 qui est son point caractéristique dans ^ p ^ • 

C'est donc le point o2 même (' ). 

Exprimons que les courbes (a3) et (a») roulent l'une 
sur l'autre : il suffit d'écrire que le point A, entraîné 

^0/ 
dans l'un ou l'autre des mouvements ( ^ ^ et 

a la même vitesse, ce qui donne 

(O20S2 A = 1030&3 A . 

Posons encore, pour simplifier les notations, 

to 10 = to 1, o)2o=w2, w30 = (1)3 ; 

la relation précédente et les relations analogues 

( l ) Ou voit donc accessoirement que, dans le mouvement 

la base est le lieu de S2 dans P0, c'est-à-dire A, et la roulante le 
lieu de o2 dans P2, c'est-à-dire r2. Donc Vhypothèse que A roule 
sur T, entraine la conséquence que A roule surT2 et, bien entendu, 
sur F, aussi. 
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s'écrivent 

Î to2ô2 A = OJ3S3 A, 

o)3o3B = w ^ B , 
o)j G = ojj §2 G. 

Introduisons maintenant les centres de courbure a2 

de ( a 2 ) et a3 de ( a 3 ) en A , et reproduisons le raison-
nement de M. J. Pérès dans un article récent ( * ) . 

Supposons que le mouvement de A soit maintenant 
tel que le point A soit fixe sur cette droite, et soit P4 

1111 plan entraîné dans ce mouvement. Les centres L* 
et I3 4 sont les points M2 et M3 de a2 a3, qui se projettent 
sur A en S2 et §3. Soit V ia vitesse du point A, entraîné 

dans l'un ou l'autre des mouvements ( î^)"" a 

V = M 2 A w2V = M 3 A w 3 »,, 
d'où 

* > » « = » » - * > » = V ( M Î â - MTÂ) ' 

Si l'on refaisait le raisonnement, en remplaçant A 
par a2a3, on aurait 

^ y l ' - ' ) . 
\ a2 A a3 A / 

On tire de là 

ou encore 

1 1 1 1 
M2 A M3 A ~~ a2 A a3 A.3 

1 Ï _ 1 Ï 
AM3 ~~ AM2 ~ Aoil ~~ A7.2 

Soient a'2, a'3 les projections sur A de a2, oc3, on obtient, 

(*) A propos de la formule d'Euler-Savary (N. A., 1923, 
p. 205). 
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par projection de l'égalité précédente, 

i i _ i 
A o3 A ~~ 7 ' 

en posant 
i 

» , — , » / et A cl — t . 
A a A a 3 A a2 

On reconnaît, en invoquant des résultats classiques, 
que Ze point a autre que la projection sur A du 

point a diamétralement opposé à A cercle des 

inflexions du mouvement 

Récrivons l'égalité précédemment obtenue, ainsi que 
les égalités analogues : 

A 8 3 A 82 = 7' 

B~8i 
1 

m 

C8^ 
1 

~ cTT, 
1 
n 

( -A ) 

3. On tire des égalités ( i ) 

( 3 ) A8 , .B8 3 .C8 I= AOS.HOLCÔÎ. 

Les trois points o ( , o2, S3 interviennent dans les 
quatre relations (2) et (3 ) . En éliminant ces trois 
points il doit rester, comme je l'ai dit au n°2, une rela-
tion entre les six centres de courbure ou, a3, etc. 

Pour faire cette élimination, remarquons qu'on 
satisfait à (3 ) de la manière la plus générale en posant 

B 81 _ [j. G a2 _ v A 8 3 _ X 
cYi ~ v ' Â s T T ïï8l 

A, [A, v étant quelconques. La première de ces relations 
donne 

Bùi _ Co, _ B 8 , — C8 t _ BG 
{JL V JJL — V JJL V 
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d'où 

B = BG —-— » GS1 = BC-

et, de même, 

fl — v 

X 

v — X 

A S3 = AB r——— ? B 83 = AB • 
X p. • X [JL 

La première des relations (2) donne, d'autre part, 

A 82. A ô3 
1 = 

A 82 - A A3 

En remplaçant AS2 et AS3 par leurs valeurs, on 
trouve, après "réduction, 

, 4 r» c x X XAB.CA 
' (X —[JL)GA — ( v — X ) A B " ~ X G B - + - ¡JLAG-4-VBA% 

On a de même 
_ [JLBG.AB  

M ~ X C B -+- ¡ ¿ A C - F - Y B A ' 

V G A . B C 

X G B -4- (jl AG -+- v B A 

Multiplions ces relations respectivement par BC , 

CA , AB et ajoutons. On reconnaît que X, v s'éli-
minent et il reste 

/ BG2 h- niCk + n\B2 -+- BG.GA.AB = o, 

ou , en remplaçant /, m, n par leurs valeurs, 
• 2 

' ' 3 ) A A ' . B C -H B ^ ' . G A - + - G 7 . A B 4 - B G . G A . A B = O. 

C'est la relation demandée. 11 serait intéressant d'en 
obtenir une interprétation géométrique simple, per-
mettant, en particulier, de construire un des six centres 
de courbure, connaissant les cinq autres. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. I I . ( Déc. 192.3.) 8 
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[R9b] 
CHOC EN TENANT COMPTE DU FROTTEMENT; 

P A R JOSEPH P É R È S . 

I. Le problème plan. 

1. Je me propose de revenir ici sur l'étude du choc 
de deux solides quelconques en tenant compte du 

frottement au contact. C'est là une question déjà 
étudiée et l'on sait que les méthodes de la Mécanique 
rationnelle en fournissent la solution sans que l'on 
rencontre jamais, comme dans d'autres questions où 
intervient le frottement, aucune indétermination ou 

impossibilité ( ' ) . Nous utiliserons dans cet article, 
pour résoudre le problème posé et arriver à la con-
clusion précédente, une représentation géométrique 
très simple et qui présente des avantages. 

Faut-il dire que ces quelques pages n'apportent pas 
de résultats nouveaux. 

2. Envisageons d'abord le cas d'une plaque maté-
rielle quelconque (S) , mobile dans un plan et y 
reheentrant, à un instant donné, un obstacle fixe (S ) ; 
Q est le point de contact; les axes de coordonnées O x 
et O y sont respectivement la tangente et la normale 
aux surfaces en contact; le centre de gravité de la 
plaque G a, à l'intant du choc, les coordonnées a et ¿>. 
Nous supposerons connu le coefficient de restitution 

( ' ) Un cas particulier intéressant a été étudié récemment ici 
même (cf. Nouvelles Annales, avril et juin 1923). 
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(ou d'élasticité) e\ enfin, le contact a lieu avec frotte-
ment, le coefficient de frottement étant connu. 

Fig. r. 

Étant données, à l'instant t0 où commence le choc, 
les composantes a0, ¡30 de la vitesse du point G et la 
rotation instantanée to0 de la plaque, il s'agit de déter-
miner, à l'instant t{ où le choc se termine, les quantités 
analogues , , (1)4. 

Pour cela notons d'abord que, X et Y étant les 
composantes de la percussion P qui s'exerce sur (S ) , 
on a les équations classiques 

X BIH/.;, 
Ty 

Y V / 
0) 

bX-a Y 

(quantité de mouvement et moment cinétique en G), 
ni étant la masse de la plaque et k le rayon de giration 
relatif au point G. D'autre part la vitesse du point de 
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la plaque qui est en 0 est 
,,, . . ( u 0 = a04- bon, 

au debut du choc < 
( v 0 = Po— «wo; 

- i r ^ i i Ui = a î + f c w i ' , 
a la lin dn choc < 

{ V i = au>,, 

et Ton en déduit, d'après ( i ) , 

TT TT X ( k * - f - b*)-abY à9(X, Y ) 
l j , ~ U o = ^ = ÔX 9 

M v - abX-+Y (/c *+a* ) dçfX, Y) 
V t - V0 - ^ = ¿y > 

avec 

9 ( a Y ) = j~ '— • 
T ' inik-

Tout revient donc à déterminer U< et V, : X e t\ 
en résultent grâce aux relations (2) , puis, d'après les 
relations (1), l'état final des vitesses. 

3. Il serait facile d'achever la question par le calcul. 
Nous procéderons plutôt géométriquement, en utilisant 
les remarques suivantes. 

La courbe 
<?0,7) = 1 

est une ellipse dont le tracé est immédiat : le grand 
axe est porté par la droite OG (bx— — et les 
longueurs des demi-axes sont proportionnelles à 
\ /r2-f- b2 êt k. L'ellipse présente la disposition de 
la figure 2 si, ce qui n'est pas une restriction, on sup-
pose ab positif (1 ) : les points H et K de cette ellipse ( point 
le plus haut et point le plus à droite) sont dans l'angle 

( * ) Nous pouvons laisser de côté le cas où ab serait nul. C'est, 
au fond, le cas traité dans les articles précédemment cités. 
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des axes xOy. Soient/? le point où la demi-droite qui 
porte la percussion rencontre cette ellipse et r le pied 
de la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente en 
p à l'ellipse ; soient M0 et M, les points de coordonnées 
U0, Vo et U<, \ i : d'après lesformules (2 ) les segments 

Or et M0 M< sont parallèles et de même sens. 

L<lg. 2. 

JP 

A H ' 

/ TK 
MM 

"7A * 

B ' 

\M0 

\Y' 

Observons enfin que l'on peut écrire des formules 
analogues à J[I) et ( 2 ) pour tout intervalle partiel du 
temps t0 t{ que dure le choc. Soient alors U et V i es 
composantes de la vitesse du point de contact à un 
instant quelconque du choc et soit M le point de coor-
données U et V. Pendant le choc le point M va, suivant 
un certain chemin, de M0 en M, : à chaque instant 

le déplacement de ce point a lieu dans la direction 

O/*, le point r étant déterminé par la contruction précé-
dente où l'on remplace la percussion P par la réac-

tion à ïinstant considéré. 

Cette réaction (comme d'ailleurs la percussion totale 
P ) est située au-dessus de X 'OX, de sorte que lç 
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point p est toujours sur la demi-ellipse supérieure 
A 'BHKA. Le point M0 est connu, il est au-dessous de 
X 'OX puisque la vitesse normale V0 au début du choc 
doit être supposée négative. La trajectoire du point M 
est immédiate : si, pendant tout ou partie du choc, il 
y a glissement, la réaction correspondante fait avec O y 

l'angle de frottement dans le sens opposé au glissement; 
les points p et r sont donc bien déterminés et M décrira 
un segment de droite parallèle à O r et de même sens. 
Si, au contraire, il n'y a pas glissement, U sera nul et 
le point M se déplacera sur^-'Oy, le point p corres-
pondant étant en H. Dans tous les cas on déterminera 
sans peine le point puisque l'on en connaît l'or-
donnée 

(3) \i = — £ V0, 

e étant le coefficient de restitution. 
Pour terminer la discussion nous distinguerons 

plusieurs cas. 

4. Premier cas : pas de glissement au début du 

choc. U0 est nul et M0 est sur Oy'. Deux hypothèses 
sont possibles. 

a. Pendant le choc il n'y a pas de glissement, le 
point M décrit l'axe y'Oy jusqu'en M, déterminé par 
la relation (3) . Le point p correspondant est en H et 
la percussion portée par OH. Cette solution est donc 

acceptable sij^OH est inférieur ou égala 1 angle de 

frottement <p. 

b. Pendant le choc un glissement s'établit. La réac-
tion tangentielle devant être opposée au glissement 
dont le sens est défini par Or, il faut que Oy soit inté-
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rieur à l'angle rOp. Cela implique, comme on le voit 
immédiatement sur la figure, que p soit un point de 
l'arc BH; le glissement sera donc négatif. La position 
du point M4 en résulte {fig* 2) et l'on voit que le glis-

sement n'est possible que si y OH est plus grand que 

tangle de frottement. 

Les deux hypothèses s'excluent et nous obtenons 
donc toujours une seule solution du problème. 

o. Deuxième cas : U0 positif. Dans ce cas, au 
moins au début du choc, le glissement est positif et le 
point p est bien determiné sur Y arc A'B. On a donc la 

direction O r \ contenue dans l'angle c et le point 
M décrit la parallèle menée par M0. Prenons sur cette 
parallèle le point dont l'ordonnée est donnée par (3). 

Si le point ainsi obtenu correspond encore à un glis-
sement positif, c'est le pointM, et le problème est résolu; 
le glissement reste positif pendant tout le choc. Sinon 
la droite issue de M0 coupe l'axe y'y en un point M' et 
il faut diviser le choc en deux périodes. La première 
nous amène en M' avec un glissement nul. Nous nous 
trouvons ensuite dans les conditions du premier cas 

et nous aurons, pour la fin du choc, pas de glissement 

ou glissement négatif suivant la valeur du coefficient 
de frottement. 

6. Troisième cas : U0 négatif. Au début du choc 
le glissement est négatif et le point p bien déterminé 
sur l'arc d'ellipse AB. 

a. p est sur l'arc BH. O r est alors dans l'angle x'Oy 

de sorte que le glissement augmentera en valeur absolue. 
M, correspond donc toujours à un glissement négatif 
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et la solution convenable sera toujours obtenue en 
menant par M0 la parallèle à Or . 

b. p est sur Tare HK. O r est dans l'angle xOy. Le 
glissement sera négatif pendant tout le choc si le point 
M,, déterminé en menant par M0 la parallèle à O r , est 
à gauche dey'Oy. Sinon, il faudra s'arrêter, comme 
dans le second cas, en M' sur^'OjK et le choc compor-
tera une seconde période, toujours sans glissement, 

d'après les résultats du premier cas. 

c. p est sur l are KÀ. Dans ce cas O r est dans l'angle 
y'Ox et la parallèle menée par M0 ne rencontre pas 
x'Ox mais rencontre toujoursj^O^. Le choc comporte 

Fig. 3. 

toujours deux périodes, la première amenant en M7, la 
deuxième amenant en M4 sans qu'aucun glissement 
s ' é t a b l i s s e 3 ) . 

7. On voit que, dans tous les cas, la solution du 
problème est déterminée sans que l'on rencontre aucune 
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impossibilité. L'application de la méthode n'exige pas 
le tracé de l'ellipse; on en connaît les axes et, parce que 
toute ellipse homothétique et concentrique peut jouer 
le même rôle, on prendra pour longueur de ces axes 
2 y k-a--\-b2 et 2 k ( § 3 ) . Il y aurait peu de chose à 
ajouter pour obtenir, de façon également graphique, 
la percussion P. 

Le dernier cas envisagé ( § 6 , c ) présente une cir-
constance à première vue paradoxale : la vitesse normale 
du point de contact augmente en valeur absolue pendant 
la première partie du choc. 

Dans le cas de corps mous (e = O ) le point M< se 
trouve sur l'axe x'Ox et une discussion classique, pour 
laquelle nous pouvons renvoyer le lecteur à un article 
de M. Delassus (• ), permettra de décider si, après le 
choc, le mouvement de la plaque sera le mouvement 
libre ou le mouvement lié (avec ou sans glissement). 
Peut-on, dans le cas du glissement, se trouver dans le 
cas où les lois du frottement paraissent conduire à une 
impossibilité et où, comme le montre clairement 
M. Delassus, il se produit choc avec établissement 
brusque du roulement ? 11 est facile de voir que non : 
la droite D de M. Delassus est, avec les notations 
utilisées ici, la droite OK et l'impossibilité en question 
ne pourrait se présenter que pour 

U , < o , / O K <<p ( » ) . 

Il suffit de se reporter à la discussion précédente pour 
constater que ces inégalités ne seront pas simultanément 

O) Nouvelles Annales, 1920, p. 485. 
( 7 ) c? étant l'angle de frottement (cf. loc. cit., note précédente, 

§ 4 et 5). 
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vérifiées ( , ) . Les corps étant mous, le choc est donc 
bien terminé lorsque le point M| vient sur.r'O^r. 

8. Nous avons envisagé, jusqu'ici, le choc d'une 
plaque sur un obstacle fixe, mais il n'est pas plus diffi-
cile d'étudier le choc de deux plaques ( S ) et (S ) 
mobiles dans un plan. Gardant les notations précédentes 
et accentuant les quantités relatives à la seconde plaque, 
on aura les équations déjà écrites ( i ) e t 

il faut faire intervenir les composantes U et Y de la 
vitesse, par rapport à (S ' ) rdu point de ( S ) qui est en 
O ; ces composantes sont, au début et à la fin du choc, 

U 0 = ol0 -f- r,)0& — ol'q— Wq b', Ui = -h w. b — a, — a>J b' 

V0 = Po— w0a — % + Vi = ^ — M l a ~ pl + wjfl', 

on en déduit encore 

X 

0 ' ) 

U i - U 0 = Y), V 1 T V «= V f (X, Y), 

avec, cette fois, 

— ictbX Y-ha» Y» 
2 mk* 

6'2X2 — ia' 6'XY -h a '2 Y2 

irri /r'2 

( * ) U! ne peut être négatif que : i° dans le premier cas, si 

/ O H < s ; 20 dans le second cas, si l'on a la même inégalité; 3° dans 

le troisième cas, a. où Ton a encore la même inégalité. 
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11 n'y a plus qu'à répéter mots pour mots la discussion 
précédente en partant cette fois de l'ellipse qui a pour 
équation 

Ici encore aucune indétermination ou impossibilité. 

Nous n'insisterons pas davantage sur les problèmes 
plans et réservons, pour un prochain article, l'applica-
tion des mêmes méthodes aux questions analogues 
dans l espace. 

C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N DE 1 9 2 3 . 

Mathématiques élémentaires. 

Sur les côtés d'un triangle ABC,/?/*¿s comme dia-

gonales, on construit, dans le plan du triangle, les 

carrés CPBP', AQCQ ' , BRAR' . Les notations sont 

choisies de telle sorte que les sens de parcours, 

marqués par l'ordre indiqué par les sommets, cor-

respondent au sens de rotation ABC. 

I. On considère la figure constituée par l'ensemble 

des neuf points A, B, C, P, Q, R, P', Q', R', et par 

les segments qui ont pour extrémités deux quel-

conques d'entre eux. Montrer qu'à chacun de ces 

segments, on peut en associer au moins un autre 

qui lui soit égal; comparer les directions des seg-

ments associés. 

Montrer que les segments Q R et Q 'R ' sont vus du 
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milieu de BC sous un angle droit; que QR' et RQ ' 
concourent au pied de la hauteur issue de A sur BC, 
que les triangles ABC, PQR, P 'Q 'R ' ont même 

centre de gravité. 

II. On n'étudiera, dans tout ce qui suit, que des 

triangles T ( A B C ) auxquels correspondent trois 

points P, Q, R alignés. Indiquer comment on peut 

construire de tels triangles. 

La condition imposée peut se traduire, soit par 

une relation f{a2, b-, c2 ) = o, entre les longueurs 

des côtés, soit par une relation entre la surface et 

la somme des carrés des côtés, soit par une relation 

symétrique entre les cotangentes des angles du 

triangle. On établira ces relations. 

III. a. Les sommets B et C étant donnés, trouver 

le lieu de A et Venveloppe de Q'R' ; 
b. A et P étant donnés, trouver les lieux de B, C, 

P', Q', R' et les enveloppes des côtés de P 'Q 'R ' ; 
c. Q' et R' étant donnés, trouver les lieux de A , 

B, C, P, Q, R, Venveloppe de la droite PQR et les 

enveloppes des cotés de T. 

IV. Montrer que les nombres a, b, c qui vérifient 

la relation f(a2, b-, c2 ) = o, obtenue dans la 

deuxième partie, ne sont jamais simultanément des 

nombres entiers. 

On posera 

a- — .r, b- — y, C 2 = £ , 

y -+- z — .r = '¿X-, z -h x —y = '>. Y2, x -+- y — z — iZ* 
( o < X Í Y Í Z ) . 

Trouver la relation qui existe entre X, Y , Z. 
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Démontrer que si x, y, z sont des entiers premiers 

entre eux dans leur ensemble X , Y , Z sont entiers 

et premiers entre eux deux à deux. 

Déduire de là le, moyen d'obtenir toutes les solu-

tions en nombre®entiers de Véquation 

f(*,y, * ) = o. 

SOLUTION 

Par Jean DOLLON. 

I. Le sens de rotation du triangle ABC sera dans 
toute la suite, pour fixer les idées, le sens trigonomé-
trique. 

En ce qui concerne la première partie du problème, 
nous nous bornerons à quelques indications essentielles, 
à l'aide desquelles le lecteur trouvera facilement la 
réponse à toutes les questions posées. 

a. Démontrons d'abord que les quadrilatères tels 
que AQP 'R et AQ'PR' sont des parallélogrammes. 

Soit par exemple le premier. On passe de Q à C 

par une rotation de -f- - autour du point A ^ ( ' ) ; 

( l ) Nous employons la notation — - — pour désigner le milieu 

de AC. Cette notation peut être justifiée de la façon suivante : 
Soient B' le milieu de AC et O un point quelconque, on a toujours 
l égalité géométrique 

2ÔÏV = O A -{-OC ou OIV = (ÔA + OC). 

Puisque O est arbitraire, on peut se permettre de schématiser 
cette égalité sous la forme 

2 

A. -f- B -4- C 
On justifierait de même la notation utilisée plus loin 

pour désigner le centre de gravite du triangle ABC. 
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on passe de même de C à P' par une rotation de — ^ 

autour du point On passe donc directement 

de Q à P' par une translation qu'on peut déterminer 

ainsi : on considère le point > il est invariant 

dans la première rotation, on lui applique la seconde 
— > . 

et l'on a en À V ( fig. i ) le vecteur de la translation. Ce 
vecteur est évidemment équipollent à AR. 

Fig. i. 

A Q' 

Remarques. — 1. La première des rotations consi-
dérées change A en Q. la seconde change donc Q en R : 
le point R se déduit de Q par une rotation de — ^ autour 

de ' 

2. Les deux parallélogrammes AQRP ' et A Q ' R ' P 
sont égaux et ont les côtés homologues rectangulaires. 
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Les diagonales homologues, telles que AP et.QR sont 
donc égales et portées par des droites rectangulaires : 

on passe du sens QR au sens PA par une rotation d'un 

angle égal à 
7T 
1 

b. Nous allons montrer maintenant que QR' 

et RQ' se coupent au pied de la hauteur abaissée 

de A. 

En effet, du triangle ABC on déduit : 

A R ' Q par une similitude ( — 7 ) de centre A ; 
W2 4/ 

A Q ' R par une similitude ( + 7 ] de centre A . 

Par le pied H de la hauteur issue de A, menons 

maintenant deux droites inclinées cTe - sur BC; ce sont 
4 

les transformées de BC dans les similitudes précédentes, 
c'est-à-dire QR' et RQ'. 

c. Les triangles ABC, PQR, P 'Q 'R ' ont même 

centre de gravité. En effet l'existence, établie au 
début, de parallélogrammes tels que AQPR ' entraîne 

Q + R A P ' # que — = 1 etc. 
' -1 1 1 

On a donc 

Q_O_R R + p P H - Q _ A + P ' ^ B + Q ' , C - F -R ' 
' 1 1 1 1 1 1 

Q ' + R ' R ' -F - P ' P ' . + Q ' A - H P B - Î - Q G H - R i ! — = ! — H 9 
1 1 1 1 1 1 

d'où l'on déduit 

A - F - B - F - G _ P - F - Q + R = P ' - I - Q ' - H R ' 

3 ~~ 3 3 

On verrait aisément, du reste, que la droite qui 
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joint, par exemple, Q' au milieu de BQ (et qui est Tune 
des médianes du triangle P'Q'R') et la droite joignant A 
au milieu de BC se coupent aux deux tiers de leur lon-
gueur à partir des sommets. 

II. Nous supposons désormais le triangle ABC tel 
que les points P, Q, R soient alignés. Si ces points 
sont deux à deux distincts, l'un d'eux est compris 
entre les deux autres et nous pouvons toujours sup-
poser, pour faire la figure, que ce soit le point R ( 1 ). 

Ceci posé, supposons donnés P, Q, R et proposons-
nous de construire le triangle ABC. Il suffit (I, re-

V v 
marque 2) de prendre PA de même longueur que ( ) l l 

r et faisant avec lui un angle de - ; PB et PC s'obtiennent a 
—v —v 

de même à partir de RP et PQ et le lecteur vérifiera 
sans peine que le triangle ABC ainsi dé ter m inê répond 
bien à la question. 

Indiquons aussi une construction, qui présente 
quelque intérêt pour la suite, des milieux A', B, C ;, 
des côtés du triangle ABC. Nous avons vu (1, re-
marque I ) que l'on passe de R à Q par une rotation 

de -f- ^ autour de V : A' est donc l'un des sommets du 

carré construit sur RQ pour diagonale et l'on obtient 
de façon analogue B' et C' (Jig. 2). On voit immédia-
tement sur la figure que PA', QB\ R C sont bien res-
pectivement perpendiculaires aux côtés du triangle ABC 
et de longueur moitié. Posons maintenant 

X Y Z 
K Q = ^ = , P R = — , PQ = — ; 

( ' ) 11 suflît de choisir convenablement les notations." 
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les carrés des côtés du triangle ABC valent respecti-
vement 

(0 
Y*-4-Z«, 

= 7.2 -+- X», 
C2 = X2-f Y», 

Fi g. 2. 

OvC 

et l'on a d'autre part 

(2) Z = X + Y . 

On tire des relations (T ) 

( i ' ) 

¿,2_|_C2 — a* = 2X», 
c2 -f. a2— b i= 2 Y«, 
a2_|_ ¿2 — q1 __ 2Z2, 

et, pour trouver la relation entre a2, ¿>2, c2, il suffira de 
Ann. de Mathémat., 5e série, t. I I . (Dec. 1928.) 9 
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porter ces valeurs de X 2 , Y 2 , Z2 dans la relation 

(X + Y + Z) (X + Y - Z ) (Y + Z - X ) ( Z + X - Y ) = a , 

qui doit être substituée à (2 ) en l'absence de toute 
hypothèse sur la disposition des points P, Q, R et sur 
le signe de X , Y , Z. 

Cette dernière relation s'écrit encore 

(3 ) X 4 +Y 4 + Z4— 2( Y2Z2h- Z2X2-+- X2 Y2) = o, 

et une simple substitution donne 

/ ( a 2 , &2, C 2 )=E 5 ( a * N - 64-+- c » ) — 6 ( 6 2 c 2 - + - c 2 A 2 - + -A 2 6 2 ) = 0 , 

relation à laquelle un calcul facile ^permet encore de 
substituer 

8 S = a'--{- 62-f- c2, 

S étant l'aire du triangle ABC. 
11 est d'ailleurs aisé de trouver une relation simple 

entre les cotangentes des angles du triangle ABC. Ces 
angles sont égaux à ceux que forment les droites PA', 
QB ;, R O prises deux à deux. Or, sur la figure 2, on 
évalue immédiatement les coefficients angulaires des 
droites en question dans le système d'axes PC', PB'. 
De la formule donnant la tangente trigonométrique 
d'une différence d'angles, on déduit tangA, tangB, 
tangC, et l'on trouve 

cot A -h cot B -h cotC = 2. 

Cas particulier— Tout triangle rectangle isoscèle 
est évidemment un triangle T, deux des points PQR 
étant confondus. 

III. Certains éléments sont variables, l'ordre des 
points P, Q, R sera variable. 11 va sans dire que nous 
renonçons à toute hypothèse concernant cet ordre. 



( 1 , 5 ) 

i° S apposons B et C donnés. — Il en sera de même 
de P et de A'(milieu de BC). En se reportant à la 
figure 2 on voit que, si I est le milieu de B'C', on a 

„ r BC' PA' 
PJ = = — const. 2 1 

Le lieu de I est donc un cercle de centre 1, de 
PA' 

rayon —— Le lieu du point A s'en déduit par une 

homothétie de centre A', de rapport 2 : c'est un cercle 
passant par P et par les deux sommets, autres que B 
et G, du carré construit sur BC. 

La droite Q'R/ passe par le milieu J de AP et est 
perpendiculaire à AP ' (fig. 1); mais le lieu de J se 
déduit du lieu de A par une homothétie de centre P et 

de rapport JA' parallèle à AP' est également perpen-

diculaire à'Q'R/. L'enveloppe de cette dernière droite 

est donc une hyperbole de foyer A', le lieu de J étant 

le cercle décrit sur l'axe transverse comme diamètre. 

20 Supposons A et P donnés. — La droite PQR, 
perpendiculaire à AP, est fixe. Pour obtenir le lieu de B 
on fera subir à la droite PQR une similitude de 

centre A, de rapport y 2 et d'angle — le lieu de C 

s'obtient par une similitude analogue, d'angle -f-

Les lieux de B et C sont donc des droites dont la 
construction est immédiate. Les points Q' et R' se 
déduisent de Q et R par une rotation de centre A , 

d'angle -j- ^ ou — ^ . Les lieux de Q' et R' sont donc 

des droites qui se déduisent de la droite PQR par l'une 
ou l'autre des deux rotations mentionnées. 

Enfin le lieu de P ; sera la droite homothétique de la 
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droite PQR, A étant le centre et 2 le rapport d'homo-
thétie. 

L'enveloppe de la droite Q'R' se réduit au point J, 
milieu de AP. 

Cherchons l'enveloppe de la droite P'R' . Les 
droites JR' et AP', passant par les points fixes J et A, 
sont constamment rectangulaires; elles déterminent 
donc des divisions semblables sur les droites LR, et LP 

(elles-mêmes rectangulaires) lieux respectifs de R' 
et P'. L'enveloppe de P'R' est donc une parabole tan-
gente à Lr- et L P . 

Etablissons ce résultat par une voie plus élémen-
taire. Le lieu du point E ( f i g . ->) est le cercle de dia-

Fig. 3. 

mètre AJ qui peut être considéré comme inverse, par 
rapport à A, de L F . On a donc 

Â 1 " . A F = const. = A (p. A O 

et le cercle circonscrit au quadrilatère EOP'R ' passe 
par le point fixe cp. Il suffit alors d'envisager la droite 
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de Simson relative au point ç du triangle OR'P ' pour 
voir que y est le foyer d'une parabole tangente à P'R', 
LP. et Lr,. On raisonnerait de même pour l'enveloppe 
de la droite P'Q'. 

3° Supposons donnés Q' et R'. — On connaît le 
point J, milieu de Q'R'. D'autre part, AP ' étant égal 
et perpendiculaire à Q 'R ' (1) la droite qui joint les 

V -+- P P -T- P points J = —-— et A ; = — - — sera perpendiculaire 
O' R' à O'R' et égale à • Le point A ' est donc connu. 

La droite PQR passe évidemment {fig. 2) par le 
milieu R de JA'. Son enveloppe se réduit donc à ce 
point et, Tangle en P étant droit, le lieu du point P est 
la circonférence de diamètre JK. 

Le lieu de A s'en déduit par une symétrie de centre J. 

Enfin on passe du lieu de A aux lieux de B et C par 

rotation de q= ^ autour de R' et Q' respectivement et 

l'on passe du lieu de A aux lieux de R et Q par des 

similitudes ^ de centre R' et Q'. 

Il reste à trouver les enveloppes des côtés du 
triangle T. Soit AB un côté de ce triangle qui ren-
contre en C1 la perpendiculaire abaissée de R' sur lui. 

A -F- B Le lieu de C ' = est un cercle déduit du lieu de A 
i 

par une similitude ( — y ) de centre R'. L'enve-

loppe de AB est donc une hyperbole de foyer R', le 
cercle décrit sur l'axe transverse étant le lieu de C . 
L'enveloppe de AC sera de même une hyperbole 
ayant Q' pour foyer. L'enveloppe de BC se réduit au 
point A'. 

IV. Il s'agit d'abord de vérilier que l'équation 

f( « 2 , ¿>2, c 2 ) == 5 ( a 4 - h ¿>4-f- c* ) — 6 (6 2 c 2 - f - c 2 a 2 -h a*¿>2) = o 
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qui peut aussi s'écrire 

5 ( a 2 - h 62- f - c 2 ) 2 — i 6 ( c 2 - + - c 2 a 2 h - a 2 = o 

ne peut être satisfaite par des valeurs, toutes entières, 

de a, ¿>, c. 
L'équation étant homogène, il suffit de démontrer 

qu'elle n'a pas de solutions en nombres entiers pre--

miers dans leur ensemble puisqu'on se ramènerait 
toujours à ce cas en mettant en facteur la quatrième 
puissance du plus grand commun diviseur de a, b, c. 

Soient donc a, c trois entiers premiers entre eux 
dans leur ensemble. Je dis que a2-\-b2-t-c2 n'est 
jamais multiple de 4- En effet, a, c sont forcément 
non tous pairs, d'après l'hypothèse faite; si un seul de 
ces trois nombres est impair, ou bien s'ils le sont tous, 
a2b2 -f- c*2 sera un nombre impair; si enfin deux des 
entiers b, c sont impairs, nous aurons, par exemple, 

a — 2 a\ b = i b' -+-1, c = 2 c' -+- 1, 

d'où 

a 2 + è J + . C 2 = ^ ( a ' 2 + C* - f 4 ' + c ' ) + 2 = » mult. 4 -+- 2. 

L'impossibilité de f = o en nombres entiers premiers 
dans leur ensemble en résulte. Admettons en effet un 
instant qu'on puisse trouver 3 entiers a, 6, c tels que 
f = o; puisque 16 est premier avec 5, il diviserait 
(a2-\- b- -f- c2 )2. Donc 4 diviserait a2 -t- 62 -f- c2, ce 
qui, d'après le lemme précédent, est impossible. 

Posons, comme il est indiqué dans l'énoncé, 

a1 = x, b* — y3 C2 = -s, 

f jK -H z — x — 2 X2 , 

^ ^ -4- /r — ^ = 2 Y-, 

( x y — z = 2 Z*, 
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ou encore 
I x = Y*-+- .Z» , 

et supposons 

O ^ X < Y £ Z ; 

entre X , Y , Z on a la relation 
Z = X + Y . 

Supposons que ¿c, y , 5 soient entiers et premiers 
entre eux dans leur ensemble et satisfassent à 

y, *) = <>. 
Je dis que X, Y , Z seront entiers et premiers entre 

eux deux à deux. En effet la relation / = o est le résul-
tant de l'élimination de X, Y entre les équations 

/ x = = Y2- f - vX + Y ) î = X2 —i— 2XY —|— 2Y2, 

( E ) | ̂  = X » - t - ( X 4 - Y ) « = a X » + 2 X Y H - Y « , 

f z = X2-f- Y» . 

Les équations (E) sont résolubles en X2 , XY , Y2 : 

1 2X« = 7 + a - iF, 
<• ?. Y2 — z -h x — y, 

I 4XY = x -f-y — 3z 

et l'on peut écrire f = o sous la forme 

4(y -+- z — x)(z x — y) = (x -hy — 3z)2 ; 

mais y z — x et z x — y sont de même parité, de 
même z-j-x — y et x -hy — 3z; enfin, d'après l'éga-
lité précédente, x -h y — 3z est manifestement pair 
X2 , Y2, X Y sont donc des entiers. 

D'ailleurs X2 et Y 2 seront premiers entre eux, sans 
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quoi x, y, z auraient un diviseur commun .: en efiet, 
si X 2 et Y2 avaient un diviseur commun 3, o2 divi-
serait X 2 Y 2 , o diviserait X Y et d'après les équa-
tions (E), il diviserait simultanément ¿r, y , s qui, par 
suite, ne seraient pas premiers dans leur ensemble. Il 
en résulte que X et Y sont entiers : en effet, décom-
posons X2 , Y2 , X Y en facteurs premiers 

i x * = arfia?5>. . .a?«», 

X2 et Y2 n'ayant pas de facteur commun 

( XY )« = 07«i 07«-... y\*y\*.. .y\* = u?*... u^. 

De l'identité des deux décompositions, on déduit la 
parité des a et des (3. X et Y sont donc entiers, et 
comme 

Z = X + Y, 

Z est un entier premier à X et à Y . 
Les solutions en nombres entiers premiers dans leur 

ensemble de l'équation f(x,y,z) = o sont donc 
fournies par les équations ( E ) où X et Y sont des 
entiers premiers entre eux. On passe à la solution 
générale en substituant, aux valeurs x, y, z définies 
par (E), les valeurs kx, ky, kz,k étant un entier quel-
conque. 

Autre solution par M. FAUCHEUX. 
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CAPACITÉS ÉLECTRIQUES ET GÉOMÉTRIE ÉLÉUEXTAIRE; 
P A R M A U R I C E J A N E T . 

Si l'on se donne un système de conducteurs, suivant 
les connexions que l'on établit entre eux et la manière 
dont on les charge, on peut avoir à envisager diverses 
capacités. Les capacités les plus intéressantes que l'on 
est amené à introduire ainsi se trouvent liées entre elles 
par certaines relations dont il existe des représentations 
géométriques simples. Nous indiquerons deux repré-
sentations de cette nature en nous bornant au cas d'un 
système de quatre conducteurs : nous ne ferons ainsi 
appel qu'à l'espace à trois dimensions; on pourrait étu-
dier d'une manière analogue le cas de 11 conducteurs 
en faisant appel à l'espace à n — i dimensions. La 
première de ces représentations géométriques est due 
à Potier ( ' ) : la recherche d'une démonstration 
explicite des résultats indiqués par lui est l'origine de 
ce travail; nous donnons une telle démonstration qui 
offre une application intéressante d'un théorème 
connu de géométrie élémentaire. Nous proposons 
ensuite une deuxième représentation géométrique, qui 
est à certains égards plus naturelle. Enfin la recherche 
d'un lien entre les deux représentations conduit à 
quelques énoncés géométriques que nous indiquons. 

1. Supposons en présence quatre conducteurs, 

(*) POTIER, Capacités entre les conducteurs (Journal de 
Physique, 3e série, t. VI, 1897^. 238). P- JANET.Leçons d'électro-
technique générale (5e éd., t. I, Chap If, n° 15, p. 38). 

Ann. de Mathémat5e série, t. II. (Janvier 1924.) 10 
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suffisamment éloignés de tous les autres, et supposons-
les d'abord à l'état neutre. Si Fon établit éventuel-
lement des connexions entre eux et si Fon met deux 
des conducteurs ainsi obtenus ( K ) , ( K ' ) respective-
ment en communication avec les deux bornes d'un 
générateur, d une pile par exemple, il s'établit entre 
ces deux conducteurs une différence de potentiel de 
valeur absolue Y, et ils prennent deux charges de 
même valeur absolue Q et de signes contraires; le 
rapport 3 est la capacité du système (K , K ' ) dans les 

conditions indiquées. Nous emploierons pour cette 
capacité la notation suivante : 

• 3 
G: 

Si 1, 2 étant en communication, 
K. K' sont respectivement (1,2) 
et (4). 

2À 

Si 1 3 sont en communication. 
1 

Si '1 d'une part; 3, 4 de l'autre 
sont en communication. 
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Si '2. 3 sont en communication, 
k, K' étant respectivement 1, 
h. 

A ces hypothèses et aux hypothèses analogues que 
Ton peut faire en échangeant le rôle des conducteurs 
correspondent 

fi -h 12 -h 4 - 3 -+- 6 = 3i 

capacités, auxquelles nous ferons correspondre 
)i longueurs de définition simple dans un certain 
tétraèdre, tétraèdre ( T ) ou tétraçdre (CM)). 

± Tétraèdre 7\ — Les différences de potentiel 

de deux quelconques des quatre conducteurs sont des 
fonctions linéaires et homogènes bien déterminées des 
t roi s charges Q2 , Q3 , Q% (Q , + Q-> 4- Q* + Q, = o ) (*). 
Pour chaque distribution électrique possible, le 
potentiel de Y un des conducteurs peut être pris arbi-
trairement; ce potentiel choisi, les autres sont bien 
déterminés; autrement dit, on peut représenter les 
potentiels V n V2, V3, V-, des quatre conducteurs d'un 
système donné par les formules 

V"i = tp, V2 = o -4- V;, = ç + 63, Vi ~ H- 64, 

où , 'l't désignent des fonctions linéaires et 
homogènes bien déterminées, et 3 une fonction arbi-o ' t 
traire de Q2 , Q3 , Q ,; en prenant pour 2 une fonction 
linéaire et homogène et écrivant l'expression de V/ en 

( ' ) Traduction de la formule / / ^dS = o, où u désigne 
J 

une fonction harmonique dans le domaine limité par (D) . 
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fonction des Q dont l'indice est différent de ¿, ce qui 
est possible grâce à l'équation Q, -f- Q2 + Q3 -h Q* = o, 
nous obtenons un système de formules 

Assujettissons maintenant les b aux conditions 
b jk~bki ) grâce à la symétrie ( f ) du tableau des 
coefficients des ces conditions sont compatibles; 
elles déterminent d'ailleurs entièrement la fonction o. 
La signification physique des b s'aperçoit immédiate-
ment en annulant deux des Q dans les formules précé-
dentes : 

Cela posé, considérons un tétraèdre ( T ) S | S 2S 3S* 
dont les arêtes aient pour longueurs ( 2 ) les quan-

( l ) Cette symétrie résulte de la formule 

où(Q, V); ((V, V ) sont les charges et potentiels correspondant à 
deux distributions quelconques; formule qui est la traduction, 
dans le cas d'un système de conducteurs, de la suivante 

où u, u désignent deux fonctions harmoniques dans le domaine 
limité par (D) . 

( 5 ) Les (C) sont liées entre elles par des relations d'inégalité 
qui prouvent que la construction du tétraèdre est réellement 
possible. Cela résultera a posteriori de l'étude qui suit : récipro-
cité des tétraèdres T et O, et note du numéro 3. 

y q.-V'.=y Q'v„ tmmd / 1 1 = 1 
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lilés quantités, 

S = Qi.MSÎ^-Qî.^j-i-Qa.^aH-Qi.MSÎ, 

est une fonction du point M qui prend la valeur— 2 \ ; 
lorsque M vient en S,. D'ailleurs, puisque 

le lieu des poinls pour lesquels S est égale à une cons-
tante A est un plan ; quand la valeur de la constante 
varie, le plan se déplace parallèlement à lui-même; la 
distance de deux positions du plan est d'ailleurs pro-
portionnelle à la variation de la constante. La direction 
de ce plan et le facteur de proportionnalité peuvent 
s'obtenir par l'un des procédés suivants ( 1 ) : 

i° Répartissons les quatre points en deux groupes, 
S4 S2S3 d'une part, S4 de l'autre; soit G., le centre de 
gravité de SiS-jS;, affectés des masses QÎQOQS- Les 
plans considérés sont perpendiculaires à la droite G* S , 
et la différence des valeurs de la constante k pour deux 
tels plans est égale (en valeur absolue) à la distance 
des deux plans multipliée par 

2|Qt|, distance G4 S4. 

2° Répartissons les quatre points en deux 
groupes S, S2 d'une part, S3S/f de l'autre. Soient G,2 

le centre de gravité de S, S2? affectés des masses Q,, Q2 ; 
G3i celui de S3S/0 affectés des masses Q3 , Q,,. Les 
plans considérés sont perpendiculaires à la droite G l 2 , 
G34 et la différence des valeurs de A pour deux tels 
plans est égale à la distance des deux plans multipliée 

(') Voir p. ex. I IADAMARD, Leçons de Géométrie élémentaire, 
t. If, n- 609. 
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par 
?.|QIH-Q2|. distance G12G34. 

On appliquera l'une ou l'autre de ces règles aux 
diverses hypothèses faites; on remarquera que 
lorsque ( i ) et ( 2 ) sont en communication, les potentiels 
de (1 ) et de (2) devant être les mêmes, les plans consi-
dérés doivent être parallèles à l'arête S,S2 ; et Ton arri-
vent aux conclusions suivantes : 

lorsque les inverses des racines carrées des C* 

sont égales respectivement aux arêtes a) (distances 

S/SA), les inverses des racines carrées de C*2, C i 2 . 
CjJ, C'J sont égales respectivement aux longueurs 

suivantes : 

a\~ : dislance de S, c1 Î arête S,S2 {hauteur d'une 

face); 

rrî 23 : distance de S- au plan S, S2 S;> (hauteur du 

tétraèdre ) ; 

- plus courte distance des arêtes S, S2? S;{S/, ; 

<t\ : distance mutuelle des parallèles ¿1 S2S;, 

menées par S, et 

liaisons de plus une remarque qui nous sera utile 
dans la suite : dans le cas (,'> ) où \ V3 = V4 = \ , 

la différence V, — V s'écrit encore ()/ ^ T1 ? 
v eus (S, llj, S, H, i 

où / est indifféremment 3 ou \ et où h* représentent 
les longueurs des hauteurs S^ 11̂  du tétraèdre. (On 
pourra, pour le voir, introduire d'abord le point K, 
intersection de la perpendiculaire à la face S2S3S.j en 
S/ avec le plan de la face opposée à S/.) 

3. Tétraèdre B. — Le tétraèdre 0 s'introduira 
immédiatement grâce aux formules qui donnent les 



Q I = 2 « / * V * > 

où les a sont des constantes entièrement déterminées 
par la donnée du système des quatre conducteurs. Les 
deux équations, déjà rencontrées. 

montrent immédiatement que le tableau des i(j coeffi-
cients a//, est symétrique et que la somme des coeffi-
cients d'une même colonne (ou d'une même ligne) est 
nulle. Or si l'on considère quatre vecteurs dont la 
somme géométrique est nulle, leurs produits sca-
laires deux à deux forment précisément un tableau 
carré de i(> nombres jouissant des propriétés précé-
dentes. Cette remarque suggère immédiatement la 

construction suivante : menons quatre vecteurs toi"/ de 
même origine <o dont les produits scalaires deux à deux 
soient égaux aux <7/*; il suffit ( 1 ) pour cela de cons-
truire trois d'entre eux, ce qui est possible puisque 
I on connaît leurs longueurs \/aa et les cosinus de leurs 

angles deux à deux / : en leur adjoignant le vec-
\j a uct>hk 

leur opposé à leur somme géométrique, on obtient 
quatre vecteurs qui répondent à toutes les conditions 

(1 ). La construction esl réellement possible, car on a les inéga-
i — 4 

lités « , e > o, o puisque l'énergie ~ JjT Q^V, est 

une forme quadratique des Y définie positive. 
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imposées, comme on le voit en utilisant les relations 
qui existent entre les a> est évidemment le centre 
de gravité du tétraèdre S^o^S,*. 

V4 , V2 , V3 , V , désignant quatre nombres quel-

conques, considérons le vecteur \ : 

V = Yt. r,^ -+- V2. cot -h V3. wS3 -f- V4. «"si. 

Son produit scalaire par ioS/ est 

Vi a/1 V2 a il -h V3 ai3 h- Vv a^ = Qi-

On appliquera cette remarque aux cinq cas à étudier. 
On remarquera, pour simplifier, qu un des poten-
tiels, au choix, peut être supposé nul; on remarquera 
de plus que la condition éventuelle Q * = o s e traduit 

—> 

géométriquement par rorthogonalité des vecteurs V et 

(oS*. On obtiendra alors les conclusions suivantes : 

Les racines carrées des capacités C^, C^23, 

G* sont égales respectivement aux longueurs 

suivantes du tétraèdre (6) : 

^ : distance de ï , (ou S2) au plan ; 

p*2 : distance de à la droite w23 ; 

pj23 : distance wS, : 

t : distance du milieu deli 12 au milieu de ; 

¡3} : distance de ï , (ou de S/() à la droite qui joint 

les milieux de S2S3 et de S, . 

4. Construction de ( 6 ) et l aide de ( T ) . — La 
remarque faite à la fin du n° 2 montre que des vecteurs, 
de même origine to, parallèles aux hauteurs de ( T ) , 
égaux à leurs inverses [tous du sens des hauteurs 
de ( T ) considérées comme allant du sommet vers la 
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hase, ou tous du sens contraire] forment ( ' ) précisé-
ment un système répondant à toutes les conditions 

y 
imposées aux OJE,. 

Les raisonnements précédents s'appliquant d'ailleurs 
à un tétraèdre ( T ) quelconque, nous arrivons à la con-
clusion géométrique suivante : 

Si les vecteurs déterminés par un point w et les 

sommets S, d'un tétraèdre ( 6 ) sont parallèles 

aux hauteurs d'un tétraèdre donné ( T ) (de même 

sens), égaux à leurs inverses, chaque distance ¡3 du 

tétraèdre (6) est égale à Vinverse de la distance a 

de mêmes indices du tétraèdre ( T ) . 

o. Réciprocité de la transformation (T, 6). — 

Prenons le transformé par polaires réciproques de ( T ) 
relativement à une sphère ayant pour centre le point O, 
c entre de gravité de ( T ) , et pour rayon nous obte-
nons précisément un tétraèdre ( 6 ) égal à ( 0 ) , le 
point coïncidant avec O lui-même. Si maintenant 
nous opérons sur ( 6 ) , comme nous venons d'opérer 
sur ( T ) , nous obtiendrons, d'après la propriété bien 
connue des transformations par polaires réciproques, le 
tétraèdre ( T ) lui-même. Si done on appelle (b ) les 
longueurs qui ont pour définitions dans ( T ) les défi-

( l ) Cette remarque prouve en particulier que ees quatre vecteurs 
ont une résultante nulle, ce qui est bien connu. 

Ce dernier point s'aperçoit d'une façon très intuitive, comme 
veut bien me le faire remarquer M. Bricard, en considérant les 
quatre vecteurs comme les résultantes pour les quatre faces d'une 
pression uniforme sur toute l'aire du tétraèdre, ou encore, si l'on 
ne veut pas invoquer de raisons d'hydrostatique, en utilisant 
l'identité vectorielle évidente : 

a A ç -h v A w -h w A u ( v — a ) A ( v — w ) = 6. 
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nitions mêmes des (¡3) dans ( 6 ) , et (a ) les longueurs 
qui ont pour définitions dans ( 0 ) les définitions mêmes 
des (a) dans ( T ) , le résultat du numéro précédent 
entraîne le suivant : 

Chaque distance (b) du tétraèdre ( T ) est égale à 

l'inverse de la distance (a) de mêmes indices du 

tétraèdre (6;. 

6. Si la sphère par rapport à laquelle est faite la 
transformation par polaires réciproques a un rayon R. 
quelconque, le tétraèdre ( S' ) obtenu est homothétique 
à ( 0 ) ; la même transformation appliquée à ( 0' ) donne 
évidemment ( T ) lui-même. En désignant par des lettres 
grecques accentuées les longueurs de (& ' ) homologues 
aux longueurs de ( 0 ) que nous avons introduites, on 
voit que les produits de chaque longueur a par la 

longueur rp' de mêmes indices, et ceux de chaque 

longueur b par la longueur a' de mêmes indices sont 

tous égaux. Dans les résultats qui précèdent sont con-
tenus implicitement plusieurs énoncés géométriques 
simples que l'on pourra retrouver par une étude 
directe. En voici deux à titre d'exemple : 

Si les médianes (') d'un tétraèdre sont parallèles 

aux hauteurs d un autre tétraèdre, les médianes du 

second sont parallèles aux hauteurs du premier et 

les huit produits que Von peut former avec une 

médiane de l'un'et la hauteur correspondante de 

l'autre sont tous égaux. 

Y^étant une constante donnée, et (11) un tétraèdre 

pour lequel on représente par b* la distance d'un 

( l ) Droite qui joint un sommet au centre de gravité de la face 
opposée. 
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sommet (i ou A ) au pian passan t par le cen tre de 

gravité et les autres sommets, construisons le té-

traèdre ( 0 ) dont les arêtes sont mesurées par les 

K2 

quantités —; le tétraèdre déduit de ( 6 ) comme (-) a 
i 

été déduit de ( T ) (avec la même valeur de la cons-

tante K) est précisément le tétraèdre (T). 

[P*6e] 

SUR LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT ; 
- PAR E. LAINÉ-

La présente jNote, rédigée à l'intention des candidats 
à l'Agrégation, a pour but de préciser le mode d'appli-
cation de la théorie des transformations de contact au 
problème de l'intégration des équations différentielles 
ou aux dérivées partielles. Nous nous contenterons de 
rappeler les résultats essentiels de la théorie des trans-
formations de contact, renvoyant, par exemple, pour la 
démonstration, aux leçons classiques de M. Goursat ( ' ) . 

I . — É q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s e t t r a n s f o r m a t i o n s 

d e c o n t a c t d u p l a n . 

L On appelle élément linéaire (A*, J , p) l'ensemble 
d'un point (x. r ) et d'une droite de coefficient angulaire 
p passant par ce point. 

Lorsque x, y et p sont des fonctions d'un paramètre 

( * ) G O U K S A T , Leçons sur l'intégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre, Chap. IX et X. 



variable telles que Ton ait 

( n dy — p dx — o, 

les oc' éléments correspondant aux différentes valeurs 
du paramètre forment une multiplicité m, ; l'ensemble 
des points appartenant à cette m, en est le support 
ponctuel. 

Si le support ponctuel se réduit à un point, la m, se 
compose de ce point et des coi droites qui s'y coupent : 
ces mK particulières sont désignées par la notation mj. 
Si le support ponctuel forme une courbe, la m, se 
compose des points et des tangentes de la courbe, 
chaque tangente étant associée à son point de contact : 
ces rn{ sont désignées par la notation m j. 

Cherchons, par exemple, à quelle condition les 
équations 

( ) / ( y , = < p ( y , p ) = o 

définissent une mK. On aura, en différentiant, 

[ <)f , <)f , <)f , 
\ ~~ dx -f- -T- dy —— dp = o, 
) dx <)v Op 1 

( J ') < 
i <)z ()o _ dv . 
( The + Tip y + dj> p = 

et les équations (2 ) et (3 ) doivent entraîner l'équa-
tion (1). Il existe donc deux coefficients A et UL tels que 
l'on ait, en tenant compte de (2), 



ou encore, en employant la notation des crochets de 
Jacobi, 

Ainsi, pour que les équations (2 ) définissent une 
il faut qu'elles entraînent l'équation (4). Inverse-

ment, si les équations (2 ) entraînent (4), on a, par 
exemple, 

Si le premier facteur était nul, les fonctions f et © 
ne seraient pas indépendantes, et les équations ( 2 ) ne 
pourraient évidemment définir une m { . En résumé, la 
condition nécessaire et suffisante pour que les équa-
tions (2 ) définissent une m% est que f et © soient deux 
fonctions indépendantes, et que les équations (2 ) 
entraînent (4). Par suite pour que les équations 

définissent, quelles que soient les constantes a et />, 
une m,, il faut et il suffit que f et o soient deux fonc-
tions distinctes annulant identiquement le crochet 
I/, cp] : on dit dans ce cas que ces deux fonctions sont 
en involution. 

(4) [/>?] = o. 

et l'on tire des équations ( 3 ) 

P) = P) = b 

3. L'équation 

(5) f(x,y,p)=o 
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définit oo2 éléments; cherchons à associer ces éléments 
de façon à obtenir des m { . 

Si le premier membre de (5 ) ne contient pas /?, la 
solution est immédiate. So i t (C ) la courbe définie alors 
par l'équation (5 ) ; cette équation est vérifiée par tous 
les éléments obtenus en associant à chaque point de (C) 
une droite arbitraire passant par ce point. On aura 
donc deux catégories de mK vérifiant l'équation (5 ) : 

i" Les m" ayant pour support ponctuel un point 
quelconque de la courbe (C ) ; 

\>.u La m\ ayant pour support ponctuel la courbe ( C ) 
elle-même. 

Quand f contient /?, le problème proposé est iden-
tique à celui de l'intégration de l'équation diffé-
rentielle 

fia\y*y') = o; 

le> m" qui \éritienl l'équation ( f>) fournissent alors des 
intégrales au sens de Lie ( ' ). 

Pour plus de symétrie nous désignerons désormais 
i ] - • - dv d- y par p et r les dérivées — et —-- • 

1 1 dx dx-

l/équation (5 ) représente alors indifféremment oc2 

éléments linéaires, ou une équation différentielle du pre-
mier ordre. Intégrer cette équation revient à associer, 
de toutes les manières possibles, ces ao2 éléments de façon 
à obtenir des m t. 

Nous allons généraliser un peu la notion d'enve-
loppe. Rappelons que, étant donnée une famille de 
courbes à un paramètre 

/(.r. y, a) = o, 

( ' ) E . GOURSAT , loc. cit., N° G3. 
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011 dit ordinairement que ces courbes ont une enve-
loppe quand : 

i ° Les équations 

f(x,y,a) = o, 

ne sont pas incompatibles; 
2° L'élimination de a entre ces deux équations con-

duit à une équation en y ) qui définit une courbe. 

Considérons une famille de multiplicités à un para-
mètre. 11 peut se présenter trois cas : 

11 existe, à distance iinie ou non, un nombre 
limité d'éléments tels que chacun d'eux appartienne à 
toutes les multiplicités de la famille. Dans ce cas nous 
dirons qu'il existe une enveloppe L0 ; 

2° 11 existe une multiplicité, n'appartenant pas à la 
famille considérée, mais telle que chacun de ses élé-
ments appartienne à une multiplicité de la famille. 
Dans ce cas nous dirons qu'il existe une enveloppe Ct ; 

Enlin, en dehors de ces deux cas, nous dirons 
que la famille considérée n'a pas d'enveloppe. 

Soit, par exemple, une famille de m \ ayant pour sup-
ports ponctuels une famille de courbes algébriques 

f( x, y) = <7. 

11 existe une enveloppe formée des éléments déter-
minés par les points communs à l'infini de toutes ces 
courbes. Soit encore une famille d'ellipses égales tan-
gentes à une droite donnée en un point donné; elles 
déterminent une famille de m\ à un paramètre ayant 
encore évidemment une enveloppe ¿V Soit enfin une 
famille de eouibes à un paramètre ayant un point com-
mun (x0 , y0 ) . 11 existe, pour les m\ correspondantes, 



( ) 
une enveloppe qui n'est autre que la mj ayant pour 
support ponctuel le point (x { ) , 

Ceci posé, l'équation (5 ) représente une famille de 
m, à un paramétre, qui donnent par définition l'inté-
grale générale; s'il existe une enveloppe, elle sera 
nommée intégrale singulière. Quand / ne dépend pas 
de p% les m\ qui ont pour supports ponctuels les divers 
points de la courbe ( C ) correspondante donnent l'inté-
grale générale; la m\ qui a pour support ponctuel la 
courbe (C ) donne l'intégrale singulière. 

o. Soient 

( (j » X — Xi or* y\, ¡> ), V — Y(.r, y, /> i, P = y, />) 

des équations qui établissent une correspondance entre 
les éléments des plans (xy y) et (X , Y ) . On dit que ces 
équations définissent une transformation de contact 
( T . C. ) quand il existe une fonction non nulle 
o(x, r, p) telle que l'on ait identiquement 

( 7 ) ax — PdX = 0{dy - p dx). " 

Dans ce cas, à toute mK du plan les équa-
tions ((3) font correspondre une M, du plan ( X , Y). 

Inversement, si X, \ et P sont trois fonctions des 
variables x, \\ p vérifiant (7) , on démontre ( ' ) : 

i° Que ces trois fonctions sont distinctes ; 
20 Qu'elles vérifient les équations 

[X , V ] = u î [ P, X ] = p, [ P , Y ] = p P ; 

( l ) Cf. par exemple, pour le cas particulier du plan, S. LIE, Geo-
m?trie der Beruhrungstramformationen, Kap. 3. 



3° Que Ton a 

(8) P = 
Yx-^P^y _ Yp 
Xx-+- pXy ~ X,,' 

où l'on a écrit d une façon générale Fw pour 

Cette dernière relation détermine P sans ambiguïté; 
il est en effet impossible que l'on ait à la fois 

^x àx _ <rx __ 

<)x ^ Ĉ K dp ' 

car on en déduirait successivement 
_ ()X _ OX _ 

<)x ' ôy ' dp ' 

et par suite, 
p = [P , X ] = o. 

On peut se donner arbitrairement l'une des fonc-
tions X ou Y ; on prendra pour l'autre une fonction en 
involution avec la première, et P sera donnée par la for-
mule (SV Comme l'équation (7 ) peut encore s'écrire 

, / ( Y — P \ ) - + - X Î / I > = p ( dy — p clx ), 

on voit aussi qu'on peut se donner arbitrairement P ; 
on prendra pour Y — PX une fonction en involution 
avec P, on aura X par une formule analogue à (8 ) et 
l'on en déduira \ . 

Par exemple, si X et Y sont deux fonctions distinctes 
arbitraires des seules variables x et y, elles vérifient la 
relation d'involution. La T. C. ainsi obtenue change 
une m" en une et une m\ en une Mj ; elle conserve 
donc la nature des supports ponctuels, et on l'appelle 
pour cette raison « transformation ponctuelle pro-
longée ». 

Lorsque l'une des fonctions X ou Y contient /?, il en 

Ann. de Mathémat., 5e série, t . I I . (Janvier 1924.) I 1 



( ) 
est de même de l'autre, d'après l'équation ( 8 ) ; on a 
alors une T. G. proprement dite. On peut les obtenir 
toutes de la façon suivante : soit 0( 3?, >\ Y ) une 
fonction telle que l'équation 

n'entraîne pas 

o 
ô\ 

(Kl 

Jv 
(Kl ()'-12 
<)x Ox <)\ (Lr 0\ 

<Kl à* il 

\ °y <)y,)\ ôy <)X 

Les équations 

résolues par rapport à V, l\ donnent la T. G. la 
plus générale. L'équation 

montre qu'à une m" cette T. G. fait correspondre en 
général une MJ. D'après la forme du déterminant A, il 
y a réciprocité entre les deux systèmes de variables .r, 
r , p et X, Y, P. 

Remarquons encore qu'à deux ayant un élément 
commun, une T. C. fait correspondre deux Mj ayant 
aussi un élément commun. 

Tels sont, rapidement rappelés, les points essentiels 
de la théorie des transformations de contact. 

6. Revenons maintenant à l'équation différen-
tielle (5) 

(5) /(>, yj p) — o. 



( ) 
A u x oc2 éléments r e p r é s e n t é s p a r c e t t e é q u a t i o n , la 

T. G. (6) fait correspondre oc2 é l é m e n t s r e p r é s e n t é s 

par l'équation 

( : V ) F ( X , Y , P ) = o . 

A toute intégrale de (5 ) correspond ainsi u n e i n t é -

grale de (5 ), et réciproquement. En particulier, d'après 
ce qu'on a vu plus haut, si l'une des équations admet 
une intégrale singulière, il en est de même de l'autre : 
si l'équation (5 ) admet une intégrale singulière du type 
(£ 0 ) o.u du type l'équation (5 ' ) admettra une 
intégrale singulière du même type, mais la réciproque 
n'est pas nécessairement vraie comme nous le verrons 
plus loin. 

Considérons, par exemple, l'équation de Clairaut 

(9) y —p*+f(p) = o\ 

les équations 

\=p, Y =/>x—y, P = dr, 

qui donnent 

j = z } \ y — P X — Y , p = X, 

définissent une T. C. (transformation de Legendre) 
qui n'est autre qu'une transformation par polaires réci-
proques relativement à la parabole 

•rf| — £2 = 0< 

Elle conduit de l'équation (9) à l'équation 

( Î O ) Y - / ( X ) = o . 

L'équation (10) admet comme intégrales : 

Les MJ (intégrale générale) ayant pour support 
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ponctuel un point quelconque (X 0 , Y 0 ) de la courbe 
( C ) représentée par l'équation (10). Il leur correspond 
la famille de droites 

x = I>, r==PXo-/(Xo) ( p = X0), 

qui donne l'intégrale générale de l'équation (9 ) ; 
20 Une M¡ (intégrale singulière) ayant pour support 

ponctuel la courbe (C ) 

X ^ X , Y = / ( \ ) , P = / ' ( X ) . 

Il lui correspoud la courbe 

* = /'(*), j r = X f ' ( X ) - f ( X ) (p = X), 

qui est l'intégrale singulière de l'équation de Clairaut. 

7. Nous allons déduire des considérations précédentes 
un procédé d'intégration de l'équation 

( 5) /(a?, V, p) = o. 

L'équation aux dérivées partielles, linéaire et homo-
gène, 

r r v . âf /<>* (<>f df\dX 

admet comme on sait deux intégrales distinctes, dont 
l'une est f . Soit X(x, y, p) une intégrale de celte 
équation distincte de f . Nous supposons naturellement 
que /contient p ; comme nous venons d'intégrer l'équa-
tion de Glairautj nous supposerons de plus que l'équa-
tion (5 ) n'est pas une équation de ce type. On aura 
donc 

et par suite 
T-dp 

()X 
— ^o , 

dl „ àf 
dx 

àX ÔX 

ôx ' 
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Les fonctions X et f étant en involution, il leur cor-
respond une fonction P(.r, y , p ) et une seule telle que 
les équations 

(G) X = \(x:y,p), Y =f{J\y,p), P = 

définissent une T . C. Si nous appliquons cette T . C. à 
l'équation (5), l'équation transformée s'écrit 

Y = o. 

Cette dernière équation admet pour intégrales : 

i° Les MJ définies par les équations 

Y = o, X — a, 

où a est une constante arbitraire. On en déduit, pour 
l'équation (5) , une famille d'intégrales à un paramètre, 
représentée par les équations 

/< •'•: y, p) = <>• y, />) = «; 

c'est l'intégrale générale. 
2° L'intégrale singulière 

Y = o, P = o 

à laquelle correspond, pour l'équation (5), l'intégrale 
singulière 

/(•'•> y• p) = y* p) = 

à condition, bien entendu, que ces équations soient 
compatibles. 

8. 11 nous faut maintenant présenter quelques 
remarques importantes sur la correspondance établie 
entre les deux plans (¿r, y ) et (X , Y ) par les équa-
tions (0) . 

En identifiant les deux membres de l'équation fonda-
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men laie 
dY — P d\ = s ( r/j - /> d.r ) 

on a les relations 

C es! en partant (les relations (i i ) que l'on établit les 
identités classiques de la théorie des T. G. ; on en tire 
aussi sans difficulté la relation 

t) (X, Y, p ) _ 

qui montre bien pourquoi l 'hypothèse 

e>t essentielle dans toute cette théorie. 

Soit alors (X ( l , Y0 , I>0 ) un élément du plan (X , Y) . 
Si les équations 

( 1>) — Y(-7'- y-, />> = Y„? 

n'ont pas pour conséquence la nullité de p. elles déli-
nissent en général un ou plusieurs éléments du [dan 
,ry. Mais si elles sont incompatibles avec (12 ), deux 
cas singuliers pourront se produire : 

1" Les équations (i.':>) sont incompatibles, et alors à 
l'élément (X0- l\,) 11e correspond aucun élément 
du plan ('./.-, r ) ; 

a0 Les équations (i<>) forment un système indéter-
miné; alors, à l'élément considéré, correspondent une 
infinité d'éléments, formant ou non une multiplicité. 
Lar exemple, à l'élément (o, o, o ) du plan (X , Y ), la 
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T. C. définie par les équations 

V = y- — .r2 — '}.¡i xy, X = ./• -h p y, P = — 2.r 

fait correspondre dans le plan (.r, r ) la m" qui a pour 
support ponctuel l'origine; on a ici 

? = 

de sorte que p s'annule bien pour tout élément de 
cette m\. 

On voit de même qu'il peut y avoir des M, du plan 
( \ , ^ ) auxquelles ne corresponde aucune du plan 
(x. r ) . Considérons, par exemple, la T. C. définie 
par les équations 

') y y 
Y = — j; -h ^ h /V2. X = ~ -f- •>/>, P = n 

P P1 

d'où l'on tire 

= _ \ -f. >VX — 'J P». y = P2( \ _ |>h p = V; 

à la M, 
Y = o, = o 

ne peut correspondre comme multiplicité; car comme 
on a ici 

p P ~ i , 
j1 en résulte 

|l\ V] = .. 

On trouve en effet qu'il, correspond à cette multiplicité 
l'élément unique (o. o, o ) du plan (.r, y ) . 

Ces considérations offrent un intérêt particulier pour 
l'étude de la correspondance entre les intégrales singu-
lières. Remarquons à ce sujet que l'extension donnée à 
la notion d'enveloppe entraîne, comme nous l'avons 
fait observer déjà, une extension de la notion d'inté-
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grale singulière. Prenons, par exemple, les cercles ay^nt 
oour centre l'origine; leur équation différentielle 

.jc ~ py=o 

n'a pas d'intégrale singulière au sens ordinaire. Cepen-
dant la T. C. 

Y -- ./• }>y. X — r \/ i -r- I* — ^ ' ' ^ 

met en évidence une intégrale singulière du type (£0)J 

composée des deux éléments communs à tous ces 
cercles aux points cycliques. 

\ A suivre. ) 

CONCOURS -D'AGRÉGATION M 1923. 

C a l c u l d i f f é r e n t i e l e t i n t é g r a l . 

Soit D une droite mobile qui engendre une 

surface S non développai)le. 

On demande la condition nécessaire et suffi-

sante pour que, en chaque position de 1), les tan-

gentes aux lignes asymptotic] ues de S, passant aux 

différents points de 1), forment un pciraboloïde P. 
On mon trera que 1) reste parallèle ci un plan fixe. 

Les surfaces S correspondantes constitueront la 

classe des surfaces S0. 

2° Conditions : a. Pour que le pciraboloïde P ait 

constamment ses deux plans directeurs rectangu-

laires. 

Pour que la direction diamétrale de P soit 

indépendante de D. 
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3° L|, Lo, L 3 étant trois lignes asymptotiques 

quelconques cVune surface S0, montrer qu'entre les 

rayons de torsion (') respectifs T\, T2 , de ces 

lignes, aux points où elles rencontrent une même 

génératrice D, existe une relation linéaire, dont 

les coefficients ne dépendent pas de D. 

4° Dans quel cas deux asymptotiques d une 

surface S0 seront-elles cl torsion constante ? 

5° O^ étant perpendiculaire au plan directeur 

commun ci tous les paraboloïdes P? on appelle H 

l'angle que fait avec O v la normale à S0 au point M 

et T le rayon de torsion (2) de Vasymptotique L qui 

passe en M. Le point M, étant, situé sur la même 

génératrice D que M et décrivant Vasymptotique L, 
quand D varie, soit —MMj. Démontrer la 

relation 

n = y/cTr sin 0, 

C, étant indépendant de D. 
Les coordonnées de M étant exprimées au 

moyen de l'arc s de L , on exprimera les coor-

données de M, au moyen de la même variable. Soit 

to Vangle de la normale principale MK à L et de la 

direction A perpendiculaire aux tangentes aux 

diverses lignes L, aux points de D. Démontrer la 

relation 
i dT 

( * ) L'énoncé imprimé remis aux candidats est ainsi rédigé : 
« . . . montrer qu'entre les torsions respectives T,, T2, Tî? . . . » . 

Bien que cette erreur de texte soit vénielle, et apparaisse immé-
diatement si les calculs sont bien conduits, elle peut dérouter les 
candidats. 

( 3 ) L'énoncé portait encore « torsion » au lieu de * rayon de 
torsion ». 
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S O L U T I O N 

P A H BERTRAND G A M B I K R , 

Professeur à la Faculté dos Sciences de Lille. 

1. Sur une surface S réglée non développable : 

î " A chaque génératrice D correspondent oo ' qua-
driques se raccordant avec S tout le long de D. 

2° Parmi elles, une. et une seule, est osculatrice à S 
tout le long de I ) ; c'est la quadrique, lieu des tan-
gentes asymptotiques (autres que D ) issues des divers 
points de D. 

L'explication qui suit est correcte, mais exige un 
complément : D et une génératrice voisine D' déter-
minent oc:t quadriques q formant un système linéaire; 
si D tend vers D, ces quadriques tendent vers un 
système linéaire oc:t de quadriques Q ayant en chaque 
point de D un contact simple avec S. Adjoignant à 
I) el D une nouvelle génératrice D" voisine des deux 
premières, D, D' et D" déterminent une quadrique qK 

et une seule; quand 1) et D7 tendent toutes deux, sépa-
rément, vers D, la quadrique qK tend vers une qua-
drique bien déterminée, osculatrice à S tout le long 
de D. Le raisonnement a besoin d'être complété par la 
démonstration de l'existence effective des limites 
indiquées. 

On peut démontrer, géométriquement et rigoureu-
sement, ces résultats de bien des façons : 

Sur la génératrice D choisie, marquons trois points 
quelconques M,, \L, M:, et trois tangentes quel-
conques à S, M , T f , M2 To, M 3T 3 ; traçons sur S des 
courbes arbitraires C,, C:l tangentes respectivement 
en M,, IVL? M3 à M, T , . MoT 2 ,M 3 T 3 . Une généra-
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trice D , distincte de D, voisine ou non de D, coupe 
C<, C2, C3 en M n M2, M3 respectivement. Les trois 
droites Mj M n M2 M27 M;, M3 déterminent une qua-
drique et une seule y, contenant d'ailleurs D et D'. La 
génératrice de q issue d'un point M, variable sur D, 
rencontre D' en un point M . Supposons maintenant 
que D : tende vers D; Mi Mi tend vers M, T4 , de sorte 
que q tend vers la quadrique Q déterminée par M, T4 , 
MoT2 , M 3 T 3 ; la génératrice MM' de q issue de M, 
tend vers une droite MT, génératrice de Q, coupant S 
en deux points infiniment voisins, donc tangente à S : 
S et Q se raccordent donc en tous les points de D. La 
droite D étant donnée, Q ne dépend plus que de l'orien-
tation de M | T n M2To, M|T : i chacune dans le plan 
langent correspondant : ces quadriques Q forment donc 
un système linéaire oc:{. 

Imaginons écrite l'équation générale d'une qua-
drique Q de ce système; on peut trouver dans ce 
système une quadrique et une seule q { contenant une 
nouvelle génératrice 1); de S, voisine ou non de D. En 
chaque point M de 1) passe une génératrice et une seule 
de q^ distincte de 1); cette génératrice est tangente à & 
au point M et coupe de nouveau S en un point M' situé 
sur I) '; si nous imaginons que D' se rapproche de plus 
en plus de D, chaque droite telle que MM', toujours 
tangente à S en M et la coupant en un nouveau point 
de plus en plus voisin de M, tend, comme on sait, vers 
une position limite bien déterminée, à savoir la tangente 
asymptotique MT, autre que D, issue de M dans le 
plan tangent à S en ce point M. Comme toutes les 
droites MM' sont constamment sur une même qua-
drique q l y leurs positions limites sont aussi sur une 
même quadrique Q<. 

On remarquera d'ailleurs qu'un plan quelconque 
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passant par M coupe S et qs suivant deux courbes 
ayant un contact simple en M et ayant un nouveau 
point commun ¡1/ situé sur D , voisin de M si D est 
voisine de D. Donc les sections planes de S et Q, par 
un plan quelconque sont osculatriees au point où leur 
plan coupe D. 

Q, est un hyperboloïde à une nappe, ou un parabo-
loïde. Si Q est un paraboloïde, le plan directeur mené 
par 1) coupe le plan de l'infini suivant une droite, 
autre que D, qui est génératrice de ( ) , . donc tangente 
(asymptotique) à S : le plan directeur du paraboloïde 
est donc le plan asymptote de S relatif à I). Si, quelle 
que soit D, O, est toujours un paraboloïde, la section 
de S par le plan de l'infini est enveloppe de tangentes 
asymptotiques, donc ligne asymptotique de S. N'ou-
blions pas que les lignes asymptotiques se conservent 
dans une transformation homographique. Si une sur-
face S, réglée ou non, admet une section plane comme 
ligne asymptotique particulière, ou bien cette section 
est une droite, ou bien la surface se raccorde avec le 
plan de la section tout le long de cette section. Or 
pour la surface S les plans asymptotes sont tous 
distincts du plan de l'infini pour les génératrices à 
distance finie, donc la première hypothèse est réa-
lisée : les points à l'infini de S sont répartis sur 
une droite, autrement dit la surface admet un plan 
directeur. 

Réciproquement, l'existence d'un plan directeur 
entraîne l'existence sur S d'une droite (non génératrice) 
à l'infini, laquelle est tangente asymptotique et appartient 
à chaque quadrique Q< : ces quadriques sont toutes 
des paraboloïdes. 11 ne sera plus désormais question 
que d une surface réglée S0 à plan directeur, surface 
non cylindrique. 
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La recherche des lignes asymptotiques d'une telle 
surface, au lieu d'uue équation de Riccati, ne dépend 
plus que d'une équation linéaire; il semblerait donc 
que nous devions effectuer deux quadratures pour les 
obtenir. En réalité il n'y en a qu'une à effectuer, car 
les génératrices de la surface appartiennent à un com-
plexe linéaire : elles rencontrent en effet toutes la 
droite à l'infini du plan directeur. M. Picard a établi 
dès 1877 ( lu e î P o u r toute surface réglée dont les géné-
ratrices appartiennent à un complexe linéaire, une 
quadrature unique est nécessaire pour obtenir les lignes 
asymptotiques : on trouvera la démonstration soit aux 
Annales de VE cole Normale (1877) soit au tome I de 
l'Analyse de M. Picard ( ' ) . Si L, L,, L2 sont trois 
asymptotiques particulières rencontrant une génératrice 

variable D en M, M,, YL le rapport ^ ^ ou, si l'on 

préfère, (M , jVL M oc ), reste constant si D balaie S0. 
On peut écrire les équations paramétriques de la 
surface S0 d une façon particulière, de façon que la 
quadrature se trouve automatiquement effectuée : ceci 
se rattache aux travaux de M. Cartan sur les systèmes 
différentiels et à la notion de classe introduite par 
ce mathématicien. Donnous-nous arbitrairement une 
courbe L et une direction de plan il arbitraire : en 
chaque point MdeL , la génératrice Osera l'intersection 

( J ) Le raisonnement de M. Picard suppose que le complexe ne 
soit pas spécial : on peut construire a priori, par calculs algé-
briques ou difFérentiations, une courbe particulière, rencontrant 
chaque génératrice en deux points, et asymptotique particulière de 
la surface. Cette courbe représente donc en réalité deux asymp-
totiques et l'équation de Riccati s'intègre par une quadrature. Si 
le complexe devient spécial, la courbe se réduit à l'axe du complexe, 
qui doit èire considéré comme représentant encore deux asymp-
totiques particulières confondues. 
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du plan osculateur et du plan parallèle à II; il est clair 
que L est une asymptotique particulière de la surface S0 

lieu de D. Le reste s'ensuit. 
L'hypothèse ( a ) peut aussi se résoudre géométri-

quement. Si une génératrice D donne un paraboloïde P 
équilatère, on peut remarque!- que S et P ont même 
point central (même si P n'est pas équilatère), et que 
ce point central C s'obtiendra dans le cas présent en 
prenant la génératrice de P perpendiculaire au plan 
directeur de S0; cette génératrice est tangente asymp-
totique pour S0. Si toutes les génératrices D donnent 
un paraboloïde équilatère, C décrit la ligne de striction : 
cette ligne se trouve courbe de contact du cylindre 
circonscrit parallèlement à la direction A normale au 
plan directeur : mais A étant toujours direction asymp-
totique, la tangente à la courbe lieu de C est toujours 
parallèle à A, donc la ligne de striction est une droite 
perpendiculaire au plan directeur; S0 est un conoïde 

droit; la réciproque est évidente, car l'axe est généra-
trice de chaque paraboloïde. 

Un calcul simple, guidé par un peu de géométrie, 
retrouve ces résultats aisément. Soient les équations 

( S ) X = x H- av. Y -h bi\ Z = : + ce, 

où x,y, z, a, ¿>, c dépendent du paramètre u. 

Nous calculons aisément 

^ D == | x' a x" ( H- r ; | x' a a ] -h | a' a x" | [ 

(i) <, - v- | a' a a" 

( IV ~\x' aa' l, 

Iy est supposé non nul identiquement; l'équation des 
asymptotiques est donc 

(s)
 d

~= A + 



( ) 
où A, A,, A2 ne dépendent que de a. La tangente 
asymptotique au point (M, R) a pour équations 

,.., . X — x — a v 

x' -t- a' v -+- (A -f- - V- Ao)a 

Y — y -- h V 
y' -r- b' V ->r-(A + r A, - e2A2) b 

Z — 3 -— C ç 
z -+- c' v — ( A -+- v Ai h- r2 A2 ) c ' 

a constant et v variant seul, les dénominateurs des 
rapports égaux ( 3 ) sont des trinômes du second degré 
en r si A 2 ^ o ; donc les parallèles aux diverses tan-
gentes, menées d'un point fixe, engendrent un cône du 
second degré; sur ce cône, quatre génératrices ont pour 
rapport anharmonique celui des quatre v correspon-
dants. Sur la droite 1) les quatre points M ont aussi 
pour rapport anharmonique celui des quatre c, et de 
plus, si v augmente indéfiniment, la génératrice cor-
respondant au point M tend à devenir parallèle à D : 
on en déduit que les tangentes MT décrivent un hyper-
boloïde à une nappe. Si A2 ~ o, les dénominateurs se 
réduisent au premier degré, les droites MT sont toutes 
parallèles à un même plan, et pour les mêmes raisons 
que plus haut, déduites des rapports anharmoniques, 
elles engendrent un paraboloïde P. Or = o revient 
à \a ci a | Î E o, ce qui exprime que les droites D 
restent parallèles à un même plan. 

Pour une surface S0 on peut donc écrire 

( X = 
S0 < Y — a — mv, m, z fondions de u, 

Inéquation des asymptotiques 

, . dv z" v / z" ni \ 
i 4 ) -T- = — -H - — r 

du 2 m z -}. \ z m / 
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s'intègre en écrivant 

r z" du /~zr 

(>) C= / / TT f = v 7 J \>, yj m z* y ni 

On peut écrire les équations de la tangente MT 
asymptotique 

X — x Y — u — mX Z — z (G) 
ri v [ -+- ni v 
TITi 

où ~ a pour valeur ( \ ). 

L'équation du paraboloïde P est 

(Y— u — m\)z' — CZ — z) _ ni (Z— z) 
(7 ) 

•> \z ni ] 

L'un des plans directeurs est horizontal, l'autre a 
pour équation 

( 8 ) - ( - , - ~ ) \ ( Y - mX) z' — Z I = nïz'X — ^ . 
•> \ z ni J 1 \>. z 

2. L'hypothèse (a)donne m" = o, d'où m À -f- Bu, 
A et B étant constants et B é̂. o. Les équations 

( f) ) X — *>, Y = u -+• ( A -+- B u) p, L — z 

montrent que pour v — — -g on obtient — 

^ = — ^ qui est donc l'axe du conoïde^droit obtenu. 

La quadrature ( 5 ) est immédiate. 
Pour l'hypothèse (6 ) , on peut, sans particulariser, 

supposer l'axe de P, déjà horizontal, parallèle] à O r . 
On a donc 

( io ) —, — ~~T ~ <>, : = K/îi + Ki. 
z m 
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où R et K ( sont constants. On a la surface 

l X = p , 
( i [ ) < Y = u -h mv, 

( Z = Km, 

obtenue en supprimant K n ce qui revient à un simple 
glissement le long de Oz. La résolution en u et m de 
( n ) donne 
/ N

 v
 xz Z (12) u= Y — — , m = 

L'équation de la surface est donc 

(13) Y = aZX -\-f(aZ), 

où a est une constante arbitraire et f une fonction 
arbitraire. La quadrature (5 ) s'obtient encore immé-
diatement. On a une ^construction géométrique très 
simple de la surface ( i3 ) , obtenue en considérant dans 
le plan xOy la droite à un paramètre 

y = 

On trace dans le plan x O y une courbe arbitraire et 
on imprime à chaque tangente une translation parallèle 
à Os, proportionnelle à la pente de cette tangente. La 
courbe et la surface obtenues sont simultanément soit 
transcendantes, soit algébriques, soit unicursales. Cette 
construction géométrique montre qu'il n'y a pas de 
surface réglée non développable satisfaisant simulta-
nément aux deux hypothèses ( a ) , (&) ( * ) . Mais on peut 
obtenir dans l'hypothèse (b ) une surface qui soit un 
eonoïde oblique : il suffit que les tangentes transportées 

( l ) Ou plutôt si la courbe du plan xOy , étudiée au point de 
vue tangentiel, se réduit à un point, U surface S0 correspondante 
est un paraboloïde équilatère. Mais c'est une solution banale, tout 
comme le paraboloïde non équilatère trouvé aussitôt après. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. II. (Janvier 1924. ) 1 2 
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rencontrent toutes une droite dont on prendra les 
équations sous la forme 

Mais on ne trouve qu'une solution banale, à savoir 
un paraboloïde hyperbolique non équilatère : a priori il 
est bien évident que toute génératrice D du parabo-
loïde fait constamment retrouver comme paraboloïde P 
associé la surface elle-même. 

3. Pour traiter aisément les dernières parties, il 
suffit d'employer la méthode indiquée plus haut. La 
courbe L est le lieu du point ( y , z) ; nous utilisons 
le trièdre de Serret-Frenet (a , a\ a ' ) , (¿>, b\ 6"), 
(c, c', c") avec les relations bien connues entre les 
cosinus, le rayon de courbure Ret le rayon de torsion T 
de la courbe. 

La surface S0, à plan directeur horizontal, 

(14) X = a?-Hc'p, Y cp, Y = z, 

admet L pour asymptotique particulière. La matrice 

Y = XX, Z = ixX. 

( i 5 ) 

¿y P 
a' 

c' — c o 

fournit le dS2 de la surface, 

( 1 6 ) d S i = + 

- ib" / i + c" M ds dp -h (c*-t- c"»-)dp |2 

les paramètres directeurs de la normale, mineurs de ( 15), 

( 1 7 ) È = a " c , 1 Ç = a " ( c T + ^ . 



( ) 
On a 

(,8) D ^ - a - p ^ l ) , D' = D ' « o . 

L'équation des asymptotiques 

. p dT dp 

donne 

(20) p = Kv/T ( i ) , 

où K est une constante arbitraire; L s'obtient pour 
K = o. 

D'après Enneper, ± \/ — R { R2, où R, et R2 sont les 
rayons principaux de S0, doit donner la torsion de 
l'asymptotique générale. D'après Gauss 

r> r> ( E G - F » ) «  
R i R 2 = DD" — D'2 ' 

et ici 
EG— F2 . 

±v/—RIR2 = ± D' ~ D' 

La torsion est donc 

( a i ) + ^ = ±(T-hic'Ks/T+K*). 

Or pour K = o on doit retrouver T , donc on doit 
prendre le signe + . Considérons donc les trois asymp-
totiques L, L, , L2 obtenues pour K = o, K, , K2 . On a 

( T 1 == T4 -2c "K l V /T -+ -K? , 

I T2 = T - I -2C ' / K 2 /TH-K1, 

d'où la relation linéaire annoncée 

( 2 3 ) ( T i — T — Kf ) K2 — ( T 2 — T — K|) K t = o. 

( l ) Si T est positif, on prend K réel; si T est négatif, on prend 
K imaginaire pur. 
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4. Si T est constant, T , ne peut être constant que 
si c" est constant. L'indicatrice des torsions de L est un 
petit cercle, donc L est une hélice circulaire d'axe O s 
et S0 est la surface minima bien connue d'escalier, héli-
coïde gauche à plan directeur. Les asymptotiques sont 
les trajectoires orthogonales des génératrices. 

5. On a 
sin6 = y/c2-f- c'2, 

pv/c2-+-c'2 = K/Tsine. 

6. La tangente asymptotique MT a pour équations 

X — x — c'p _ Y — y - h c p __ Z — z 
TZ, c' dT\ o ~ ~ 77 c dT \ p ~ ' 

La considération des dénominateurs montre que les 
paramètres directeurs a, ¡3, y de A doivent être pris de 
sorte que 

et alors on a aussitôt 

Mais alors A est située dans le plan déterminé par 
MK normale principale et MN normale à S0, c'est-à-
dire binormale de L. 

La droite MA contient le point qui dans ce plan a 
pour coordonnéès 

i dT 

et il est bien clair que 
* d T 

(25 ) tango» = - —— . 
v ' ° i ds 

Nota. — Je signalerai pour terminer une formule 
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générale relative aux surfaces réglées, formule signalée 
en particulier par M. Bianchi, et qui aurait pu servir, 
au lieu de celle d'Enneper, à calculer T , . Sur une 
surface réglée S quelconque, une génératrice D 
rencontre deux asjmptotiques L et L4 aux points M 
et M«, tels que MM, = r { ; soit <p l'angle des normales 
à S en MM,, c'est-à-dire l'angle des plans osculateurs 
en M etM|, on a 

(26) n = sin cpy/TTt. 

Ici les normales ont pour cosinus respectifs 

d'où l'on déduit la valeur de T , , donnée plus haut, en 
employantla formule (26) : cette fois on n'apas l'ambi-
guïté du signe. La formule ( 26) met déplus en évidence 
ce fait que toutes les asymptotiques curvilignes ont 
leur torsion de même signe; ce résultat découle aussi 
de la valeur (21) déjà trouvée. 

p 

On a donc 

rx — p y/c2H- c'2 sincp = p v/c2 H- c'* 

Autre solution par M. CH. GUYON. 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . Un cône homogène, de révolution, 

dont le sommet O est fixe, tourne uniformément autour 
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de son axe, avec une vitesse angulaire Brusquement, 

une arête est immobilisée : quelle vitesse de rotation prend 

le solide autour de Varête fixe? On désignera par a le 

demi-angle au sommet du cône. 

II. Dans un plan vertical, une droite D se déplace en 

restant tangente à une courbe fixe C. La rotation de la 

droite (relativement à une direction invariable) est uni-

forme. Un point matériel IVJ est assujetti à rester sur la 

droite D; les liaisons sont bilatérales et sans frottement. 

Etudier le mouvement relatif du point M sur la droite. 

On formera Véquation différentielle du mouvement rela-

tif dans le cas général d'une courbe plane quelconque G, 
et d'un point pesant M, n'ayant initialement pas de 

vitesse relative. On étudiera les cas suivants : 

ic La courbe G est un cercle et le point M n'est pas 

pesant. 

i° La courbe G est un cercle et le point M est pesant. 

Le mouvement relatif peut-il être pendulaire? Peut-il y 

avoir équilibre relatif? Le mouvement relatif peut-il 

s'effectuer dans un même sens? 

3° La courbe G étant quelconque, peut-il y avoir équi-

libre relatif? 

INDICATIONS POUR LA SOLUTION. — O n p a r t i r a d e l ' é q u a t i o n 

naturelle, R = f { a ) , de la courbe G, et l'on appliquera la 
méthode de Lagrange. Dans le 3°, on obtiendra l'équation 
naturelle de G, et, par deux quadratures, les expressions 
paramétriques des coordonnées d'un point, en termes finis. 

EPREUVE PRATIQUE. — Construire le noyau d^une plaque 

homogène, demi-circulaire. ( On déterminera par le cal-

cul les centres de percussion associés à diverses tangentes 

du contour de la plaque.) 

INDICATIONS POUR LA SOLUTION. — A p p l i c a t i o n i m m é d i a t e 

du cours. Le noyau est limité par un triangle mixtiligne : 
deux segments de droite et un arc d'ellipse. 

(Montpellier, juin 1922.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une barre homogène pesante de 
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masse m, de longueur l est suspendue par son milieu 0 et 

s'appuie sur un plan horizontal P passant par le point O. 
Un anneau pesant de même masse m coulisse librement 

sur la barre. 

A l'instant initial l'ensemble tourne autour de la verti-

cale Oz avec une vitesse angulaire w, Vanneau est à une 

distance a du point O et glisse sur la barre avec une 

vitesse relative aw. 

i° Calculer le couple variable d^axe O z qu'il faut 

appliquer à la barre pour maintenir la vitesse angu-

laire CL). Quelle est la trajectoire de Vanneau sur le 

plan P. 
i° Les seules forces appliquées étant les poids, étudier 

le mouvement, indiquer Vallure de la rotation et la 

forme de la trajectoire de Vanneau. 

3° On supprime le plan P d^appui et Von demande de 

reprendre la deuxième partie. 

On néglige les frottements. 

INDICATIONS POUR LA SOLUTION. — I° L e coup l e che rché est 

F = imuxx', 

x étant la distance de l'anneau au point O. Le mouvement 
relatif de l'anneau par rapport à la barre est donné par 

x" — (i)2X, 
d'où 

x = ach(i)/ + x shw i ; 

l'équation de la trajectoire en coordonnées polaires est donc 

p = a ch6 -+- ash 6. 

Le couple est connu en fonction dù temps. 

i ° Le théorème des moments et celui de la force vive 
donnent 

j îi 
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Le mouvement de l'anneau est défini par l'équation 

¿8 1 + * 'y/ (*2-f-a2)2 ^H-ar»' 

la valeur initiale de ^ étant a; la discussion ne présente pas 
au 

de difficultés. La première des équations écrites montre que la 
vitesse de rotation conserve un signe constant et indique ses 
variations avec x. 

3° Le mouvement est à trois paramètres ¿r, 6 et l'angle ^ 
de la barre avec la verticale ascendante. On a toujours deux 
équations par les forces vives et les moments : 

. ( Î ) > ( S ) " 

= ( ¿2 -h a2 -+• a2 ) ta2 — 2 ̂ ¿p cos <p, 

.r2) s in 2?-^- = (¿24- a 2 ) « . 

Une troisième équation (équation de Lagrange relative à x 

ou équation du mouvement relatif de l'anneau) sera 

dïx [idoV . . /dô\2~| 

L'étude détaillée du mouvement serait assez délicate. On 
pourra remarquer que, d'après la première équation, l'anneau 
doit rester au-dessous du plan 

+ a2 0 
z — w2, 

et que la rotation de la barre a lieu toujours dans le même 
sens. 

(Nancy, juin 1920.) 
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[A5a] 

SLLLT L'INDICE DES FRACTIONS RATIONNELLES; 

PAR M. RABATEL, 

Professeur au Prvtanée militaire de La Flèche. 

Étant donnés deux polynomes f ( x ) et g{x), on 
peut leur associer une forme quadratique dont la 
« signature », c'est-à-dire la différence entre le nombre 
de ses carrés positifs et le nombre de ses carrés négatifs 

est égale à l'indice de la fraction rationnelle ——{• 

Ce théorème, établi par Hurwirtz (*), est la généralisa-
tion d'un théorème d'Hermite (2 ) pour le cas particulier 

de la fraction rationnelle y -

Jie me propose de donner une nouvelle démonstration 
de ce théorème et de montrer que la forme quadra-
tique associée à f et g est liée d'une façon simple au 
résultant de Bezout de ces deux polynomes. 

Soient 
f — Ao^-t- A ta?*-1-*-.. . -h A«, 
g B0xn -f- B,a?»-i-h. . .-f-B„, 

et supposons d'abord les degrés égaux. 

( t ) Math. Ann., Bd 46. 
(2) Voir, par exemple, SERRKT, Algèbre I . 

Ann. de Mathémat., 5* série, t. II. (Février 1924O 
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Posons 

/o = Ao, /, = A0a7-hAi, / 2 = A ( I ^ + À , J + A 2 , 

£0=B0, ¿Ti — B0# -f- g2 = r»0^2n-

i71 — ¿'/u — A , ! ^ - 1 -f- . A l r t , 

==-fgi — = A„a?»-» -+- -+- A2//, 

Fn=fé?n-i— #fn-l= -+- + A„„. 

On a 
= A ¿7, 

et le résultant de Bezout de y et est 

A ! ! A ! 2 . . . A i n  
A « ••• ••• . 

Ani hnn 

Appelons forme quadratique associée à f et la 
forme 

T = S K I K X I X K . 

f 
Ceei posé, on sait que pour calculer l'indice - on 

est conduit à faire sur g et J les opérations de recherche 
du plus grand commun diviseur en changeant le signe 
du reste (1 ) : 

g = fil, - R , , 

/ = R i Q 2 - R * . 

Ra 2 = R ^ - t Q / , — R/ t, ou 
Ri = /Qt r2 = R1Q2 _ / , 

Ra: = R>t 1 QA — RA-2» 

( L ) CAIJCHY, Calcul des Indices ( (CUIVRES complètes). 
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ce qui donne 

R* de degré n— A, U* et V* de degré k — i . 
f 

L'indice de ^ est égal au nombre de variations per-

dues par la suite 
R , , R S , B N 

quand on y remplace successivement x par — oc 
et -I- oc. 

Calcul de R*. — F,, F2, ..., F„ étant indépendants, 
on a 

H a - XiF, -+-...+-X„F„ 

— g (^»/o -+- ...-+- X/I gn-1 K 

et, comme U* est de degré k — i, 

X¿+í = • . • = Xn = O. 

En exprimant que RA est de degré n — k. >n obtient 

X ! A,h J -h . . . H- X ¿ AA-A-I = 

qui, joint à 

X 1 F 1 - H . . . - + - X A . F * = R/,, 

donne, par élimination des X et simplifie on, 

R* = [XA-

An ... A,*-! k\kXn~k ... h- Ain 

Aa-1 • • • kkkxn~k - .. -r- A*„ 

¡¿A étant un facteur à déterminer. 
De même, on a 

Xi£o-+- .«.-+- Xa^A-1 — U 
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et 

A,, ... Ai/,-1^0 

A Ai .. . A/cAg/e-i 

¡JI* étant le même coefficient. 

Calcul de a*. — Désignons par R .̂, U^, QJ,., le 
coefficient de la plus haute puissance de x dans R*, UA, 
Q*, nous déduisons de 

eu égard aux degrés, 

R A - 1 - R ' A - Q W , 

et de même de 

RA-M = R A Q A + I — 

= Qa-4-1— (UA-I/-+- Vk-tff) 
= ( U / , Q / , + 1 - U , 0 / + ( . . . ) * • 

D A -4-1 = u A- Q /, 4-1— U'A-—1 j 
et 

En éliminant Q'Aw , on obtient 

U * - , R I . = U I . R I _ L = = . . . — U'2 R', = B 0 . 

En appelant A* le mineur du déterminant de Bezout 
formé avec les k premières lignes et les k premières 
colonnes, 011 a 

R'* = r-A*, 
U * = [X* B 0 À I— T 

et 

fA/L-flAn-l = > o. 
k 



( ) 
Tous les fji sont donc de même signe et comme 

ils sont du signe de A0 (1 ). 
Nous avons donc à considérer la suite 

AqX", AOAjît»-1 , A0A2a7»-2, A0 An 

ou 
xn, Aia?"-',- A.2.r«-2, . A„. 

Si l'on se reporte à l'étude des formes quadratiques ( - ) 

on voit que l'indice de t est égal à la signature de la 

forme quadratique T . 
En particulier, les conditions pour que l'indice soit 

égal à n ou que T soit définie positive sont 

Ai><>. A 2 > o , A n > o . 

Supposons maintenant que le degré de f soit n — p, 

il suffit dans les calculs précédents de supposer 

A o = A i = . . . = Ap i — o 
et poser 

/ = kpX«-P -I- . . . H- A„. 

Le résultat subsiste par raison de continuité. On 
peut prendre en effet A0 , . . ., < suffisamment petits 
pour que toutes les racines de f nouvellement intro-
duites soient supérieures aux racines de g et que le 
signe de f au voisinage d'une racine de g ne soit pas 

(* ) La valeur de \ik n'est pas nécessaire pour la suite. Le calcul 
donne 

IV = A0 
> Ali-.» • •• Ai 

IV = A0 Al*- ) .. Af 

IV + l — 
i AÎ*-, .. A? 

IV + l — Â; A<U .. Af 

( 2 ) S E R R E T , Algèbre, I. 
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changé. L'indice sera le même et quand A0 , . . A ^ . , 
tendent vers zéro ces racines s'éloignent à l'infini et 
aucun carré ne s'évanouit. 

Si le degré de / est égal à a p, on peut ramener 
le problème au cas précédent en remplaçant / par le 
reste de la division de / par g. Si p est pair, l'indice 

f • de ̂  est égal à la signature de la forme quadratique 

à n p variables associée à / et g , mais si p est impair 
elle en diffère d'une unité ( 4 ) . 

[DlbÇ] 
RÉSUMÉ » E S PRINCIPALES PROPRIÉTÉS 

DES POLYNOMES ORTHOGONAUX O ; 
N. iVBRAJVIUSCO. 

Les solutions de quelques anciennes questions non 

( l ) On a, en eliet, 

L ( I ) + " ' ( Î ) = Î D D I C E D E Î ' 
s // \ + s k \ = » . s ( / ) = J S I S , , A I R L A I O R M E 

\g) \ f ) \gj ( quadratique /. g. 

S ( / ) = I (/ ) -Donc 

f 

or, s est égal à o ou à ± i . Il est égal à o si ^ a le même signe aux 

deux limites de l'intervalle — oc, -f- oc. 
Ce signe est celui de (—O^A", k étant le rapport des coefficients 

des termes de plus haut degré de / et g pour x = — oc, de À" 
pour x — x. 

il faut donc, pour que e = o, que ( — I ) P > o : p pair. 
(*) Voir pour la bibliographie : ( ' ) Encyclopédie des Sciences 
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résolues des Nouvelles Annales de Mathématiques 

étant liées avec la théorie des polynomes orthogonaux, 
et comme ces poljnomes ont une grande importance 
dans la représentation des fonctions par des séries de 

mathématiques, t. lï, vol. V , fase. 2; P . A P P E L L et A . LAMBERT, 

Généralisations diverses des fonctions sphériques. 
( 2 ) CHRISTOFFEL, Sur une classe particulière de fonctions 

entières et de fractions continues (Annali di Matematica pura 
ed applicata, 1877, p. 1-10). 

( : I ) HEINE, Handbuch der Kugelfunktionen (2 E édition, Berlin, 
1878 ) . 

( ' ) DAKBOUX, Mémoire sur Vapproximation des fonctions de 
très grands nombres et sur une classe étendue de développements 
en série {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1878, 
p. 4M). 

( ) STIELTJKS, Quelques recherches sur la théorie dus quadra-
tu res dites mécaniques (Annales scientifiques de l École Normale 
supérieure, 1884, p. 409). 

( ° ) P ICARD, Cours d'Analyse supérieure fait à la Sorbonne 
en igi 2, 1918. 

( " ) KAMPÉ DE F E R I E T , Thèse, 1915. 

( S ) A . ANGELESCO, Sur les polynomes généralisant les poly-
nomes de Legendre et H ermite (Thèse, 191G). 

( 9 ) SZEGÖ, A Hankel-féle formàkràl (Les formes de Hankel) 
( Mathematikai és Termeszéttudomânyi ertesitö, 1918, p. 497 )* 

( 1 0 ) N . ARRAMESCO, Sulle serie di polinomi di una variabile 
complessa (Annali di Matematica pura ed applicala, 1922, 
P- 497 )• 

( U ) N . ABRAMESCO, Sur les séries de polynomes à une variable 

complexe ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1922, 
P- 11)-

( 1 2 ) SZEGÖ, Ueber die Entwickelung einer analytischen Function 
nach den Polynomen eines orthogonalsystem ( Mathematische 
Annalen, Bd 82, p. 188). 

( 1 3 ) POINCARÉ. Sur les équations linéaires aux différentielles 
ordinaires et aux différences finies (American Journal, vol. VII, 
I885). 

( ' • ) C . POSSE, Sur quelques applications des fractions continues 
algébriques, Saint-Pétersbourg, 1886. 

( 1 5 ) A . ANGELESCO, Sur les quadratures mécaniques ( Bulletin 
de la Section scientifique de VAcadémie roumaine, vol. VI 
1920, p. 8 1 ) . 
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polynomes, nous croyons qu'il ne sera pas sans intérêt 
de faire un résumé de leurs principales propriétés 
qui ont déjà été décrites dans divers Mémoires. 

1. Considérons une fonction ' f ( t f ) , positive et inté-
grable dans l'intervalle (a, b). Les polynomes P0 (:r), 
P, (x ), . . ., Pw (x), , . ., de degré égal à l'indice, qui 
vérifient les relations d'orthogonalité 

/ t h 
l j Vm (x) Pw( r) = o (m<n), 

( o 
I ^ 9( x ) PJ ( x) dx = í n — const 

s'appellent polynomes orthogonaux. 

La propriété fondamentale du polynome ortho-
gonal 

est de vérifier les égalités 
j> 

f o(x) cCK P n ( x) dx = o, K = o, i.>.. . . . , ( n — î) , 
• ii 

ou 

J y(x)x* dx, 

d'où l'on peut déduire des valeurs proportionnelles 
pour c„ )0, . . ., cn n. 

2. Le polynome P « ( x ) est unique, bien déterminé, 

complètement défini à un facteur constant près, dont 

w»,oAro cn,\ é?\ -—...H- C^,ngn —<>, 

i CtiaXÎ - H - 1 = 0, 

cn,0 ¿V -1 -1- <s« •+"•••-1- c/i,/i ¿Tírc-l = O, 
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la valeur est donnée par la seconde des relations ( i ) , 

b 
jT *(x)V\{x)dx 

3. Le polynome Pn{%) peut s'écrire 

go g 1 • gn 

g\ - gn-h l 

g n—\ gn • #211-1 
I X 

Prenant cnn = i, on a (10 ) 

D„(<p) 
P „ ( * ) = ¡ ¡ -

i ( F ) F = (x — 0<? (0> 

••• ¿rn 

D„(<p) = A'i A'-2 • • • gn-+-'. 
» ¿rs=z j" o(t)t'dt. 

g n ~ 1 gn • • • gln--2 i 

4. Le polynome P,i (#) peut se mettre sous la 

forme (10) 

(x) étant une fonction finie pour x = a, x — b. 

5. L1 équation Pn(^r) = o a toutes ses racines (<0) 

réelles, distinctes et comprises dans Vintervalle 

(a, 6). 

6. Supposons que ^ ( ¿ e ) reste la même ( i 0 ) pour 
tous les polynomes P„ ( : r ) et soit sa valeur. P « ( # ) 

fe coefficient du tn dans le développement en 
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série de t de Vexpression t - > 2 étant la racine de 
' àx 

l'équation 
(z — a) (z — b) 

Z = X -4- t , z — T. t = O, 
b — a 

qui peut se développer avec la formule de Lagrange. 

Cette expression est une fonction génératrice poul-

ies polynomes P„(x). 

Cas particuliers : i° <p(x) = <\ifi(x) — 1, a = — 1, 

b = 1; 

t „ I—1/1 — 'Itx-ht* 
= X -f- - (£2 — I ), Z — X, t = o; £ — : 

()z I 

o(z) àx t2 
Zt»Pn(x), 

1 dn 

Pn(x) = , —— [(îp2— 1 
' '¿n n ! dx» LV J 

1 n('in — 1 ). . .(/A -h F ) 
t X ) = — —i : 

y 2" /? ! 

[/>. ( //. — 1 ) „ n ( n — 1 ) ( n — 2 ) ( n — 3 ) 

•2 {'i/i — i ) 2 {2 n — 1 ) ( 2 n — 5) 

et P/?(.r) est le polynome de Legendre. 

[X-+-I > o, a = — I, b = 1; 

z = X -h f-(l — s2), Z= + + 

(!± - 1 

.. ()x sj \ -h'2tX /2 

~ = -h t -+- i/l -h 

cp ̂  rr ) 

X ( I — £ -h yj\2tx H- ItX -h ¿2)~2 ' 

i r/" P » ( * * ) = + [ ( I — 

P « ( J ? ) étant le polynome de Jacobi et l'on a, obser-
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vani ( i ) , 

I -h (Jt)̂  P , „ 0 ) Pn(x)dx = o (m$n). 

1. Si ?(x) = = - a)\x — b)*, X + . > o , 
(JL —f— 1 o , le polynome P n ( # ) de Jacobi vérifie 

Véquation différentielle (10) 

dv 
-+- | (2 -h X -f- ul) x — a ( u -H i ) —• b (X -h i )] ~ 

— « (/i + i + À -H- \L)y = o, 

dont Vautre solution est 

( b — a )" ii ! 
h 

X r (t— a)n+'>(t— b)»+\>-(t — x)-"-i dt. 
J a 

Cas particuliers : i° 'f(x) = = i, a = — i, 

b = i; le polynome de Legendre P„(o?) vérifie l'équa-
tion différentielle 

d^y dy 

2°ffl(a?) = '};,(a?) = ( j ? 2 - a 2 / , / + i > o ; le poly-
nome 

( 2 ) « « ) - ' £ ; [ ( » ' - a 1 ) » - ' ] 

vérifie l'équation différentielle 

(3 ) (x2— a « ) -h 2#( l -h — /i(/l -+- I -4- 2 O r = o. 
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Comme application, considérons le problème 1361 (N. A., 

1881, p. 381 ; 1917, p. 232) : 

Démontrer que l'équation 

. (n~ l)(n — l — iï 
Xn~t — a*xn-t-l 

2 ( 2 n — 1 ) 

(n — l) (n —/ — i ) (n — l— 2) (n — l — 3) , H , ; akxn-'-k — . 
2 . .4 ( 2 n — 1 ) ( 2 n — 3 ) 

a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre —a 

et -h a ( Escary ). 

En désignant p = n — l, le premier membre de cette équa-
tion est le polynome 

P(P-D 
•?.(•>.p -h 2 / — 1) ' 

-h p ( p - t ) ( p - ' > ) ( p - î ) a , x p _ 
2 ( i p n- 21 — 1 ) ( 2 p xl — 3 ) 

qui vérifie l'équation différentielle (3 ) (où n est remplacé 
par p) ; donc on a 

Pp = K(3?* — a * ) - ' Jj—M^— (K = const.), 

et donc (§ o ) J'équation proposée P p = o a toutes ses racines 
réelles, distinctes et comprises dans l'intervalle (— a, -+- a). 

Une autre application est le problème 1360 (TV. A., 1881, 
p. 381 ; 1917. p. 232) : 

Démontrer que l'équation 

{n — l)( n — / — 1 ) „ 

2 ( 2 /1 T" J ) 
(n — /) (n — l — i)(n — l — i){n — /— 3) , 

•+• ——, ^ } a*x"-'-*-
2 (2 n — 1 ) ( 2 n — 3 ) 

a toutes ses racines imaginaires, inégales et comprises 

clans l'intérieur d'un cercle de rayon égal à a (Escary). 

Remplaçant dans cette équation x par on obtient l'équa-
tion (4 ) qui a toutes ses racines réelles, distinctes, dans 
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l'intervalle ( — H - « ) ; donc l'équation (5 ) a toutes ses 
racines imaginaires, distinctes, de module plus petit que a, ou 
intérieures au cercle de rayon a. 

Une dernière application est le problème 1687 (N. A., i8g5, 
p. 33 ; 1917, p. '238) : 

On sait que Véquation 

(6) 

peut, s écrire 

(7) 

d" _ [ X » ( X - , ) « ] = o 

n n -+• 1 

1 x x'1 

1 
'x n 

x" 

démontrer que Véquation 

dxn+x 

peut de même s écrire 

[x"(x — I)"] = o 

(8) 

1 
2T3 
1 

M 

1 
M 
1 

Î . 5 

r 

» (n + 1) (/i + i)(/i + '2) 

(/l+l)(/l-f'2) 
1 

(fl + 2) (n-f- 3) 

('in -+- 1 ) m 

x"-1 

De même C équation 

^ [j?«(ar —1 ) » ] = o 



peut s'écrire 
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( n — k - h i ) ( n — i k - h i ) (n-hi)(n+'2)...('±n—k-\-i) 

n ( n -+-1 ) . . . (2 ri — k) "' ( n -h k ) { n -+- k -h 1 ) ... 2 n 

( Lucien Lévy). 

Le premier membre de l'équation ( 6 ) est le polynome de 
Legendre (§' 6, i°), où a — o, b — 1; donc (§ 3) peut 
s'écrire 

g gx 

g\ g* 

g n i gn 

1 X 

g 

gfl-r-1 

A in-l 

xn 

f xs dx = 

donc l'équation (6 ) a la forme (7) . Dérivant 'e premier 
membre de (7 ) , on trouve 

dxtl*x 
[xn(x— 1«] 

n n -f-1 n -+- 2 

o -1 2 x 

1 
2 n 

nx"-* 

(K — oons t. ) . 

En retranchant des éléments de la ligne du rang n multi-
pliés par n, les éléments de la ligne du rang (n — 1) multipliés 
par (n — 1); de> éléments de la ligne du rang (n — 1) multi-
pliés par (n — n, les éléments de la ligne du rang (n—2) 
multipliés par (n — 2), et ainsi de suite, en retranchant des 
éléments de la deuxième ligne multipliés par 2, les éléments 
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de la première ligne, on trouve 

dn 

dxn+1 
[x»(x -

= K, 

•a 

M 

4T5 

+ I ) (rt + l ) ( / l + 2 ) 

f IX 

Kj = (const.), 

(n+i)(/i4--2) 
n 

( n -4- <i) ( n-¥- 3 ì 

( m — 1)2« 
nx""1 

et divisant les colonnes respectivement par 2, 3, n, on 
obtient la forme (8) . 

Procédant de la même manière avec l'équation obtenue, on 
a, de proche en proche, la forme demandée pour la dernière 
équation. 

8. Lespolynomes orthogonaux vérifient la 

relation de récurrence (10) 

(9) r ^ - P»-.<>> - - « » ) P » ( * ) + ' T 1 ' " » 

n — T- I y(x)xP%<x) dx, ln Ja 

cn,n hi -1 
-1 C_n_ Cn1 cn-hi,n ~ 

Cas particuliers : i° ?(x) = àn(x) = 1, a = — 1, 

b = 1 ; les polynomes de Legendre vérifient la relation 

{n -h 1) P/M-i — x(in -f- 1) P„ + n I V i = o. 

• 20. <f(x) = <l>Jx) = ( x - af(x - b)*;. 

Dans le cas des polynomes ( 4 ) qui naissent de la série 
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h ypergéomé trique, 

i dn 

p„ = — xl~y(i — i1 — 

on a 
( n H- a ) ( n -4- i ) P „ M 

( 2 n •+• a H- 1 ) ( 2 n H- a) 
r _ •>, n' •>. a n a y — y I p 

L ( ' M + a - i ) ( ' 2 « + a + i j j 

W-1 = O. 

j> _.( x) 

9. La limile ( n ) du rapport " pour w->oo 

tend vers une racine de l'équation 

4 / a -h b\ A2— -, [X X-4-1 =0, 
b — a\ 2 / 

déduite de la relation (9) qui est une relation de récur-
rence de Poincaré ( l 3 ) . 

Les courbes de convergence des séries de Poincaré, 

2anPn(x), à une variable complexe, sont des ellipses 
de foyers a et b. 

10. La limite de y/P„(.r) pour n >00 est ( 9 ) 

I log ur — t,  
e*-'a y/(/ — a} if — ô) 

d'où Von déduit que les courbes de convergence des 

séries de Poincaré, 2a„P„(#), SOAI* des ellipses de 

foyers a et b. 

11. Les polynomes Pn(#) sont les dénominateurs 

des réduites d'ordre n du développement de la fonc-



tion 

f h ?(.r) 

en fraction continue ( n ). 

¿y 

12. Les polynomes interviennent dans la 

théorie des quadratures mécaniques ( 5 ) . La valeur 
approchée de l'intégrale 

—/ ®(x)j'(x)dx 

est ( '5 ) 

xKl .. x,t étant les racines du polynome Pw(j?). 

[P'Ôe] 

SUR. LES TRANSFORMATIONS L)E CONTACT 
{Suite) ( l ) ; 

PAR E . LAI .NK. 

9. Sophus Lie a indiqué ( 2 ) une représentation géo-
métrique très propre à faire saisir le caractère excep-
tionnel de l'intégrale singulière. Considérons p comme 
une troisième coordonnée ponctuelle; pour fixer les 
idées, nous prendrons l'axe des p perpendiculaire au 
plan (x, y) supposé horizontal. 

( ! ) Cf. TV. A., janvier 192'j, p. i3i. 
( 2 ) Cf. Op. cit., Kap. G. 

Ann. de Mathémat.. 5e série, t. II. (Février 1924.) 
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A tout élément y , p ) correspond ainsi un point 
de l'espace; à toute p ) , la verticale du point 

( x tnVo ) ' A toute m\ correspond une courbe et une 
seule, mais inversement à toute courbe de l'espace 

y, p ) ne correspond pas une mK. Les seules courbes 
auxquelles corresponde une sont celles qui vérifient 
l'équation de PfafF 

dy — p dx — o : 

nous les appellerons « courbes de PfafF». Toute verticale 
est donc nue courbe de PfafF. 

A deux m, tangentes, i. e. ayant un élément commun, 
correspondent deux courbes de PfafF ayant un point 
commun Mais ces courbes ne sont pas en général tan-
gentes en ce point; elles ne le seraient que si les mK 

considérées avaient deux éléments communs infiniment 
voisins, (. e. étaient osculatrices. 

Eu un point d'une courbe de PfafF la tangente est 
dans le plan de coefficients directeurs ( p . — 1,0), 
c'est-à-dire dans un plan vertical dont la trace sur le 
plan ( .r, y ) est précisément la droite de coefficient 
angulaire p. 

Donnons-nous un cylindre quelconque à génératrices 
verticales; il détermine dans le plan xy une et 
comme à cette m\ correspond une courbe de PfafF et 
une seule, il en résulte queT sur tout cylindre à géné-
ratrices verticales, il existe, en dehors des génératrices, 
une courbe de PfafF et une seule; nous l'appellerons la 
<( caractéristique du cylindre » . 

A l'équation difFérentielle 

correspond une surface S. D'ailleurs à chaque courbe 
de PfalF tracée sur S correspond évidemment, par pro-
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jection sur le plan y ) , une mK intégrale de l'équa-
tion (5 ) et inversement. Par exemple, si l'équation (5 ) 
ne dépend pas de p, la surface S est un cylindre à 
génératrices verticales, qui coupe le plan des (.r, y ) 
suivant la courbe (G) représentée alors par l'équa-
tion (5). Les génératrices sont des courbes de PfafF 
auxquelles correspondent les intégrales ayant pour 
supports ponctuels les différents points de (G ) (inté-
grale générale); d'autre part, à la caractéristique du 
cylindre correspond la m\ ayant pour support ponctuel 
la courbe (C ) elle-même (intégrale singulière). 

Si nous prenons arbitrairement, dans le plan des xy, 

une famille de courbes à un paramètre, ces courbes 
auront en général une enveloppe. L'équation différen-
tielle dont elles donnent l'intégrale générale représente 
alors une surface S qui possède une propriété particu-
lière. En effet, considérons un élément quelconque de 
l'enveloppe; cet élément appartient aussi à une autre 
courbe de la famille. Les deux courbes de PfafF corres-
pondantes auront un point commun M, mais ne seront 
pas en général, nous l'avons vu, tangentes en ce point. 
Les tangentes en M à ces deux courbes devant être 
dans un même plan vertical, le plan tangent en M à S 
est vertical. Ainsi le cylindre à génératrices verticales 
déterminé par l'enveloppe touche la surface S tout le 
long d'une courbe de Pfaff; autrement dit, la courbe 
de contact de S et du cylindre circonscrit à généra-
trices verticales est la caractéristique du cylindre. 

Il est clair qu'une surface S prise au hasard ne pos-
sède pas cette propriété, puisque sur tout cylindre à 
génératrices verticales il existe une seule caractéris-
tique. Il en résulte qu'une équation différentielle 
n'admet pas, en général, d'intégrale singulière. 

On verrait sans difficulté que la courbe de contact 



( 'So ) 

de S et du cylindre circonscrit à génératrices verticales, 
soit (T ) , se projette sur le plan des y) suivant la 
courbe lieu des points de rebroussement des courbes 
intégrales. Cette courbe ( T ) est définie par les équa-
tions 

on en déduit, suivant un procédé connu, la condition 
qui exprime que l'équation (5 ) admet une intégrale 
singulière. 

Si la courbe F est une verticale, il lui correspond 
une intégrale singulière m{\. Pour qu'il y ait une inté-
grale singulière du type (¿'0), il suffit que toutes les 
courbes de Pfaff tracées sur la surface S aient 1111 point 
commun. 

i)\ Lé procédé employé au n° 7 pour intégrer l'équa-
tion différentielle 

( 5 ) = O 

peut être généralisé. Au lieu de ramener celte'équation 
à une forme immédiatement integrable 

Y = o, 

supposons qu'on lui ait appliqué une T. C. qui la 
ramène à la forme 

( M ) F ( \ , Y , P ) = o; 

si I on sait intégrer l'équation -(i4)> 011 saura, d'après 
ce qui a été dit au n° 6, intégrer également l'équa-
tion (5 ) . 

Tel est, sous sa forme la plus générale, le mode d'ap-
plication de la théorie des T. C. au problème de l'inté-
gration des équations différentielles du premier ordre. 
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Remarques. — I. Nous ne nous occupons dans 
cette Note que des transformations finies. La théorie 
des transformations infinitésimales nécessiterait des 
développements beaucoup plus longs ( ' ) . 

II. Toute équation 

(e,) /(./', y, /> > = o 

peut se ramener par une T. C. à l'équation 

( E ) Y = o; 

désignons par U cette T. C. La T. C. inverse L _ l con-
duit de (E ) à (e{). Soit 

(<?2) <p(>, 7> p ) = o 

une autre équation quelconque; il existe une T. C., 
soit V, telle que V _ i conduise de (E ) à (e2). Le résul-
tat de deux T. C. successives étant encore une T . C., 
on a ainsi une T. G-, UV - 1 , qui permet de passer de 
(ef) à (e2).. Donc étant données deux équations diffé-
rentielles quelconques du premier ordre, on peut tou-
jours passer de l'une à l'autre par une T. C. con-
venablement choisie. Autrement dit, une équation 
différentielle du premier ordre n'a pas d'invariants par 
rapport au groupe des T. C. 

10. Considérons une multiplicité m{ du plan :xy, et 
à chaque élément (x,y,p) associons une nouvelle 
variable r telle que, quand on se déplace sur m,, on ait 

dp — r dx = o. 

( ') Cf. V I V A N T I , Leçons, élémentaires de la théorie des groupes 
de transformations. Cet Ouvrage est un résumé des travaux de 
Sophus Lie sur la théorie des groupes. — Cf. aussi G O U R S A T , Cours 
d'Analyse, t. II, Chap. XIX. 
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On pourra alors définir la multiplicité m, par trois 
relations entre les variables x, y , r entraînant les 
équations 

( 15 ) dy — p dx — o, dp — r dx = o. 

C'est le sens que nous donnerons désormais au mot 
« multiplicité » . 

Revenons maintenant aux équations ( 6 ) qui défi-
nissent une T. C. Pour qu'à toute m, du plan (x, y) 

corresponde une M { du plan (X , Y ) , il faut ajouter aux 
équations (( ) ) une équation nouvelle qui sera 

R = l ' x + / ; P r + r P / ) t 

Xx-hpXy-±- rXp' 

les équations ( i5 ) entraînent alors en effet 

¿P - HdX = o. 

Les équations 

. X = \ ( . r , y , p ) , Y - Y ( . r , y , p ) , P = ; V ( x , y , p ) , 

( T 6 ) P X ^ P P Y ^ R \ \ 

X , -t- pXv-h r Xp ' 

dont les trois premières ont pour conséquence 

dy — p dx = o, 

définissent une T. C. prolongée. 
Ceci posé, unè équation telle que 

(17) F { x , y , p , r ) = o 

peut évidemment être considérée comme une équation 
différentielle du second ordre; intégrer cette équation 
revient à chercher toutes les m i qui la vérifient. 
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Soit alors 

(i8) U(x,y,a,b) = o 

une famille de GC2 courbes, représentant l 'intégrale 

générale de (17) . Donnons à la constante arbitraire a% 

dans l 'équation (18), une valeur particulière a0 ; l ' équa" 

tion 
V(x, y, a0, b) = o 

représente 001 courbes intégrales, qui forment l'inté-

grale générale d une équation différentielle 

X (x, y , p ) = a0. 

De même l 'équation obtenue en donnant à b, dans 

l 'équation (18), une valeur particulière b0 

U(.r, a, b0) — o, 

représente 004 courbes intégrales, qui forment l 'inté-

grale générale d'une équation différentielle 

Y(x, y, p) = ô0. 

En résumé, sur une mK intégrale quelconque de (17), 

on a à la fois 

y, P) = Y(x, y, p) = b. 

Ces deux équations devant définir une m¡ quelles 

que soient les constantes a et ¿>, il en résulte (n° 2) que 

les fonctions X et Y sont en involution. 

O n appelle intégrale intermédiaire de (17) toute 

fonction te\\e que Uvale intégrale àe ( 1 7 ) 

vérifie l 'équation 
y, p) = const. 

et réciproquement. X et Y sont donc des intégrales 
intermédiaires, et l 'intégrale intermédiaire la plus géné-
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rale s'écrit 
y, p) = F(XY), 

F désignant une fonction arbitraire. 

Géométriquement, on voit que l 'équation différen-

tielle (17) définit x 2 courbes intégrales, que l'on peut, 

d'une infinité de manières, grouper de façon à obtenir 

c©1 familles à un paramètre. A chacun de ces groupe-

ments correspond une intégrale intermédiaire. 

Soit 4>(.r, y, p) une intégrale intermédiaire quel-

conque. 11 faut noter qu'en général les intégrales sin-

gulières, s'il en existe, des équations différentielles 

<ï>( x, y, p) — const. 

ne seront pas des intégrales de l 'équation (17) . En effet, 

soient 

(19.) .r = O l ( l ) , J = 02(À) 

les équations paramétriques d'une courbe (G) arbi-

traire. O n peut toujours déterminer v ( a ) de telle sorte 

qu'en remplaçant b par o(a) dans l 'équation (18) , la 

famille à un paramètre 

U[.r, y , a, ? (> ) ] = 0 

ait précisément pour enveloppe la courbe ( G ) : il suffit 

pour cela que les équations 

nr i '/ \ U i xy y, a, ©( a ) 1 = o, 1 r CD (a) = o 1 . . J ? ( J A . V / 

soient identiquement vérifiées quand on y remplace x 

et y par leurs valeurs (19). O n en déduit, par un rai-

sonnement classique, que cp est déterminé par l 'élimi-

nation de X entre les équations 
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où F on a posé 

V = Ufe^X) , a, <p(a)l. 

Mais la famil le c o n s i d é r é e est év idemment l ' intégrale 

générale de l ' équat ion 

Y - ? ( X ) = o; 

l ' intégrale s ingul ière de cette équat ion , qui n'est autre 

q u e la c o u r b e arbitraire ( C ) , ne sera é v i d e m m e n t pas, 

en généra l , une intégrale de ( 1 7 ) . 

C o n s i d é r o n s maintenant l ' é q u a t i o n ( 1 7 ) mise sous la 

f o r m e 

( 2 0 ) r = m(x,y,p). 

T o u t e intégrale de l ' é q u a t i o n h o m o g è n e 

àF ôF , ÔF 

est, c o m m e on le voit sans d i f f i cu l té , une intégrale in-

termédiaire de l ' é q u a t i o n ( 2 0 ) . P a r c o n s é q u e n t si l ' on 

p t e n d p o u r la f o n c t i o n P une intégrale q u e l c o n q u e de 

(2 1), la T . C . p r o l o n g é e définie par les équat ions ( 1 6 ) 

ramène l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) à la f o r m e 

( 2 2 ) R = o . 

L ' é q u a t i o n ( 2 2 ) a p o u r intégrale générale la famil le 

de droites 

Y = aX + è. 

E n é l iminant p entre les équat ions 

= by P(x,y,p) = a, 

on aura l ' intégrale générale de l ' é q u a t i o n ( 1 7 ) . 

(A suivre.) 
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Couus DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES, à l'usage des étu-
diants en Sciences naturelles, par G. Verriest. Pre-
mière Partie : calcul différentiel et géométrie analy-
tique à deux dimensions. i vol. 25 X 16 de 338 pages. 
Louvain, éditions Universitas. Paris, Gauthier-Vil-
lars, i()a3. Prix : 38fr. 

M. Verriest publie le Cours qu'il professe, à l'Université de 
Louvain, pour les étudiants préparant le Doctorat spécial de 

Chimie pare et appliquée. Son livre intéressera un public 
beaucoup plus étendu : étudiants en Sciences expérimentales, 
élèves d'Ecoles techniques, bref tous ceux qui, pour d'autres 
études, ont besoin de notions de Mathématiques supérieures. 
Autant qu'on en peut juger par le premier volume, le pro-
gramme développé correspond à peu près à celui de notre 
Certificat de Mathématiques générales. 

L'auteur a fait appel, quand c'était utile, à l'intuition géo-
métrique. Mais il s'est gardé de l'imprécision et, lorsqu'il 
étudie des questions un peu délicates, son exposé comporte 
toute la rigueur désirable. Les pages qu'il consacre, dans le 
cours du livre, aux divers aspects de la notion de différentielle, 
sont particulièrement bien venues à cet égard. 

Chaque Chapitre contient beaucoup d'exercices, avec indi-
cation des solutions. De plus, un certain nombre d'applica-
tions viennent illustrer les théories développées. Citons, entre 
autres, la formule de Kirchoff établie après l'étude de la diffé-
rentielle, les calculs d'aberrations donnés en application de la 
formule de Maclaurin (un peu longs, ces calculs) et, après 
l'étude des indéterminations, les quelques pages consacrées 
au galvanomètre balistique. 

11 y a grand intérêt à varier ainsi les applications et à ne 
pas se borner, comme trop souvent, aux seules « applications » 
géométriques. C'est indispensable, pensons-nous, pour faire 
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comprendre à l'élève toute la portée des méthodes et pour 
l'assurer dans le maniement de l'outil mathématique. Et ce 
n'est sûrement pas empiéter sur un autre enseignement — dont 
la tenue mathématique peut être négligée et où, en tout cas, 
des difficultés d'un autre ordre sollicitent l'attention de l'étu-
diant — que d'exposer, par exemple, après l'étude de la dif-
férentielle totale, les quelques relations mathématiques qui 
sont à la base de la Thermodynamique. 

Il faut souhaiter voir bientôt paraître le second volume d'un 
Cours qui, excellent à tous égards, n'est pas sans originalité 
et sera très apprécié. J. P. 

L E S L IEUX GÉOMÉTRIQUES EN MATHÉMATIQUES SPÉCIALES, 

par T7. Lemoyne. i vol . 25 X 16 de 146 pages, avec 

9 f igures hors texte. Paris, V u i b e r t , 1923. Pr ix : i o f r . 

Il existe une branche de la Géométrie très négligée en 
France : c'est la Géométrie énumérative (abzählende Geo-
metrie ), qui a pour objet de calculer le nombre des figures 
de nature donnée satisfaisant à certaines conditions qui suf-
fisent à les déterminer. Combien d'entre nous savent établir 
qu'il existe dans l'espace 92 coniques coupant 8 droites don-
nées et 666841088 quadriques touchant 9 quadriques données? 
Et pourtant les premiers travaux sur les sujets de cet ordre 
sont ceux de Chasles, géomètre français. C'est en 1864 qu'il a 
donné sa théorie des caractéristiques des systèmes de coniques, 
qui ouvrait la Géométrie énumérative. 

M. Lemoyne a spécialement consacré son Livre à la théorie 
dont il s'agit. Il se borne à la Géométrie plane. 

On appelle caractéristiques ( JJL, V) d'un système de coniques, 
dépendant d'un paramètre, le nombre [JL des coniques du sys-
tème qui passent par un point donné et le nombre v de celles 
qui touchent une droite donnée. Chasles avait cru que le 
nombre des coniques du système qui satisfont à une condition 
donnée quelconque est toujours de la forme a fi. H- 6v, a et 6 
étant des entiers. Dans un Mémoire célèbre, Halphen a montré 
que ce n'est pas exact, et" a rectifié l'énoncé de Chasles. 

M. Lemoyne expose les fondements de la théorie, d'après 
Chasles, aux théorèmes de qui il en ajoute plusieurs qui lui 
sont propres, puis il l'applique à de nombreux problèmes, qui 
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concernent des lieux de pôles, de centres, de foyers, etc. et des 
enveloppes d'axes, de directrices, etc. Il n'y a pas moins de 
1 3 7 6 théorèmes énoncés, donnés en général sans démonstra-
tion, comme applications de théorèmes généraux établis en 
tête des diverses sections entre lesquelles sont répartis ces 
exercices. Peut-être certains préféreraient-ils que Fauteur eut 
restreint le nombre des applications, pour développer un peu 
plus longuement la théorie. Mais peut-être aussi méconnai-
ttaient—ils le but poursuivi, qui est de montrer combien peut 
être vaste le champ d'application de principes fort simples. 
Chacun est libre de s'attacher aux énoncés qui le séduisent. 

Quoi qu'il en soit, le Livre, fort attrayant en lui-même, en 
fait espérer un plus complet sur la Géométrie énumérative. 
M. Lemoyne paraît tout désigné pour l'écrire, et il apporte-
rait ainsi une belle contribution à notre littérature scienti-
fique. R. B. 

CONCOURS DAGKÉGATIOX DE 1922. 

SOLUT ION DE LA QUESTION DE M A T H É M A T I Q U E S SPÉCIALES 

(Fin) (»); 

PAH J. LEMAIRE. 

V. Deux génératrices fixes A,, A'T de même sys-

tème, du paraboloïde hyperbolique ayant pour 

équation 
y2 z2 
£ y X — O, 
p q 

(') Voir le début de cette solution dans nos numéros de juillet 
(p. 385) et d'octobre (p. 27) dernier. 
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sont rencontrées en M et M' par une génératrice 

variable G , de Vautre système. 

Il n'existe pas en général de point w d'où Von 

voit le segment MM' sous un angle droit lorsque G 

varie. 

Si A,, A'j sont rectangulaires, il existe une infi-

nité de points to situés sur un cercle ), dont le 

plan passe par une droite fixe D , , lorsque le couple 

A<, A'( varie. 

Au deuxième système de génératrices corres-

pondent, de même, des cercles ( f 2 ) dont les plans 

passent par une droite D 2 . Les droites D , , D 2 se 

rencontrent en un point I. Former l'équation de la 

surface (S) lieu des cercles (Tf) et (T2), et démon-

trer que (S) est sa propre transformée dans une 

certaine inversion ayant I pour pôle. 

Trouver tous les cercles tracés sur (S), et les pôles 

des inversions qui n altèrent pas cette surface. 

V . Considérons le paraboloïde hyperbolique repré-

senté par 
y2 z-2 

et soient 

(A, 

( A ' i ) 

P <1 

s/p >Jq 

Z . __ JL = I , 
s/p sjq 1 

- 4 + 4= = 
\/p s/q 

\!p \fq '7, ~~ V 

deux génératrices fixes de même système, ( G ) une 
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génératrice variable de l 'autre système 

( G ) 

les points où celle-ci coupe les deux premières ont 

pour coordonnées 

' '>' À' u 

La condit ion p o u r que MM' soit vu de w ( X , Y , Z) 

sous un angle droit est 

(X. - x) ( X — x') -4- ( Y — j ) ( Y —y ) -+- ( Z - z) ( Z - z') = o 

ou 

('l\\Ji\ — f ) ( 2 X' JJL X — l) 

-h I _»XfiY — \//>(X -h u) ] [ >X'{JL Y — y//?( X'-h }JL)] 

-h (aXjxZ — \J q (X — JJL)] [-¿X' JJLZ — \fqÇk'— ti.)] = o, 

qui doit avoir lieu quel que soit pt, d'où 

i 4XX'X2 -f- (oX Y — ) (iV Y — \/p) 

\ -t- ( 2 X Z -h \/q) ( Z fq) = o, 

\ a(X -f- X')X -b Xt/p('i\' Y — //?)-+- X' y/p (<A Y - y/p) 

I -+- X ( Z -h y/<7 ) -+-X' (viXZ -+- y/^) = O, 

( M ) 

• ». X ' ;JL 

(M') 

i — XX' (p - H q ) = o. 
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La dernière condition montre qu'en général il 

n'existe aucun point w répondant à la question; cette 

condition, qui exprime que A< et sont orthogonales, 

pouvait être prévue en supposant la génératrice 

variable ( G ) à l 'infini. Si elle est satisfaite, infinité de 

points to(X, Y , Z) déterminés par les deux premières 

équations ci-dessus, lesquelles s'écrivent 

4 XX' ( X 2 + Y 2 + Z 2 ) - a(X -+- À') ( Y y/p — 'I* \/q) -+- p-h q = o , 

2(X -+- X')X H- 4 XX'(Y Y//? -f- Z \/q)—(\ + V)(p — q) = o, 

et représentent un cercle (r<), qui est le lieu de to 

pour le système A<, A',. 

L 'équation du plan de ce cercle pouvant s'écrire, en 

tenant compte de ( i ) , 

2(x -h V')X - — ( Y s/~p -+- Z ^ ) - ( A -l- X'• ) ( p - q ) = o, 

ce plan passe, quelles que soient les génératrices A4 

et A'n par la droite fixe 

(D.) 

A u deuxième système de génératrices correspondent 

de même des cercles ( r 2 ) dont les plans passent par la 

droite 
í '2X = p — q, 

(D2 ) 
( \ s/p — Z /«7 = O. 

Ces deux droites se coupent au point I 

symétrique du sommet O du paraboloide par rapport 

au milieu du segment F F ' limité aux foyers des para-

boles principales contenues dans les plans yOjr et zOx. 

La surface (S) lieu des cercles ( r \ ) et ( r 2 ) a u n e 

équation qui résulte de l 'élimination de \ et X entre 
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les équat ions du cerc le (T { ) et la c o n d i t i o n ( i ) : 

4(X'-hY*-+-Z*) yft-Zy/q) p 4- q 

(S) 4(Y s/p + Zs/q) >.X-(p-q) O 

p-h q o l 

OU 

•iX — — g r ) ] ( X * - + - Y 2 H - Z * ) 
-+-8(/>Y2— ^Z*) — (p-h q^\2\ — (p — q)} = o. 

L a puissance de I par rapport au cerc le ( F , ) ou à la 

sphère 

X' + ï ' + z « - y / p - z ) + ^ ^ = 0 

OU 

X . + Y I O - 7J+ ( / > + q ) ( Y ^ _ z v ^ ) - = O 
•2 4 

a pour valeur ( — p q ) \ véri f icat ion analogue p o u r le 

cerc le (T\>) : 1 est ainsi p o u r ( 2 ) un centre d 'anal lag-

niatie. 

L a surface ( ï ) est une c y e l i d e c u b i q u e , elle possède 

deux symétr ies par r a p p o r t aux plans xOy et J O : ; 

elle a en outre d e u x anal lagmaties autres que cel le de 

pôle I, et dont les poles sont les points de contact de 

la surface avec les plans tangents menés par la droite à 

l ' intini du plan X = o, laque l le est sur ( S ) . 

Ces points sont les points , autres q u e I, où O x 

c o u p e (S), c 'est-à-dire les points J et K de cet axe qui 

ont pour abscisses ± ^ ^ • T o u t plan p e r p e n d i c u -

laire à Taxe O x c o u p e ( S ) suivant une h y p e r b o l e s'il 

rencontre cet axe entre J et K , suivant une el l ipse ima-

ginaire s'il le r e n c o n t r e en dehors du s e g m e n t J K . 

S ' i l passe en 1, le p i a n c o u p e la sur face suivant les 

droites D , et D 2 ; en J, il est tangent à (ZC) le l o n g de 
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la droite 

( L ) 2 

/ Y = o, 

qui est ainsi une génératrice singulière; de même, s'il 

passe en K , il est tangent le long de la droite 

( Y _ p + q 
( L ' ) X — — ' 

( Z = o. 

La 
trace de (S) sur le plan yOz est l 'hyperbole équila-

tère 

4 

T o u t plan contenant l 'une des droites ( D , ) , ( D 2 ) , 

( L ) , ( L ' ) détermine un cercle sur ( S ) : en particulier le 

plan Tj = o coupe la surface suivant ( L ' ) et suivant le 

cercle 

( O ( x - £ ) ' 

qui a pour centre F et qui passe en I. De même le 

plan Y = o la coupe suivant ( L ) et le cercle 

( O ( * - f 

de centre F ' et passant en I ; ces cercles ont respecti-

vement IJ et I K pour diamètres. Dans la transforma-

tion de (S) en elle-même, par une inversion de pôle I 

et de puissance ( — pq)-> la droite ( L ) et le cercle ( C ) 

se permutent, ainsi que ( L ' ) et ( C ' ) . 

Génération de (S). — I m a g i n o n s qu'un plan mobile 

tourne autour de la droite ( D , ) ; il coupe ( L ) , ( L ' ) , 

( G ) et ( C ' ) en quatre points qui appartiennent à un 

cercle ( T ^ dont le lieu est la surface; un plan mobile 

Ann. de Mathémat5* série, t. II. (Février 1924. ) 
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autour de (D2) donne une génération analogue avec 
les cercles (T2 ) . 

Par tout point M de (S) passent ainsi un cercle (F4 ) 
et un cercle (T 2 ) qui se coupent en un second point M7 

de IM, tel que Î M . I M ' ^ — pq\ toute sphère contenant 
un cercle d'une des familles coupe (S) suivant un 
cercle de l'autre famille, et ces deux cercles ont en 
commun deux points tels que M et M', de sorte que la 
sphère est bitangente à (S). Les axes des cercles ( r 4 ) 
et (F2 ) sont les génératrices des deux systèmes de (II). 

Revenons aux génératrices A4 et A',, et soit 0 0 ' leur 
perpendiculaire commune, les points O et O' où elle 
les coupe appartiennent au cercle (T|) dont l'axe est la 
génératrice du paraboloïde, de même espèce que A< 
et A',, appartenant au plan équidistant de A, et A't ; on 
en conclut que (2) est la surface anallagmatique enve-
loppe des sphères coupant orthogonalement la sphère 
imaginaire de centre I et de rayon y/—pq, avec le 
paraboloïde comme surface déférente; cela se vérifie 
par un calcul simple. 

Les points O et O' sont évidemment dans le plan de 
Monge du paraboloïde qui a ainsi en commun, avec (S), 
l'hyperbole, située dans ce plan, lieu des points où se 
croisent deux génératrices rectangulaires; nous verrons 
plus loin que le reste de l'intersection des deux surfaces 
est une biquadratique sphérique imaginaire. 

L'anallagmatie de pôle K, et de module p{p q)-, 

donne un mode de génération plus simple : un plan 
variable contenant (L ' ) rencontre (C ) et ( L ) en N 
et N', et le cercle de diamètre NN' qui est situé dans ce 
plan, et que nous nommerons le cercle (A) , a pour 
lieu géométrique la surface cubique. 

Génération analogue, avec (G ) et ( L ), à l'aide des 
cercles (A' ) . 
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Si n est le centre, situé dans le plan xOz, d'une 

sphère contenant le cercle (À) et tangente à ( L ) , cette 

sphère est orthogonale à la sphère ( S ) de centre K et 

de rayon ^ p ( p -+- <7), et son centre décrit la para-

bole (71) située dans le même plan xOz, et ayant F 

pour sommet et F ' pour foyer, et elle a pour enve-

loppe (S) avec laquelle elle se raccorde suivant ( À ) . 

Les cercles (À) constituent une famille de lignes de 

courbure de (S) . 

A u mode de génération par les cercles (A ' ) , corres-

pond une famille de sphères, orthogonales à la sphère 

de centre J et de rayon \/q(p -+- <7), et ayant leurs 

centres sur la parabole («rc') focale de la précédente; 

les cercles de raccordement de ces sphères avec (S) 

forment la seconde famille de lignes de courbure. 

La surface ( S ) est Vinverse d'un tore : Soient (s) le 

cercle trace de ( S ) sur le plan xOz, 0 et il' les points 

Fig. 3. 

où il coupe O x , 0 étant supposé entre I et J. Trans-

formons l 'ensemble (G) , ( L ) , par une inversion de 

pôle Q et de module 0 1 . Q K : le cercle (C) se transforme 

en lui-même, et si J' est le point inverse de J, un calcul 

fort simple montre que QJ' = K l ; par conséquent ( C ) 
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et ( L ) se transforment en deux cercles égaux ( C ) 

et ( L , ) . Le cercle QNN', tangent en Q à Ox, a pour 

inverse une droite N,N' t parallèle à Ox; la droite K N N ' 

a pour inverse le cercle filN^N^; 01 et NiN^ ont le 

même axe, par rapport auquel les cercles ( C ) et ( L , ) 

sont symétriques; finalement, le cercle (À) se trans-

forme en le cercle (A<) décrit sur N,N' t comme dia-

mètre dans un plan perpendiculaire au plan xOz, 

lequel cercle engendre un tore dont la méridienne est 

l 'ensemble des cercles (G) et (L<) : ce tore (T) est 

l 'inverse de ( S ) ; le point Q appartient au petit cercle 

équatorial du tore. 

Avec Q', on aurait eu un tore dont le grand cercle 

équatorial eût passé en ce point. La surface (S) peut 

ainsi être transformée en un tore de quatre manières 

différentes. 

Inversement, en transformant un tore par inversion 

par rapport à un point d'un des cercles équatoriaux, 

on a une surface (S) . 

Cette surface cubique n'est donc autre chose qu'une 

cyclide de Dupin particulière; le mode de génération 

à l'aide des cercles (À) est un cas particulier de celui-ci , 

qui a été signalé par M. Guichard pour une cyclide de 

Dupin quelconque : 

Etant donnés deux cercles d'un plan considérés 

comme inverses V un de Vautre, si Von joint un point 

variable de Vun à son inverse sur Vautre, le cercle 

ayant pour diamètre le segment de droite obtenu, 

et situé dans un plan perpendiculaire au plan des 

cercles, engendre une cyclide de Dupin. 

D'ailleurs, en transformant avec un point quel-

conque de OJ? pour pôle, la surface (S) et le mode de 

génération par les cercles ( A ) , on aurait une cyclide 
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de D u p i n générale engendrée comme il vient d'être dit. 

Des propriétés du tore ( T ) , on déduit sans peine 

celles de ( 2 ) , que nous nous contenterons d'énoncer : 

Droites de ( 2 ) . — Les seules droites de cette surface 

sont, outre la droite à l'infini des plans perpendicu-

laires à les quatre droites ( L ) , ( L ' ) , ( D 4 ) , ( D 2 ) : 

les deux premières sont les inverses du cercle méridien 

et du cercle équatorial de ( T ) qui se croisent en Q, et 

les deux autres les inverses des deux cercles qui se 

croisent eu û et qui appartiennent aux deux plans 

bitangents au tore qu'on peut faire passer par ce point. 

Cercles de (2) . — Ce sont les cercles des quatre 

familles que nous avons signalées : les cercles (À) sont 

les transformés des parallèles du tore, les cercles (A<) 

les transformés des méridiens, les cercles ( T , ) et (1\>) 

les transformés des cercles situés dans les plans bitan-

gents au tore. 

Par tout point M de (2) passe un cercle de chaque 

famille : un cercle (A) et un cercle (A ') qui sont 

orthogonaux et qui n 'ont que ce point commun M, un 

cercle ( F , ) et un cercle (T 2 ) qui se coupent en outre 

au point M' inverse de M dans l'anallagmatie de pôle 1, 

et appartiennent à la sphère bitangente à (2) en M 

et M'. 

Les seules autres coniques tracées sur (2) sont des 

hyperboles situées dans les plans sécants perpendicu-

laires à O x et coupant cette droite entre J et K . 

Biquadratiques de ( 2 ) . — Toute quadrique pas-

sant par un cercle ou une conique de la surface la 

coupe en outre suivant une biquadratique de première 

espèce. De même toute quadrique qui contient deux 

des cinq droites de (2) situées dans un même plan. 

Toute quadrique passant par deux droites, non en 
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même plan, prises parmi les quatre droites à distance 

finie, détermine sur (2) une courbe gauche du qua-

trième ordre de seconde espèce, par laquelle on ne 

peut faire passer que cette seule quadrique. 

Une quadrique contenant une conique non circu-

laire de (2) coupe en outre cette surface suivant une 

biquadratique qui a quatre points communs avec le 

cercle de l 'infini, donc suivant une biquadratique 

sphérique, et réciproquement. 

Anallagmaties. — O n sait qu'une cyclide cubique 

quelconque est anallagmatique de cinq manières, les 

déférentes étant des quadriques homofocales. Ici, nous 

avons affaire à une cyclide particulière qui possède une 

seule anallagmatie générale, avec 1 pour pôle et le 

paraboloïde comme surface déférente, et à laquelle 

correspondent les cercles ( F , ) et ( T 2 ) dont les axes 

sont les génératrices du paraboloïde. Les quatre autres 

anallagmaties se réduisent en quelque sorte à deux 

anallagmaties doubles, dans lesquelles les sphères 

enveloppées se raccordent avec ( 2 ) le long des cercles 

de courbure, les déférentes se réduisant aux para-

boles (TC) et ( V ) , focales du paraboloïde. 

Les normales à ( 2 ) s'appuient sur ces deux para-

boles. 

Intersection de (2) et du paraboloïde. — Un calcul 

aisé permet de mettre l 'équation de ( 2 ) sous la forme 

4 ( a X + p ~ q ) [ ( x - + z» H- pq ] 

-+- 8(<7 V'2 — p Z2— ipqX) — o); 

l ' intersection de cette surface et du paraboloïde se 

compose donc de la section plane contenue dans le plan 

polaire de I 
l \ -h p — q = o 
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et d'une biquadratique appartenant à la sphère imagi-

naire de centre I 

( x - -+- Z2-+-pg = o. 

(S) considérée comme transformée da parabo-

loïde. — Etant donnée une génératrice À du parabo-

loïde, il existe un système et un seul de génératrices 

de même espèce qu'elle, A, et A',, orthogonales, et 

équidistantes de A; on peut s'en rendre compte en 

considérant le contour apparent de la quadrique par 

rapport au plan directeur parallèle à ces génératrices, 

qui est une parabole de foyer 1 et de même sommet 

que le paraboloïde; à ces génératrices A< et Aj corres-

pond un cercle ( T t ) dont A est l 'axe; inversement à un 

cercle (1^) correspond une génératrice A. 

Par tout point M du paraboloïde passent deux géné-

ratrices auxquelles correspondent un cercle ( T , ) et un 

cercle ( T 2 ) ; ces cercles ont deux points communs m 

et m', inverses l 'un de l'autre sur (2) dans l 'anallag-

matie de pôle I; ces deux points sont, comme on voit, 

symétriques par rapport au plan tangent en M au para-

boloïde. 

Addition à la quatrième partie. — M. Labrousse, 

professeur au lycée Saint-Louis, a bien voulu me 

signaler les propriétés suivantes, sur* lesquelles je 

reviendrai prochainement : 

i° Si 9 décrit sur ( H ) une biquadratique sphé-

rique ( h) de centre O, le point orthoptique <o décrit 

sur la surf ace {SH) une biquadratique sphérique (/¿'); 

si (h) est sur la sphère de Monge, (h) et (h1) coïn-

cident; 

2° Si Von considère les cônes du second degré de 
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sommet O qui ont pour directrices les biquadra-

tiques (/¿'), les coniques sphèriques déterminées par 

ces cônes sur la sphère de Monge sont identiques 

aux traces, sur la même sphère, des quadriques 

homo focales à (H); 

3° Dans le cas particulier où ( H ) est de révo-

lution, pour que les points orthoptiques w, to' relatifs 

ci deux génératrices A et A' soient réels, il faut et il 

suffit que le point commun aux projections de ces 

droites sur le plan xOy soit extérieur au cercle 

X>2 yl _ ( 2 a2 C2 ) = Q> 

QUESTIONS. 

24-64. ABC étant un triangle et X une droite orientée, 
appartenant au plan de ce triangle, on construit les droites 
\a, Xb, XC1 symétriques respectives de X par rapport à BC, 
C A , AB. 

Démontrer que le centre du cercle orienté qui touche X a , 
X/,, Xc est sur le cercle circonscrit à ABC. 

CLODION. 

2465. Soit r la courbe lieu des projections du centre d'un 
hyperboloïde à une nappe H sur les génératrices d'un même 
système. La projection de T sur tout plan principal de H est 
rencontrée, par une tangente arbitraire à la conique princi-
pale correspondante, en quatre points dont l'un est le centre 
des moyennes distances des trois autres. 

A . LABROUSSE. 
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[ M ^ e ] 
SUIt QUELQUES APPLICATIONS 

DU PRINCIPE DE CORRESPONDANCE GÉNÉRALISÉ ; 

PAR LE COMMANDANT B A R R É . 

1. Position de la question. — Nous nous proposons, 
dans ce travail, d'indiquer deux applications du prin-
cipe de correspondance généralisé qui ne nous parais-
sent pas avoir été remarquées et semblent cependant 
de nature à constituer un moyen commode de recherches 
géométriques. Les propositions que nous avons en vue 
constituent .deux théorèmes généraux dont le premier 
est un cas particulier de la proposition donnée par 
Zeuthen au n° 102 de son OuvrageLehrbuch der abzäh-

lenden Methoden der Geometrie. Le second de ces 
théorèmes est le corrélatif du premier. 

Nous les énoncerons ci-après, en les faisant suivre 
immédiatement, chacun, de quelques-unes de ses appli-
cations. 

II. — Premier théorème général et ses applications. 

2 . T H É O R È M E I . — Soit Ym une courbe plane de 

classe m et, dans son plan, une autre courbe Ypde 

classe p. On suppose qu'il existe entre les tangentes 

de Ym et celles de une liaison algébrique indé-

composable ainsi définie : à chaque tangente de Tm 

correspondent p. tangentes de Ty, et à chaque tan-

gente de Yp m tangentes de Fm. Le lieu des inter-

sections des tangentes correspondantes de Ym et de 

Fp est une courbe d'ordre mp-\-pxs. 

Ann. de Mathèmat., 5e série, t. II. (Mars 192'4.) 16 
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L a d é m o n s t r a t i o n est e n t i è r e m e n t ca lquée sur ce l le , 

b i e n c o n n u e , de la g é n é r a t i o n des c o n i q u e s par inter-

sect ion de fa isceaux h o m o g r a p h i q u e s de droites . 

S o i e n t , sur u n e droi te A, un p o i n t M , d 'abscisse x 

c o m p t é e à part ir d ' u n e or ig ine arbi tra ire , p o i n t 

cons idéré c o m m e déf ini par l ' intersect ion de A avec 

une tangente à P un point d 'abscisse x' défini par 

les tangentes à 

A un p o i n t M q u e l c o n q u e de A c o r r e s p o n d e n t m 

tangentes à T w et, par suite, tangentes à et m p. 

points P sur A. I n v e r s e m e n t à c h a q u e p o i n t P corres-

p o n d e n t prn points M . L a relat ion entre les abscisses 

x et x' de ces points est donc de la f o r m e 

( i) ax'MV-xP13 -+- b x' '"V—i xf>™ -h. . .-t- / = o, 

é q u a t i o n de degré mpi eux' et pw en x et dont le degré 

ne p e u t s 'abaisser q u e p o u r des droites part icu l ières ( 1 ). 

C e l a posé , u n point q u e l c o n q u e de A sera sur la 

c o u r b e l ieu des intersect ions des tangentes c o r r e s p o n -

dantes de r/ w et de T p s ' i l est à la fois p o i n t M et point P , 

a u t r e m e n t dit si c 'est u n p o i n t d o u b l e de la c o r r e s p o n -

dance ( i ) . S o n abscisse sera d o n n é e par la re lat ion 

( 2 ) a x " 1 ^ a l x " l V ' + P & - ' i - f - . . . - h / = 0 , 

( ' ) On pourrait craindre que la relation entre x et ¿r', tout en 
étant de degré m\i en x' et pzn en x ne soit pas de degré global 
m\x.-hpz3. Cela peut, en effet, arriver pour certaines droites Mais, 
si l'on projette la figure sur un plan, non parallèle à l'une de ces 
droites, la relation entre les points correspondants sur la projec-
tion sera du type général (1). Par suite la démonstration relative 
au degré de la courbe sera applicable à la courbe projetée et la 
courbe étudiée sera bien du degré annoncé. On en conclut, par 
surcroît, que le caractère exceptionnel visé ci-dessus, pour la 
relation (0? saurait se présenter pour toutes les droites du plan. 

Mais il existe, par contre, une difficulté, qu'il est bon de signaler. 
Si le lieu trouvé ne peut se décomposer en deux courbes distinctes 
sans qu'il en soit de même pour la relation qui lie les tangentes 
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qui, pour la droite générale du plan, est bien de degré 
mlJL Pm> c e i11* démontre la proposition. 

3. Remarques. — i° 11 peut arriver qu'à une tan-
gente commune à etàT^, corresponde cette tangente 
elle-même : dans ce cas elle forme une branche du lieu, 
sans intérêt en général, et qui devra, par suite, ordinai-
rement être considérée comme parasite. Il conviendra 
donc toujours, dans l'application du théorème, de voir 
si le fait se produit et d'en déduire les réductions corres-
pondantes. 

2° Rien n'empêche, dans ce qui précède, de supposer 
que r^ coïncide avec Tm. Mais alors toutes les tangentes 
sont communes ; il existera donc normalement un 
certain nombre cr de tangentes à cette courbe qui se 
correspondent à elles-mêmes. Le vrai lieu sera alors 
seulement de degré 

r — m ( [JL H- 7TT)— <s. 

Ces tangentes sont les analogues des « points unis » 
des correspondances ponctuelles transformant une 
courbe en elle-même. Nous les appellerons tangentes 

unies. 

associées (ainsi qu'on le voit très simplement en remarquant qu'à 
la description de chacun des lieux partiels dont l'ensemble constitue 
le lieu total correspond évidemment, pour chaque couple de tan-
gentes, une relation algébrique distincte), il est très important de 
remarquer que rien ne s'oppose à ce que le lieu trouvé soit multiple. 
C'est la même courbe comptée plusieurs fois. Mais pratiquement il 
sera presque toujours assez facile de s'assurer si une telle réduction 
a lieu ou non. Tout d'abord le degré véritable du lieu ne saurait 
être qu'un sous-multiple de celui du lieu trouvé par la méthode. Si 
ce dernier est de degré premier, la particularité ne peut se produire 
que si le lieu se réduit à une droite, comptée un nombre de fois 
égal à celui du degré du lieu trouvé. Nous en verrons ci-après un 
exemple (n e 7. Casoù le point O est un point d'inflexion). 
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Cas d'une correspondance involutive. — Si , à une 

tangente T de r m , considérée comme appartenant au 

premier système, correspond un groupe ( T ' ) de tan-

gentes T ' de la courbe du second système, tel qu'à 

chaque tangente T ' , considérée ensuite comme appar-

tenant au premier système, correspond un même groupe 

du second système comprenant la tangente T et tel, en 

outre, que, pour toute autre tangente de ce groupe, 

considéré comme formant un groupe ( T ) du premier 

système on retrouve le même groupe ( T ; ) , nons dirons 

que la correspondance est involutive. 

Dans le cas d'une correspondance involutive, le lieu 

véritable est décrit deux fois et comme, dans ce cas, on 

a nécessairement son degré sera : 

r = ~ (2 m ut — s ) . 

Ceci montre, en passant, que, dans ce cas, <r est néces-

sairement pair ou nul. O n déduit de ce qui précède le 

théorème suivant. 

4 . T H É O R È M E I L . — Supposons, sur une courbe 

de classe m, réalisée entre les tangentes une corres-

pondance telle qu'à une tangente considérée comme 

appartenant à une première famille correspondent 

[X tangentes à la courbe considérées comme formant 

une deuxième famille et, à chacune de celles-ci, 

m tangentes de la première famille. Soit ? le nombre 

des tangentes unies de la correspondance. 

Le lieu des intersections des tangentes correspon-

dantes sera en général de degré 

r = M ( P -h TU) — 
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Il se réduira au degré 

r = ( 2 m JJL — a) 

en cas de correspondance involutive. 

5. Application. — Une foule de théorèmes élémen-
taires bien connus peuvent être démontrés en appli-
quant ces propositions. Citons, par exemple : 

i° La définition de la polaire d'un point par rapport 
à une conique comme intersection des tangentes aux 
points d'intersection avec une droite passant par un 
point fixe. 

(Ici : m — 2, p = 2, \x = m = i, s = 2. ) 

20 Le cercle orthoptique. coincide avec 
m = 2, j j L = w = 2 et t = 4 (les quatre tangentes 
isotropes à la conique). 

Nous allons en donner quelques applications moins 
banales. 

6. Soient O un point dans un plan, AB et CD deux 

segments portés par des droites distinctes de ce plan. 

On demande le lieu des points M de ce plan tels que 

OM ait même conjuguée harmonique par rapport 

aux angles AMB et CMD. 

Soient OÎ et 0 2 les conjugués harmoniques deto, et 
de o>2, respectivement par rapport à AB et à CD. Les 
divisions tol et 0< sont homographiques ; de même co2 et 
0 > et par suite O, et 0 2 . L'enveloppe de 0< 0 2 est donc, 
sauf les cas exceptionnels énumérés dans la note ci-
dessous ( , ) , une conique (C) . Le point M peut être 

( ' ) i° Le point O est situé, soit sur la droite qui porte le seg-



( 2.206 ) 

considéré comme l'intersection de la droite OM du 
faisceau O avec la tangente 0 1 0 2 à la conique G. 

M 

La correspondance est biunivoque, et Ton a : 

\i = = i, 
m = i (T,„ réduite au point O), 

p = i ( est la conique G). 

Il reste à déterminer la valeur de <r. Or, si aucune des 
tangentes issues de O à la conique (C ) ne se corres-
pond à elle même, cr=o. Pour que cette correspondance 

ment AB, soit sur celle qui porte CD. Dans ces cas l'enveloppe de 
O, 0 2 se réduit au conjugué harmonique de O par rapport au seg-
ment collinéaire de ce point et le lieu de M est une conique. 

2° La droite Ou a même conjuguée harmonique par rapport aux 
angles AOB et COD. L'enveloppe de O t 0 2 se réduit encore à un 
point et le lieu de M a une conique qui peut d'ailleurs dégénérer 
dans certains cas exceptionnels. 
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ait l ieu, il faut et il suffît que Ot et 0 2 soient alignés 

sur O et par suite que et 0 2 coïncident respective-

ment avec to, et o>2, ce qui ne peut arriver que si 10, 

coïncide avec l 'une des extrémités de A B et to2 avec 

l 'une des extrémités de C D . Ceci exige que le point O 

se trouve sur l 'une des quatre droites A C , A D , BC 

ou B D . Dans ce cas il est à peu près évident que la 

droite en question est bien une droite O* 0 2 , c'est-

à-dire une tangente à ( C ) passant par O et l 'on a ( 4 ) 

<7 = 1. Dans tous les autres cas <r = o et le lieu est une 

cubique. 

Dans le cas exceptionnel 

r = i -f- 2 — i = 2 

et le lieu est une conique. E n résumé : 

Dans le cas général le lieu est une cubique 

(r = i -h 2 — o ) . 

Les tangentes issues de O à la conique ( C ) donnent 

le point O ; donc : 

Le point O est un point double de cette cubique 

qui passe en outre par les quatre points A, B, C et D. 

Dans le cas particulier ou le point O est sur Vune 

des droites A C , A D , B C ou B D , le lieu véritable se 

réduit à une conique passant en O et par ceux des 

quatre points A , B, C , D non alignés avec C . 

Remarque. — Lorsque C et D sont confondus avec 

(M A moins que O ne se trouve à l'intersection de deux de ces 
quatre droites. Mais alors Ja droite Ou a évidemment même 
polaire par rapport à AOB et à COD, les deux côtés de ces angles 
coïncidant deux à deux et l'on se trouve, dans le deuxième cas 
d'exception réservé ci-dessus. Le lieu dégénère en deux droites 
AC et BD et est d'ailleurs de caractère exceptionnel. 
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les points cycl iques, on retrouve une propriété intéres-

sante connue des strophoïdes générales, à savoir 

qu'elles peuvent être considérées comme le lieu des 

points M du plan tels que Con voit sous des angles 

égaux (ou supplémentaires) deux segmentsO A et O B 

définis par trois points non en ligne droite (1 ). 

f Le point O est le point double de la courbe à laquelle 

appartiennent d'ailleurs A e t B ( 2 ) . ] 

7 . Soit R 3 une cubique générale ; par un point 

fixe O de T3 on mène une sécante OM»M 2 coupant 

la courbe en deux points M, et M 2 variables. Lieu 

de Vintersection des tangentes en M | et M 2 à la 

courbe. 

La classe est ici : m = 6. La correspondance est 

visiblement ( 3 ) ( i , i ) et involutive. Le nombre des 

tangentes unies <r est correspondant aux points de 

contact des quatre tangentes à la courbe issues du 

point O , autres que la tangente en ce point. Ces tan-

gentes unies se confondent d'ailleurs avec les quatre 

tangentes qui déterminent leur point de contact. 

La tangente en O est la limite d'une sécante pour 

laquelle O , tend vers O tandis que Ootend vers le point 

d'intersection O ' de la tangente en O avec la courbe; 

O ' étant différent de O. La tangente en O ' est alors 

(1 ) Si les trois points sont en ligne droite la strophoïde dégénère 
en un cercle et cette droite. C'est le cas d'exception signalé daus la 
note de la page 2o5. La recherche directe du lieu est alors une 
question de géométrie très élémentaire. 

(2) Voir, par exemple, N I E W E N G L O W S K I : Géométrie analytique, 
t. I I , ch. IX, Exercice 7, ipe partie. 

( 3 ) On dit que deux points, M et M', sur une courbe algébrique, 
sont en correspondance ( p q ) si ces points M et M' sont liés par 
une relation algébrique telle qu'à un point M' correspondent 
p points M et qu'à un point M correspondent q points M'. 
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associée à la tangente en O et leur intersection donne 
précisément O'. Ce point appartient au lieu. Il en est 
de même des quatre points de contact des tangentes 
unies. 

Ceci suppose, comme d'ailleurs l'évaluation du 
nombre des tangentes issues de O, que ce point n'est 
pas un point d'inflexion. Nous examinerons ce cas ci-
après : le supposant écarté, on a donc 

r = I ( 2 x 6 — 4) — 4* 

Donc : 

Si le point O est un point ordinaire non in-

flexionnel d'une cubique générale, le lieu est une 

quar tique. 

Lorsque le point O est d'inflexion, la tangente 
d'inflexion est une tangente unie, mais, de plus, elle 
est la limite des tangentes unies voisines lorsque le 
point O tend vers le point d'inflexion. De telle sorte 
qu'on doit la compter pour trois tangentes unies. 
Appliquant ce résultat on trouve que le lieu est une 

cubique. Mais on sait, par la théorie des courbes du 
troisième ordre ( * ) , que ce lieu est une droite, la 
polaire du point d'inflexion qui a, par rapport à la 
courbe, la même définition que la polaire d'un point 

par rapport à une conique. Cette droite est comptée 
trois fois (cf. note du n° 2). Cela tient à ce que, de 
chacun de ses points, sont issus trois couples de tan-
gentes dont les cordes de contact vont passer au point 
d'inflexion. 

(* ) Propositions I X et X I du Traité de MAC LÀURIN sur les 
courbes du 3e degré et corollaires 1 et 2 de la proposition XI. ( Cf. E. 
DE JONQUIRKES, Mélanges de Geométrie pure; voir aussi : SALMON, 

Théorie des courbes planes. Traduction O . CHEMIN. ) 
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8. Examen du problème précédent dans le cas 

dyune cubique cuspidale. — Dans ce cas, la classe est 
égale à trois ; le lieu est une droite lorsque 0 est un 
point d'inflexion. Cette droite est d'ailleurs la tangente 
de rebroussement. 

Dans le cas où O est un point quelconque, la droite 
qui le joint au point de rebroussement, bien que non 
tangente, joue le rôle de tangente unie ; d'autre part il 
existe une tangente à la courbe, issue deO, en dehors 
de la tangente en ce point; on a donc <7 = 2 et, par 
suite, r = 2. 

Le lieu dans ce cas est une conique, passant par 

le point de rebroussement et par le point de contact 

de la tangente issue du point O. 

9. On pourrait multiplier ces exemples. Nous nous 
bornerons, pour terminer l'examen des applications du 
premier théorème général, à voir ce qu'il donne dans le 
cas d'une courbe unicursale avec correspondance (1,1) 
entre les tangentes. 

La correspondance peut alors être représentée par 
une relation homographique entre les valeurs du para-
mètre en fonction rationnelle duquel sont exprimées 
les coordonnées des points de la courbe, soit : 

a tt' h- b t h- c ï -r- d = o. 

Il y a donc, dans ce cas, deux tangentes unies et, si m 

est la classe de la courbe, le degré r du lieu est 
( |x= Ï Ï J= I ) : 

r = 'i ( m — 1) 

dans le cas de non-involution, et 

r = m — 1 

dans le cas d'involution. 
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Ainsi , par exemple, pour un point O ordinaire, non 

inflexionnel, d'une cubique crunodale ( t ) , le lieu qui 

fait l 'objet des paragraphes 7 et 8 est une cubique 

( R = 4 - I ) . 

III. — Second théorème général et applications. 

1 0 . T H É O R È M E I I I . — Soit C/w une courbe plane de 

degré m, et, dans son plan, une courbe Cp de degré p. 

On suppose qiCon ait établi entre les points de Cm et 

de Cp une liaison algébrique ainsi définie : à chaque 

point de Cm correspondent upoints de Cp et à chaque 

point de Ç*p correspondent TH points de Cm. L?enve-

loppe des droites joignant les points correspondants 

de et de Cp est une courbe de classe m p + p TO. 

Ce théorème est le corrélatif du théorème I. Il donne 

lieu aux mêmes remarques et l 'on est, de même, conduit 

au théorème suivant : 

1 1 . T H É O R È M E I V . — Supposons, sur une courbe C,n 

d'ordre m, réalisée une correspondance ponctuelle 

(p, m) comportant un nombre «r de points unis. 

L?enveloppe des droites de jonction des points 

correspondants sera, en général ,de classe 

r — m ( ¡jl H- rn ) — <r. 

Ce nombre se réduira à 

r — -\i mu. — cri 
2 

en cas de correspondance involutive (qui se définit 

absolument comme dans la question corrélative). 

(1 ) C'est-à-dire possédant un point double à tangentes distinctes. 
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1 2 . O n p o u r r a i t , de ces théorèmes , d o n n e r tout u n e 

série d 'appl icat ions , ainsi que cela a été fait p l u s haut , 

p o u r les propos i t ions corré lat ives . 

N o u s nous c o n t e n t e r o n s de s ignaler qu ' i l s p e r m e t t e n t 

de re trouver les p r o p o s i t i o n s b ien c o n n u e s des c o r r e s -

p o n d a n c e s (i , i ) sur les c o n i q u e s . 

f P 2 6 e ] 
SUR LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT 

( Suite ) ( ' ) ; 

PAR E. LAINÉ. 

1 1 . P a r une T . C . c o n v e n a b l e m e n t chois ie , on peut 

d o n c t o u j o u r s r a m e n e r une équat ion di f férent ie l le du 

second ordre à la f o r m e 

R = o. 

Il en résulte c o m m e plus haut q u ' u n e é q u a t i o n di f fé-

rentie l le du second ordre n'a pas d ' invariants par r a p -

port au g r o u p e des T . C . 

Il est faci le de voir q u e cette propr ié té ne s 'étend 

pas au delà du second ordre . A i n s i les seules équat ions 

du trois ième ordre q u ' o n puisse r a m e n e r , par une 

T . C . p r o l o n g é e , à la f o r m e 

Y 

sont nécessa irement , c o m m e le montre u n c a l c u l i m m é -

( ' ) Cf. N. A., janvier 1 9 2 4 , p. I3 I ; février 1 9 2 4 , p. 1 7 7 . 
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diat, de la f o r m e 

dïy 
+ A r 3 - i - B r 2 + G r + D = o, 

dx* 

où A , B , C et D sont certaines fonct ions des seules 

var iables x , y , p ( ' ). 

L a m é t h o d e des T . C. ne permettra donc d ' i n t é g r e r , 

à part i r du t ro is ième ordre , q u e des classes part icu l ières 

d 'équat ions di f férentie l les . Mais o n pourra i t c h e r c h e r à 

général iser cette m é t h o d e de la f a ç o n suivante : 

P r e n o n s , p o u r s impli f ier , le cas du second ordre , et 

soit 

(23) Y(x,y,p, r ) = o ( g ^ o ) 

une é q u a t i o n di f férent ie l le . P r o p o s o n s - n o u s de déter-

miner trois autres fonct ions X ( # , y, />, r) , P ( x , y, p , /•) 

et R ( # , y, p , r) tel les q u e les é q u a t i o n s 

/ = r), Y = Y O , y, p, r), 
( 24 ) < 

{ P = P(x, y, p, r), R = R(x, y, py r) 

entraînent , p o u r u n c h o i x c o n v e n a b l e des coef f ic ients 

Xo, (¿i, ¡JU> les d e u x relat ions d i f férent ie l les 

( dY — P dX = \i(dy — /? dx) -h Xt(dp — r dx), 
(25) < 

( ¿/P — R <iX = (i.! ( dy — p dx ) -h ku2( dp — r dx 

les f o n c t i o n s X , Y , P et R étant supposées essentiel le-

m e n t dist inctes . O n vo i t c o m m e n t l 'ex is tence d ' u n tel 

système de fonct ions permettra i t d 'établ ir une c o r r e s -

p o n d a n c e entre les intégrales de d e u x é q u a t i o n s d i f fé -

rent ie l les , l 'une en ( X , Y , P, R ) , l ' autre en (¿r, y , p , r ) , 

dédui te de la p r e m i è r e par les f o r m u l e s ( 2 4 ) . L ' é q u a -

tion ( 2 3 ) serait ainsi ramenée i m m é d i a t e m e n t à la 

(') Cf. S. L IE , loc. cit., p. 85. 
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Y=o, 

comme dans le cas des équations du premier ordre. 
Si les équations (26) pouvaient être vérifiées, les 

équations (24.) définiraient une transformation qui, 

sans être une T . C. prolongée ( ^ - y ^ o c ' e s t - à - d i r e 

sans conserver les contacts du premier ordre, conser-
verait les contacts du second ordre ; on aurait bien ainsi 
généralisé la notion de transformation de contact. Nous 
allons voir que cette généralisation est impossible. 

Nous voulons que les fonctions X , Y , P et R soient 
distinctes, d'après leur signification même. Mais il est 
bien facile de montrer, en particulier, que les fonctions 
X et Y doivent être distinctes en vertu des équa-
tions (25) si \ t et "k2 sont pas tous deux nuls. En 
effet, si X et Y n'étaient pas distinctes, l'expression 
d'Y — P ¿¿X ne contiendrait que deux variables indé-
pendantes, et admettrait par suite un facteur intégrant ; 
il existerait donc une fonction U de x, y , r, telle 
que, en désignant par a et [3 des coefficients respective-
ment proportionnels à A, et X2, on aurait 

d'où, en identifiant les deux membres et éliminant a 

d\J = a(dy — p dx) h- ß (dp — r dx), 

et ß 
<MJ àlJ ^üV 
dx P ày 1 dp 

et par suite 

dV â\] 
dl) = 0. 

Les fonctions X et Y sont donc nécessairement dis-
tinctes. 



( ) 
Ceci posé, les équations (25) montrent que l'on a au 

moins deux relations de la forme 

Y = cp(X, P = <KX, W . / O î 

donc si X ne dépendait pas de il en serait de même 

de Y : par suite ^ ^ o. 

Prenons alors comme nouvelles variables indépen-

dantes x , y , p et X . O n tire de la première équa-

tion (25) 

d 'où, en éliminant et X2, 

àcp à<p t d<p 

O n aurait de même 

dty dty 

ou, puisque 

dx^Pày~Jrrdp 

Y dX' 
<J«<p <J2® d*<0 

Dérivons par rapport à X l 'équation (26), où r est 

une certaine fonction de X , x, y, p ; la comparaison 

avec (27) donne de suite 

d<p 
a = 0 dp 

et l 'on déduit ensuite de (26) 
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et enfin 
y = ç(X)> 

ce qui est impossible. Ainsi toute transformation plane 
qui conserve les contacts du secoud ordre est une T. C. 
prolongée. 

Plus généralement, on montre, par un raisonnement 
identique, que toute transformation plane qui conserve 
les contacts d'ordre n conserve aussi les contacts 
d'ordre n — i. On en déduit, par récurrence, que toute 
transformation plane qui conserve les contacts d'ordre n 

est une T . G. prolongée. 
Cette proposition est un cas particulier d'un théo-

rème que M. Goursat a établi en utilisant les propriétés 
des systèmes de Pfaff ( * ) . Il en résulte qu'il est impos-
sible de généraliser dans cette direction la théorie des 
transformations de contact; cette théorie ne fournit 
donc une méthode générale d'intégration que pour les 
équations différentielles des deux premiers ordres. 

{La fin prochainement.) 

[ R 9 b ] 

CHOC DE DEUX SOLIDES AVEC FROTTEMENT ; 
P A R JOSEPH P É R È S . 

1. Dans un article récent ( 2 ) , j'ai utilisé quelques 
remarques géométriques simples pour la discussion du 
choc de deux plaques mobiles dans un plan lorsqu'il y 

a frottement au point de contact (unique). Passons au 

( L ) GOURSAT, Leçons sur le problème de Pfaff, n° 74. 

(a) Nouvelles Annales, décembre 1923, p. 98. 
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choc de deux solides quelconques : des considérations 
géométriques, à peine plus compliquées, permettent 
de présenter la discussion sous une forme très intuitive 
et de retrouver, de façon peut-être plus élémentaire, 
les résultats de l'élégante et très complète analyse de 
Darboux ( 1 ). 

2. Soit donc un solide quelconque (S ) qui vient en 
contact avec un obstacle fixe (S). Nous prendrons des 
axes de coordonnées rectangulaires O xyz, l'origine O 
étant le point de contact et l'axe Oz étant la normale 
commune en O à ( S ) et (S ) [sens positif extérieur à 
l'obstacle]. Nous appellerons a, c les coordonnées 
du centre de gravité G de (S ) , rn s l e s composantes 
de la percussion qui s'exerce sur (S ) ; a, p, y seront 
les composantes de la vitesse du point G et q, r 

celles de la rotation instantanée du solide, avec les 
indices o et i au début et à la fin du choc. Enfin m 
sera la masse de ( S ) et 

A^r2-f- C z 2 - iDyz — iEzx — zFxy = i 

sera l'équation de l'ellipsoïde central d'inertie de (S ) . 
On a les équations 

( ^(Pi — Po) ~ Ço) — E(r t— r0) = ct\ — 6Ç, 
( 2 ) | — F ( / > ! — /? 0 ) + q 0 ) — D ( r , — r 0 ) = a Ç — c Ç , 

( — E (Pi —p0) -D(q1—qd)-{-C(rl~r0) = b^ — arn 

( 0 

m 

m 

m 

r 

( l ) Bull. Se. math., t. 1, 1880, p. 146-160. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. II. (Mars 1924.) *7 
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et les formules (2 ) peuvent être résolues sous la forme 

U' ) 

Pi—Po -

q 1 — < 7 0 = -
1 1 

ri — r 0 

i Of q , fi, v ) 
5 ¿x ' 

i ^/(X, Ht, v) 

1 <?/(X, fi, v) 
2 dv 

/(A , UL, V) étant la forme quadratique adjointe de celle 
qui définit l'ellipsoïde d'inertie et X, JJL, V étant les 
seconds membres des (2). 

Introduisons la vitesse, par rapport à (S), du point O 
de ( S ) ; elle a les composantes 

U = a -4- rb — qc. P -hpc — ra, W = y -+- qa — pb, 

avec, au début ou à la fin du choc, les indices o ou 
Les équations précédentes entraînent 

U l - U o = i + { v ) - { c f * ( x > ^ v ) • 

= (i r i ! ± v 
<>l L 

^/(CT) — a Ç — cÇ, b\ — aï))J 

et des formules analogues pour V< — V0, W , — W 0 . 
En désignant par c p ( £ , rh Ç) la forme quadratique 
(définie positive) qui est entre crochets, il vient donc 
enfin 

(3) 

Ti IT _ âV(Z> Z) Uj — U0 = -p » 
<7; 

Vi - V o = 
g) 

oZ. 

Pendant l'intervalle de temps très court que dure le 



( 2I
9
 ) 

choc, les composantes de la vitesse du point de contact 
passent des valeurs U0 , V0 , W 0 aux valeurs U, , V, , 

Soient U, V, W (sans indice) les valeurs de ces 
composantes à un instant quelconque t du choc; on 
peut écrire, pour toute partie du choc, des formules 
analogues aux précédentes, de sorte qu'en envisageant 
l'intervalle £, t-\-dt, on aura 

dp(X, Y, Z ) dV _ ¿y (X , Y, Z) # 

¿X ' dt ~ dX ' 

dW _ ày (X , Y, Z ) 
dt ~~ àZ 

X, Y, Z étant les composantes de la réaction au con-
tact à l'instant t. 

3. Les formules (4 ) s'interprètent immédiatement 
comme dans le cas du problème plan. 

Soit M le point de coordonnées U, V, W par rap-
port aux axes choisis; il décrit, pendant le choc, une 
courbe ( M ) partant du point M 0 (U 0 , V0 , W 0 ) pour 
aboutir en M ^ U , , V n W , ). Envisageons l'ellipsoïde 
d'équation 

? (a, y, *)= 1 (')• 

La demi-droite qui porte la réaction X , Y, Z à l'ins-
tant t le rencontre en P et le point O se projette ortho-
gonalement en R sur le plan tangent en P à l'ellipsoïde. 
D'après les formules (4 ) : 

La demi-droite OR est, à chaque instant, paral-

lèle à la tangente à la courbe (M ) et donne le sens 

dans lequel cette courbe est décrite par le point M. 

( 1 ) On vérifiera facilement que l'un des axes de cet ellipsoïde 
est porté par la droite OG. 
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Nous choisissons, une fois pour toutes, le sens de 
déplacement du point M pour sens positif sur la 
courbe (M ) . Nous pouvons alors dire que : 

1. La demi-droite OR définit, à chaque instant, 

en direction et sens, la demi-tangente positive 

à ( M ) . 

4. Le problème posé se présente alors de la façon 
suivante : 

A l'instant tQ où commence le choc on connaît les 
vitesses et, en particulier, U0 , V 0 , W 0 ( 1 ) : on connaît 
donc le point de départ M0 de la courbe (M ) . Nous 
vérifierons dans la suite que cette courbe est alors 

bien déterminée si l'on admet les lois classiques du 
frottement et suppose connu le coefficient de frotte-
ment. 

Le choc sera terminé lorsque, sur cette courbe, on 
arrivera au point M, de cote 

e étant le coefficient de restitution (connu). 
Ce point. M,, dont nous aurons à vérifier l'existence, 

étant déterminé, le problème est résolu. U M V*, W f 

sont connus; les formules ( 3 ) déterminent alors la 
percussion et les formules ( i ) et ( 2 ) l'état final des 
vitesses. 

5. Avant d'aller plus loin il faut préciser comment 
est définie la courbe ( M ) et en examiner sommaire-
ment l'allure. 

( * ) W 0 étant négatif. 
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Pour cette étude, nous nous plaçons dans le cas où 
la vitesse de glissement n'est pas nulle pendant le choc 
(ou pendant une partie du choc que nous envisageons) ; 
U2-{- V2 est donc différent de zéro ou, géométrique-
ment, le point M n'appartient pas à l'axe O^. 

Dans ces conditions, la position du point M déter-
mine celle du point P puisque, d'après les lois du frot-
tement, P doit être dans le plan ¿OM, OP faisant avec 
Oz l'angle de frottement du côté opposé à M. Le 
point Pi en résulte et les paramètres directeurs de la 
droite OR s'exprimeront à l'aide des coordonnées 
de M. 

Les diverses courbes ( M ) possibles (qui correspon-
dront à diverses valeurs des vitesses initiales) sont 
donc déterminées par un système d'équations diffé-
rentielles. Pour écrire ces équations, les coordonnées 
cylindriques sont très indiquées : p, to, z étant les coor-
données cylindriques de M (z n'est autre que W ) , on 
a le système 

¿/p p d<j) ^ dz 

les dénominateurs étant les composantes de OR sui-
vant le rayon vecteur, la perpendiculaire à O^ et au 
rayon vecteur, l'axe Oz. Il serait aisé d'expliciter ces 
dénominateurs, mais nous n'en avons pas besoin pour 
la suite. 

Les courbes (M ) définies par (5 ) forment une con-

gruence et par un pointM0(p0 o, (o0, £0), non situé 
sur Oz , passe une seule de ces courbes ( 4 ) . Si ô ( w 0 ) 
est nul, les relations (5 ) montrent que to restera cons-

( J ) Pour en être certain, il suffit de noter que la tangente à une 
courbe (M) est toujours bien déterminée par la position de son 
point de contact M* et en dépend d'une façon continue. 
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tant et que le point M se déplacera sur une droite, le 
point P restant fixe; c'est d'ailleurs évident géométri-
quement parce que la condition 

exprime que la position initiale de OR, OR0 est dans 
le plan sOM0, la courbe (M ) étant alors nécessaire-
ment la parallèle à OR0 menée par M®. Si, au con-
traire, O(w 0 ) n'est pas nul, on prendra dans les équa-
tions ( 5 ) o) pour paramètre et l'intégration sera ramenée 
aux quadratures 

La courbe (M) , ainsi déterminée, esf décrite dans un 
sens (indiqué par OR) tel que 

soit positif. Elle reste régulière et ne rencontre pasO^ 
tant que to n'atteint pas une valeur qui annule O(to). 

6. Ces valeurs remarquables de to peuvent être 
définies géométriquement. 

Pour y arriver nous envisagerons les projections (m) 

des courbes (M ) sur un plan perpendiculaire à O^ ; 
pour fixer les idées, ce sera le plan passant par le 
point B où là partie positive de l'axe Oz rencontre 
l'ellipsoïde. Ce plan (plan de figure) coupe l'ellipsoïde 
suivant une ellipse (E ) dont le centre h est à l'inter-
section du plan et de la droite qui joint l'origine au 
point le plus haut H de l'ellipsoïde (4 ). 

0 (<*>o) = O 

Ô(u>) 

( ' ) Point le plus haut, c'est-à-dire dont la cote z est maximum. 
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La demi-droite OP coupe le plan de figure enp (<), 

le point M s'y projette orthogonalement en m. 

D'après ce qui précède, on peut énoncer les résultats 
suivants : 

II. Pendant le choc, le point p restera sur le 

cercle (G) , de centre B, qui constitue Vintersection 

du plan de figure et du cône de frottement ; les 

points m et p sont constamment en ligne droite 

avec B et sont de part et d'autre de ce point. 

III. La demi-tangente positive en m à la courbe (m) 

correspondante a même direction et même sens que 

la perpendiculaire hr abaissée de h sur la polaire 

II nous arrivera ainsi plusieurs fois par la suite de parler comme 
si l'axe des ^ était vertical et dirigé vers le haut; peu importe 
évidemment, l'orientation de cet axe ne jouant aucun rôle dans la 
question. 

(*) Il n'est pas inutile de noter que, la réaction normale étant 
toujours positive, le point P est sur le demi-ellipsoïde situé, par 
rapport à xOy, du côté des z positifs. La position de p détermine 
entièrement P. 

F i g . i . 



( 224 ) 

de p par rapport à (E ) (4 ). Par un point m, distinct 

de B; passe une seule (m) (2). 

Une racine de O (to) correspond évidemment à un 
point p tel que hr soit parallèle à la droite mBp. Cette 
dernière droite étant alors perpendiculaire à la polaire 
de /?, le point p appartient à l'hyperbole d'Apollonius 
relative à B et à (E ) . Cette hyperbole passe par B et h 

et l'on vérifie que : 

IV. Lorsque p décrit l'hyperbole, la droite hr a le 

sens B m ou le sens B/> suivant que p appartient ou 

non à l'arc d'hyperbole B^ 

Le cercle (C) , dont le rayon est proportionnel au 
coefficient de frottement, coupe l'hyperbole en deux ou 
quatre points suivant la valeur de ce coefficient. Nous 
appellerons ces points points limites. Ils correspon-
dent aux racines (deux ou quatre) de l'équation 

O ( O J ) = o. 

Sur la figure nous avons représenté deux cercles (C) : 
l'un en trait pointillé donnant deux points limites p' 

et/?", l'autre en trait mixte correspondant à une valeur 

( ' ) Les deux premières relations (4) entraînent évidemment que 
la demi-tangente à {ni) dans le sens de parcours soit donnée, en 
sens et direction, par la normale extérieure en p à l'ellipse, homo-
thétique et concentrique à (E ) , passant par ce point. C'est un 
énoncé équivalent â celui du texte. 

(2) Cf. note t 1 ) de la page 221 et aussi paragraphe 9. 
( 3 ) L'arc d'hyperbole à envisager est bien B/i puisque le sensB/? 

change au passage par le point B, tandis que, au passage par le 
point À, c'est le sens hr qui se modifie. D'autre part, quand p 

décrit l'arc B h, l'angle Bpîi reste obtus et la demi-droite /ir, qui 
fait un angle aigu avec hp, a donc même sens que B w ; ce sera 
nécessairement l'inverse quand p n'appartient pas à l'arc B h. 
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plus grande du coefficient de frottement et donnant 
quatre points limites p', p", p'\ pl\ 

Fig. 2. 

7. Admettons que le glissement initial soit tel que/>0, 
position initiale de p, coïncide avec l'un des points 
limites : m se déplacera sur le prolongement de /P0B 
et, d'après IV : 

m s'éloigne de B lorsque pQ coïncide avec un point 

limite appartenant à l'arc d'hyperbole BA, il s'en 

rapproche sinon. 

Revenons au point M. Il décrit, comme nous l'avons 
déjà vu, une demi-droite à partir de sa position initiale 
M0. Ce que nous venons de dire du point m montre 
que le déplacement du point M finira par l'amener 
sur Oz (glissement nul) sauf si le point limite appar-
tient à Parc BA (* ). Dans ce dernier cas le point P0 de 
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l'ellipsoïde (correspondant àp 0 ) est nécessairement au-
dessus du plan de contour apparent horizontal de cet 
ellipsoïde ( 2 ) . OR0 qui donne le sens et la direction de 
la droite ( M ) est donc au-dessus de xOy. 

Résumant les résultats précédents nous pouvons dire 
que : 

Y . Lorsque p0 eoïneide avec l'un des points limites, 

la trajectoire (M ) (qu i est une demi-droite) ren-

contre l'axe des z ou s'élève indéfiniment au-dessus 

du plan des xy. 

8. Plaçons-nous maintenant dans le cas où pQ n'est 
pas confondu avec l'un des points limites. Lorsque m 

décrit la courbe (m) , la droite Bm tournera autour 
de B dans un sens défini par hr\ le point p correspon-
dant décrira donc un arc du cercle (C ) en se dépla-
çant toujours dans le même sens jusqu'à atteindre un 
point limite. 

Le sens du déplacement du point p est facile à déter-
miner en construisant hr pour une position particulière 
de p. Il est marqué par des flèches sur la figure : dans 
le cas de deux points limites (cercle en trait pointillé) 
il est tel que p tende vers le point p' ; dans le cas de 

( l ) Nous ne nous préoccupons pas ici du fait que, dans le pro-
blème réel de choc, la courbe ( M ) doit être limitée au point M! de 
cote connue — c W 0 ; nous étudions en somme, jusqu'au para-
graphe 10, les courbes ( M ) et ( m ) comme définies, ainsi que leur 
sens de parcoursf par les relations différentielles indiquées ou par 
les propriétés géométriques équivalentes. Nous revenons, au para-
graphe 10, pour la discussion générale, au problème de choc. 

( 3 ) Contour apparent correspondant à la direction Oz. Les 
points B et H de l'ellipsoïde sont au-dessus de ce plan de contour 
apparent; d'autre part, le même plan a pour trace sur le plan de 
figure une droite parallèle à la normale en B à l'hyperbole, cette 
droite ne peut rencontrer l'arc B h. L'énoncé du texte est ainsi 
justifié. 
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quatre points limites (cercle en trait mixte) p tend 
vers p ou p " suivant qu'il appartient à l'un des arcs 
piy p' p" ou / p"' plx. 

Reste à examiner l'allure de la courbe (M ) lorsque 
p tend ainsi vers un point limite (pf ou p"). Le résultat 
est intuitif : la demi-tangente positive à une courbe (M) 
dépend d'une façon continue de la position du point P 
qui correspond à son point de contact; la courbe (M ) 
se rapprochera donc de celle que l'on obtiendrait pour 
p coïncidant avec p' ou p". On est ainsi conduit aux 
énoncés suivants : 

VI . Lorsque p tend vers un point limite p' ou p 

le point M tend vers un point de Vaxe Oz pourvu 

que ce point limite /l'appartienne pas à l'arc Bh. 

VII. Lorsque p tend vers un point limite p' appar-

tenant à l'arc B h, le pointM. s'éloigne indéfiniment y 

sa cote tendant vers oo. 

Justifioiis d'abord l'énoncé VI. Lorsque p tend vers 
le point limite, la demi-tangente à (m ) tend à prendre, 
d'après IV, le sens opposé au rayon vecteur B m. Ce 
rayon vecteur finira donc par aller en diminuant : il 
aura une limite qui ne peut être différente de zéro car 
le point m tendrait alors vers une position limite m1 et il 
passerait par m' deux courbes (m) : celle que nous envi-
sageons et la droite Bm f. C'est impossible d'après III. 
La courbe ( m ) aboutit donc au point B. Son arc s est 
fini puisque la tangente est continue. 

dz 
Revenons à la courbe (M) . pente de sa tangente 

par rapport au plan xOy, tend vers une limite finie, à 
savoir la pente de la droite OR construite à partir du 
point limite. £ reste donc fini et le point M tend vers 
un point M' de l'axe Oz . 
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On démontrera, d'une façon analogue, le théo-
rème VI I : le rayon vecteur finit par augmenter et le 

point m s'éloigne indéfiniment; ^ ayant une limite 

positive, la cote 2 du point M tend vers +00 . 

9. Les raisonnements précédents laissent de côté le 
cas intermédiaire où le cercle ( C ) passe par h. Le 
point p' est alors en h et il faut examiner à part l'allure 
de ( M ) lorsque p tend vers h. 

La remarque, fondamentale dans ce qui précédé, que 
la tangente à la trajectoire de m est bien déterminée 
par la position de ce point (distinct de B) paraît en 
défaut lorsque, ni étant sur le prolongement Bh f 

de /¿B, le point p est en A. Mais, en suivant par con-
tinuité le déplacement de p sur le cercle, on voit qu'à 
un point m ainsi situé correspondra, pour tangente, la 
perpendiculaire au diamètre conjugué [par rapport 
à ( E ) ] de la tangente en h à (C ) . Les courbes ( m ) 
sont donc régulières au voisinage des points de B h* ; 

c'est seulement le sens de parcours qui diffère des deux 
côtés de BA/. 

Si donc, dans le cas envisagé dans ce paragraphe, 
on suppose que p tende vers A, la trajectoire de m 
aboutit à un point m' (distinct de B ) de la demi-
droite B/t'. Mais la courbe ( M ) s'élève indéfiniment : 
en elfet, la tangente à cette courbe tend à devenir 
parallèle (et de même sens) à la droite OR correspon-
dant au point H ; cette droite a même sens et direction 
que la partie positive de Ou. 

dz 

ds 

tend donc vers -f-00 et, comme s reste fini, z tend 
vers + 00. 
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On voit que dans tous les cas, et ce sera fondamental 

pour la suite, on a le théorème suivant : 

VII I . Si Von suit une trajectoire ( M ) correspon-

dant à un glissement initial non nul, on arrive en 

un point de Vaxe Oz (glissement nul), à moins que 

la trajectoire ne s'élève indéfiniment dans le sens 

des z positifs. 

10. La discussion générale sera maintenant très 
simple. 

Admettons d'abord qu'à l'instant initial il n'y ait 

pas de glissement : M0 est un point de l'axe O^ et l'on 
a le choix entre deux hypothèses : 

a. Pas de glissement pendant le choc.— Le point M 
se déplace sur l'axe des z dans le sens positif et le 
point M, y est déterminé par sa cote. Le point P est 
fixe en H, point le plus haut de l'ellipsoïde. La solution 
obtenue ainsi convient donc si l'angle z OH est infé-
rieur ou égal à l'angle de frottement. 

h. Un glissement s'établit pendant le choc. — Le 
glissement initial devant être opposé à la composante 
tangentielle de la réaction initiale, il faut que le point p 

soit, au début du choc, en l'un des points limites et il 
faut que ce point limite pr appartienne à l'arc d'hyper-
bole B/i pour que ( I V ) le sens de déplacement cor-
respondant soit opposé à Bp. 

Le point p restera d'ailleurs en pr dans la suite du 
choc puisque, s'il se déplaçait sur le cercle (C) , le sens 
de son déplacement (flèches de la ligure) ne pourrait 
que le ramener au pointp f. La courbe ( M ) sera donc 
une demi-droite s'écartant de O.S et s'élevant du côté 
des 5 positifs. Sur cette droite on fixera sans difficulté 
le point M,. 
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La solution ainsi obtenue convient si le point H est 
extérieur au cône de frottement ( ' ) de sorte que les 
hypothèses a et b s'excluent. 

11. Supposons maintenant qu'il y ait glissement à 
l'instant initial. Si sur la courbe (M) , déterminée 
comme nous l'avons vu au paragraphe 5, on peut 
trouver le point M4 de cote — eW 0 , il n'y a nulle dif-
ficulté. Sinon, d'après le résultat VIII , en suivant cette 
courbe on arrivera nécessairement à l'axe Os. Il faut 
donc diviser le choc en deux périodes : la première 
amène à une position M' du point M pour laquelle le 
glissement s'annule ; on se trouve alors dans les con-
ditions du paragraphe précédent et l'on aura glissement 

ou non-glisse ment suivant la valeur du coefficient de 
frottement. 

12. Dans tous les cas, comme on vient de le voir, la 
solution de la question de choc posée sera unique et 
bien déterminée. 

Le cas particulier où l'ellipsoïde o a un plan de 
symétrie passant par Os se présentera souvent en pra-
tique : le point B est alors un des sommets de l'el-
lipse (E ) et l'hyperbole d'Apollonius se réduit à l'axe 
correspondant et à une droite perpendiculaire. Il n'y a 
rien d'essentiel à changer, par ailleurs, à l'analyse 
précédente. 

Il y aurait, au contraire, quelques modifications à 
faire aux raisonnements précédents pour les appliquer 
aux cas où Os est un des axes de l'ellipsoïde <p (B coïn-
cidant avec H) . Mais ces modifications sont très évi-
dentes et il n'y a pas lieu d'y insister. 

( ' ) Puisque le point limite p' doit être sur l'arc d'hyper-
bole Bh. 
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Noos n'insisterons pas non plus sur l'étude du choc 
(avec un seul point de contact) de deux solides (S ) 
et ( S ' ) tous deux libres. On procédera comme au para-
graphe 8 de notre précédent article, pour le cas de deux 
plaques libres et il n'y aura rien à changer à la théorie 
précédente que la définition de l'ellipsoïde cp. 

CORRESPONDANCE. 

M. Philbert du Plessis. — La courbe envisagée au 
paragraphe JV de l'intéressante étude de M. Estève 
[Sur La formule d'Holditch (N. A.f mai 1923, 
p. 290)] avait fait l'objet d'une étude spéciale de 
M. d'Ocagne dans les Nouvelles Annales (1891, p. 87). 

On trouve précisément dans cette étude la propriété qui 
termine le paragraphe IV de l'article de M. Estève. 

BIBLIOGRAPHIE. 

NOTIONS SOMMAIRES DÉ GÉOMÉTRIE PROJECTIVE, à 

l'usage des candidats à l'École Polytechnique, par 
M. d'Ocagne,. 1 vol. 25 x 16 de 25 pages. Paris, 
Gauthier-Villars, 1924. Prix •* 3fr. 

L'Auteur réunit dans cet opuscule, que tous les étudiants 
méditeront avec fruit, les notions fondamentales de géométrie 
projective utilisées dans son Cours de Géométrie de l'Ecole 
Polytechnique : propriétés du rapport anharmonique; divi-
sions et faisceaux homographiques; génération des coniques 
et quadriques; théorème de Desargues; pôles et polaires. 
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Signalons, entre autres détails intéressants, la méthode si 
intuitive employée pour rattacher au théorème de Desargues 
la notion de polaire. 

Les théories esquissées dans ce petit Livre sont souvent, 
dans les Cours de Spéciales, dispersées en divers Chapitres. 
Cet exposé d'ensemble, fait d'un point de vue purement géo-
métrique et où M. M. d'Ocagne n'a pas manqué d'exercer les 
précieuses qualités d'élégance qui caractérisent tous ses 
ouvrages, présente aux élèves les notions essentielles sous la 
forme la plus frappante, la plus aisée à retenir. Il rendra grand 
service et le lecteur en retirera, non seulement un profit 
direct, mais, ce qui est peut ctre mieux encore, un grand 
plaisir et uri exemple de la plus fine qualité. 

H. V. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2 3 8 8 . 
(1919, p. 39.) 

Dans un quadrilatère complet, les orthopôles de chacun 

des côtés, pris par rapport au triangle formé par les trois 

autres côtés, sont quatre points collinéaires avec les ortho-

centres des quatre triangles obtenus en prenant les côtés 

trois à trois. 

En déduire que, dans un triangle, Vorthopôle d'une 

droite appartient à la perpendiculaire abaissée de Vortho-

centre sur la transversale réciproque de cette droite. 

R . G O O R M A G H T I G H . 

S O L U T I O N 

P a r I ' A U T E U R . 

Considérons le quadrilatère complet formé par un triangle 
ABC et une transversale A'B'C'. D'après des théorèmes 
connus, les orthocentres des quatre triangles obtenus en 
prenant BC, "CA, AB, A'B'C' trois à trois appartiennent à la 
directrice A de la parabole ir tangente à ces droites, et A est 
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l'axe radical des cercles de diamètres AA', BB', G C'. Or ces 
cercles ne sont autres que les cercles podaires de A', B', G' par 
rapport au triangle ABC, et, d'après le théorème de T. Lemoyne 
(TV. A., 1904, p. 400), ces cercles ont même puissance par 
rapport à Torthopôle de A'B'C' par rapport au triangle ABC; 
cet orthopôle appartient donc à A, ce qui démontre la pre-
mière partie de l'énoncé. 

La deuxième partie résulte ensuite de cette proposition 
connue que la transversale réciproque de A'B'C' par rapport 
au triangle ABC est parallèle à l'axe de T:. 

Autres solutions par M M . BOUVAIST, THÊBAULT, SKRBAN, A . GHEORGHIN. 

2422. 
(1919, p. 36o.) 

On considère les ellipses U qui ont un même foyer F et 

un même sommet B du petit axe. Trouver : 

Venveloppe de ces courbes; •>." le lieu des sommets A 
et A' du grand axe ; 3° le lieu du centre de courbure en B ; 
4° le lieu du centre de courbure au second sommet B' du 

petit axe. J . N E U B E R G . 

S O L U T I O N 

Par Bené MARCHAY. 

i° Le grand axe des ellipses est constant et le foyer mobile 
F' décrit un cercle. Soit donc, en généralisant un peu la ques-
tion, à trouver l'enveloppe des coniques qui ont un foyer fixe F, 
dont l'autre foyer F' décrit une circonférence (F ' ) et dont 
l'axe focal est constant. 

M étant commun à deux de ces coniques qui correspondent 
à deux positions infiniment voisines F' et F't du foyer mobile, 
on aura 

MF =t MF' = î f l = M F ± MF'j, 
d'où 

.Y1F'= MF' t; 

MF' est donc normale à (F ' ) . L'enveloppe cherchée est donc 
une conique ayant pour foyers F et le centre de (F ' ) . Dans le 
cas présent cette enveloppe est l'ellipse de foyers B et F et de 
grand axe 3a. 

20 Soit G le centre d'une ellipse U. Son lieu est le cercle (G) 

Ann. de Mathémat5é série, t. I I . (Mars 1924. ) 
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de diamètre FB; on en conclut que les extrémités du grand, 
axe décrivent un limaçon de Pascal (cardioïde ayant en F le 
rebroussement). 

3° et 4° Le centre de courbure D en B est à l'intersection 

de BG et du cercle circonscrit à BFF'; l'angle BFD est donc 
droit et le lieu de D est la perpendiculaire élevée en F à la 
droite BF. 

Soit enfin D' le centre de courbure en B'; on a 

B'D = BD. 

Or B' décrit le cercle de centre F et de rayon BF, le lieu 
de D' est donc une strophoïde droite. 

Autres solutions par l'Auteur et MM. BOUVAIST, CONVERS, 
EDMONDSON, ROY . 

2423. 
( 1919, p. 2tio.) 

On considère les coniques U qui ont même axe focal i a 

même foyer F, et le second foyer F' en un point quelconque 

d'une droite donnée. Trouver : 

i° Le lieu des sommets A et A' de l'axe focal; l'enve-

loppe des directrices d, d'; 3° l'enveloppe des coniques U. 

J . N E U B E R G . 

S O L U T I O N 

Par G. R O Y . 

I° Le centre O des coniques U décrit une droite Ai homo-

thétique dans le rapport ^ de la droite A lieu de F', le centre 

d'homothétie étant F. Les sommets A et A' étant tels que 

OA = O A ' = a, 

ces deux points se déplacent sur une conchoïde de Nicomède. 
2 ° Soient D et D' les points de rencontre de d et d! avec 

Taxe, on a 
ÔF.OD = — ÔF .ÔD 7 = a», 

le lieu des points D et D' est donc formé de deux conchoïdes 
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de Sluze jumelles, mais ce lieu est la podaire des enveloppes 
de d et d'par rapport à F qui sont, par suite, des paraboles. 
Déterminons leurs foyers. Si I désigne l'intersection de d avec 
la parallèle à At menée par K tel que, Oi étant la projection 
de F sur A,, 

OjF .OJK = a2, 

et si Ft est le point de rencontre de OiF avec la perpendicu-
laire en I à ûf, on a 

OTF.ÔTK = ÔF.ÔD 

et les deux points O et Oj ont même puissance par rapport 
au cercle to de diamètre IF. On a donc 

010 = Oi o> 

et la perpendiculaire au milieu de OOi passe par w, elle passe 
aussi par le milieu de Kl et 

070 = KL 

Les triangles rectangles FOOi et F t IK sont donc égaux et 

ÔTF = KFy 

La parabole cherchée, enveloppe de d, a donc pour foyer Fi 
et pour tangente au sommet la parallèle à A menée par K. 

Si E et E' sont les points de rencontre de d et d'avec FOi, 
on a 

ËI\ FÔ^= o a* 

et par suite EE' est constant et l'enveloppe de d'se déduit de 
celle de d par translation. 

3° Si M est le point caractéristique d'une conique U, on 
voit facilement que MF' est perpendiculaire sur A tel que 

M F ' + M F = 2 a ou | MF'— MF | = 2a. 

Et l'enveloppe est constituée par le lieu des points tels que 
la somme de leurs distances ou la différence de leurs distances 
à un point et à une droite est constante : on sait que ces 
lieux sont des arcs de parabole dont les limites sont faciles à 
déterminer. 

Autres solutions par l'Auteur et M M . BOUVAIST, CONVERS, 

EDMONDSON, MARCHAY. 
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2434. 
11920, p. 39.) 

Etant donnés une sphère S, l'un de ses diamètres A, 
deux de ses tangentes A} et A2 parallèles à A, dont les 

points de contact soient diamétralement opposés, enfin les 

grands cercles G, et C2 de cette sphère, dont les plans, 

menés par le diamètre perpendiculaire au plan de Ai et Aâ, 
sont inclinés à 45° sur A, on considère le conoïde droit F, 
de directrice A, qui passe par les cercles Ci et Cs, puis les 

conoïdes droits et P2, circonscrits à S, qui ont respecti-

vement pour directrices Ai et A2. On demande de calculer 

les volumes des solides constitués par : 

La partie du conoïde T limitée aux cercles Ci et C2 ; 
>" La partie du même conoïde intérieure au cylindre 

circonscrit à la sphère S et d'axe A; 
3° Vensemble de la sphère et des conoïdes Fj et l\ 

limités respectivement à leurs directrices bi et A2. 
M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . PHILBERT DU PLESSIS. 

Prenant pour direction de la verticale celle de l'axe A. 
pour plan de front celui qui contient cel axe et les tangentes Ai 
et A2, considérons les projections horizontale et verticale de 
la figure définie dans l'énoncé. 

Dans un plan horizontal quelconque, on a les génératrices 
ntinii et n^n^ du conoïde T, d^rx et d^sx du conoïde r t , d2r2 

et d2Sï du conoïde Tj, et l'on voit que, si cr est l'aire du 
triangle omvnx, a celle du secteur eirculaire op\_dxqx, celle 
du triangle mixtiligne et si R est le rayon de la 
sphère, on a, pour les trois volumes demandés, 

R 

V = . J 
• 0 

R 
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Les aires T, <j' et <J" sont faciles à déterminer. En effet, on a 
immédiatement 

oey = z, elni=\/R2— *2 ziJ tangto = 

d'où 
<7 = Z /R2 — 2Z*, 

\/R2 — 2Z2 

a' = R2 arc tan g 
y/R2— 2S2 

D'autre part, puisque 

^i5! = Rsin6 et o$ !=Rcos6, 
7 "= R2(sin6 cos0 — u> cos26). 

D'ailleurs, comme tangentes issues d'un même point à une 
même sphère, on a 

z = d\d\ = diSi= R sinÔ, 
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d'où 
dzz= R cos6 dû, 

6 variant de o à ^ quand z varie de o à R. 

Finalement, on obtient 

2L 

V =r 4 f r M v/R2— 2 Z* dz, 
'0 

2L 
.v/2 

•/ /r,« v/R2" 7 ' = 4R2 i arctang- dz 
Jo * 

/ r 
V"=^R3_1-4R> / (sinecos*e — 6cos3e)^e. 

3 »yo 

Nous allons calculer successivement ces trois intégrales que 
nous représenterons par I, Y et I". 

i° Pour le calcul de J, il suffit d'effectuer le changement de 
variable défini par 

pour lequel 
— 2Z dz = u du. 

R R3 

il transforme l'intégrale en 

I = - / U* du =: ~ 
' À . A> 6 

Par suite, 

V = 

2° Passons au calcul de J'. Si l'on pose 

y/R*_ 2Z* _ 
z ~~ 

d'où 
R 

1' 
( Í2 -f-

on a, en intégrant par parties, 

dt 
J * arc tangí.¿fe = s. arc tangí 

C-

= s.arc tan * 
(H- Í* 2>* 
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Or, pour ¿ = o et ¿ t — , on a respectivement t = oc et 
V2 

t — o. Il s'ensuit que 
dt r=nf ! 

l)(f»H-2)* 

Effectuons dès lors le changement de variable défini par 

\/r2 + 2 = t -h v/îw 
011 

I — u /= - = » 
y '2 ii 

pour lequel on a 

i-b w2 . (i-+-w)2 . —(ii + I , 12 -M = , / î+2 = i. , ofr = 1 — du. 
2W 2 w 1 \Jiu \Ju 

Gomme, d'autre part, pour t — o et t — » , on a w = i 
et u = o, il vient, par ces substitutions, 

l ' c R f ' j L " » . 
J0 i + u* 4 

Dès lors, 
V' = tt R3. 

3° Les formules classiques de la multiplication des arcs per-
mettent bien aisément de mettre l'intégrale I" sous la forme 

7t 
i r 2 
- / [sin 6 -+- sin 3 8 — 6(3 cosô -+- cos 3 6)] 
4 J0 

ou, si l'on applique une intégration par parties au terme con-
tenant 6 en facteur, 

= - — ' (3eosÔ -h sin 3 6 ) — ~(9sinO -+-sin36) 
4 L 5 a 

— - (•il cos6 -h cos36) I 
9 Jo 

7C 

= [__ 1(9 cosô -h cos 36) — (9 sin8 -h sin30)] 
L 9 12 Jo 

__ IO 7T 
~ ~ ~ 3' 



( 24o ) 

Portant cette valeur dans l'expression de V". on a 

9 

Il est assez curieux que les volumes V et V", bien que 
s'appliquant à des solides dans la délimitation desquels 
interviennent des corps ronds, soient indépendants du 
nombre TT ; quant à V', l'intérêt qui s'y attache tient à 
l'extrême simplicité de l'expression où figure ce nombre iz. 

2457. 
( 1922-1923, p. 190.) 

On donne une conique, deux points A et A' sur la courbe, 

un point P dans son plan. Si AM et A 'M' sont deux cordes 

variables de la conique telles que la droite MM' passe au 

point P, les droites AM et A'M' rencontrent une droite fixe 

menée par ce point en des points I et I' qui sont en involu-

tion sur cette droite. G. F. 

S O L U T I O N 

P a r J. RODRÍGUEZ BACHILLER. 

La correspondance entre f et V est évidemment algébrique 
et (1, 1), donc homo graphique. Pour vérifier qu'elle est 
involutive, joignons IA' qui coupe la conique donnée en N', 
puis PN' qui détermine sur la conique donnée le point N; 
il reste à montrer que la droite AiV passe par V. C'est ce qui 
est évident parce que le théorème de Pascal appliqué à l'hexa-
gone AMM'A 'N 'NA prouve que les points de rencontre des 
côtés (AM, A 'N ' ) = I, (MM', NN') = P, (M'A' , NA ) == F, sont 
en ligne droite. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r M M . BOUVAÎST, HARMKGNIES, P IEDVACHE. 



( ) 

[ K l 9 a ] 

SUR LES DROITES MOYENNES D'UN TRIANGLE ; 

P A R RAOUL B R I C A R D . 

1. Le principe de la géométrie de direction de 
Laguerre consiste (dans le plan) à considérer une 
droite comme support de deux semi-droites, distin-
guées par leurs sens. En regardant avec Riemann le 
plan comme formé de plusieurs f euillets superposés, 
entre lesquels on établit certaines connexions, on peut 
aller plus loin, et une droite apparaît comme support 
de n'èm9s-de-droite, le nombre n pouvant être arbi-
traire. 

Pour simplifier l'exposition, je supposerai dans ce 
qui suit n égal à trois. Le théorème de Morley, sur les 
trisectrices d'un triangle ( ' ) , se présentera comme 
application immédiate. Je dirai ensuite quelques mots 
du cas général. 

2. Soient P0 ,P4 , P2 trois feuillets plans superposés 
à un même plan P. Désignons par D0, D,, D2 trois-
droites orientées, appartenant respectivement à P0, P» 
et P2 et superposées à une même droite D orièntée du 
plan P (semi-droite de Laguerre). On dira que les D, 
sont des tiers-de-droite orientés, ayant IJ pour support 

commun. Une droite non orientée de P peut aussi être 

( l ) N . A . , 1922-192.3, p . 2.54. 

Ann. de Mathémat., 5" série, t. II. (Avril 1924.) 
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considérée comme support de six tiers-de-droite 
orientés ( 1 ). 

Il est commode de pouvoir donner aux indices qui 
distinguent les feuillets P; des valeurs entières quel-
conques, étant bien entendu que les feuillets P, et Py 

coïncident, si l'on a 

i = j ( mod. 3) . 

De même pour les D/. 

3. Dans le plan P, traçons un axe par exemple 
horizontal et dirigé de gauche à droite, et fendons les 
P/ suivant Ox . Soudons le bord supérieur du feuillet 
P/ avec le bord inférieur du feuillet Pi4_,. De la sorte, 
un point M, partant d'une position initiale contenue 
par exemple dans P0 et tournant1 autour de O dans le 
sens positif, passe successivement dans P1 et P2 et 
revient dans P0 après avoir fait trois tours. 

4. Angle de deux tiers-de-droite. — Soient D/ et 
A j deux tiers-de- droite, supposés d'abord passer par le 
point O. On désignera par la notation < ( D / , A j) le 
plus petit angle dont il faut faire tourner D, dans le 
sens positif pour l'amener en coïncidence avec A j. Cet 
angle est toujours compris entre O et 6TC. Il est clair 
que l'on a 

( 1 ) < ( D / , A Y ) - H < ( A Y , D J ) = 071. 

En particulier, O x étant considéré commeapparte-

( ' ) Les droites dont il sera question dans cet article étant 
presque toujours orientées, ainsi que les tiers-de-droite, j 'omet-
trai le plus souvent de le spécifier. 
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nant à P0, l'angle <T D t ) sera dit orientation de 
D , 

Si D¿ et Aj occupent des positions quelconques, 
Tangle < (D/, A y ) est par définition l'angle des tiers-
de-dbroites parallèles à D/, Ay et de mêmes sens, menés 
par le point©. 

o. Trisectrices d'un tmgle. — Soient encore les 
tiers-de-droite D/ et A y passant par l'origine. Il existe 
un tiers-de-droite unique LA, passant par l'origine et 
tel que l'on ait 

(2) <(D/, L * ) = 

LA est la trisectrice de l'angle < (D/, Ay ). 
Si, laissant fixes les supports D et A, on fait varier 

les indices ¿et y, on reconnaît aisément que les diverses 
trisectrices L* ont pour supports les six rayons d'un 
hexagone régulier. 

L'angle < (Ay, D/, ) a également une trisectrice M/, 
définie par 

(3) <(Ay, M/) = I ' < ( A y i D 

Ajoutant (2 ) et (3 ) en tenant compte de (1), 011 
obtient 

< ( D/, U ) -+- < (Ay, M/) = \ 6* = <2 TU. 

On peut aussi écrire, en introduisant les supports 
des divers tiers-de-droite qui figurent dans la notation 
précédente, 

< ( D , L ) h - < ( A , JV1) = 27T, 

ce qui s'interprète ainsi : Vangle <C (D, A ) et Vangle 

<C (L , TVf) ont la même bissectrice Cette remarque 



( 244 ) 

facilite le tracé de Tune des trisectrices L, M, quand on 
connaît l'autre. 

Les définitions données permettent de considérer les 
trisectrices comme tiers-de-droite. Mais, pratiquement, 
on peut ne faire intervenir que les supports des trisec-
trices, c'est-à-dire considérer celles-ci comme des 
droites orientées, dans le plan ordinaire. Cela résulte 
du fait que A/ est bien déterminé par la connaissance 
de D; et de L. On a en effet d'après ( 2 ) 

< ( l ) „ Ay) = 3 < (D/ , L*). 

Si l'on fait varier l'indice k, L restant fixe, le second 
membre et par conséquent le premier ne varient que 
par multiples de ce qui ne modifie pas Ay. 

On a supposé D, et A y passant par l'origine. Le cas 
général se ramène à ce cas particulier par une transla-
tion. 

6. Expressions analytiques. — Pour le traitement 
analytique de la théorie qui nous occupe, il est indiqué 
d'employer les coordonnées isotropes. On sait que, 
(X , Y ) étant les coordonnées cartésiennes rectangu-
laires d'un point, les coordonnées isotropes de celui-ci 
sont les nombres 

x = X -+- Y i, y — X — Y i, 

d'où l'on tire 

X = i ( x + y \ Y = X i x - y ) . 

Soil l ) une droite orientée du plan P, passant par 
l'origine. Désignons par© l'angle D) , compris 
entre o et 2TZ. La droite support de D a pour équation 
en coordonnées cartésiennes 

— sin ç X -4- cosi> \ = 0 , 
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et en coordonnées isotropes 
QQ y 

— sincp(.r -4- y ) c o s e p — j - * - = o, 

ou 

( eos? — i sin cp) x — ( cos© -h i s\ny»)y = o, 

ou encore 
e-tyx — el'9y = o. 

Posons 
u. L'équation obtenue s'écrit 

x — u- y = o. 

On dira que u est le paramètre delà droite orientée D. 
La droite orientée opposée, qui a le même support, a 
pour paramètre — u. 

Considérons maintenant un tiers-de-droite D/, 
passant encore par l'origine. Soit L la trisectrice 
(orientée) de l'angle <C ( 0 # , D/). Comme on l'a vu, la 
connaissance de L détermine parfaitement D/. Si l'on 
pose 

le support de D/ a pour paramètre t* et a pour 
équation 

x — tGy = o. 

La droite non orientée représentée par l'équation 
précédente est le support de six tiers-de-droite. 

Précisons. Donnons-nous te' = k. Si l'on désigne 
par t l'une des racines de cette équation binôme, les 
cinq autres sont 

— t, ± (0 =b w2 

en posant 
2 7C / 

Les tiers-de-droite correspondant à to w2 t sont 
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dans des feuillets différents. Les trois tiers-de-droite 
correspondant à — t, — —oy21 sont opposés aux 
premiers. 

Un tiers-de-droite quelconque, ne passant pas par 
l'origine en général, a pour support la droite d'équation 

x — t*y — a = o, 

où a est une constante (satisfaisant à une condition 
facile à former, si l'on veut que la droite soit réelle). 

Le tiers-de-droite correspondant à une valeur donnée 
de t sera désigné par la notation D ( a). On dira que t 

est le paramètre de ce tiers-de-droite (le paramètre de 
la droite orientée du plan P, support de D/, est i3 ) . 

7 . Droite moyenne de trois tiers-de droite. — 

Soient trois tiers-de-droite D ( ^ , a , ) , D ( t 2 , 

D(/ :n a3 ) , d'orientations toutes différentes, D(£;, a/) 
ayant pour support la droite 

x — tfy — ai—O. 

Considérons la droite ayant pour équation 

( i ) Il x-tfy-ai tj t\\ | = o ( i = i , * , 3 ) . 

Pour développer cette équation sous une forme qui ne 
soit pas trop prolixe, posons 

n-tj=«/). 

On a les identités 

IL I t\ t\ | | = ( 2 I ) ( 3 I ) ( 3 2 ) , 

11«? n ti | l= ' î ' ï * i (a i ) (3 i ) (32 ) , 
|| ai tj tf || = ai<îiî(32)-+-a1iîiî(i3)4-a8iïiî(2i), 
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( Ml ) 

(5 ) (<ii){ïi)(Z<i){x-t\t\tly) 

Cette droite est le support de deux droites orientées, 
au sens ordinaire. L'une de celles-ci a pour paramètre 
t4 12 £3 . 

Je l'appellerai la droite moyenne des trois tiers-de-
droile a/) et je la désignerai par la notation 
A (¿i, ; fo, a 3 ; ¿g, a3 ) . Il suffit dans bien des cas 
d'écrire A ( t{, t2, t3). 

Cette droite moyenne, définie par (4 ) ou (5), dépend 
en apparence du choix des coordonnées. On peut 
reconnaître par un calcul simple qu'il n'en est pas 
ainsi, et qu'elle ne dépend que des tiers-de-droite 
D(i/, ai). Mais cette vérification est inutile, car la 
propriété d'invariance dont il s'agit résulte de la cons-
truction géométrique de A ( t n t2, i3 ) , qui sera exposée 
plus loin. 

8 . Propriétés de la droite moyenne. — i° Si les 

D(£/, ai) concourent, A (tt, t2, t3) passe par leur 

point commun. En effet l'équation du support de A est 
une combinaison linéaire des équations des supports 
desD(/,, a/). 

2° SiT>(t{, a{) etD(l2l a2) ont un même support 

(à Vorientation près) non parallèle au support de 

D(*3,a3), A(tn 13) est la trisectrice d'un angle 

dont les côtés ont mêmes supports que D(iM a<) et 

Il résulte d'abord du i° que A concourt avec les 
deux supports considérés. En second lieu, D(£<, aK ) et 
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D(/2 , #2) ayant le même support, on a 

¿2 = a/j, 

a étant une racine sixième de l'unité (autre que 1). Le 
paramètre de A est 

= *t\h= (af,)*(tt-W3). 

A est donc la trisectrice de l'angle 

< [D(a/„ a{), D(a-»ia, «s) ] , 

ce qui établit la proposition, a""' étant comme a une 
racine sixième de l'unité. 

3° Etant donnés quatre tiers-de-droite D(i {-, a i ) 
(/ = 1, 2, 3, 4)? les quatre droites moyennes que Von 

obtient en les combinant trois à trois sont concou-

rantes. 

C'est là la propriété fondamentale. Il suffit de 
l'établir pour les trois droites 

Or les équations de leurs supports sont respectivement 

( 3» ) ( 4 2 ) ( 43 ) ( * - t\t\t\y ) = a21\ 11 ( 43 ) 

-f-«3*2*1(24) + 

0 3 ) (43) (\i){x-tlt\tly) = azt\tlMi) 

-h «1 ¿4 ¿3 (34 ) •+- (l3), 

( 2 1 ) ( 4 1 ) = ' ¡ ¿ 1 ( 4 2 ) 

-4- -H' ¿M^K' i l ) . 

Multiplions les équations respectivement par 

t\{41), ¿1(42), t\i 43), 

et ajoutons. On trouve, par un calcul simple, que le 
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résultat se réduit à 0 = 0 , ce qui établit la propo-
sition. 

9. Droites moyennes d'an triangle. — Soient 
D1 ; D2, D;l les droites supports (non orientées) de 
D(*/, ai). Chacune d'elles supportant six tiers-de-
droite, il semblerait a priori que le triangle D 4D 2D 3 

donnât lieu à la construction de 6:} droites moyennes. 
Mais le notabre des droites moyennes distinctes est 
bien moindre. En premier lieu, comme les */ ne figurent 
dans les équations quepar leurs carrés, il suffit de donner 

à chacun d'eux les valeurs to*/, to2 ti [to = e 

En second li eu, on reconnaît que A(*i , *25 13) ne 
change pas, si l'on multiplie tousles // par to ou par w2, 
ce qui permet, dans la recherche de toutes les combi-
naisons, de donner à *< par exemple une valeur fixe. 
De la sorte, le nombre cherché se réduit à 3 2 = g -
Ainsi un triangle a neuf droites moyennes (non 
orientées). 

On peut écrire comme il suit les symboles de ces 
neuf droites 

j A ( ¿1, ¿2, h ), A (tu W*2, ¿3 ), &(tu ¿3 

( T ) > A(*1, W*2, 0)2*3 ), A(*!, *2, W*3 ), A (*,, *2, W2*3), 
J A ( * l 5 W 2 *2 , W*3 ), A ( * i , W2 *2, W2*3 ) , A ( t u OJ*j, 0>f3 ) . 

On reconnaît immédiatement, en considérant les 
paramètres de ces droites, que les trois droites figurant 
dans une même colonne sont parallèles et que trois 
droites figurant dans trois colonnes différentes sont 
parallèles aux côtés d'un triangle équilatéral. 

Il est clair qu'un symbole A (tt, *2? ¿3) ne change pas 
de signification si l'on y permute d'une manière quel-
conque tf, i2 et 13. 
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10. Construction d'une droite moyenne. — Soit à 
construire la droite moyenne A ( t t , t2l 13) des trois 
tiers-de-droite D ai) (i= i , 2, 3 ) (voir fig. ). Adjoi-
gnons à ceux-ci le tiers-de-droite D(<JI)1«, aK). D'après 
le n° 8, 3°, A ( f n t2, t3) concourt avec les deux droites 

wi j , /s ) et A ( * i , w i i , 13). 

Désignons par A, , A2 , A s les sommets du triangle 
formé par les D ( t;, ai). La première des droites 

indiquées ci-dessus est une-certaine trisectrice de 
l'angle A 2 A|A 4 (n° 8, 20), et l'on sait la construire 
avec précision. 
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De même la seconde droite est une trisectrice de 
l'angle A 3 A 2 A 1 . t2, t3) concourt aussi avec 

A ( tu b>*t i t tt) et , A ( i j , Mtu t3). 

La droite moyenne cherchée passant par deux points 
connus peut ainsi être construite. 

On a bien vérifié qu'elle ne dépend pas du choix des 
coordonnées. 

En regardant de plus près la construction précé-
dente, on voit que ¿2, t:i) concourt avec 

A ( * j , oWt, tt) e t A ( t u ¿3), 

A ( * i , w 2 * , , tt) e t A ( * i , tz). 

\(t2, ti) e t A(¿2? i 3 ) , 

A ( * 2 , ti) et A ( f ? , o>2¿2, ¿3)? 

A ( * 3 , WÎ 3 ) ¿ j ) e t A ( * 3 , Î j ) , 

W»*3, f , ) e t A ( * 3 , tt). 

Ainsi une droite moyenne passe par six points de 

rencontre de trisectrices. 

11. Triangles de Morley. — Prenons dans le 
tableau ( T ) ( n ° 9) deux droites moyennes dont les 
symboles appartiennent respectivement à la première 
et à la deuxième colonne, par exemple 

¿2, h) e t A ( * i , (ût2, tz). 

Quel que soit le choix, il existe dans ces symboles 
deux des paramètres t{, t2, £3 dont les coefficients sont 
proportionnels. Ici ce sont tK et*3. Dans la troisième 
colonne, on trouve le symbole A(£4, 0J2£2, t3 ) présen-
tant^ même particularité. Associons aux deux symboles 
choisis en premier lieu l'un des deux autres symboles 
de cette colonne, par exemple 
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On a choisi, en définitive, les trois droites 

à(tu ¿2, /3), A a ) t2 , t3), à(tu h, w « f , ) . 

On vérifie que, dans deux quelconques de leurs 
symboles, les couples t2) ou ¿3) ou (¿2, ¿3) ont 
leurs coefficients proportionnels. Je dirai que le 
triangle équilatéral formé par ces trois droites est 
un triangle de Morley du triangle A< A2 A ; î. 

Comme on l'a vu, on peut choisir arbitrairement 
deux des côtés d'un tel triangle dans les deux premières 
colonnes de ( T ) , et il y a encore deux choix possibles 
pour le troisième côté. Le nombre des triangles de 
Morley est donc égal à 32 x 2 = 18. 

Cela posé, en raisonnant comme au n° 9, on voit que 

¿2, h ) et A U i , 10*2, ¿3) 

concourent avec les trisectrices 

P s = ¿2, to t i ) et Y, = A ( * 2 , iut2, t 3 ) ; 

A ( i , , ¿2, h) et A ( * i , t2, w * i 3 ) 

concourent avec les trisectrices 

Y, = A ( f t , i 3 , *>*h) et p 1 = A ( t i f 13, a)2¿3); 

A(/i , ¿3 ) et A ( i j , /2> w 2 î 3 ) = w i 2 , mt3) 

concourent avec les trisectrices 

Y a = A ( i 1 ? O)«!, w i 2 ) et p 2 = U)i1; /3). 

pi et sont deux trisectrices, respectivement de 
l'angle A 2 A , A 3 et de l'angle A 3 A , A2 . Le produit de 
leurs paramètres est égal à fcjiij. Ce sont donc deux 
trisectrices conjuguées, en entendant par là que ces 
deux trisectrices sont symétriques par rapport à la 
bissectrice de l'angle A2 A3 . On le reconnaît immé-
diatement en se reportant à la signification des para-
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mètres. De même ¡32 e t Y2 ' e tY 3 s o n t trisectrices 
conjuguées des angles A2 et A3 du triangle A^AoAj . 
Ainsi : 

Un triangle de Morley a chacun de ses sommets 

aux points de rencontre de deux trisectrices du 

triangle A , A 2 A 3 , chaque angle intervenant par 

deux trisectrices conjuguées. 

En particulier, si les trisectrices et y,- sont les six 
trisectrices intérieures (cas de la figure ), elles se ren-
contrent deux à deux aux sommets d'un triangle de 
Morley. Le théorème est évident si A< A 2 A 3 est équi-
latéral, et il s'étend par continuité à un triangle quel-
conque. 

C'est là le théorème de Morley dans le cas le plus 
simple. 

Il est intéressant de tracer la configuration complète. 
On ne pourrait malheureusement le faire ici qu'à une 
échelle trop réduite pour la clarté. 

12. Extension de la théorie au cas général. — Si 
l'on écrit l'équation d'une droite sous la forme 

x — t2n y — a = o, 

on peut considérer cette droite comme support de 
±n nièmes-de-droite orientés, correspondant aux 2 n pa-
ramètres 

± t, =b w*,. . . iùfl-H, 

où (D est une racine primitive de l'équation binôme 

(±)n—1 = 0. 

On a supposé le plan P recouvert de n feuillets 
P0 , . . . ,PW_4, fendus suivant Ox , le bord supérieur du 
feuillet Pà étant soudé au bord inférieur du feuillet 
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(P„ —P 0 ) . Les rciémes-de-droite opposés de para-
mètres ± : t sont dans le feuillet P^. 

Etant donnés n /iiêmeS-de-droite 

D(i/, ai) = x — t}'1 y — ai— o ( f = i, 2,.. 

on appelle droite moyenne des D a i ) la droite 
orientée du plan P dont le support a pour équation 

\\x - t}ny - ai tj . . . | | = o (i = i, 2,. . . ,n) , 

et qui a pour paramètre tK t2. . . tn. 

Si l'on se donne seulement les supports desD(^-, a/), 
le nombre des supports de droites moyennes est égal 
à nn~{. 

Le théorème fondamental du n° 8 s'étend au cas 
général : étant donnés n + i nil'mes-de-droite, les 

n -h i droites moyennes obtenues en les combinant 

n â n sont concourantes. Cela résulte d'un calcul de 
déterminants. 

Cette propriété permet de construire les droites 
moyennes de n /*,ê,nes-de-droite donnés, en opérant 
d'une manière analogue à celle qui a été exposée pour 
n — 3. 

[ O ^ e ] 
SUR UNE GÉNÉRALISATION DES THÉORÈMES » E JAMET ; 

PAR R. GOORMAGHT IGH. 

Un Mémoire publié en 1887 P a r ^• J a m e t dans 
les Annales de VEcole Normale supérieure ( • ) con-

( J ) Série 3, t. IV, supplément. 
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tient trois théorèmes remarquables qu'on peut énoncer 
ainsi : 

Si deux courbes triangulaires symétriques d'in-

dices n{ et n2, ayant même triangle de symétrie (ou 

deux courbes de Lamé d'indice nK et n2 ayant mêmes 

axes) se touchent en un point, leurs courbures en ce 

point sont dans le rapport de (nK — i ) à (n2 — i ). 

Si deux surfaces tétraédrales symétriques d'in-

dices nK et n2, ayant même tétraèdre de symétrie 

(ou deux surfaces de Lamé d'indices /2< et n2 ayant 

même axes) se touchent en un point, leurs indica-

trices en ce point sont homothétiques, le rapport 
i i 

d'homothétie étant (n2 — i )2 : (nK — i )2. 

Si deux courbes tétraédrales symétriques d'in-

dices nK et n2, ayant même tétraèdre de symétrie, se 

touchent en un point, leurs plans oscillateurs en ce 

point coïncident et leurs courbures sont dans le rap-

port de (nK — i ) à (n2 — i ). 

1. Considérons maintenant ( * ) les courbes ayant 
pour équation, en coordonnées cartésiennes, 

3 

(i) = 

1 

f i -> f z i fa désignant trois fonctions quelconques des deux 
variables x, y. A chaque valeur de l'indice n, il corres-
pond une courbe ( i ) ayant en un point donné une tan-
gente donnée. Dérivant ( i ) par rapport à on al'équa-

( * ) Une note présentée à l'Académie des Sciences (18 novembre 
1918) résume les résultats qui suivent ainsi que quelques autres 
généralisations des théorèmes de Jamet. 
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tion 

( 2 ) 

qui, combinée avec ( i ), donne lieu aux relations 

n ) « t l / i ^ r ) ] * - 1 = *«[/«(*, jo ]*-1 = ^ [ / » ( ^ r ) ] " - ^ 

dans lesquelles les fonctions 4> ne dépendent que de ¿r, 
V, JK • D'autre part, dérivons encore ( 1 ) par rapport à 
nous aurons l'équation 

1 3 

1 

qui, par des calculs faciles et eu égard à (3) , peut se 
mettre sous la forme 

u , J 

P 

où p désigne le rayon de courbure de ( 1 ) au point 
(x, y) et où K, L, J sont des fonctions de y' seuls. 
La dernière relation donne lieu aux théorèmes sui-
vants : 

Soient /si/*,/* trois fonctions données de deux 

variables ; si trois courbes 

1 

d'indices n,, /?2, n-s se touchent en un point, leurs 
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rayons de courbure p,, p2, ^ correspondant à ce point 

sont liés par la relation 

( 4 ) 1 — — — = o. 
p l p2 p3 

Si quatre des courbes considérées sont tangentes 

en un même point, te rapport anharmonique de leurs 

courbures en ce point est égal ci celui de leurs 

indices. 

2 . APPLICATIONS. — a. Coordonnées barycen-

triques. — On déduit des développements précédents 
des propriétés identiques pour les courbes dont l'équa-
tion en coordonnées barycentriques s'écrit 

s 

1 

Quand les fonctions f sont linéaires et quand on prend 
/ i 3 = i , i : p3 est nul, et la relation (4 ) donne le 
théorème de Jamet. 

b. Courbes axl -+- by71L -f- c == o. — Soient A et B les 
points où la tangente en un point M de la courbe 

( 5 ) axl h- bym H- c = o 

coupe les axes O r , O y , D el E ceux où la normale 
coupe ces axes, A' , B' les points où cette normale 
rencontre les perpendiculaires élevées en A sur Ox et 
en B sur Oy; posons A ' D . = gr, B'E = p. Pour étudier 
la courbure de (5 ) au point M, prenons 

i 

Lorsque nK = m, ( i ) donne la courbe ( 5 ) ; pour n2 = i 

Ann. de Mathémat5e série, t. II. (Avril 1924.) 20 
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et riz = y j on a des paraboles dont les équations ont 

les formes 

axm -h by H- c = o, a x -+- by1 -h c =s o ; 

d'après une propriété connue, on aura donc 

c. Courbes X, r" -j- À2/*j — a. — Soient (a r64 

( a2b2) les coordonnées de deux points F4 , F2 du plan 
et posons 

M*, y) = — ( jk — >2, 

M*, y) = - « 2 - h (7 - M2 , M*, y) = » ; 

on obtient alors les courbes dont l'équation en coor-
données bipolaires a la forme 

(<>) X i r ï + Xjr? = a. 

Pour î et /i = 2 cette équation représente res-
pectivement une ovale de Descartes et un cercle. Soient 
M un point de la courbe (6), FJ et F,' les points où les 
perpendiculaires élevées sur MF, et MF2 en F< et F2 

rencontrent la normale en M àia courbe, F't e t F j ceux 
où les perpendiculaires élevées en F t et F's sur la normale 
coupent les droites MF, et MF2, N et T les intersec-
tions de la normale avec F, F2 et F|' F '̂. Les points N 
et T sont les centres de courbure du cercle et de l'ovale 
de Descartes, qui correspondent aux cas de n = 2 et 

m 

et, par suite (1 ), 
i — l i — m 

Pi P 

( ' ) H. GODUIROY, Journal de VEcole Polytechnique, 1892, p. 37. 
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n = i et qui touchent la courbe considérée en M ; on 
aura donc, G désignant le centre de courbure de la 
courbe (6 ) en M, 

i n — i 2 — n 

MG ~ ~MN~ + ~MT * 

Pour n = la division MNTC est harmonique. 

3. Les développements du paragraphe 1 s'étendent 
sans difficulté au cas des surfaces ; on obtient alors ce 
théorème : 

Si trois surfaces 

- a i [ / i ( ^ r, z)]n 

-H « 3 [ M x , 7 ' * ) ] " - + - « * L A 7 ) * ) ] * = <>, 

correspondant aux indices /?,. /i3 se touchent 

en un point, leurs directions asymptotiques en ce 

point sont en involutionet leurs courbures moyennes 

<r,, t2, <t3 sont liées par la relation. 

( n2 — n3 ) ex, -h ( /i3 — nl ) <js -4- ( n{ — /?2 ) = o. 

Si l'on suppose les fonctions f linéaires et si l'on 
pose /i3 = i, on retrouve encore le théorème de Jamet. 

4. Considérons enfin les courbes gauches ayant pour 
équations cartésiennes 

«i[/iO» 7> oc2[/2(>, 7, *)]" -+- aat/3(^, 7, * ) ] »= o, 
M?*(*>y> y, *)]/l=or 

où f et o désignent des fonctions données. J t o 

Si par un point M, ou se touchent trois de ces 

courbes, on mène une parallèle S à Cun des axes de 

coordonnées et que, sur les binormales des trois 
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courbes, on prend, à partir deM, les segments MB,, 
MB2, MB3 égaux à leurs rayons de courbure, les 

plans menés par B l ? B2, B3 perpendiculairement à 

MB,, MB2, MB3 déterminent sur S les segments, 

MD,, MD2, MD3 liés par la relation 

— — /Il 
MDj MD2 MD3 ~ 

Considérons en particulier deux triangles de l'espace, 
ainsi que les courbes intersections des cônes proje-
tant de deux points fixes quelconques deux courbes tri-
angulaires symétriques d'indices n, ayant les triangles 
donnés pour triangles de symétrie; deux courbes 
et r n 2 tangentes en un point ont même plan osculateur 
en ce point. Si, dans le théorème qui précède, on 
suppose / et cp linéaires et qu'on pose /?3 = i, on 
voit que les courbures de et T

n 2
 sont dans le 

rapport de (n< — i ) à (n2 — i ). Le théorème de Jamet 
s'obtient quand les triangles et points donnés sont des 
faces et les sommets opposés d'un tétraèdre. 

r o * 4 f ] 

SLIR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES 
DE CERTAINES SURFACES GAUCHES; 

PAR CH. BIOCHE. 

La détermination du degré d'une ligne ou d'une 
surface, définie par certaines conditions géométriques, 
est ordinairement assez délicate. Les énoncés généraux 
ne peuvent pas toujours s'appliquer, parce qu'il se 
présente, très fréquemment, des particularités; de 
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sorte qu'on peut être conduit (et cela est arrivé à des 
mathématiciens éminents) à des résultats erronés. 
C'est pourquoi je pense que les remarques suivantes 
peuvent présenter de l'intérêt. 

1. M. Emile Picard a montré ^que, sur une surface 
gauche dont les génératrices appartiennent à un com-
plexe linéaire, il existe une courbe (que j'appellerai 
courbe de M. Picard), dont les tangentes appartiennent 
à ce complexe, cette courbe est le lieu des points dou-
bles de l'homographie existant entre le pôle d'un plan 
passant par une génératrice et le point de contact de ce 
plan avec la surface ; c'est une asymptotique dont le 
degré et la classe sont égaux à la classe d'une section 
plane de la surface. 

2. Considérons d'abord le cas où les génératrices 
n'appartiennent qu'à un seul complexe linéaire et où 
ce complexe est spécial, c'est-à-dire où les droites du 
complexe sont celles qui rencontrent une droite A. 

Le pôle d'un plan passant par une génératrice est 
le point d'intersection de celle-ci avec A. Il n'existe 
plus, sur la surface, d'asymptotique dont les tangentes 
appartiennent à un complexe linéaire (sans quoi les 
génératrices appartiendraient à une infinité de com-
plexes linéaires) et il n'y a pas de relation entre le 
degré d'une asymptotique et la classe d'une section 
plane. 

Par exemple, sur la surface qui a pour équation 

z-— Gx^y — Sx1*, 

les section', planes sont de sixième classe et les asympto-
tiques sont données par 

A 
Y = - 4 - — 7 = » -z. = xu-h 6 K x J x . 

J \]x v 
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A étant une constante arbitraire. Il peut même 
arriver que les asymptotiques ne soient pas algébri-
ques; le cas se présente, par exemple, pour la surface 
du quatrième degré qui a pour équation 

3. Si les génératrices appartiennent à une con-
gruence linéaire, il y a une infinité de courbes de 
M. Picard, dont chacune correspond à un des com-
plexes contenant cette congruence. Ces courbes sont 
les asymptotiques. 

Si les directrices de la congruence sont distinctes, 
chacune de ces courbes a pour degré et pour classe la 
classe d'une section plane de la surface, Mais elle peut 
se décomposer en deux courbes de degré moitié. C'est 
ce qui arrive, par exemple, pour la surface d'équation 

dont les asymptotiques sont des cubiques gauches, les 
sections planes de surface étant de la sixième classe. 

4. Si les directrices de la congruence sont confon-
dues, les courbes de M. Picard se décomposent, cha-
cune d'elles comprenant la directrice de la congruence 
et une courbe qui ne rencontre plus chaque généra-
trice qu'en un point. Par exemple, pour la surface 
ayant pour équations 

z = x*y — 6x2 

et dont les asymptotiques sont données par 

y—— L A X 2 , z — x* L A . A ? 2 — A ? 2 . 

z = ixy — x*, 
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les sections sont de sixième classe, la droite de l'infini 
dn plan x = o est directrice d'une congruence singu-
lière, et les asymptotiques sont les courbes de qua-
trième ordrç et de quatrième classe données par 

y = x3-hA, z = x'+-\-ikx. 

5. On peut déterminer une surface gauche par la 
condition d'admettre pour asymptotique une courbe G 
et d'avoir des génératrices rencontrant une droite D. 

Si les tangentes à la courbe G appartiennent à un 
complexe linéaire, les génératrices de la surface ren-
contrent la droite D', conjuguée de D par rapport au 
complexe. Elles appartiennent donc à une congruence 
linéaire — à directrices distinctes si D n'appartient pas 
au complexe, à directrices confondues si D appartient 
au complexe — et lés asymptotiques, pouvant se 
déduire les unes des autres par une transformation 
homographique, sont des courbes de même degré et de 
même classe que G. 

Si les tangentes à C n'appartiennent pas à un com-
plexe linéaire, il n'y a pas de lignes asymptdtiques 
appartenant à un pareil complexe, cela résulte de ce 
que je viens de dire; et alors il n'y a pas d'égalité 
entre le degré ou la classe des asymptotiques et le 
degré ou la classe, soit de C, soit des sections planes. 
On le voit sur le premier exemple que j'ai cité ( § 2 ) ; 
la surface considérée a été obtenue en prenant pour C 
une biquadratique de quatrième classe. 

6. Si la courbe G est de degré m, de classe K, la 
droite D ne rencontrant pas C, cette droite est direc-
trice multiple d'ordre K de la surface, et celle-ci est de 
degré m -f- K. Si D rencontre C en p points, et est 
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située dans q plans osculateurs, la surface n'est plus 
que du degré m K — p — q. 

Il peut arriver que le degré obtenu, comme je viens 
de le dire, soit double du degré effectif; par exemple,-
si l'on prend pour C la courbe 

X = X4, Y = X:J, Z = X 

et pour D la droite de l'infini du plan X — o, on obtient 
une surface du troisième degré 

au lieu d'une surface du sixième degré, parce que les 
points de la courbe se correspondent deux à deux 
de façon que le plan osculateur en l'un d'eux passe par 
l'autre. 

7. Or ce fait se présente pour les courbes C de degré 
pair, tracées sur une surface du second degré et ayant 
pour tangentes des droites appartenant à un complexe 
linéaire. 

En effet, une courbe possédant ces propriétés est, . 
comme l'a montré Halphen, transformée homogra-
phique d'une courbe donnée par 

X = X*+P, Y = X«, Z = XP, 

a, ¡3, étant des entiers, premiers entre eux, et impairs 
si la courbe est de degré pair. Le plan osculateur en un 
point a pour équation 

( a _ p ) X —(a -h p ) X P ï -+-(a-4- — ( a —P )X « -P = o, 

Soit Via valeur du paramètre correspondant en un point 
où le plan osculateur recoupe la courbe, posons V = \u'r. 
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l'équation qui donne u est 

' ( A _ p ) (a -f- p ) U * 4 - (a H- p) UF* — (a — p) = o. 

Elle a trois variations ; elle admet i comme racine 
triple, et si a et ¡3 sont tous deux impairs (pour 
que -a + p soit pair), on voit que l'équation obtenue 
en changeant a en —• a n'a plus qu'une variation. 
L'équation proposée n'a donc qu'une racine négative, 
et il est facile de voir que celle-ci est — i. 

La droite qui joint des points pour lesquels les 
valeurs de \ sont opposées, engendre la surface qui a 
pour équation 

Elle peut être considérée comme obtenue en prenant G 
comme asjmptotique, D étant la droite de l'infini du 
plan X. = o. 

Si a et [3 avaient été l'un pair, l'autre impair, la 
surface obtenue aurait eu pour équation 

[ R I d ] 
SUR LA DÉRIVÉE RELATIVE D'UN VECTEUR ; 

APPLICATION AU THÉORÈME DE CORIOLIS 
P A R J . S U D R I A . 

Dans un grand nombre de questions où inter-
viennent des vecteurs fonctions de paramètres, il est 
commode de distinguer l'une de l'autre la dérivée 
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absolue dun tel vecteur (c'est-à-diré la dérivée prise 
dans un système de référence fixe) et la dérivée rela-
tive (prise dans un système de référence mobile). 

Cette notion de dérivée relative présente un intérêt 
didactique; si elle est voisine de celle de vitesse rela-
tive, elle difière de celle-ci, non seulement par les 
paramètres intervenant dans la question, mais aussi 
par ce fait que la dérivée d'un vecteur est la différence 
des vitesses de l'extrémité et de l'origine de ce vecteur. 
Parmi les très nombreuses applications qui peuvent 
être faites de cette notion, nous citons la démonstra-
tion du théorème de Coriolis que l'on verra plus loin. 

Généralités. — Rappelons que la dérivée d'un vec-
> 

teur U fixe dans le système de référence entraîné est 

le produit externe [ o , u ] , il étant la rotation instan-
tanée de ce système, et le paramètre variable jouant le 
rôle de temps. Il suffit de faire la figure montrant les 
positions d'un vecteur à l'époque t et à l'époque t At 

ainsi que la position, à ce dernier instant, du vecteur 
du système entraîné coïncidant à l'époque t avec le 
vecteur considéré, pour démontrer les principes sui-
vants : 

DU ^ 
1. La dérivée absolue -77— d'un vecteur U, fonction 

Dp 
> 

du paramètre p est égale à la dérivée relative à un 

système de référence mobile, augmentée de la dérivée 
du vecteur coïncidant, d'où : 

2. Si pour une valeur du paramètre variable unvec-
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teur s'annule, pour cette même valeur la dérivée 
absolue et la dérivée relative de ce veeteur sont équi-
pollentes. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE CORIOLIS. 

Soient Mo et N les positions d'un point mobile aux 

époques t0 et t, M la position à l'époque t du point du 

système de référence entraîné, qui coïncidait avec le 

mobile à l'époque t0. Rappelons que les dérivées abso-

lues (première et seconde) de M0N sont respectivement 
> > 

la vitesse et l'accélération absolue V a et Ja, celles de 
— ^ , > > 

M0M, la vitesse et l'accélération d'entraînement V c et Jc, 
— ^ 

tandis que les dérivées relatives de MN sont la vitesse 
> > 

et l'accélération relatives V r et Jr. 
On a 

M 0 N — M 0 M -h MN. 

Prenons les dérivées absolues des deux membres en 
— > 

utilisant pour le vecteur MN le principe 1 ; il vient : 

> > > r> ] 
V « = V , 4 - V r f-[i2, M N J. 

Prenons encore les dérivées absolues et, faisant t =:t0l 

utilisons pour le dernier terme le principe 2 : 

> > > r> > 1 r> > I 
Ja = J e -b J r + | S2, v j - f - l û ,v,.J. 

Finalement : 

> > > r> > i 
J a = J;.-f- 2 [12, V r J . C. Q. F. D 
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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Lignes asymptotiques^ définition, 

équation différèntielle, propriété caractéristique. Cas des 

surfaces réglées. 

I I . On donne un plan ( P ) et, dans ce plan, une droite x' x. -

S oit une surface (S ) , un point quelconque M pris sur ( S ) 
la normale en M, MI, limitée au point de rencontre I avec 

( P ) et la perpendiculaire IH sur x'x. 

On demande de trouver les surfaces (S) pour lesquelles 

M I = H I . 

On est conduit à une équation aux dérivées partielles 

de premier ordre. 

Des considérations géométriques simples permettent 

d'avoir une intégrale complète. Pour l'obtenir par le 

calcul il sera commode de prendre une nouvelle fonction zï 

définie par 

(i) 5'= x^^y1-^ z*. 

Caractéristiques et dcveloppables caractéristiques. 

Intégrale générale. Y a-t-il une intégrale singulière ? 

Surface intégrale passant par la parabole 

( i ) y = /r, z2 — 2 u x — v = o 

(k, u et v sont des constantes). 

Surface intégrale inscrite dans la surface 

( 3 ) 4y ( -H ^ ) - 4 - JK = o ; 

courbe de contact. 

Nota : On prendra des axes rectangulaires, Vaxe des y 

dans le plan (P). 

SOLUTION DU PROBLÈME ( p a r M . A . S a d e ) . — L ' é q u a t i o n aux 
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dérivées partielles des surfaces ( S ) est 

(y '-+- q*T = (1 p1 -+- ) 

et, en introduisant les dérivées partielles p' et q' de la nou-
velle fonction z\ il vient 

4 S2 H- (>'— 2#)2-j- iq'— 2 JK)2= 
ou, enfin, 

5 =p x-h q y — Z j , 

équation du type de Glairaut. Une intégrale complète est donc 
donnée par 

z' = iax -h 2by — a2, 

c'est-à-dire par les sphères (tangentes à x'x et ayant leurs 
centres dans P ) 

(4) (x— a)2-h (y — b)2-h s2 = b*, 

ce qui était évident géométriquement. 
L'intégrale générale est l'enveloppe des sphères (4) quand 

a et b sont liés par une relation arbitraire 

(5) b — cp( a), 

on la définit donc en joignant aux équations précédentes 

(6) 

Les caractéristiques sont déterminées par ( 4 ) et (6 ) . Ce 
sont les cercles de contactdes cônes circonscrits aux sphères (4 ) 
et ayant leurs sommets sur x'x. 

La parabole (2) appartient évidemment à l'un des cônes 
précédents qui constitue la surface intégrale demandée passant 
par la parabole. Un calcul aisé conduit à l'équation 

( k2 — u2 ) y2 -h k2 z2— lukyx -f- ky{u2 — k"-—v)=z o. 

Une sphère ( 4 ) touche la surface (3 ) au point xyz si 

x — a y — b 1 
ixy ~~ z2 2 (y — 1 ; 

y 



( 2 7 ° ) 

et l'élimination de a et b entre ces équations et l'équation ( 4 ) 
donne une relation qui, avec (3) , définit la courbe de contact 
de (3 ) et de la surface intégrale inscrite. On trouve pour cette 
courbe, en plus de l'axe x' x (*), 

jr=±, * . - « » = J, 

ou bien 

les surfaces intégrales correspondantes étant respectivement 

x2y-h (y2-h z2 ) (y — i ) = o, 

x*y -+- (y* -h z2 — >\y ) (y — i ) = o. 

(Nancy, octobre 1923.) 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Calculer la valeur de l'inté-

grale de variable complexe 

r x dz 

J0 a — 

pour un chemin d'intégration déterminé que l'on pourra 

choisir 11 volonté ne passant par aucun des pôles de la 

fonction placée sous le signe j*. Donner ensuite l'expression 

générale des diverses valeurs de cette intégrale qui corres-

pondent à tous les chemins d intégration. 

Iï. Soit S la surface définie en coordonnées rectangu-

laires par les équations paramétriques 

x = u cosv -4- sin2^, 

1 . y = wsinp' — - s 1 n 21> — v, 

z = Z> ( U. V ). 

( l ) A côté des surfaces dont les équations suivent, noter aussi 
4 x-y -+- (4 v2-h 4 X )(y — 0 — 3 qui osculatrice à (3 ) sui-
vant x' x. 



On demande de trouver l'expression la plus générale 

de la fonction <p(w, v) pour chacun des trois cas suivants : 

i° Pour que les deux familles de courbes M = const., 
v = const. soient orthogonales sur la surface S. 

2° Pour que ces deux familles de courbes soient conju-

guées sur la surface S. 
3° Pour que ces deux familles de courbes soient les lignes 

de courbure de S. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I . La question est une a p p l i -

cation immédiate du théorème classique des résidus. Pour le 
calcul de la première détermination il est commode de prendre 
le chemin rectiligne en évitant le passage par le pôle réel L >. 
au moyen d'une demi-circonférence ayant ce point pour centre 
et limitée à Taxe réel; on trouve ainsi facilement le résultat 
en faisant tendre vers zéro le rayon de cette demi-circon-
férence. 

II. La première condition conduit à 

ày dy 
du àv 

La seconde conduit à 

dy , © * 

qui s'intégre facilement en prenant ~ comme inconnue inter-

médiaire. 
Quant à la troisième condition, elle est formée par la réunion 

, , <)o do 
des deux premieres; 1 hypothese = o entraîne = o, ce 

qui donne le plan, solution n'ayant pas de sens et il reste 
les seules fonctions 9 indépendantes de v qui, vérifiant les 
deux conditions, donnent la vraie solution. 

ÉPREUVE P R A T I Q U E . — Soit, en coordonnées rectangulaires, 

S la sphère ayant pour équation 

x2-hy2-hi2—>Rz = o. 
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Les coordonnées d'un point quelconque M de cette sphère 

s expriment paramétrique ment par les formules 

x = R sin iv eosu, ~ 

y = R sin sin w, 2 

Z = R ( I -H COS 2 P ) , — 

(où v est V angle de OM avec O z et u Vangle du plan z O M 
avec le plan zOx). Montrer que V angle w que fait O M 

avec Ox est donné par la formule 

eos w = sin v eos u. 

Soit G la nappe du cône de révolution de sommet O 
{origine des coordonnées) dont les génératrices font avec 

la direction positive Ox un angle aigu donné a.. 

i° Calculer l'aire de la portion de S intérieure à C. 
2° Calculer le volume intérieur à S et à C. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — So i t m la p ro j e c t i on de M 

sur le plan des xy. On obtient la formule par l'application de 
la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique au 

71 
trièdre OM mx dans lequel on connaît deux faces u et v 

ainsi que le drièdre compris 

Les coordonnées u, v sur la sphère étant orthogonales on a 
de suite l'élément de surface de la sphère 

dv — 2 R2 sin 2 v du dv, 

et l'élément de volume, cône de sommet O et de base dvy 

2R3 
d\r = —— (1 -f- cos2 v) sin2t> du dv. 

On a alors à calculer deux intégrales doubles étendues au 
domaine en w, v défini par les inégalités de l'énoncé et l'iné-
galité 

sin v eos u^. cosa. 
Si l'on pose 

1 -+- cos 2 v = Ü), 
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on est ramené aux intégrales doubles très simples 

— R2 J ^ dudo), — j J J* wdudvù, 

, / eos2 a \ . . 
w variant de 2 ( 1 1 a o, puis u variant de — a a a. 

\ cos2 u J r 

On arrive ainsi aux deux intégrales simples 

- / . . " ( - S i ) * - t ' j G - S Ï ) ' ' " 
c'est-à-dire à un calcul classique d'intégrales de la forme 

Çcos~2Pudu. (Bordeaux, novembre 1923.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — f. Question de cours. Théorèmes 

généraux relatifs aux fonctions de variables complexes ; 

• /(«)= —• f ^ ^ dz\ 
J ! 2 tz i Jk z — a 

b. expression des dérivées successives : 

c. Série de Taylor; développement autour d'un zéro ou 

d'un pôle; développement de Laurent. 

I I . Problème : i° intégrer l'équation aux dérivées par-

tielles 

p — q = èz sin ( x — y ). 

2e Déterminer la surface qui passe par la courbe 

Í x = y, 

( ez cos2# = 1. 

3° Pour cette dernière surface déterminer les rayons de 

courbure principaux en un point. Exprimer Ri-h R* et 

Ri — R2 en fonction des angles ol, f de la normale avec les 

axes. 

4° Lignes de courbure de la surface. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I ° O n t r o u v e 

cos(# —y ) — 2 = / 0 + y)-

Ann. de Mathémat5e série, t. II. (Avril 1924.) 21 
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2° On trouve 
z -+- L(cosar c os^ ) = o. 

3° et 4° 

Ri -f- R.? = ——— ? R . - R p " ^ ^ , 
cosy cosy 

L t . n g ( | - f ) = ± L t a n g ( | - f ) + L*. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I . Calculer 

j J J [ ( V / Ï Î F H - S ) 2 — tf]dxdydz, 

à Vintérieur du volume 

x2-i--y1—io^<o, x2-hy2-hz2— y5 < o. 

il. i° Déterminer une courbe telle que le rayon de cour-

bure R égale 4yk . Prendre celle des courbes pour laquelle 

le point de contact de la tangente parallèle ci Oy est rejeté 

à Vinfini. 

2° Relation entre R et la portion de normale limitée àO x. 

INDICATIONS SUR LA SOLUT ION .— I . O n t r o u v e 

i 771  
I = — V X 54. o 

II. i° On a 

± =  dy = 4 J 
do. sin a ¿/oc J 1 

d'où 
i 4 y — — x — 4 tans, a — tan g3 a. ^ cos4a ® 3 * 

2° On trouve 
R = 4 MN. 

(Alger, novembre 1923.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On considère Véquation aux 

dérivées partielles 

( E ) p x + q y ^ f i v ^ z ) 9 = = J P ' 



( ) 
i° Montrer que, sur chaque surface intégrale de (E), les 

courbes conjuguées des courbes caractéristiques sont situées 

dans des plans parallèles. 

2 ° Déterminer la fonction f (t>, z) de manière que les 

courbes caractéristiques de ( E ) soient des lignes asympto-

tiques des surfaces intégrales. On trouvera pour ( E ) deux 

formes possibles: la première, ( E i ) renfermera z sous une 

forme simple; pour la seconde, (E 2 ) , on trouvera 

/(e,z) = V(v)
?
(*)

t 

où V ( P ) est une fonction bien déterminée de et f(-z), 

une fonction arbitraire de z. 

3° Indiquer une intégrale complète de (Ei )\ faire con-

naître une propriété géométrique des cônes circonscrits 

aux surfaces intégrales de ( E i ) et ayant leurs sommets 

sur Oz. 

4° Choisir cp(«) de manière que Véquation ( E 2 ) corres-

pondante possède une infinité de surfaces intégrales (S) 

dépendant d'un paramètre arbitraire et qui soient, toutes, 

hélicoïdes, d'axe O z et de même pas. 

5° Calculer la courbure totale de ( S ) en un point iVl 
situé à une distance r de Oz. 

i l . Quelle relation faut-il établir entre les coefficients 

p(x) et q(x) de l équation différentielle linéaire 

( A ) y"-hpyr-+- qy = o, 

pour que ( A ) possède deux intégrales yt ety2 satisfaisant 

à la relation yi = xy\ ? 

Application. — On donne p{x) = ^ —2; déterminer q{x) 

de manière que "(A) possède la propriété précédente et 

intégrer ensuite l'équation 

foii q(x) aura la valeur particulière qu'on aura obtenue.] 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION — I. I ° Les courbes c on juguées 

des courbes caractéristiques sont définies par p Sa? -h q 8y : 

elles sont dans les plans z — const. 



( ) 
•à" On trouve pour déterminer f{v, z) la condition 

0 - / ' , ) ( / - * » / ' , ) = °> 

On obtient (E 4 ) en prenant 
f^S + ^p 2-4-^2), 

et (E 2 ) en prenant 

j° 5 = ax -h by -+- a--\- b2 ) ( résultat classique). Les cônes 
sont de révolution autour de Os (dans l'hypothèse où ne se 
réduit pas à une constante). 

4° On exprime que les équations différentielles des caracté-
ristiques de (K->) admettent l'intégrale première 

(0 — py + q* = h. 

On trouve /¿cp'. = o ou v(z) =k, en écartant le cas des 
surfaces de révolution : = o, ç ( s ) quelconque. [ L e cas est 
banal; quelle que soit la fonction ©, (Ë2 ) possède les intégrales 
z = const. et \/x2-^-yi = o ( z ) , de révolution autour de O^. | 
Pour ç ( z ) = k, les équations finies des multiplicités caracté-
ristiques de (E 2 ) sont 

( x = A cosa -+- ¡3 t sin a, /j = /~1cosa, 

(•>.) ) y = k sin a -+- cosa, q = t ! s ina , 

( * = Y 

(a, p, Y, constantes arbitraires; t, paramètre variable). Pour 
les grouper de manière qu'elles appartiennent à une même 
surface S, il faut prendre dy = fi doc ; et, si l'on veut que S soit 
une intégrale de ( i ) , on doit faire (3 = h, d'où y = /¿a -+- const., 
équation qui jointe à ( 2 ) représente la famille de surfaces 
demandées, chacune d'elles étant rapportée aux deux para-
mètres t et a. 

•y -J— = 9) 1 

= 1 D(P> 9) . y ) 

(i + p*+ <72)2 D ( i , a ) * D(/. a) 
- — h* 

— + î —A-*)*" 
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N. B. — L'équation (R 2 ) est de la forme - = y, 2) ; 

les courbes caractéristiques sont des droites, parallèles au plan 
des xy et dépendant de deux paramètres arbitraires. 

II. On trouve 

-Ci"-

ip -f- p*1 — 4^ = 0 avec y\ — e J z 

Application : 
9 = ~ 7-3 — + 1 ; y = -7= [ a? -f- •>. -h ( Ax -h B ) ex\. 

x \J x 

ÉPRKI VE PRATIQUE. — Calculer Vintégrale définie 

Logs s; dz, 

prise successivement le long des quatre chemins indiques 

ci-contre. (La figure montre ces chemins C2, G;}, C*. 
traversant respectivement l'axe imaginaire au-dessus du 

point t, entre i et o, entre o et i, au-dessous de — i). 
1 

La détermination initiale de Log3 est'o, celle de (1 -f- x-)* 

est 'l y/2. 

INDICATIONS SUR LA S O L U T I O N . — L ' i n t é g r a l e i n d é f i n i e est 

z Log Z / 1 

yi-hz2 

En étudiant la variation de cette fonction le long de chacun 
des quatre chemins on trouvera les valeurs correspondantes 
de l'intégrale 

(Poitiers, juin 1923.) 
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ÉPREUVE ÉCRIT*:. — Une surface S est représentée par les 

équations paramétriques 

x = u (3 e2 — w2 

- o 

y = v 

z — 1UV. 

i° Montrer que les courbes u = c et v = c' sont orthogo-

nales et que ce sont les lignes asymptotiques de lasurface. 

2° Déterminer les lignes de courbure. Montrer qu'elles 

sont planes et trouver l'enveloppe de leurs plans. 

3° Déterminer les rayons de courbure principaux et les 

centres de courbure principaux en un point de la surface. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Les l ignes de courbure sont 

u -h v = , u — v = fj. ; 

les « ayons de courbures principaux étant 

I " 3 ( M A H- ^ ) H-

_ R 1 = H - R 2 = . L i L . 

On trouve pour plans des lignes de courbure 

x y — 3À s + X 3 \ 1 = o, 

x — y -f- 3 u z ul3 -f- i u. = o. 

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer Véquation différentielle 

y'k 

2yy'—v(t-hy'*)=y 

Déterminer une courbe intégrale qui passe par le point 

x = o, y = - • 
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INDICATIONS.—On trouve 

.. / - \ / ^ N i -h / i t t* 
X = T ( T - H G ) , , Y = ( T + C ) 1 H - , 

i % 2 6 

et l'on vérifiera la condition imposée pour G égal à o ou d ry^ . 
(Marseille, juin 1922). 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2448. 
(1920, p. 280; 1922-1923, p. 188.) 

Étant données deux courbes planes quelconques, une 

courbe de grandeur invariable se meut dans leur plan 

commun cle façon à avoir avec chacune d'elles une corde 

commune de longueur constante. Trouver, pour une posi-

tion de la courbe mobile, le centre instantané de rotation 

du plan qu'elle entraine. 

SOLUTION 

P a r M . F A U C H E U X . 

Soit AB la corde commune à la courbe fixe ( G ) et à la 
courbe mobile(c) . 

Dans le mouvement du segment AB par rapport à ( G ) le 
centre instantané de rotation est le point de rencontre P des 
normales en A et B à C. Dans le mouvement de (c) par rapport 
à AB le centre instantané est le point de rencontre p des nor-
males en A et B à (c). Le centre instantané du mouvement de 
(c) par rapport à (G) est donc un point de la droite p P. 

C'est, de même, un point de la droite />iPi en nommant 
pi et Pf les points, analogues à p et P, définis par la seconde 
courbe fixe (C t ) . Le centre instantané cherché est donc à 
l'intersection de p P et/?iP t . 

Autres solutions de M M . B O U V A I S T , P I E D V A C H E . 

2408. 
(1919, p. 160. ( 

Sur la normale en un point M d'un paraboloïde on 

prend un point P : on peut mener de ce point quatre 
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autres normales à la surface; le point P se déplaçant sur 

la normale en M0, Venveloppe des sphères qui passent par 

les pieds des quatre normales est un ellipsoïde de révolu-

tion dont le centre est sur Vaxe du paraboloïde avec 

V abscisse 

¿r0-f- ( p ± q ) 

2 

et dont l'axe est parallèle à la projection de la normale 

en M0 sur le plan tangent au somtnet de la surface. 

G . F O N T E N É . 

SOLUTION 

P a r M. R . BOUVAIST. 

L'équation de la sphère cherchée est 

s2- (x^p^q)x-y^lX~*~fn~+~q) y<> p 
( 2 X -h p -I- q ) . 

~~ ^ —So — ( * + - / > ) ( * - ! - ? ) = o . 

Quand X varie elle enveloppe la surface de révolution 

4 -+- z*— x(x0^~p q) 

qui a pour centre 
x = + q 

2 

y = z = o, 
et pour axe 

x{) -+-p -4- q 
X — y 

2 

EL - ï± a o, 
y o 

ce qui démontre la proposition. 
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[ D 2 b ] 

SUR UNE EXTENSION DES SÉRIES DE BERTRAND ; 

PAR LÉON P O M E Y . 

1. On sait former (voir E. BOREL, Leçons sur les 

séries à termes positifs, et C. JORDAN, Cours d1 Ana-

lyse, 2e édition, t. I, p. 288 à 3oo) des séries numé-
riques de moins en moins rapidement convergentes. 
Les plus connues sont celles de J. Bertrand 

Y _ i _ V 1 . . V 1 

¿¡dni+9' j£dn.(Logn)i+?' ' —à n.. A,„ n ( L o g m n)? ' 

en prenant pour p une constan te > 0 et en posant 

L o g . Logrt = Log2/i, LogLog 2 /¿ = Log3/i, . . . ; 

A,„ n = L o g n. Log 2 n... L o g m n. 

Rappelons qu'on ¡les utilise notamment pour recon-
naître si une série donnée est convergente; en 
effet soit l'une de ces séries convergentes ; d'après 
un théorème classique, si à partir d'une certaine valeur 

de n on a constamment la série sera 
Un - Vn 

aussi convergente; on développe donc les deux rap-

ports e t l ° n compare leurs valeurs respec-

tives en négligeant les termes d'ordre supérieur (ce qui 

conduit en particulier à la règle de Gauss). D'ailleurs 

pour effectuer ces développements, on peut se servir 

Ann. de ñfathémat,, 5* série, t. I I . (Mai 1924.) 22 
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des formules connues (voir JORDAN, loc. cit.) que voici 

LogP l ( n + , ) = L o g P , „ ( , + _ £ _ ) , . 

= , + P , 
nP w 2/12 

Cn -+- I ) . A / W ( A I H- I ) . L o g P t ( N + I ) 

Al A/w rc. Logg, n 

i i i -+- p e 
= 1 H 1 : h. . .-1 — - f - —-

// Log/i n\mn n1 

2. Cela posé, employons cette méthode pour démon-

trer Vexistence d'une série peu différente par sa 

forme de la série ^ mais moins rapidement 

convergente) avec cette particularité que Vexposant 

i -f- p soit variable ET T E N D E VERS L ' U N I T É . 

Telle est, par exemple, la série ^ — ? où r 
l-f- . : 

loglogrc 

est une constante positive arbitraire. 

En effet, pour établir sa convergence, appelons un 

son terme général — V 61 f ° r m ° n S l e r a p p ° r t ~ ^ /i —t—1 

1 H —̂ un 
n iog2/j 

On trouve par quelques calculs que le lecteur restituera, 
sans grande peine, la relation 

Un+i = j _ 1 

Un n log2rt . log 2 (> -h I ) 

X [log/i J og 2 ( n -h i ) — log2/i J o g ( n + i ) ]-

et pour le crochet, le développement 

_ lo 
n n 

d'où 
ihi+i _ £ _ I _ r 

n n log2(/ï -h i ) 
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Comparons ce rapport au rapport relatif à la 

série de Bertrand .2vn convergente, où v n — ^ ^ (r0Ln 

avec a = i + p > i . Il vient 

*>n+1 _ Un-hi _ r _ « 
vn un ~~ n log2 ( n -h i ) /ilog/i 

quantité qui, à partir d'une valeur suffisamment grande 
de /i, devient et reste positive quelles que soient les 
constantes r et p. 

Donc la série 2un est bien convergente. 

3. On pourrait opérer d'une manière analogue avec 
les autres séries de Bertrand, en remplaçant de même 
dans chacune la quantité fixe o par une quantité qui 

tende vers zéro (comme nous venons de le faire en 
remplaçant p par ^ ^ ^ dans la première de ces séries). 
• Les nouvelles séries ainsi formées permettront à leur 
tour, comme les séries de Bertrand, de former par la 
même méthode de nouveaux critères de convergence 
analogues à celui de Gauss. 

[ E l f ] 

QUELQUES DÉMONSTRATIONS DE LA RELATION 
DES COMPLÉMENTS 

r ( a ) r ( i —a ) = 

sinTia' 

P A R A N D R É B L O C H . 

La relation des compléments, découverte par Euler,-
joue un rôle essentiel dans la théorie de la fonction 
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gamma ( 1 ). Elle est un peu plus cachée que les autres 
propriétés élémentaires de la fonction gamma, parce 
qu'elle équivaut au développement en produit de sin#, 
qui esl lui-même un peu plus caché que les autres pro-
priétés de la fonction sinusr. Notre objet est d'en donner 
quelques démonstrations probablement nouvelles (2 ) . 

Rappelons que 

„ , î .'2.S...W f m 
F( a) = lnn/i'e --7 = I ua-le-tldu. 

nr.00 a ( f l + I ) . . . ( f l + /l) J0 

Nous n'utiliserons d'ailleurs que la définition comme 
intégrale définie. Rappelons aussi que 

Jr00 xa~l 
f dx. 

Dans la première des deux intégrales qui viennent 
d'être écrites, la partie réelle de a est supposée posi-
tive; dans la seconde, elle est supposée comprise-entre, 
o et i. Ces suppositions et les suppositions analogues, 
seront quelquefois sous-entendues dans ce qui suit. 
D'ailleurs, en vertu de la relation de récurrence 

r ( a + i ) = a r ( a ) , 

il sufiit d'établir la relation des compléments lorsque 

la partie réelle de a est comprise entre o et pour 

qu'elle soit par là même générale. 
Les démonstrations les plus habituelles de la relation 

des compléments sont au nombre de trois. La première 
consiste naturellement à utiliser le développement en 

( ' ) On trouve des notions sur la fonction gamma dans tous les 
cours d'Analyse. li a été publié plusieurs monographies sur ce sujet. 
Citons seulement : La Fonction Gamma ( Théorie, histoire, biblio-
graphie), par M. Godefroy, Gauthier-Villars, rgoi. 

( * ) La plus grande partie des résultats démontrés en passant au 
cours du présent article sont dus à Euler. 
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produit de sinTca ; ou bien^ si l'on part de la définition 
comme intégrale définie et que l'on ait égard à la 
seconde des égalités écrites ci-dessus, le développe-
ment en série de fractions de son inverse. La seconde 
donnée dans tous les cours, consiste à déterminer par 

le calcul des résidus la valeur de l'intégrale^" 
La troisième enfin, consiste à montrer que cette der-
nière intégrale est bien égale à S|n lorsque a est 
rationnel, ce qui se fait aisément puisque l'on est 
ramené à la quadrature d'une fraction rationnelle ; la 
différence des deux fonctions est alors une fonction qui 
admet une infinité de zéros dans une aire où elle est 
holomorphe : elle est identiquement nulle (si l'on se 
borne aux valeurs réelles, la continuité suffit pour éta-
blir ce point) ( ' ) . 

PHEMIÈRE DÉMONSTRATION. — Posons 

s: 
prt—i 
—— dx = y( a ). 

On a évidemment par le changement de x en i : 
y ( a ) = y ' ( i — a ) . Il suffit donc de considérer les 
valeurs de a dont la partie réelle est comprise entre <> 

i 
et — 

i 
On a : 

xa-1 
/ ( a ) = x « r -

Jq 
dx ; 

T —I— / 1P 0 

d'où, en multipliant par ^ ^ et intégrant dç o à oo : 

/«(a)= r r i d\dx. 

( * ) Voir pour ces démonstrations : M K R A Y , Leçons nouvelles sur 
l'analyse infinitésimale, tome II. 
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De même 

^ X d\ dx. 

Soit 

. __ I __ I X _ I — X 

V ( M - X)(n-Xa:) ~ i + ). I + Xît' 

On a 

r <l(l)dl = /"V»<KX)rfX = —?L__. 
' X l Jo J + 

On a donc en premier lieu 

/ 2 < « ) = f 
J0 

1 o g 

H i - ' M " - ^ « -

d'où 

50 / /2a—1 JQO / 
= j T ¿< = 4/'(2a). 

On a en second lieu 

A a ) f ( ~ f — Tdx = 2 J ï / ( 2 f l ) . 

Il suit de là : 

/ » ( a ) 4 = 4/2 (2« ). 

Posons 

/ ( a ) = i k y 
il vient ' • • 

® î ( î « ) = 4?2(a) [Ï-— 
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d'où en dérivant : 

49(2a)cp'(2a) = 8 <p(a) cp'(a)[i— 2 <p2(a) J 
et 

o'2(2 a) __* 

1 — <p2(2a) ~~ 1 — <p2(a) 

Or cherchons ee que devient le second membrelorsque 
a tend vers zéro ; /(a) dans le voisinage de l'origine est 

la somme de ^ et d'une série entière en a; f (ci) est 

donc équivalent à ^ et ^ à — ~ Par suite, çp (a) 

7 V T 
tendverszéro,etcp'(a)égalà— vers 71. Le second 

membre tend donc vers il2. 
On aura donc dans une région suffisamment voisine 

de l'origine (pour qu'aucun rapport ne prenne une 
forme indéterminée) : 

i - c ^ { a ) 

i l ) < - * ( $ ) 

On a par suite, dans la même région : 

çp" = — TT2 <p ; 
d'où 

o ( a ) = A cos tz a -+- B sin 7r a ; 

faisant a = o, on trouve 

A = o, B = 1 ; 

donc 
® ( a ) = sinx: a. 

Cette dernière égalité, établie dans une région suffi-
samment proche de l'origine, s'étend partout à l'aide 
de <p2 (2CL) = 4 ? 2 ( a ) ( 1 — ? 2 ( a ) î c e termine 
la démonstration. 
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Faisons une remarque supplémentaire. On a 

J0 x — x J \ J sin27:a 

on en conclut en intégrant : 

1 x*~a 

— d x — r co l ~ a . 
- 0 1 ~ * 

DEUXIÈME DÉMONSTRATION. —Considérons l'intégrale 

f x xa si a 6 I = / — dx, 
J 0 X1 Hr XX cos f) -+- I 

où la partie réelle de a est comprise entre — î et -f- i 
et, 0 entre — TC et -+- n. 

Posons 
sin0 

xl -h ix costi -h i 

On vérifie, par un calcul facile, l'identité 

M* 

d'où l'on conclut 

M* J() J0 dx J0 dx* 

La première intégrale est I ; les autres s'obtiennent 
en intégrant par parties : 

Jr\ 00 () (r /* 00 

[ _ ( a , ) / Xa g dx — — (il + l)I, o «A r80 <)i (r 
x ¡TT d x « 

P* d? 
= — ( a - h 2 ) J 1 = f a + i ) ( « + 2 ) I . 
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Donc 

àQ* 
[ i - 3 ( a 4 - i ) + (a + i ) (a + '2)]I = fl«I. 

Par conséquent 
I = A sinaô, 

car I est fonction impaire de 8. 
Il s'agit maintenant de calculer A. Nous montrerons à 

cet effet que Ç -4— ^ S|" 9— dx tend vers zéro, 
J a ? 2 -H 2 COS 6 I 

quand 6 tend vers TU. Ce dernier point résulte de ce que 

Ç" (xa — i ) sin 6 ^ _ çUxa — 
J0 X2 - H 2 X COS 6 -h I J0 X2 -h 2 X COS 9 -h I ' 

ce qui est inférieur en valeur absolue à 

(la dernière intégrale a bien un sens, car pour x — i , 
l'élément différentiel est fini). 

on trouve ainsi que cette intégrale est égale à 6. 
Donc A sin a 6 — 0 tend vers zéro quand 6 tend 

vers TZ : 

— cos 8 -h sin 0 cot<p; 

A = 

Finalement : 
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Faisant 9 = - et posant x = il vient 

« f n 

« 5 x 2 

: 
a -hi 

sinr 

c'est bien la formule qu'il fallait démontrer. 

TROISIÈME DÉMONSTRATION. — Nous serons plus 
concis au sujet de la troisième démonstration. 

Posons : 

/ ( 8 ) = f e~ucos^ cos( a sin 8)ua~ l du = f u, 8) ua~l du, 

J
r 30 st 30 

f e-«c®9Gsin(Msine)M«-1rfK = / y ( m, 9) w«"1 

0 */o 
La partie réelle de a est supposée positive, 9 compris 

tre -

On a 

entre — - et -h -2 2 

â% ~ du dô 

Grâce à ces égalités, on trouve, en intégrant par 
parties : 

f ( * ) = - a g ( 9), *'(*) = «/(«). 

D'où, eu égard à ce qui passe pour 9 = o : 

/(%) = r ( a ) c o s a 0 , ¿-(8) = T ( a ) sina0. 

Telles sont les valeurs de nos deux intégrales. Remar-
quons que la définition de ¿^(9) conserve un sens 
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lorsque la partie réelle de a est comprise entre — i 
et o, et il est aisé devoir qu'on a encore dans ce cas 

deuxième formule ci-dessus. 

La partie réelle de a est comprise entre o et i dans 
A ( a ) ; entre — i et i dans E ( a ) . 

Considérons sous forme d'intégrales : T ( a ) ; A ( a ) ; 
E ( a ) d'une part; F ( i — ¿ ? ) ; A ( i — a ) ; E ( i — a) de 
l'autre. Formons le produit d'une integrale du premier 
groupe par une intégrale de l'autre; nous employons à 
cet effet lp procédé utilisé dans notre première démons-
tration, et d'ailleurs classique. Nous obtenons de la 
sorte : 

Faisant 9 = - on a 
2 

0 

0 

A {a) A ( i — a) = 

E ( a ) E ( i — a) = 
7C 
2 

a — I 
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Considérons par exemple l'une ou l'autre des deux 
dernières formules : elle s'écrit en tenant compte de la 
première et des valeurs trouvées pour A ( a ) et E ( a ) : 

r
(
«

) r
( , - « ) c o s ^ = I r ( 2 ) r ( , - i ) . 

On a donc 

X • „ / a \ . i r a 1 ( a)V(i — a ) sínica = T Í - J 1 í i— - j sin — 

La relation des compléments est donc démontrée. 
On peut remarquer aussi qu'elle résulte directement, 

étant données les expressions de A ( a ) et E { a ) , de la 
deuxième ou de la troisième des six formules. Mais nous 
avons attendu jusqu'ici pour faire remarque : c'est que 
les deuxième, troisième et quatrième formules sont 
moins immédiates à obtenir que les trois autres. En 
effet, l'application brutale du procédé indiqué plus haut 
conduit alors à des intégrales dénuées de sens ; il con-
vient donc, pour obtenir ces trois formules, de le modi-
fier. On peut par exemple introduire dans l une des 
intégrales une exponentielle e~%u où l'on fait ensuite 
tendre avers zéro. On peut aussi, au lieu de considérer 
les intégrales prises de zéro à oc , les supposer prises 
de o à une certaine limite finie (que l'on fera croître 
ensuite indéfiniment), et employer le mode de raison-
nement utilisé ailleurs pour le cas particulier des inté-
grales de Fresnel (Bul le t in des Sciences mathéma-

tiques, t. X L V I , p. 34). 
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[ P ' 6 e ] 
SUR LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT 

(Fin) (i ); 

PAR E. LAINÉ. 

11. — Équations aux dérivées partielles et trans-
formations de contact de l'espace à trois 
dimensions. 

12. La théorie que nous venons d'exposèr en détail 
dans le cas du plan s etend d'elle-même à l'espace à trois 
dimensions. 

On appelle élément linéaire (x, y, p1 q) l'ensemble 
d'un point (x, r , z) et d'un plan 

p ( X — x ) -h q( Y — y) — ( Z — z ) — o 

passant par ce point. 
Lorsque x, y, z, p et q sont des fonctions d'un para-

métre variable telles que l'on ait 

( 2 8 ) dz — p dx — q dy = o, 

les oo* éléments correspondant aux différentes valeurs 
du paramètre forment une multiplicité mt ; l'ensemble 
des points appartenant à cette multiplicité en est le sup-
port ponctuel. 

Lorsque x, y, z, p et q sont des fonctions de deux 
paramètres indépendants vérifiant la même équa-
tion (28), les oo2 éléments correspondant aux diffé-

( * ) Gf. N. Ajanvier, février et mars 1924. 
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rentes valeurs des paramètres forment une multiplicité 
m2 ; l'ensemble des points appartenant à cette multipli-
cité en est le support ponctuel. 

Suivant que le support ponctuel est un point, une 
courbe, ou une surface, on affecte la lettre m d'un indice 
supérieur égal à o, i ou 2. Par exemple : 

Une m° est l'ensemble d'un point et des plans tan-
gents à un cône ayant son sommet en ce point; 

Une m\ est l'ensemble des points d'une courbe, à 
chacun desquels sont associés tous les plans passant par 
la tangente à la courbe en ce point; 

Enfin une m* est l'ensemble des points et des plans 
tangents d'une surface, chaque plan tangent étant asso-
cié à son point de contact. 

L'équation 
3, p, q) = o 

définit oc3 éléments. On peut la considérer aussi comme 
une équation aux dérivées partielles du premier ordre; 
intégrer cette équation revient alors à associer de toutes 
les manières possibles les oo3 éléments qu'elle définit 
de façon à obtenir des m2. Les m\ donneront les inté-
grales considérées habituellement : les m\ et les 
intégrales au sens de Lie (n° 3). 

Soient 
I x = y, z> P> 9 h 

\ Y = Y ( u\ y, -, p, q ), 

(29) - ; Z = y, z, p, q >, 

1 P = P ( . r , J , z,p, q ), 

f Q = Q ( . r . j , z,p, q) 

des équations qui établissent une correspondance entre 
les éléments des espaces y , z ) et (X , Y , Z) . On dit 
que ces équations définissent une transformation de 
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contact ( T . C. ) quand il existe une fonction non 
nulle y, z1 p, q) telle que Ton ait identiquement 

(30) dZ — PdX — QdY = p(dz—pdx — g dy). 

Alors à toute m, ou m2 les équations (29) font cor-
respondre une M| ou une M2, et inversement. A deux 
m ayant un élément commun, elles font correspondre 
deux M ayant aussi un élément commun. 

De cette définition on déduit, comme dans le cas du 
plan, les propriétés des T .C. de l'espace, et des fonc-
tions X, Y , Z, P, Q et 0 qui les caractérisent. Nous ne 
reviendrons pas sur ce point. 

La méthode déduite de la théorie des T. C. pour 
l'intégration des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre est aussi une extension directe de la 
méthode exposée aux nos 6 et 7 ; nous nous contente-
rons de l'indiquer rapidement. 

13. A toute équation du premier ordre 

y, p, q) = 

les équations (29) font correspondre une autre équa-
tion 

F ( X , Y , Z , P , Q ) = O, 

la T . C. (29) conduit d'une intégrale de l'une à une 
intégrale de l'autre ; en particulier, si les équations con-
sidérées ont une intégrale singulière, ces deux inté-
grales se correspondront. 

Proposons-nous d'intégrer l'équation aux dérivées 
partielles du premier ordre 

( 3 1 ) ^ Z(j7, y;z, /?, q) = o. 

11 résulte de la théorie des T. C. que Z étant donné 
arbitrairement, on peut, d'une infinité de façons, lui 
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adjoindre quatre autres fonctions y , />, <7), Y, 
P et Q telles que les équations (29) définissent une 
T . C. Cette T . C. ramène alors l'équation ( 3 i ) à la 
forme 

Z = 0. 

Or, on a immédiatement les M2 satisfaisant à cette 
dernière équation; ce sont : 

i° Les M" obtenues en posant 

Z = o, X == a, Y = b, 

a et b désignant des constantes arbitraires ; il leur cor-
respond, pour l'équation (3 i ) , lintégrale. complète 
obtenue en éliminant p et q entre les équations 

VA X , Y , z, />, q ) = o, X<>, y, z, p, q ) = a, 

P, 9) = 

2° Les M* obtenues en posant 

Z = o, ? f X , Y ; = o, 

s désignant une fonction arbitraire ; en éliminant p etq 

entre les trois équations 

ZO, y, /s y) = <>, 
cp[X(x, j", z,p, q), Y(x, y, z, />, q)] = o, 

on obtient l'intégrale générale de l'équation (3 i ) . 
3° Enfin la M* obtenue en posant 

Z = o, P = o, Q = o ; 

il lui corresppnd, si elle existe, l'intégrale singulière 
de (3 i ) . 

14. Nous n'insisterons pas davantage sur ce pro-
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blême, renvoyant, pour plus de détails, aux « Leçons » 
de M. Goursat. Nous signalerons pourtant une diffé-
rence essentielle entre les deux domaines, plan et 
espace à trois dimensions, relativement à la théorie 
des T . C. 

Comme nous l'avons vu plus haut (nos 8 et 9), ce 
n'est qu'à partir du troisième ordre qu'il existe des 
équations différentielles telles que l'on ne puisse passer 
de l'une à l'autre par une T . C. prolongée. Dans l'espace 
à trois dimensions, cette circonstance se présente dès le 
second ordre, et ce sont seulement les équations aux 
dérivées partielles du premier ordre qui n'ont pas 
d'invariant pour le groupe des transformations de 
contact. 

Il est facile d'en donner un exemple simple. Prolon-
geons jusqu'au second ordre la T . G. définie par les 
équations (29). En désignant par r, s, t, R, S, T , les 
dérivées partielles du second ordre, on trouve pour R 
une expression de la forme 

r — Ci-+- l) -t- KO/ — 
~~ À + >BiS -+- Ctt -h Di -+- E,(/7 — s2 ) ' 

Il en résulte que les seules équations que l'on puisse 
ramener, par une T . G., à la forme 

R = o, 

sont du type de Monge-Ampère ; encore ne forment-
elles, parmi les équations de Monge-Ampère, qu'une 
classe très particulière. 

l o . Nous étendrons, en terminant, à l'espace à trois 
dimensions, la proposition démontrée au n° 11. Suppo-
sons qu'il existe, aans cet espace, une transformation 

Ann. de Mathémat5* série, t. II. (Mai 1924.) 23 
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qui conserve les contacts du second ordre et change 
une multiplicité d'éléments (x, y , s, p, q, r, i ) satis-
faisant aux équations 

— p dx — q dy = o, — r dx — s dy — o, 

dq — s dx — tdy — o, 

en une multiplicité d'éléments ( X , Y , Z, P, Q, R, S, T ) 
vérifiant les équations analogues 

dZ — P dX — Q d\ = o, dV — R dX — S d\r = o , 

dq - S rfX — T dY = o ; 

il y a là une généralisation de la notion de multiplicité 
identique à celle que nous avons faite dans le plan 
(n° 10), et Ton voit, comme au n° 11, le parti que l'on 
pourrait tirer |d'une transformation de [ce genre pour 
l'intégration des équations aux dérivées partielles du 
second ordre. Cette transformation sera définie par un 
système de huit fonctions distinctes X , Y , Z, . . . , T , 
des variables indépendantes x, y , . . . , telles que 
l'on ait identiquement 

Q dY = À! (dz — p dx — q dy) 

- + - X 2 ( dp — r dx — s dy ) 

- I - X 3 ( dq — s dx — t dy ), 

S d Y = [jlj (dz — p dx — q dy ) 

-f- [ji±(dp — r dx — s dy) 

H - IJL3 ( dq — s dx — t dy ), 

T d Y = vi(dz — p dx — q dy) 

-f- v2(dp — r dx — s dy) 

-+- v3(dq — s dx — t dy ), 

les trois coefficients A n'étant pas tous nuls, non plus 
que les trois coefficients |JL, ni les trois coefficients v. 

dZ — P dX 

dV - R dX 

(32) 

dQ — S dX — 
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Nous allons montrer que les équations 

x = xO> y, p, q, *), Y = r» p> 9> Oi 
T = y, z, p, q, r, I ) 

définissent nécessairement une T . C. prolongée, c'est-
à-dire que les fonctions X , Y , Z, P et Q sont nécessai-
rement indépendantes de r, s, t. 

Les ,équations (32) montrent qu'il existe trois rela-
tions de la forme 

Z = F t (X , Y , y, z, p, q), P = F 2 ( X , Y , < R , S , ? ) , 

Q = F J ( X , Y , y, z, p, q). 

Si les déterminants du second ordre déduits du 
tableau 

Xr Xs X; 

Y R Y S Y , 

ne sont pas tous nuls, il n'existe pas entre X et Y 
de relation indépendante de r, s, t. On peut alors 
prendre X et Y commg variables indépendantes à la 
place de l'un des couples (r, s) ou (s, /). Supposons 
par exemple 

D ( X , Y ) 

D ( R , S ) 

nous prendrons comme variables indépendantes y , 
/>, q, X, Y , On tire alors de la première équa-

tion (32) 

(33) 

àFi ¿F, ¿F, 
dx ' dp 

àFt àFi ¿F, 
ày ' 

-+-*-T-1 H 
dp 

àF, àFt 
F2 = 

¿X ' 

n
 

H 

et de la seconde, 
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ou, en vertu de la troisième équation (33), 

à2 F« , f)z F j <)* F t 
< 3 \ ) 1V ; -t- /> 7v-r r Tv—\— 5 Tv~r~ = ()X (}.r ' f)Xt)z àX dp ()X dq 

En dérivant par rapport à X la première équation 
(33), où r et s sont certaines fonctions des variables 
indépendantes, on a, après comparaison avec (34), 

tjr fiF, ^Ft _ 
àx + T r̂ -

En utilisant la seconde équation (33), on aurait de 
môme 

ÛL />Fl ()s til 1 -

Puisque I on a, par hypothèse, 

D<X, Y) 
I ) ( r , i ) 

on en déduit 
dl± = „ (lï± = () 
àp thj 

et les équalions ( 33) donnent alors 

àb\ _ àVj _ ^F, _ 
àx ' <)y ' àz 

Les fonctions X, Y et Z ne seraient donc pas dis-
tinctes. 

Il nous reste à examiner le cas où il existe entre X 
et \ une seule relation indépendante de r, .v, t. 11 est 
inutile en effet de s'arrêter à l'hypothèse où il existe-
rait deux telles relations, car on voit immédiatement 
que la transformation considérée est alors une T . C. 
prolongée. 

Nous démontrerons d'abord un lemme. 
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1 6 . L E M M E . — Si, entre six fonctions X , Y , Z , P , 

Q et o (¿es variables indépendantes x, y , z, />, <7, /\ 
sy t il existe une relation de la forme 

(35) dZ — F dX — Q ¿Y = p(dz — p dx — q dy), 

ces ¿¿a? fonctions sont nécessairement indépendantes 

de r, s, pourvu que p so/7 pas nul identique-

ment (1 ). 

En efîet, l'équation (35) montre qu'il y a , entre les. 
variables x, y , c-, X , V et Z, au moins une relation 
indépendante de />, /•, s, /; il ne peut d'ailleurs en 
exister plus de trois. 

Supposons d'abord qu'il en existe trois; X, Y et Z 
seront alors des fonctions des seules variables y et s, 
et en identifiant les deux membres de (35), on aura, 
pour déterminer P, Q et p, les trois équations 

<)Z <)X d Y |> Q h p/> = o, ()x <)x ax  1  

ÔZ <)X <)\ 
- I> Q hpi/ = 0, ôy &y ^ ùy  V1  

ÔZ <)X _ ¿Y 

Or, p et q sont des variables indépendantes; il en 
résulte que, si p ̂ é o, ces trois équations sont distinctes ; 
elles déterminent donc P, Q et p en fonction de x, y , 
s, p, et q. 

Supposons en second lieu qu'il n'existe qu'une rela-
tion de la forme 

Z = <piX, Y, x,y, z); 

( ' ) GOURSÀT, Leçons sur le problème de P f a f f , p. 3O5. 
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l'équation (35) doit être identique à 

<TL — CHp = o, 
ce qui exige 

ày '<)o ôy âf 

et par suite 

à(p , 
- ™ = fy> 

ày ficp dy 
âx ^ àz ^ ^ àz ~~~ 01 

Ces deux dernières équations peuvent être résolues 
par rapport à X et Y ; sinon, comme elles sont dis-
tinctes, puisque ^ ^é o, on en tirerait une relation 
entre les variables indépendantes. On aura donc bien 
X, Y , et par suite Z, P, Q et p en fonction de x, y, z, 

p et q. 
Supposons enfin qu'il existe, entre x, y , z, X, Y 

et Z, deux relations; on peut toujours les mettre sous 
la forme 

Z = <?!(X, x, y, Y = <p2(X, y, s). 

Si X n'est fonction d'aucune des variables r, 5, on 

a, par exemple, ^ o. Prenons comme nouvelles 

variables indépendantes x, y, s, X , qr, r, 5, L'équa-

tion (35) donne alors, par identification, 

(36) 

à Z 
- - « s - - « s 

= O, 

<)Z 
p> Iz ' p> 

àZ 

àx p/>> 

(ÏL 

ày 
:?9\ 
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on en tire 
^idY âY\ ÒZ ÔZ 

comme on ne peut avoir à la fois 

ÓY 

puisque p ¡n'est pas nul, on voit que Q, et par suite P 
et p, s'expriment en fonction de X, x, y, z et gr, de 
sorte qu'en définitive X, Y , Z, P, Q et p;sont indépen-
dantes de /*, s, t. 

Si X était fonction de l'une des variables r, s, on 
prendrait comme variables indépendantes x, y, 

q, X et deux des variables /*, s, On aurait encore les 
équations (36), d'où l'on tirerait 

ces équations ne pourraient être compatibles que si l'on 
avait 

et par suite 

17. Le lemme démontré, revenons à l'hypothèse 
signalée à la fin du n° 15, d'après laquelle il existerait, 
entre X et Y , une seule relation indépendante de r, 
s, t) nous la supposerons, pour fixer les idées, résolue 
par rapport à Y , de sorte qu'on aura 

Y = e p ( X , x , y , q ) , 

Z = e , ( X , y , /?, gr), 

P = 6 2 ( X , x,y, z, 9 ) , 

Q = Ô3 (X, x,y, z, p, q). 
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Si X ne dépend d'aucune des variables r ou il eu 
est de même de Y , Z, P, Q. La première équation (32) 
montre alors que A2 et A3 sont nécessairement nuls et, 
d'après le lemme, X , Y, Z, P et Q sont indépendants 
de r, s, t. 

Supposons que X dépende, par exemple, de r. Pre-
nons pour variables indépendantes x, y , Z) p , <7, X, 
.v, La première équation (32) donne, par identifi-
cation 

A ft fi <>* 

À 2 /*• A3 5, 

À2S — 

« (ta: 

<»l ( 

<>y <>y 

àz 

<>ft, e ^ 
ip "P 

- 0 3 -p : 
(kj 7< 

- 0 3 -p : 
(kj = x3. 

Les trois dernières équations montrent que A,, A2 et 
l , ne dépendent ni de s, ni de et la troisième équa-
tion montre alors que A2 = o, a3I=O. Le lemme s'ap-
plique encore, et Ton est conduit à une contra-
diction. 

En résumé, dans l'espace à trois dimensions comme 
dans le plan, toute transformation qui conserve les con-
tacts du second ordre est une T . C. prolongée. Il est 
donc impossible de généraliser, dans cette direction, la 
théorie des T. C. en vue de son application à l'intégra-
tion des équations aux dérivées partielles d'ordre supé-
rieur au premier. 
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[ R 9a ] ' 

SUR CERTAINS PROBLÈMES »E FROTTEMENT ; 
P A R H . B Ë G H Î N . 

Les Nouvelles Annales ont [>ublié récemment un 
article de M. Thiry (Etude d'un problème parti-

culier ou intervient le frottement de glissement, 

mars 1923). Cet article est relatif aux difficultés que 
présente l'application de la Mécanique classique aux 
problèmes de frottement. 

Les cas d'indétermination et d'incompatibilité, ren-
contrés dans les problèmes de frottement, ont été 
signalés par i\l. Painlevé (Leçons sur le frottement, 

1895; C. B. Acad. Set. 121, 1895, p. 112; t. 140, 
1905, p. 7 0 2 ; t. 141, 1905, p. 401\ 546); ils ont été 
discutés également par M. Lecornu (C. /?., t. 140, 
1900, p. 635, 847), par M. de Sparre (C . /?., t. 141, 
p. 310; Bull, de la Soc. math., t. 34, 1906, p. 4 ' , 
108; t. 35, 1907, p. 141 ) ; ro//'aussi plusieurs articles 
de F. Klein, R. v. Mises, F. Pfeiffer, L Prandtl, 
G. Hamel, J. \\ ellstein dans le Zeitschr. Math. u. 

Phys., t, 08, 1910, et t. 61, 1913. 

Quoique ces questions aient été ainsi longuement 
discutées, il semble qu'il y ait place encore pour 
quelques réflexions. 

Tous les auteurs sont d'accord pour estimer que la 
loi de Coulomb n'est qu'une grossière approximation, 
approximation précieuse cependant puisque, avec des 
moyens simples, elle permet l'étude de phénomènes 
fort complexes, et l'on ne peut nier que cette étude — 
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même approchée — présente un intérêt pratique certain. 
Je ne dirai que peu de chose de ïincompatibilité 

qui fait l'objet principal des articles cités. 
Le fait que ces cas singuliers entraînent des discon-

tinuités dans les vitesses, donc de [véritables percus-
sions sans vitesse relative' normale des solides en con-
tact, avait paru difficilement admissible. La loi de 
Coulomb sembla mise en défaut, mais on put lever 
l'objection en tenant compte de l'élasticité des solides 
naturels. 

Je me bornerai à citer un exemple concret qui, à 
mon avis, présente l'avantage de [mettre le plus pos-
sible la loi de Coulomb hors de cause. 

Je suppose un individu marchant à la vitesse v sur un 
sol soigneusement cimenté. Il tient à la main l'extré-
mité B de sa canne, l'autre extrémité A touchant le sol 
à quelque distance en avant. 

Si l'inclinaison de la canne est inférieure à une 
certaine valeur, l'observateur poursuit sa marche sans 
incident. Mais, si la nature du sol vient à varier, si, 
par exemple, une partie du sol est humide, l'autre 
sèche, l'observateur, arrivant à la vitesse v sur une 
région moins glissante, est instantanément arrêté par 
sa canne. 
• L'expérience est facile à faire sous cette forme gros-

sière, et à répéter, sous une forme plus précise, au 
moyen d'une tige AB articulée en B à un corps qu'on 
déplace à la vitesse v sur le sol. 

Lorsque la canne arrive en glissant à la 'limite des 
deux régions, la composante tangentielle T et la com-
posante normale N de la réaction ont les valeurs T0 et 
N0 ; je pose 
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L'incompatibilité se manifeste aussitôt, si l ' incli-

naison de la canne est suffisante, sous la seule condi-

tion que, pour toute valeur de N supérieure ou égale 
T 

à N 0 , sur la seconde région du sol, le rapport dans 

l 'hypothèse du glissement à la vitesse e, soit supérieur 

à f0. Cette condition se réalise facilement, puisque 

l 'expérience montre que ce rapport croît avec N. 

Le mécanisme de l 'arc-boutement qui se produit 

ainsi est simple à imaginer : les éléments matériels du 

sol et de la canne s'entraînent mutuellement; la canne 

tourne infiniment peu autour de son extrémité B, se 

comprimant de plus en plus, jusqu'à ce que la réaction 

qu'elle exerce en B sur le corps auquel elle est arti-

culée, soit suffisante pour produire l 'arrêt. 

Dans les cas à?indétermination qu'ils examinent, 

les auteurs s'efforcent généralement de faire un choix 

parmi les différentes solutions fournies par la Méca-

nique classique. Je ne crois pas qu'il y ait lieu de 

choisir entre ces solutions, qui toutes me semblent 

acceptables au même titre et réalisables, plus ou moins 

facilement d'ailleurs, certaines d'entre elles pouvant 

naturellement être instables. 

Soient, par exemple, deux murs presque verticaux 

surplombant légèrement, l 'un en face de l 'autre. Entre 

ces deux murs, je place une barre horizontale A B : 

cette barre reste-t-elle en équil ibre? La Mécanique 

classique indique comme possibles : i° une chute ver-

ticale avec l 'accélération de la pesanteur ; 20 l 'équilibre 

avec, comme réactions en A et B, les composantes 

changées de sens du poids P suivant les droites 1A et 

1B, I désignant un point arbitraire situé entre le 

point O , milieu de A B , et le point C commun aux 

génératrices supérieures des deux cônes de frottement. 
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Q u ' i n d i q u e l ' o b s e r v a t i o n ? Si l 'on se b o r n e à a p p u y e r 

l é g è r e m e n t la barre sur les murs avant de l ' a b a n d o n n e r , 

elle t o m b e . Si o n la c o i n c e f o r t e m e n t , elle reste en 

é q u i l i b r e , et les réact ions , qui sont dans un r a p p o r t 

étroit avec l 'état de c o m p r e s s i o n de la barre , d é p e n d e n t 

é v i d e m m e n t de l ' e f for t plus ou moins grand avec l e q u e l 

on l'a c o i n c é e . S i m ê m e le coef f i c ient de f r o t t e m e n t 

est assez g r a n d , et si la barre est f a c i l e m e n t d é f o r m a b l e 

(il s 'agit , b ien e n t e n d u , de d é f o r m a t i o n s inf in iment 

pet i tes) , on conçoi t que la barre puisse , p o u r ainsi 

d ire , rouler sans «¿lisser sur les m u r s en se d é f o r m a n t , 7 C? ' 

pendant q u ' o n essaie de la c o i n c e r , revenant par suite 

en arrière au moment où on l ' a b a n d o n n e , puis t o m b a n t , 

sans q u ' o n puisse jamais la maintenir en é q u i l i b r e par 

celte m é t h o d e . 

Je r e p r e n d s aussi le p r o b l è m e de la canne , en le 

modifiant l é g è r e m e n t : A u l ieu de l 'ar t iculer en son 

extrémité B, j e la suppose art iculée en son mil ieu O à 

un c o r p s se déplaçant, à la vitesse v sur le sol. 

Si la canne fait avec la vert icale u n angle i n f é r i e u r à 

l 'angle de f r o t t e m e n t , la m é c a n i q u e c lass ique i n d i q u e 

ou bien qu ' i l y a incompat ib i l i té , ou b ien q u e le m o u -

vement se poursui t avec une réact ion nul le au contact 

du sol. L ' o b s e r v a t i o n c o n f i r m e ces d e u x so lut ions : le 

m o u v e m e n t p e u t se p o u r s u i v r e sans d i f f icul té , mais si 

la canne vient à e x e r c e r la m o i n d r e press ion sur le sol , 

il y a arrêt b r u s q u e . C ' e s t ce qui se p r o d u i r a , par 

e x e m p l e , si la barre est a b a n d o n n é e dans un certa in 

état de c o m p r e s s i o n : en se d é t e n d a n t , elle a m o r c e r a 

fa t aiem en t Y ar e-bo u te ni en t. 

So i t de même un p r o b l è m e de M . C h a u m a t i n d i q u é 

par M . Painlevé (C. /?., t. 140, 1905, p . 4o\). D a n s 

un plan vert ica l , u n d i s q u e c i rcula i re est en contact 

avec une droi te incl inée p a r f a i t e m e n t pol ie O x et avec 
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une horizontale O y dépolie qui lui est tangente en son 

point le plus haut. Il est abandonné sans vitesse, mais 

on lui applique un couple N. 

Soient r le rayon du disque, P le poids, f le coeffi-

cient de frottement, a l 'angle x O y , j e suppose 

f > tanga. 

Si le couple N est supérieur à 

/Pr 
/ c o t a — i ' 

on vérifie faci lement que la Mécanique classique 

fournit deux solutions : ou bien une descente du disque 

le long de O x , ou bien l 'arc-boutement. C'est la des-

cente qui se produira, si Ton abandonne le disque en 

l 'appuyant légèrement sur l 'horizontale Oy ; mais, si 

on l 'applique plus fortement, on amorcera ainsi 

l 'arc-boutement. 

O n pourrait multiplier les exemples; je me bornerai 

à dire quelques mots du problème de M. Thiry,. Pour 

donner plus de valeur à l ' indétermination constatée, il 

me semble préférable de supposer les liaisons unilaté-

rales, le corps que l 'on étudie reposant sur le mur ver-

tical et sur le sol à la manière d'une échelle. Peut-être, 

en effet, pourrait-on objecter , dans le cas de liaisons 

bilatérales, que, chaque contact se trouvant ainsi 

doublé, on rassemble dans un même énoncé quatre 

problèmes différents? O n serait tenté d 'y voir une 

cause d ' indétermination. 

A i n s i modifié, le problème reste indéterminé, 

lorsque le centre de gravité se trouve dans celle des 

deux régions hachurées qui est à gauche de la figure 

( p . 2 1 5 ) . Il est intéressant de signaler aussi une infinité 

de solutions, lorsque le centre de gravité se trouve sur 

la branche non figurée de l 'hyperbole H , : dans ces 
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solutions, le corps glisse en B et se soulève en A dans 

une direction variable. 

Enfin, lorsqu'il y a équilibre, le calcul des réactions 

ne donne-t-il pas une infinité de solutions? 

Ces cas d'indétermination n'ont rien qui doive nous 

surprendre : la Mécanique classique n'analyse pas 

les déformations infiniment petites, mais elle ríen 

méconnaît pas Vexistence : lorsqu'on dit, en Méca-

nique classique, qu'on abandonne tel solide dans telles 

conditions déposit ion et de vitesse, il n'est pas question 

de l'état initial de ses déformations infiniment petites, 

on ne se donne que sa position d'ensemble et l 'état 

initial de ses vitesses dans un déplacement d'ensemble. 

Mais, si l 'on veut que les problèmes que l 'on résout aient 

une portée pratique, il est indispensable d'admettre 

un état initial arbitraire de déformations infiniment 

petites, sous réserve, bien entendu, que ces déforma-

tions soient assez petites pour ne pas mettre en jeu des 

forces infiniment grandes, telles que celles qu'on ren-

contre dans les chocs et percussions : E n d'autres 

termes, on doit pouvoir négliger l 'énergie propre de 

cette déformation. 

Dans ces conditions, n'est-il pas remarquable que la 

Mécanique classique puisse si souvent nous donner une 

réponse unique indépendante des déformations initiales 

et de la manière dont les corps sont susceptibles 

de réagir? S!il arrive, dans certains cas, que nous 

rencontrions plusieurs solutions, c'est que les 

données sont insuffisantes : elles auraient du porter 

sur les déformations initiales des corps et sur leur 

nature élastique. 

Cet état initial ne peut, en effet, se maintenir sans 

modification, puisque les forces qui le maintenaient 

artificiellement disparaissent à l'instant initial et sont 
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remplacées par telles ou telles réactions. L'état des 

déformations évolue donc, plus ou moins gêné par les 

frottements, et l 'on conçoit que, suivant le point de 

départ de cette évolution, il puisse tendre vers des états 

différents comportant soit l 'un, soit l 'autre des mouve-

ments d'ensemble fournis par la Mécanique classique. 

Les problèmes de choc avec frottement présentent 

des difficultés particulières : lorsque deux solides se 

heurtent, si la distribution des vitesses dans chacun 

d'eux avant le choc est conforme à la cinématique des 

solides invariables, il n'en est évidemment plus de 

même pendant le choc : il est vraisemblable, en effet, 

que, si, par exemple, un solide heurte un obstacle fixe 

rigoureusement indéformable, les ¡éléments du solide 

qui se trouvent au contact de l'obstacle se trouvent 

immédiatement arrêtés, puis cette zone influencée par 

le choc s'étend de proche en proche, sa limite se propa-

geant à l ' intérieur du solide avec une certaine vitesse 

jusqu'à ce que les points les plus éloignés soient eux-

mêmes avertis du choc. 

La Mécanique classique, qui n'analyse pas ces défor-

mations, est tenue de suppléer à cette analyse par des 

hypothèses : invariabilité de Vorientation du plan 

tangent commun, rigidité des solides à Vinstant où 

cesse la percussion de contact. L'intégration des 

équations du mouveînent, pendant la durée du choc, 

permet alors de résoudre un certain nombre de 

problèmes simples en faisant abstraction| de ce qui se 

passe pendant le choc. 

Si le frottement est pris en considération, le problème 

se complique. La Mécanique classique, comme on l'a 

vu dans plusieurs articles récents ( 4 ) , suppose appli-

( * ) H. Y., juin 1923; J. PÉRÈS, déeembre 1923 et mars 1924. 
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cables les lois habi tue l les du f r o t t e m e n t ; son coef f i c ient 

est s u p p o s é constant . P o u r or ienter la f o r c e de frotte-

ment à c h a q u e instant, il faut alors suivre la variation 

de la vitesse de g l issement . Le système de quant i tés de 

m o u v e m e n t et cette vitesse de g l i ssement sont e x p r i m é s 

à c h a q u e instant c o m m e si c h a c u n des corps conservai t 

sa r ig idi té , q u o i q u e cette r igidité soit é v i d e m m e n t 

i n c o m p a t i b l e avec le c h o c l u i - m ê m e . 

C e t t e h y p o t h è s e revient à admettre q u e les régions, 

au vois inage immédiat du contact , sont seules d é f o r m é e s 

et que ces déformat ions sont toutes or ientées à peu près 

n o r m a l e m e n t au plan tangent, malgré l 'ob l iqui té de la 

réact ion. O n peut dir e aussi q u e la M é c a n i q u e classique 

ra isonne sur des solides r i g o u r e u s e m e n t invariables 

recouverts d ' u n e éeorce inf iniment m i n c e , seule dé for-

mable n o r m a l e m e n t à son p lan l a n g e n t . Les d é f o r m a -

tions de cette é c o r c e aux points où elle est h e u r t é e sont 

p e r m a n e n t e s dans le cas de corps inélast iques ; elles sont 

uniquement f o n c t i o n s de la réact ion, et s 'annulent avec 

el le, dans le cas de corps parfa i tement é last iques. D a n s 

q u e l l e mesure les corps de la nature se comportent- i l s 

c o m m e ces corps théor iques , c 'est surtout à l ' e x p é r i e n c e 

qu ' i l appart ient de se p r o n o n c e r . 

BIBLIOGRAPHIE. 

INTRODUCTION A LA MÉTHODOLOGIE MATHÉMATIQUE, PAR 

M. Stuyvaert. i vo l . 22 x i5 de 258 pages , G a n d , 

V a j i R y s s e l b e r g h e et R o m b a u t . P r i x : 20 f r . 

Dans un Chapitre préliminaire de son excellent Livre, 
M. Stuyvaert expose le but et le programme de la Méthodo-
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logie mathématique. Cet enseignement, qui doit assurer la 
formation des futurs professeurs, comprendra l'examen des 
principes de la science et l'étude, très approfondie et complète, 
de questions de mathématiques élémentaires; étude où i'on 
aura l'occasion de comparer les divers modes d'exposition, 
où l'on discutera les difficultés, où l'on s'attachera enfin à 
mettre en évidence les relations entre théories diverses. Et, 
parce qu'en un cours annuel on ne peut étudier à fond que 
quelques questions, l'auteur réunit dans cette Introduction, 

qui en donne une vue d'ensemble, « les premières notions rela-
tives aux questions traditionnelles en Méthodologie ». 

La plus grande partie du Livre se rapporte à l'Arithmétique, 
la Théorie des nombres et l'Algèbre. Quelques Chapitres sont 
naturellement consacrés aux principes de l'Arithmétique, aux 
diverses extensions de la notion de nombre, à l'introduction 
de l'exponentielle. Par ailleurs, l'auteur développe assez 
largement la théorie des congruences et donne les notions 
essentielles sur la théorie générale des corps et domaines de 
rationalité et d'intégrité: il consacre en particulier quelques 
pages à l'étude des entiers complexes. 

Sous le titre de Problèmes antiques, un fort joli Chapitre 
comporte, d'abord l'étude des constructions possibles par la 
règle et le compas (avec application au problème de Delos, à 
la trisection de l'angle et à la construction des polygones 
réguliers), puis la démonstration de la transcendance de u et 
de e. 

Les deux derniers Chapitres du Livre sont enfin consacrés à 
la Géométrie. On y trouvera l'examen du système de postulats 
de Hilbert, quelques pages très claires sur les géométries non 
euclidiennes et leur interprétation, une très fine discussion 
axiomatique de la géométrie projective générale et les notions 
essentielles sur la métrique cayleyenne. 

L'Ouvrage réalise ce qu'on pouvait attendre de la compé-
tence de l'auteur; jamais superficiel, éducatif et attachant 
par la variété des points de vue, utile aussi parce qu'il aborde 
bien des questions intéressantes qui sont un peu en marge des 
programmes classiques, ce Livre a sa place marquée dans 
toute bibliothèque. J. P. 

Ann. de Mathémat5e série, t. II. (Mai 1924. ) 24 
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QUESTIONS. 

2466. Soit, sur la sphère de rayon i, la courbe de Viviani 
qui a pour équation 

a) = 0, 

w et 0 étant respectivement la longitude et la latitude d'un 
point M de cette courbe. Prouver que la sous-normale sphé-

rique au point M (c'est-à-dire un arc d'équateur limité au 
méridien de M et au grand cercle normal en M à la courbe) 
est éga l e à to. J. DARD. 

2467. Les diagonales d'un quadrilatère convexe inscriptible 
le partagent chacune en deux triangles. 

Io Le rapport .des produits des rayons des cercles inscrits à 
ces triangles, qui touchent une diagonale, à celui des rayons 
des cercles inscrits qui touchent l'autre diagonale égale le rap-
port des deux diagonales du quadrilatère. Réciproque. 

•2° Même propriété pour les cercles exinscrits qui touchent 
les diagonales elles-mêmes (et non leurs prolongements). 

3° Même propriété pour les huit autres cercles exinscrits, 
convenablement partagés en quatre groupes de deux cercles ( l ) 

V . THÉBAULT . 

2468. Si les côtés a, c d'un triangle vérifient la relation 

3 a2 = 6*4- c* : 

i° a * = h c cosA; cot A = cotB 4- cotC ; 

•2° La distance du point de Lemoine au côté BC égale le 
quart de la hauteur AA ' ; 

3° La droite des pieds des symédianes issues de B et de C 
est perpendiculaire à la symédiane îssue de A et contient le 

(* ) Cette question est à rapprocher de 2461 (TV. A1923-1924, 
P-75)-



d'Apollonius relatif à BG. V . T H É B A U L T . 

2469. Q étant une quadrique donnée, soit AB j BCi un 
hexagone formé avec six génératrices de Q , appartenant 
alternativement à l'un et Tautre système. Soient a le point de 
rencontre de BCt et de B tC, a' le conjugué harmonique de a 
par rapport au segment BGj. Soient p, ¡3', Y» y' 
analogues (p ' est sur GA t, y' s u r AB t ) . 

Démontrer qu'il existe une cubique gauche, tracée sur Q et 
passant par a, ¡3, y, a', (3', y'.. R. B. 

2470. Soit PQR un triangle équilatéral circonscrit à une 
parabole, QR touchant la courbe en son sommet S, PQ la 
touchant en M, PR en N. Soient F le foyer de la parabole et 
KL la corde focale perpendiculaire à l'axe, K et M étant du 
même côté de l'axe. Soient B le point commun à SK et FM, 
C le point commun à SL et FN. Soit enfin A le point commun 
à BN et CM. 

Démontrer que : 

i° FM passe par R, FN par Q; 
2° Le triangle évidemment isoscèle ABC est rectangle 

en A ; 
3° AQ et AR sont les deux trisectrices de l'angle BAC; 

BP et BR celles de l'angle ABC ; GP et GQ celles de l'angle ACB. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . On considère la courbe gauche 

définie par les formules 

i° Former Véquation du plan oscillateur au point de 

cote z et celle de la trace de ce plan sur le plan des xy. 

J . - A . M O R E N . 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 



( 3 . 6 ) 

Lorsque z varie, cette trace enveloppe une courbe 

plane; calculer les coordonnées du point de contact de la 

trace et de son enveloppe en fonction de z\ vérifier que 

ce point est sur la tangente à la courbe gauche au 

point x, y, z. 

3° Construire la courbe enveloppe précédente. 

II. Ellipsoïde d'inertie. 

INDICATIONS SI R LA SOLUTION T>K I. — La p remiè re part ie se 

traite immédiatement et I on trouve la trace 

— X sli -+- Y ch z -h z = o, 

d'où, pour le point de contact avec l'enveloppe, 

X = chs— ¿shs, Y = sh^ — zchz; 

on retrouve le même point en cherchant la trace sur xy de 
la tangente à la courbe gauche au point x, y, z. 

ÉPHEUVH PRATIQUE. — Soit l'équation différentielle 

y"-t- 'iy'-Y- *>.y = o. 

i° Déterminer la solution telle que, pour x = o, on ait 

y = o, y'= i. Construire la courbe intégrale correspon-

dante ( y ) . 
2° Soient \n le point de Vaxe des x d'abscisse nnet S„ l'aire 

comprise entre la corde Kn An+t et l'arc An A n + 1 de (y). 

Calculer S n ; calculer, avec Vapproximation des tables à 

cinq décimales, les limites pour n infini des sommes 

i l H - $*-+-. . . - f - S„, | SI | - h i 52 I -+- . • • -+- I SN\. 

3° Sur l arc AW il y a un point d'inflexion B^. Soient 

M un point de la courbe voisin de Bn et R le rayon de 

courbure de ( y ) en M. Montrer que le produit |R X MBW| 
tend vers une limite \n quand M tend vers B„. Etudier 

comment varie \n avec l'entier n et calculer sa valeur 

minima. 

INDICATIONS SIR LA SOLUTION. — L ' i n t é g ra l e che r chée de 

l'équation différentielle proposée est y = e~xs\nx. 
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On trouve , 
i + e T: 

= ( — e-*)» 
i 

et l'on a à calculer les limites des sommes de deux progressions 
géométriques de raison — et e -7t. 

TC 

Pour la troisième partie le point est d'abscisse nr: H- — » 

le produit indiqué, ou mieux son carré, se calcule sans diffi-

culté. C'est une fonction de x qui prend la forme - quand M 
tend vers Brt et l'on peut trouver sa limite par application 
répétée de la règle de l'Hôpital. Le reste est immédiat. 

(Bordeaux, novembre 1923. ) 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I ° Construire la courbe ( C ) qui 

représente les variations de la fonction 

(1) /(*)'= e~*(x-+-i). 

Evaluer Vaire limitée, au-dessus de Vaxe des x, par la 

courbe (C ) . 
2° Vérifier que, x étant positif, la différence 

/ ( * ) - / ( - * ) 

est toujours positive et trouver la partie principale de 

cette différence quand x, pris pour infiniment petit prin-

cipal, tend vers zéro. 

3° Soit Mt un point de la courbe ( C ) d'abscisse positive 

donnée xt ; la parallèle à Vaxe des x menée par M t ren-

contre (C) en un autre point dont on nommera — x2 l'abs-

cisse; on a donc /(— x±) — f(xx). 

Soient de même —x3 tel que f( — =/(.r2) :— x^tel 

que f(—xk) =/(#3), 

Quelle est la limite de la suite des nombres ainsi 

définis : xx, x^ • • 

4° Un point matériel P, de masse unité, est mobile sans 

frottement sur un axe Ox. Il est attiré par rorigine pro-

portionnellement à la distance, la force correspondante 

étant F = — - x (x abscisse du mobile)\ il est de plus 
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soumis à une force dirigée en sens inverse de la vitesse 

( p = S ) e i é g a l e à \ «*• 
Montrer que, lorsque la vitesse est négative, elle est liée 

à Vabscisse par la relation 

( 2 , - C ] . 

G étant une constante et f ( x ) étant la fonction précé-

dente (i). Quy a-t-il à changer à Véquation (2) si la 

vitesse du mobile est positive. 

Indiquer sommairement, sans chercher à intégrer (2) 

les circonstances du mouvement, 

pour t — o, x — xx donné, ^ = o 

Conditions initiales : 

INDICATIONS. — I° L'aire vaut e. La partie principale 
2 

est - .r3. 3° On vérifiera immédiatement que la suite envisagée 

est décroissante; la limite / est nulle car elle vérifie 
/ < / ) = / ( - / ) . 

4° Ne présente pas de difficultés; on retrouvera, dans l'étude 
du inouverneut de P, la suite précédente. 

EPREUVE PRATIQUE. — Soit la courbe représentée paramé-

triquement par 

x — R( 9 — sin cp), 

y = R ( 1 — coscp) 

(axes rectangulaires). On la fait tourner autour de Ox. 

I° Aire engendrée par un arc OM de cette courbe (M 
étant le point de paramètre <p). 

2° Coordonnées du point M0 pour lequel l'aire précé-

dente est égale à 87tR2. 
3° Volume engendré par Taire plane comprise entre 

l'arc OM0l Ox et Vordonnée de M0 en tournant autour 

de Ox. 
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INDICATIONS. —. L'application des formules classiques con-
duit pour déterminer le paramètre cp0 du point M0 à l'équa-
tion 

90 n ?0 2 COS3— — 6 COS H I = o. 
2 2 

( Marseille, juin 1922.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Intégrer Véquation différen-

tielle 
y"— 4y' 5y = excosx. 

II. Construire, en employant par exemple les coor-

données polaires, la courbe yk — x* -H 2y* — 5 x y 4- 2X- = 0. 

Chercher si la courbe admet des asymptotes. 

La courbe coupe Ox en un point A ¿Tabscisse y/a. Aire 

comprise entre OA et la courbe. 

III. I° Construire les projections sur le plan xOy des 

courbes tracées sur la surface S qui a pour équation 

z = .r»y -+- y1 

et qui coupent à angle droit les sections de S par les 

plans parallèles à xOy. 

2° On considère le solide limité par S et la surface 

&2-i-y2— 2x = o, 

volume de la portion de ce solide pour laquelle on a 

jK> o, s > o. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Un point M est soumis à son 

poids mg et à une force mg dirigée de M vers un 

point fixé O. 
I° Surfaces de niveau et lignes de forces du champ 

ainsi défini. 

20 Le point M est mobile sans frottement sur une droite 

verticale D, située à la distance a = OA du point O. 
Peut-il être en équilibre stable. Étudier le mouvement 

de M abandonné sans vitesse en A. 
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3° Le point M est mobile avec frottement sur D, le coef-

ficient de frottement est i- Mêmes questions que dans *2°. 

II. x étant évalué en radians, dire combien Véquation 

4 sin x — ix — i = o a de racines. Calculer la plus petite 

racine positive à ^ près. (Lyon, juin 1 9 2 a . ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. I° Intégrer l'équation 

( 3 x1 -h y2) y dx -4- (y 2 — x* ) x dy — o : 

a. considérée comme équation homogène ; b. en lui donnant 

un facteur intégrant fonction de y seul. 

2° On considère les cercles G d'équation 

x2-+-yt-4- ( 1 — X2 ) x — x \y 4- ( 1 -h X )- = o, 

X étant un paramètre variable. Soient D le lieu de leurs 

centres, F leur enveloppe, C2 le cercle particulier obtenu 

pour X = — 2 ; dessiner les courbes D, F, C2 sur la même 

figure; préciser Vintersection et la disposition mutuelle 

de T avec D et C2. 

3° Chaque cercle G coupe F en deux points P et Q : 
montrer que PQ passe par un point fixe A et que le pro-

duit A P . A Q est indépendant cle X. 
4° Le point A est le point d'abscisse positive sur F où la 

tangente est parallèle à Oy : calculer à près l'aire com-

prise entre l'arc OA de F et sa corde. 

II. Une plaque carrée homogène de côté a = im et de 

masse M = iok* est mobile autour d'un de ses côtés qui est 

fixe. A l'instant où sa vitesse angulaire est m = -ir. radians 

par seconde; la plaque s'arrête brusquement en heurtant 

un obstacle fixe parle côté opposé à l'axe de rotation. La 

durée du choc étant t = 0 , 0 1 seconde, quelle est la valeur 

moyenne de la force de percussion correspondante, sup-

posée normale au plan de la plaque? 

(Toulouse, juillet 1923.) 
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ASYMPTOTIQUES NON RECTILIGNES D'UNE SURFACE RÉGLÉE 

ET ÉQUATION DE RICCATI CORRESPONDANTE ; 
PAR BERTRAND GAMBIER, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 

1 . O n sait que sur uné surface réglée S n o n déve lop-

pable les asymptot iques non rect i l ignes découpent sur 

deux génératrices D , D ' , voisines ou non voisines, deux 

divisions en homographie : un calcul classique très 

«impie montre en effet que , si les équations p a r a m é -

triques de S sont 

( i ) x = a -h a{ p, y = b H- bx v, z = c -+- C|t>, ' 

où a,b,c, a{,b{,c, ne dépendent que de w, l ' équat ion 

différentiel le des asymptot iques est de la forme 

. ( , ) ^ U P . + I W U . , • 

o ù U , U j et U 2 sont des fonctions de a seul : la pro~. 

priété en résulte. 

2 . C e résultat admis, s i l e s a s y m p t o t i c j u e s A , A ( , . . . , A n 

découpent sur D et D ' les couples correspondants 

( M , M ' ) , ( M , , M , ' ) , . . . , ( M N , M ^ ) , . . . , l e s d r o i t e s M M ' , 

M , M ; , . . . , M «MJ, . . . j o i g n a n t les points homologues de 

cette homographie engendrent une quadrique et c o m m e 

cela subsiste, même si D ' se rapproche indéfini ment de 

D , à la l imite les tangentes asymptotiques M T , 

M j T , , . . . , M W T W , . . . autres que D , menées à S aux 

divers points de D engendrent une quadr ique q néces-

sairement osculatrice à S tout le long de D . 

Ann. de Mathémat. 5* série, t. I ï . (Juin igai.) 
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3. Je ferai remarquer que dans la solution du pro-

blème d'analyse d'agrégation 1923 (* ), j 'a i indiqué une 

méthode différente, ne supposant connu aucun résultat 

de calcul, pour arriver à démontrer que les tangentes 

M T j l V ^ T , , . . . , M „ T W , . . . engendrent une quadrique q. 

Cette méthode est basée sur la considération des qua-

driques contenant D et une autre génératrice D', qui 

se rapproche indéfiniment de D , puis sur la considé-

ration de la quadrique contenant D , et deux généra-

trices D ' , D'; distinctes de D , qui se rapprochent ensuite 

indéfiniment de D , indépendamment l 'une de l 'autre. 

J'ai ainsi démontré les deux résultats suivants : 

a. Il existe un système linéaire oc3 de quadriques 

Q , se raccordant avec S tout le long de D . 

b. Dans ce système, il y a une quadrique q et une 

seule osculatrice à S tout le long rfe'D; les généra-

triçes de q, de s ystème opposé à D , sont les tangentes 

asymptotiques à S tout le long de D . 

4. Je crois instructif de montrer que cette seconde 

méthode permet de démontrer directement, sans aucun 

calcul, que quatre asymptotiques A , A 4 , A 2 , A 3 , 

quelconques non rectilignes, découpent sur les généra-

trices D , D ' , . . . quatre points de rapport anharmonique 

constant, d'où résultera bien que étudié comme 

fonction de u sur une asymptotique, satisfera à une 

équation de Riccati de la forme (2). Les deux méthodes 

différent donc en ce que l 'hypothèse de l 'une est au 

contraire la conclusion de l'autre et inversement. 

Il suffit de démontrer quë les asymptot iquesA, A 4 , . . . , 

An . . . découpent sur D et D ' des couples (M, M') , 

(1 )Yoir Nouvelles Annales, 5e série, t. II, 1923-1924, p. 1^-137. 
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( M „ , M , [ ) en homographie ; ou encore, si Ton considère 

le rapport anharmonique 

( 3 ) P - ( VIMuVLMs), 

ce rapport est une fonction de u dont nous calculerons 

la valeur, p —|— Ap, en série ordonnée suivant les puis-

sances de Au, quand on passe à la génératrice u -j~ Au : 

et il suffit de montrer que le coeff ic ient de Au est nul , 

quel que soit u, pour montrer que p est constant. E n 

effet, supposons D ' infiniment voisine de D , corres-

pondant à la valeur M + A a , où Au est considéré 

comme infiniment petit principal . C h a q u e segment 

M M , , M 4 M / 1 , . . . est alors infiniment petit du 

premier ordre ; sur la tangente M T prenons une lon-

gueur MJJL égale, par exemple, à MM7 et traçons la g é n é -

ratrice A de q, de même système que D, issue de JJL; A 

perce chaque tangente M| T , , . . M „ T W , . . . aux points 

¡JL4 , ta2, . . . , — •, chaque segment M^ ¡JI« est lui aussi du 

premier ordre, donc la distance [x^M^ est du second 

ordre. Le rapport anharmonique 

p-+-àp ou Î M ' M ' j M i M i ) , 

ne diffère donc du rapport 

< > ^ ¡ ¿ 2 ¡ ¿ 3 ) = (MM1M2M3) = P 

que d 'une quantité du second ordre, cela exige 

do 

du 

L e rapport p est donc une constante : tout le reste en 

découle. v c. Q, F. D. 
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[O 'öa ] 
SUR LES VOLUMES TOURNANTS ; 

PAR A. BÜHL. 

1 . Ceci est la suite de l'article précédemment publié 

Sur la Géométrie de la formule de Stokes. 

Les travaux fondamentaux sur le sujet sont toujours 

ceux de M. G . Kœnigs qui, pour un contour fermé C 

donné, a considéré le complexe formé par les axes aux-

quels correspondent des volumes tournants équivalents. 

C ' e s t dans un ordre d'idées analogue que je considère 

les familles de surfaces portant des C qui, avec deux 

axes de rotation donnés D e t D ' , engendrent des volumes 

tournants équivalents ou en rapport constant. 

L 'étude est intéressante, d'abord parce qu'elle livre 

quelques aperçus probablement nouveaux sur les 

hélicoïdes et les surfaces de révolution, ensuite et 

surtout, parce qu'elle conduit à un système d'équations 

différentielles qui est de ceux qui sont identiques à 

leur système adjoint (ou du moins qui se ramène 

facilement à ce type après avoir fait abstraction des 

termes purement constants). O n sait que ces systèmes 

ont été particulièrement étudiés ; on pourra se reporter 

aux Surfaces de Gaston Darboux (t. J, 2e édition, 

C h . I l ) et au Cours d'Analyse de M. Edouard Goursat 

(t. II, 2e édition, p. 482) encore que le système envi-

sagé plus loin soit fort simple et puisse être intégré par 

des considérations des plus élémentaires. 

Les systèmes difiérentiels identiques à leur adjoint 

ont d'ailleurs actuellement un regain d'actualité qui 

leur vient de la théorie du déplacement parallèle géné-
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ralisé de M. T . Levi-Civita ( Rendiconti del Circolo di 

Palermo, 1917 , p. 173). A u fond ce n'est pas une 

coïncidence fortuite qui lie ce grand sujet avec les lignes 

élémentaires qui suivent; il y a, dans les deux cas, une 

invariance stokienne concernant une intégrale double, 

mais ici, je laisse de côté de tels points de vue pour 

lesquels je renverrai à mes Mémoires Sur VElectro-

magnétisme et la Gravifique ( Annales de la Faculté 

des Sciences de Toulouse, années 1921 et suivantes). 

2. Equation aux dérivées partielles des surfaces 

S sur lesquelles on peut tracer un contour fermé C 

donnant, quant à deux axes de rotation D et D ' 

quelconques, deux volumes tournants de rapport 

constant. — Reprenons l 'expression générale du 

volume tournant dû à une cloison S : 

P Y 
X [X V 

x — a y — b z — c 

dv. 

Cette expression est celle de l 'article précédent et de 

mon opuscule Géométrie et Analyse des intégrales 

doubles (p. 25). Ici l 'axe de rotation passe parle point 

( a , c ) et a pour cosinus directeurs A, p., v. Dans ces 

conditions, on peut écrire immédiatement, pourdéf inir 

les surfaces S, l 'équation 

(2) m 

a p 

X fX 

x — a y — b z • 

P T 
X' jx' v' 

x — a' y — b' z —— c 

Les axes de rotation sont évidemment 

D passant par (a. b, c ) avec íes cosinus directeurs X, fx, v7 

D* » ( a \ b'\ c ' ) . » X', fx'7 v'¿ 
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Ils sont quelconques mais, pour éviter toute dif f iculté r 

on supposera n 'étudier que des contours C non traversés 

par D ou D \ Dans (2) , m et n sont des facteurs de 

proportionnalité constants. Manifestement ( 2 ) est une 

équation aux dérivées partielles l inéaire et homogène, 

du premier ordre, puisque a, {3, y peuvent y être 

remplacés par les coefficients directeurs de la normale 

à S . 

L ' é t u d e de (2) , en lui laissant la forme absolument 

symétrique qui vient d'être indiquée, ne serait sans 

doute pas sans intérêt. Ici iious prendrons des coor-

données telles que D et D ' aient les équations : 

( D ) 

( D ' ) 

z — y. tang to, 

x = — 

z = — y . tangu>. 

L e s axes de rotation D et D ' ne cessent point ainsi 

d'être quelconques l 'un par rapport à l 'autre , mais leur 

perpendiculaire commune est prise pour axe Ox 

cependant que leurs project ions sur O y z admettent 

O y et O ^ pour bissectrices. 

Pour fixer les idées, on peut imaginer que l 'angle o> 

est aigu. Nous le ferons tendre vers l 'angle droit au 

paragraphe 4. 

A l o r s l 'équation (2) devient 

oc p 7 

( 3 ) m o cosu) sinw 

oc — a y z 

Posons 
m -h n = 

{j 

O — COSU) sitlto 

x -h a y z 

m — n = v ; 

il est à peine besoin de dire que c'est là une notation 

nouvelle en laquelle JJL et v n 'ont aucun rapport ave« les 
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cos inus X, JJLt vy de ( I ) o u ( 2 ) , qui ne reparaî tront pas 

expl ic i tement dans la suite . A i n s i ( 3 ) p e u t s 'écr ire 

cosw sinoô (J. v LI V 
a — P sin to 

(J. v 
— Y C( )S Lù 

VJK \LZ x a a x 
a ) 

et , en posant 

= o, 

y = 7i fiinw, : = ^COSw, 

le système di f férent ie l ordinaire , à cons idérer p o u r 

i n t é g r e r ( 4 ) , est 

¡JL COS2 6) . Ç V sin2 03. Y), 

<5; 

¡J.X • 

C ' e s t ce s y s t è m e ( 5 ) q u i , en variables y , 5 et 

abstract ion faite des termes v a et — ¡ ¿ a , est ident ique 

à son adjo int . D e s calculs très s imples d o n n e n t p o u r 

son intégrale générale 

x — A cos kt 
k* 

<6) 

avec 

( 7 ) 

1 v • , \ 

Ti =. A j sin .Ari H - JJL ( ^ — 1 \ at ->r 

£ = — A ^ s i n kt — v ^ — i j 
j A-2 = p.2cos2u> -+- v2sin2 w, 

/ B v s in 2 o) = CJJL cos*ü>. 

L e s constantes arbitraires A , B , C se réduisent à d e u x 

d 'après la seconde équat ion ( 7 ) ; il pourrai t b i e n y en 

avoir u n e trois ième a c c o m p a g n a n t t de manière p u r e m e n t 

addit ive mais elle disparaîtrait en m ê m e temps que t, 

var iable auxi l ia ire dest inée à l ' é l iminat ion. A i n s i le 
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problème général ici posé peut être considéré comme 

résolu et de façon fort élémentaire, mais il reste à en 

étudier bien des particularités géométriques intéres-

santes. 

3. Surfaces S portant des contours C donnant, 

quant à D et D ' , des volumes tournants équiva-

lents, — Traitons directement cette question ( 1 ). A v e c 

m — i, n — — i, d'où ¡JL = o, v = 2, 

l 'équation ( 3 ) devient 

oif — ¡3a? — Y - a cotangw = o. 

E n coordonnées semi-polaires, on a les surfaces 

intégrales 

( 8 ) s = — - — 6 - + - < p ( r ) . 
v tangw 7V 

C e sont des hélicoïdes. 

Le même résultat est facife à tirer des équations ( 6 ) 

e t ( 7 ) q u i donnent 

x = A cos kt, k't\ = 2 A s i n kt. Z ~ iat~{- C, k = 1 sin&> 

Les droites D et D ' étant génératrices d'un même 

système sur l 'hyperboloïde de révolution 

z2 
( o ) œ1 H- r 2 — = a 2 , 

J tang2w ' 

on peut énoncèr ce théorème : 

Si un contour fermé, tracé sur Vliélicoïde (8)r 

( ' ) Proposée àu Certificat de calcul différentiel et intégral, à 
Toulouse, en juillet 1923. On voit que le problème est susceptible 
de conduiie à d'autres plus généraux et dont le niveau atteindrait 
vite celui de l'Agrégation. 
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tourne dans Vespace autour de deux génératrices 

d'un même système, passant en deux points diamé-

tralement opposés du cercle de gorge de Vhyperbo-

loïda (9) , les deux volumes tournants sont équi-

valents. 

Si l'on-avait pris m = n on aurait trouvé un hélicoïde-

analogue à (8) mais ayant O y pour axe. 

4. Cas de Vangle to droit, m et n étant quel-

conques.— Ici l 'équation (3) est 

a £ a (3 
m 

a £ 
= 71 

a (3 

x — a y x -f- et y 

ou 
QLvy — ¡3 (va? — ¡xa) =• o. 

Le système différentiel 

dx dy dz 
v y ixa — va? o 

donne les surfaces intégrales 

( 1 0 ) 

Ce résultat peut encore se déduire très aisément des 

formules générales ( 6 ) et ( 7 ) . O n a 

k = v. B = Oj x — A eos v i -h a y = Asinv¿, 

d'où l'intégrale 

— + A2 . 

Enfin la troisième équation (6) , multipliée par cosior 

peut prendre la forme s = C , et l 'on retrouve les 

surfaces (10) qui sont évidemment de révolution autour 
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de la droite 
>)x = a fi, y — o. 

Si D et D ' sont eoplanaires et parallèles avec 

l'axe d'une surface de révolution S , un contour C, 

tracé sur celle-ci, donney pour les axes de rotation 

D et D ' , des volumes tournants de rapport constant. 

Ces volumes sont égaux si D et D ' sont équidistants 

de Vaxe de S. 

Pour imaginer une figure, admettons que D et D' 

soient d'un même côté de l'axe de la surface et à des 

distances de cet axe 

O n conclut immédiatement de là, pour le rapport des 

volumes tournants, 
n S 

o. Cas des axes D et D ' concourants ; a est nul, 

to, met n sont quelconques. — Cette fois l 'équation ( \ ) 

conduit au système différentiel 

m ó 

xdx dr¡ _ d^ dr{ 

qui admet les combinaisons 

xdx -+- costoj.ÇdÇ -f- sin1 ü>.7)¿¿iq = o, 

jjt dr¡ -h = o 

et, par suite, les intégrales 

COS2U).Ç2-4- sin20).7)2, JJLTJ -+- V Ç. 

O n a donc les surfaces 

( n ) x * y * - i - z2 — v ( cos ta.y -4- v sin w . z } 
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qui sont encore des surfaces de révolution. L'axe est la 

droite 
Z V 

x — o, - — - taniru). 
y F- ° 

Ces résultats se déduisent encore très simplement du 

système ( 6 ) où l 'on annule a. 

L'axe A de la surface (i i) est donc dans le plan de 

D et D' ; il passe par l 'intersection de ces axes de rota-

tion. Si O est l 'angle A O y , disposé comme D O y, la 

seconde équation de A se traduit évidemment par 

/ x v» m — n 
(12) ta 11 g 12 = tangw. 
x ; 0 m -+- n 6 

Si deux droites D et D ' , se coupent sur Vaxe A 

d^une surface de révolution S et sont coplanaires à A, 

tout contour tracé sur S donne, quant aux axes de 

rotation D et D ' , des volumes tournants de rapport 

constant. Ces volumes sont égaux quand A est lune 

quelconque des bissectrices de D et D ' . 

Il est assez curieux de retrouver ici la formule (12) 

qui est bien connue, mais dans des sujets fort éloignés 

de la théorie des volumes tournants. Elle donne lieu à 

d'intéressants et utiles développements trigonomé-

triques et se rencontre en de nombreuses questions 

d'Astronomie parce qu'au fond c'est une formule rela-

tive aux triangles sphériques rectangles. 11 sufiît de 

poser 
n m tir 
— = tan^2 — 
m 0 2 

pour lui donner la forme 

tangii = cos 4* tango». 

6. Cas général. — 11 n'est pas difficile d'ôbtenir, 
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dans le cas général, des résultats géométriques aussi 

élégants que ceux des cas particuliers précédents. S i 

Ton reprend les «équations (6)^ on peut en tirer diverses 

combinaisons, par exemple 

( i 3 ) fXî] -f- v Ç ~ b ( > 2 — = B ( x - h Cv; 

de même 

{jtcos2w.Ç — v sin2oj.r) = — A A sin Ai, 

kx — = k A coskt. 
k 

Ces deux dernières équations donnent 

, ( i4) ¿2(}J.cos2<o.£ — v s i n 2 w . r , ) 2 — ajjiv)2 = k1* A*. 

Ceci est, pour le système (5) , une intégrale indépen-

dante de t. 

O n en aura une autre en éliminant t entre ( i 3 ) et 

la première équation (6), ce qui dbnne, en utilisant (î 4) y 

k LUI -j~ vÇ /I2x — a txv /Î B U + C V 
- 5 = arc cos , 9 k H ? r-
a v2 — JJL2 A2 A a v2 — ¡J.2 

Le terme transcendant de cette égalité peut être 

remplacé par 

arc tang ^ • 
° k*x — a\JLV 

Reprenons maintenant les variables y et z ; considé-

rons le déplacement 

Y ^ x = ^ 
Ci 5 ) V 
y ; y cosÛ H- z sinQ, 

Z = — y sin Q -f- ¿cosQ, 

en lequel û est défini par les relations 

( i 6 ) [Jt cos w = k cos!!, v sin w = k sin il 
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e t , p o u r intégrale générale de Féquat ion ( 3 ) , n o u s 

p o u r r o n s écrire 

<17) -7-;—"— Y = a r c t ang^ -h/ (X * -+ -Z * ) , 

x " a ( v 2 — jx2) sinw cosa» b X J y h 

e n désignant par / u n e fonct ion arbitraire. 

7 . O n voi t que le problènVe le plus général ici posé 

c o n d u i t à de simples hél icoïdes à disposer convenable-

ment par rapport aux droites D et D ' . L ' é q u a t i o n ( 1 7 ) 

peut être présentée d i f féremment , par exemple sous la 

f o r m e 
, _ a ( u 2 — v2 ) sin 10 costo X » - r,^ 
(18 Y = — J - — j - r - j — a r c t a n g - -4-/(X2 -+- Z2 ) . 

(JL2 cos2to -h v2 sin2to 0 Z 7 7 

Cel le-c i est propre à redonner les résultats part icu-

liers p r é c é d e m m e n t obtenus mais par des transforma-

tions q u ' o n aimerait assez à just i f ier d irectement et 

c 'est précisément cela qui nous a condui t à n o u s 

assurer d 'abord des cas part icul iers . 

A i n s i soit [jl == o, d 'où a i i = 71, d 'après ( 1 6 ) . O n a 

X — x, Y = *, Z = — y 

et, dans ces condit ions, on retrouve ( 8 ) et les c o n c l u -

sions du paragraphe 3. 

So i t encore 2(0 = 7: avec [/. et v q u e l c o n q u e s . 

D 'après ( 1 6 ) on aura encore 2O = 7 1 et k - = v . L a trans-

formation ( i 5 ) deviendra 

X = x - Y = 3, ' Z = - y 

et l 'on retrouvera (10) ainsi que tout le paragraphe 4. 

E n f i n soient a nul , w, p., v q u e l c o n q u e s . A l o r s ( 18) 

peut p r e n d r e la f o r m e 

X2 -f- Y2 -i~ Z2 = Y ) 
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OU 
x2 z* = CP( JJL COSOJ.JK -H v sin &>.£). 

C'est l 'équation (i i ) . Les conclusions géométriques 

sont d'ailleurs analogues à celles du paragraphe 5 . Les 

relations absolument générales (16) ne le sont pas plus 

que (12) . 

8. Généralités diverses. — Les résultats de ce petit 

Mémoire ont été exposés sous des formes sensiblement 

équivalentes par M. Pierre Papillon, élève de la Faculté 

des Sciences de Toulouse, dans un travail, fort digne 

d'éloge, destiné à l 'obtention d'un Diplôme d'études 

supérieures de Mathématiques. M. Papillon a d'ailleurs 

rattaché le sujet à d'autres. 

Ainsi l 'hélicoïde (18) admet évidemment l'axe 

X = o, Z = o 

ou, en coordonnées x , y , c , 

a ÎJL V 

x = —•— . —, 
ji2 cosâw -+- v2 sin2co 

v sin to.y = ¡JL cos w. z. 

Q u e l est le lieu de cet axe, quand les volumes tour-

nants relatifs aux droites axiales D et D ' sont dans un 

rapport variable? 

L'élimination du rapport de JJI à v donne immédiate-

ment la surface 
a yz 

x = -, ¿L— . 
sincocosw y 2 - h z1 

C'est le conoïde de Plùcker. L 'étude du lien 

existant entre l 'hél icoïde et ce conoïde permet alors de 

revenir aux généralités classiques concernant le mou-

vement hélicoïdal, le théorème de SchÔnemann et 

Mannheim, etc. , toutes choses que l 'on trouvera 
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notamment dans la Théorie des Surfaces de Gaston 

Darboux (t. 1, 2e édition, Chap. VII) , dans les Leçons 

de Cinématique, de M . G . Kœnigs (Chap. I et X ; 

note IX) , ou dans les Principes et Développements 

de Géométrie cinématique de A . Mannheim (p. 127 

et a58). 

O n aperçoit ainsi la possibilité de faire une théorie 

purement géométrique de tout ce qui a été déduit, 

dans les pages précédentes, de l 'intégration du sys-

tème d'équations différentielles (5) . 

Nous comptons revenir sur le nouveau point de vue 

dans un prochain article qui contiendra d'ailleurs des 

références bibliographiques plus détaillées. 

ÉTUDE D'UN PROBLÈME SUR LE PENDULE 
A LONGUEUR VARIABLE 

(.Agrégation, 1922) ; 

P A R R E N É T H I R Y 

(Strasbourg). 

Parmi les épreuves proposées pour la composition de 

Mécanique au concours d'Agrégation de 1922 se trou-

vait la question suivante : 

On donne deux axes de coordonnées rectangu-

laires Ox, Oy (Or vertical vers le haut). Un pendule 

simple est formé par un fil inextensible et sans masse 

dont une extrémité est fixée en un point A de Oy; 

à l autre extrémité se trouve un point matériel M 

de poids mg, dont la position d'équilibre est le 

point O. Ce fil passe à travers un anneau horizontal 
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irès petit dont le centre peut occuper une position 

•quelconque entre O et-A. Si Vanneau est fixé de 

manière que son centre occupe un point B deOy, la 

longueur véritable du pendule est O B = b. On fait 

alors osciller ce pendule dans le plan xOy, on 

désigne par a son angle d élongation maximum et 

Von suppose a assez petit pour que, dans toutes les 

expressions dépendant de a, on ne conserve que la 

partie principale. Calculer la période du mouve-

ment qu'on appellera période du pendule et V énergie 

totale qu'il a fallu dépenser pour le mettre en mou-

vement à partir de sa position d'équilibre (énergie 

du pendule). 

Comment se modifie la période et Vénergie lors-

qu'on modifie la position de Vanneau en le dépla-

çant à la main sur Oy'l On étudiera d^-abord le cas 

où Von élève et abaisse Vanneau d'une longueur très 

petite £ à partir de B assez rapidement pour que, 

pendant ce déplacement, V angle du fil avec Oy puisse 

être regardé comme constant; on désignera cet 

angle par 0. On suppose ensuite, le déplacement z 

restant très petit, que le mouvement de Vanneau est 

uniforme et que la durée du déplacement e est égale 

à la période du pendule. On étudiera enfin le cas 

oà la durée du déplacement comprend un grand 

nombre de périodes (la fraction de période, si elle 

existe, étant par suite négligeable), sa vitesse 

restant assez faible pour que le déplacement pen-

dant une période soit très petit, et les variations de 

cette vitesse étant également assez faibles pour 

qu'elle puisse être regardée comme constante pen-

dant la durée de chaque période. La position finale 

de Vanneau étant G ( O C = c) on examinera en par-

ticulier c'e qui se passe si c augmente indéfiniment 



(. 38- ) 

{ce qui exige que OA soit considérable) ou si c tend 

vers zéro. Peut-on trouver entre la période et Véner-

gie du pendule une relation indépendante de c? (*) . 

Je me, propose d'étudier plus spécialement la pre-

mière partie de cette question, celle qui est relative à 

un déplacement du point B « assez rapide pour que, pen-

dant ce déplacement, l 'angle du fil avec Oy puisse être 

regardé comme constant ». 

! 

1 . Si à un instant donné le fîl BM fait un angle 

avec la verticale et possède une vitesse angulaire et si 

dans la suite du mouvement le point B reste fixe (à une 

distance b0 de O ) , le pendule oscille comme un pendule 

simple ordinaire et le calcul élémentaire classique 

donne, pour la périodé, pour l 'élongation maximum, 

pour l 'énergie et pour la tension du fil, les valeurs sui-

vantes 

To = 

«5 = 05 + - K? g 

E0 = 
mgbt 

î a 3 = 

6 . = mg, 

S 

en 

l 'énoncé 

\ — ' "6 , 

se bornant à l 'approximation, indiquée dans 

oncé, des petites oscillations. 

( l ) On comprend généralement sous le nom de pendule simple 
à longueur variable le cas où, le point B restant fixe, la longueur 
du pendule varierait par suite du déplacement du point A. Ce pro-
blème ne coïncide avec celui qui nous occupe ici que dans le cas 
où la variation de la longueur du pendule est fonction linéaire du 
temps ou, ce qui revient au même, lorsque le mouvement de l'an-
neau est uniforme. 

Ann. de Malhémat., 56 série, t. II. (Juin 1924.) 26 
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Ceci posé, un premier raisonnement, presque imposé 

par la rédaction du problème, se présente à l 'esprit. 

Supposons que nous tenions F anneau à la main à un 

moment où les conditions 60' s o n t réalisées. Le 

fil agit alors sur une des sections de l'anneau par le 

plan d'oscillation à la façon des deux brins de la corde 

dans la poulie fixe et l 'anneau est soumis aux deux 

forces <I> et <î>' égales toute deux à la tension du fil à 

cet instant (vo i r fig. 1). Pour que l'anneau reste 

immobile, il faut donc que la main exerce sur lui une 

force F équilibrant les deux forces précédentes. Si brus-

quement nous déplaçons l 'anneau d'une quantité très 

petite e et si nous admettons que le déplacement soit 

tel que la tension varie peu et que l'angle 0 conserve à 

peu près la même valeur, la force F fournira un certain 

travail (*) qui modifiera d'autant l 'énergie du pendule. 

( * ) Ce travail sera effectivement fourni au pendule si s est 
négatif, il sera au contraire récupéré par la main de ropérateurj&i s 
est positif. 
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Ce travail se calcule immédiatement, il a pour valeur 

algébrique 
— — cos6). 

E n s'en tenant toujours à la même approximation, 

on aura pour l 'énergie du pendule lorsque le point B 

se sera arrêté à la cote b0 + s la formule 

(-*) E t = E o - ^ e ï . e . 

À partir de là, on calcule immédiatement le nQuvel 

angle d'écart maximum 

« - • « - [ M ] . 

(au même degré d'approximation) et enfin la nouvelle 

période 

O n ne saurait dire, à mon avis, que ce raisonnement 

soit bien satisfaisant. 11 faut en effet, d'une part, que le 

déplacement soit assez rapide pour que l 'angle reste 

sensiblement constant; mais, d'autre part, un déplace-

ment trop rapide (vers le haut par exemple) entraî-

nera nécessairement pour B des périodes de grande 

accélération, comme nous le verrons tout à l 'heure, et il 

est à craindre que le fil ne reste pas tendu, ce qui serait 

en contradiction avec l 'hypothèse faite que la tension 

v a r i e peu pendant le déplacement. Dans quelles limites 

ces conditions, en apparence opposées, sont-elles com-

patibles, c'est ce que je me propose d'étudier ici. O n 

pourrait peut-être exposer de façon plus synthétique 

les réflexions qui vont suivre, mais il m a paru plus 

intéressant, dans l 'étude d'une question d'examen, de 

laisser subsister les différentes phases de l'analyse du 
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p r o b l è m e telles qu 'e l les se sont présentées n a t u r e l l e m e n t 

à moi . 

2 . C o m m e n ç o n s d 'abord p a r établ ir les équat ions 

générales du m o u v e m e n t de M en s u p p o s a n t q u e les 

var iat ions d u p o i n t B a ient l ieu suivant u n e loi d o n n é e 

q u e l c o n q u e 

L e s c o o r d o n n é e s du point B étant # = £sin(), 

y — b( i — co.sd), on en ca lculera fac i lement les dér ivées 

s e c o n d e s par r a p p o r t à t et les équat ions fondamenta les 

de la d y n a m i q u e du point s ' écr i ront : 

m\b cosÔ.0"— b sin6.0'2 

-h -26'cos0.6'-f- b" sin6] = — SsinÔ, 

m[b sin0.0"-f- b cosô.G'2 

-+- 2b' sinQ.G'-b b"{i — c o s ô ) ] = fëcosB — mg. 

O n les remplacera par, d e u x c o m b i n a i s o n s év identes 

é l iminant , l 'une la tension, l ' autre la dér ivée 9" : 

| ¿>0"-h ib'Q'-+- (b"-h g ) sinQ = o , 

^ b ) j G = m |^0'2~b ¿/'̂ cosG — -b cosô j . 

Si l 'on se b o r n e à é tudier des part ies du m o u v e m e n t 

p e n d a n t lesquel les 8 reste très pet i t , on p e u t r e m p l a c e r 

ces équat ions par les suivantes : 

N o u s allons maintenant s u p p o s e r d ' a b o r d q u e le 

d é p l a c e m e n t s soit réalisé avec une vitesse c o n s t a n t e . 

N o u s p lacerons l ' o r i g i n e des temps au d é b u t du m o u -

v e m e n t de l ' a n n e a u et nous a p p e l l e r o n s T< la d u r é e d u 
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d é p l a c e m e n t . A l ' instant init ial 9, b a u r o n t les 

va leurs 9J, bK et n o u s n o u s p r o p o s o n s de c a l c u l e r 

les va leurs c o r r e s p o n d a n t e s 8a,-0,, b2 à la fin de la p e r -

turbat ion . 

P e n d a n t d u r é e d u d é p l a c e m e n t , o n aura 

; b = bx -h kt 

( la vitesse k a y a n t u n e v a l e u r finie q u e l c o n q u e ) , et 

p u i s q u e nous supposons z t très pet i t , nous p o u r r o n s 

c h e r c h e r 9 sous f o r m e d ' u n d é v e l o p p e m e n t en série 

L e ca lcul du coef f i c ient a2 se fait i m m é d i a t e m e n t à 

l 'a ide de l ' équat ion di f férent ie l le et l 'on trouve, au b o u t 

d u temps T , , 
b2 = bi-h kih 

( 8 ) 

e n nég l igeant les p u i s s a n c e s de s u p é r i e u r e s à la pre-

mière . 

O n en tire de suite , t o u j o u r s avec la m ê m e a p p r o x i -

mation : 

( 9 ) 

2 = a 1-i-i-k-,, g 

L e s f o r m u l e s q u e nous t rouvons ainsi ne sont nul le-

m e n t d ' a c c o r d avec les f o r m u l e s ( 2 ) et ( 3 ) t r o u v é e s 

plus haut . I l n ' y a pas l ieu de s 'en é t o n n e r ; en eflfôt, il 

est i m p o s s i b l e q u e l 'anneau passe b r u s q u e m e n t du 

repos à u n m o u v e m e n t u n i f o r m e . H faut n é c e s s a i r e m e n t 

q u ' i l y ait u n m o u v e m e n t varié aussi b i e n au départ 

q u ' à l 'arrêt . P o u r p r o d u i r e ce m o u v e m e n t varié i l 
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faudra faire agir sur l 'anneau des forces d'autant plus 

grandes que l 'on voudra établir plus rapidement le 

régime uniforme et, en particulier, si l 'on voulait réa-

liser le passage brusque du repos initial au mouvement 

uniforme puis au repos final, il faudrait introduire une 

percussion au départ et une autre à l 'arrêt. 

8<, 8'j, sont les valeurs après la première percus-

sion; 83, b2 les valeurs avant la deuxième, ce ne sont 

nullement les valeurs à prendre au début et à la fin de 

la perturbation totale. 

Remarquons encore que, pendant la période de 

mouvement uniforme, la tension reste très voisine de 

la valeur mg. 

3. Proposons-nous maintenant d'étudier l 'effet de la 

période de mouvement varié (nous le supposerons uni-

formément varié) qui doit nécessairement précéder la 

phase uniforme. 

E n reportant l 'origine des temps au début de cette 

période (dont nous supposerons la durée égale à t 0 ) et 

en appelant 60? 8J>, b0 les valeurs des paramètres à cette 

époque, on aura 

y devant être tel qu'au bout du temps T0 la vitesse k de 

régime uniforme soit réalisée, ce qui donne y r 0 = A\ 

.La même méthode de recherche de 8 sous forme 

d 'un développement en série donne par u n calcul 

facile 
1 
2 

(10) { 6! = Ô 0 - h 6 ' 8 T o - Z ^ h t î , 
2 Oq 

I'. T? 
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Si l 'on voulait se rapprocher du cas théorique de la 

percussiori instantanée, il faudrait dans ces formules 

faire tendre x0 vers zéro, ce qui donnerait (en tenant 

compte naturellement des variations de y ) 

( *1 = ¿0, 

( I I ) J e i = « o , 

J E', = 0I — ^ A-. 

U n e étude complètement analogue donnerait pour 

caractériser l 'effet de la percussion d'arrêt (en appe-

lant 82? valeurs des paramètres avant la per-

cussion et ô3, 0'3, 63 leurs valeurs immédiatement après) 

les formules 

E n sautant les intermédiaires, on aurait pour l 'en-

semble du déplacement 

et l 'on en déduirait, par un calcul que je pense inutile 

de reproduire, 

0 4 ) * EÂ = EO— 0| E; 

ce qui, cette fois, concorde entièrement avec la for-

mule ( 2 ) obtenue au début de cette étude. 

Mais ce Résultat n'est pas encore satisfaisant; en 

effet, pendant la période variée (ce l le du début par 
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exemple) , on aura pour la tension 

6 = m j V - ^ M ' 2 -

O r si T0 tend vers zéro, , augmente indéfiniment 

(puisque VT0 = /r); la tension subira donc des varia-

tions considérables et, en particulier, si y est positif, 

elle s'annulera certainement ( ' ) . 

Autrement dit, le fil aura une tendance à se rompre 

à une des extrémités du mouvement et à se détehdre à 

l 'autre. Ceci est incompatible avec les conditions du 

problème qui suppose la liaison du fil jouant en p e r -

manence. 

4. 11 est par conséquent impossible d'assimiler à des 

percussions les périodes de mise en marche et d'arrêt, 

ces périodes ne peuvent être instantanées, elles doivent 

occuper une partie notable de la durée totale du dépla-

cement . 

Entre les quantités y, /r, T0 et on a les relations 

YTJ H - K Z L = £, 

d'où l 'on tire 

O n prendra alors y arbitrairement, tel qu'on soit 

assuré que la tension né s'annule pas et l 'on choisira 

pour T0 et des quantités positives satisfaisant à la 

dernière des relations précédentes. 

O n peut alors reprendre le calcul de 03, Qg, 63 en 

( 1 ) Si y était négatif pour îa percussion de début, le déplace-
ment aurait lieu vers le bas et ce serait à la percussion d'arrêt 
<jue la tension s'annulerait. 
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f o n c t i o n de 90, 8'0Î ¿0 en se servant alors des f o r m u l e s 

( 1 0 ) au l ieu des f o r m u l e s ( 1 1 ) et en remplaçant de 

m ê m e le g r o u p e ( 1 2 ) par u n g r o u p e a n a l o g u e . L e 

c a l c u l est possible mais est u n peu l o n g ; il c o n d u i t à la 

f o r m u l e ( 2 ) et cette fois sans a u c u n e impossibi l i té 

m é c a n i q u e . O n p e u t le s impli f ier en s u p p r i m a n t la 

phase de m o u v e m e n t u n i f o r m e (ce qui rev ient à poser 

T, = o ) et en réal isant le d é p l a c e m e n t à l 'a ide de d e u x 

m o u v e m e n t s , l ' u n accé léré , l 'autre re tardé , de m ê m e 

d u r é e , se s u c c é d a n t i m m é d i a t e m e n t . Je laisse au 

l e c t e u r le soin de faire les calculs sous cette f o r m e . 

5 . O n peut du reste réal iser en u n e seule f o r m u l e 

cet te success ion de deux m o u v e m e n t s , l ' u n a c c é l é r é , 

l 'autre retardé , en p r e n a n t p o u r la f o n c t i o n b — f ( t ) 

u n p o l y n o m e du trois ième degré d o n t la dér ivée soit 

n u l l e au d é b u t et à la f in de la p e r t u r b a t i o n . S i l ' o n 

a p p e l l e T la durée totale du d é p l a c e m e n t , il suff it de 

p o s e r 
3 

<i5) b = ¿>o-h -hit* — ht*, 

h étant une constante q u e l c o n q u e rel iée à-e par la c o n -

d i t i o n 

(16) 3 = £ . 

D a n s u n tel m o u v e m e n t , la va leur absolue de l ' a c c é -

lérat ion aura p o u r m a x i m u m la quanti té 

O n p r e n d r a arbi tra irement la v a l e u r de A, l ' é q u a -

t i o n ( 1 6 ) déterminera t et la v a l e u r de y ( é g a l e 

à 3 s / ^ d ï ) 

nous mettra cer ta inement à l 'abr i de toute 

var ia t ion trop grande de la tension du fil. 

Ic i , si nous e f fec tuons les ca lculs c o m m e p r é c é d e m -
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m e n t en n o u s b o r n a n t aux termes en s, il faut pousser 

nos d é v e l o p p e m e n t s j u s q u ' a u x termes en T3. 

G o m m e p r é c é d e m m e n t , n o u s c h e r c h e r o n s 9 sous 

f o r m e d ' u n d é v e l o p p e m e n t en série 

L ' é q u a t i o n di f férent ie l le d o n n e r a fac i lement les va leurs 

des coef f ic ients 

(17) 

¿re0 3 hz 
2Ôq 2Ô0 

K 

6 h e0— 3 hz 

660 

7 ffhz 
Ml>l 1 ¿o 8 b% 
rt "0 , / ft w û , 9 n a4 = + - r - •+" -7TTÏ- ®0 H 7TT e<" 

4y0 

et e n d o n n a n t à £ la v a l e u r T et en n é g l i g e a n t les puis-

sances de T s u p é r i e u r e s à la trois ième o n aura 

(18) < ^ 2 b o 6 0 0 

0 60 260" \66.J 260/ ' 

d 'où enf in , au m ê m e degré d ' a p p r o x i m a t i o n ( 4 ) , 

( « 9 ) 1 ° e J 

1 E, = E 0— 

et ces f o r m u l e s sont ent ièrement d ' a c c o r d avec cel les 

q u e n o u s avons pressent ies au d é b u t ( 2 ) . 

( 1 ) Les termes en T et T2 qui correspondent à des puissances 
fractionnaires de s disparaissent. 

( 2 ) II est à remarquer que pendant ce déplacement la vitesse 

moyenne V = ^ = reste très faible; il semble donc que 

l'auteur de l'énoncé a voulu dire que le déplacement devait avoir 
une durée courte plutôt qu'une grande vitesse, comme le mot 
rapide pouvait le laisser supposer. 
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6 . Je ne dirai q u e q u e l q u e s mots de la sij ite du p r o -

b l è m e , p o u r laquel le de semblables di f f icultés ne se 

présentent pas. L e s d é p l a c e m e n t s y ont l ieu en effet 

avec des vitesses et des accélérat ions très fa ibles et 

l 'e f fet des pér iodes de mise en m a r c h e et d 'arrêt devient 

t o u t à fait n é g l i g e a b l e . 

S i nous s u p p o s o n s le petit d é p l a c e m e n t s réalisé 

p e n d a n t une p é r i o d e avec une vitesse constante très 

petite Zr, en appelant co la quanti té et en posant 

K J 
T - 7i' Oo 

l ' é q u a t i o n di f férent ie l le deviendra 

(7.0) (1 -h ht)Wr -h w20 a= o. 

N o u s en c h e r c h e r o n s une solut ion sous forme d ' u n 

d é v e l o p p e m e n t en série de fonct ions suivant les puis-

sances de /¿, 

en supposant que p o u r t = o ( d é b u t du m o u v e m e n t ) , 

on ait 

$0 (0 ) - Ôo, 4>'0(o) = < h ( o ) = <^( 0 ) - . . . = o. 

LTn calcul faci le donnera p o u r <ï>0 et <ï>, les e x p r e s -

sions 

I 4 > 0 — Ô 0 C O S W t H -sinu)£, 

(21) v f ^ 1° - 7 Ô W 2 ] coscoi 
i L4 w 4 4 J 

I [ _ - 1 -h 7<i>M2 I sin lût, 

\ L 4 w 4 J 

d ' o ù p a r suite à la f in de la p é r i o d e T 0 = les n o n -
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vel les valeurs de 8 et de 6' ( e n n é g l i g e a n t t o u j o u r s les 

puissances de i s u p é r i e u r e s à la p r e m i è r e ) , 

( 6 I = 7 4 - ( 3 6 0 -4- TOO'O) , 
/ s • " ^ 

8 ' 1 = 0 ' o - 7 i . ( 5 è ' o - T o » * e o ) f 
4 Oq 

c e qui d o n n e enf in, p o u r le n o u v e l angle d 'écart 

m a x i m u m et p o u r l ' é n e r g i e , 

< 2 3 ) ^ 

E, = E0 ( i — 
260, 

D ' a u t r e part , la nouve l le p é r i o d e du p e n d u l e sera 

1 

O n en dédui t i m m é d i a t e m e n t la re lat ion 

(24 ) l-i . T j = E 0 .T 0 . 

E n f i n , si l ' on réalise u n d é p l a c e m e n t fini tel q u ' o n 

puisse le d é c o m p o s e r en d é p l a c e m e n t s très pet i ts rem-

plissant les c o n d i t i o n s p r é c é d e n t e s , on aura p e n d a n t 

toute la d u r é e du m o u v e m e n t 

( >5) E . T = const. 

E n part icu l ier , si l ' anneau est déplacé très lo in vers 

le haut , la p é r i o d e a u g m e n t e indéf in iment et par suite 

l ' é n e r g i e tend vers zéro . S i , au contra ire , l ' anneau se 

r a p p r o c h e du p o i n t O , la pér iode d i m i n u e et l ' énerg ie 

grandit , mais cec i entraîne é g a l e m e n t u n e a u g m e n t a -

t ion de l 'angle a et Y ou ne peut trop se r a p p r o c h e r 
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de O sans que les approximations faites sur les petites 

oscillations cessent d'être valables (V). 

( * ) On peut encore retrouver la formule (23) en utilisant les 
résultats de la première partie du problème. Le raisonnement sui-
vant m'a été signalé par un de mes élèves, M. Hourt. 

Décomposons l'intervalle s en un grand nombre de partiel suffi-
samment petites pour que chacune d'elles soit parcourue par l'an-
neau en un temps très court. Soit dt une de ces parties correspon-
dant à l'époque / du mouvement. Dans le déplacement d.z l'énergie 
du pendule s'accroît algébriquement de la quantité 

~ 6* , 82 , — (s —de r^j — m g — de, 
2 2 

d'après la formule (2 ) . 
Pendant la période totale T l'accroissement d'énergie sera donc 

f 1 JJI <r 

Ej — E0 = — I —2. 6lkdt puisque dz = kdt. 

fît ,rb 62 

Or, — ^ — est égal à l'énergie potentielle Ef) à l'instant t. On a 

donc 

E, 
désignant la valeur moyenne de la fonction _L pendant une 

période. Cette expression pourrait se développer en série suivant 
les puissances de k, 

ï) 
m-m H- A¿-4- . . . , 

E„ 
et le premier terme serait la valeur moyenne de - i ! dans le cas Où k 

b 

serait nul, c'est-à-dire où le pendule conserverait la longueur bQ. 

Or, dans ce cas, le calcul de la valeur moyenne se fait immédia-
E tement et donne la valeur —y- (E0 désignant comme dans le corps 
2 Oq 

de l'article l'énergie totale du pendule de longueur 60). 
D'où la formule 

— Eo = — 777 ' 

qui n'est autre que la seconde des formules 
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QUESTIONS-

2471. On considère des cubiques circulaires T formant un 
faisceau ponctuel linéaire. L'enveloppe de feurs asymptotes 
réelles est un hypocycloïde à trois rebroussements, dont le 
cercle tritangent ( K ) est égal, sans lui être identique, au 
cercle ( K ' ) lieu des foyers singuliers des courbes F. 

Si O est le centre du cercle ( K ' ) , les directions asympto-
tiques de F issues de O coupent la courbe en six points à dis-
tance finie situés sur une conique S. Les coniques S forment, 
lorsque Y varie, un faisceau ponctuel. Pour que les cercles ( K ) 
et ( K ' ) soient confondus, il faut et il suffit que ce faisceau 
soit équilatère. A. LABKOUSSK. 

24-72. Soit B un point variable sur une chaînette donnée, 
de base x'x et de sommet A. On abaisse de B la perpendicu-
laire BG sur x'x, et de C, la perpendiculaire CD sur la tan-
gente en B à la chaînette. On sait que le lieu de D est une 
trac tri ce. 

De C comme centre avec CD comme rayon, on décrit un 
cercle qui rencontre BG en E. Démontrer que le triangle 
inixtiligne ABD qui a pour côtés l'arc AB de chaînette, 
Tare AD de tractrice et le segment BD est équivalent au 
triangle mixtiligne BDE qui a pour côtés les deux seg-
ments BD, BE et l'arc de cercle DE. R. ESTÈVE. 

2473. Soient u> et 6 la longitude et la latitude d'un point M 
de la sphère de rayon i. Déterminer la courbe lieu de M par 
la condition que, o étant l'angle qu'elle fait avec le parallèle, 
on ait constamment 

v = e. 

Montrer que. M ^ w ^ j ) et M2 (m262) étant deux points 
quelconques de la courbe ( G ) ainsi déterminée, on a 

arc M jM 2 = o>2 — w, 

et que l'aire comprise entre l'arc, les méridiens de ses extré-
mités et l'équateur égale ôs — 8i. 
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Calculer le rayon de courbure et le rayon de torsion de la 
courbe (C) . J. DARD. 

2474. Étant donnée l'équation 

xn -+- x -f-1 = o 

dans laquelle n est un entier*plus grand que 2, la somme 
des (/i2 -h /i —i) i é m e s puissances des racines de cette équation 
est nulle. . L. TITS. 

2475. Par quatre points d'une quartique gauche unicursale F 
(quartique de Steiner) situés dans un même plan, on fait 
passer une conique S. On considère le cône de base S et ayant 
pour sommet un point M de F. La plan diamétral conjugué 
de la tangente MT à F en M passe par un point fixe lorsque M 
décrit T. A. LABROUSSE. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2327. 
( 1917, p. ?,20.) 

Si sur chaque rayon vecteur QM d'une lemniscate de 

centre O, on porte, à partir de O, une longueur égale au 

rayon de courbure de la courbe en M, le lieu des extré-

mités des longueurs ainsi obtenues est une hyperbole 

equilatere. F . B A L I T R A N D . 

SOLUT ION 

P a r M . PHILBERT DU PLESSIS. 

On sait que la lemniscate peut être regardée comme la 
podaire, par rapport à son centre O, de l'hyperbole équilatère 
qui lui est bitangente en ses sommets et admet, par suite, pour 
asymptotes les tangentes Ox et O y en son point double. 

Soit A un point quelconque de cette hyperbole équilatère C1), 

( J ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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milieu du segment ST dè la tangentè compris entre les asymp-
totes Ox et Oy; le point correspondant M de la lemniscate 
est le pied de la perpendiculaire abaissée de O sur ST, et, 
puisque, dans le triangle rectangle OST, OA est médiane et 
OM hauteur, ces deux droites sont symétriques par rapport à 
la bissectrice de Tangle xO y, c'est à-dire à l'axe commun de 
la lemniscate et de l'hyperbole^. 

Si N est le quatrième sommet du rectangle construit sur OM 
et MA, MN est la normale à la lemniscate et l»'on sait que, si G 
est le centre de courbure correspondant, on a 

m c = m n = OA ( 1 ) < 

Si donc on porte sur OM le vecteur OP égal à MC, on voit 
que le lieu du point P est symétrique, par rapport à l'axe de 
la lemniscate, de la courbe homothétique de l'hyperbole équi-
latère, relativement au centre O, pour un rapport d'homo-

thétie égal à C'est donc bien aussi une hyperbole équilatère 

d'asymptotes Ox et O y. 
Autres »solutions par 1 'AUTEUR et MM. D UFO UR , B A L I T R A N D , 

FAUCHEUX, R . - S . DE BEIUES, LEMAIRE, LONG, ROSE. 

2328. 
.(1917, p. 3a.-). ) 

Etant donnée une lemniscate de centre O et de som-

met A, on mène un rayon vecteur quelconque OM et Von 

projette le sommet A sur ce rayon vecteur en P. 
i° Démontrer que Vaire du secteur de lemniscata ApM 

et Vaire du triangle OAP sont égales. En déduire un 

moyen de diviser un secteur de lemniscate en deux parties 

équivalentes, awc la régie et le compas et sans supposer 

la courbe tracée. 

La perpendiculaire élevée en O à OM et la normale 

( ' ) M. d'Ocagne donne, dans son Cours de Géométrie de VÉcole 
Polytechnique (t. I, p. »43)7 une démonstration géométrique fort 
simple de cette propriété. 
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en M à la courbe se coupent en Q. Démontrer que Vaire 

du trianglk MOQ est double de celle du triangle AOP. 
F . BALITRAND. 

SOLUTION 

P a r M . J . LEMAIRE. 

I° L'équation de la lemniscate étant 

p2 = ci2 COS 'Jtw, 
nous avons 

i C i ù a2 
aire OÀM = - / p2 dw = s i n 2 w. 

o 4 

p et w désignant les coordonnées de M; d'autre part, 

aire OAP «= i OA.OPsin™ 
i 

i , . a2 . 
= - a2 cosa> sino> = —- sin 2u>, 

> 4 

ce qui démontre la première partie; si OM" est le rayon vec-
teur partageant le secteur OMM' de la lemniscate en deux 
parties équivalentes, et si AP ' et AP" sont perpendiculaires 
sur OM' et OM", on doit avoir 

i aire O A P " = aire OAP -h aire OAP', 

et par suite 
2 P"H" = P H + P ' H ' , 

H, H', H" désignant les projections sur OA des points P, P* 
et P". De là la construction suivante de OM", quand on a OM 
et OM' : on trace le cercle de diamètre OA, et par le milieu 
de la corde PP' , on mène la parallèle à OA, qui coupe l'arc PP ' 
en P" : la droite OP" partage le secteur OMM' en deux parties 
équivalentes. Nous avons supposé les points M et M' sur le 
même arc OA de la lemniscate, mais la construction s'applique 
encore si les points appartiennent l'un à un arc OA, l'autre à 
l'arc symétrique par rapport à OA. -

2° Le lieu du point M' tel que 

Ann. de Mathémat5r série, t. II. (Juin 1924.) 27 
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est l'hyperbole équilatère de sommet A et de centre O; la 
tangente en M' à cette hyperbole coupant les tangentes au 
point double à la lemniscate en B et C, M' est le milieu 
de BC ) la normale MQ à la lemniscate et la normale en M' à 
l'hyperbole forment un triangle ïsoscèle IMM'; si w désigne 
l'angle MOA, on peut écrire 

OMQ = IÌVTM = 9o°— OJVTC = 90° — 2 M^OB = 2W, 

d'où 
OQ = OM.tang'2 0), 

et par suite 

aire MOQ = ' OQ.OM = I OM* tangow 

5= s in2« = 2.aire AOP. 
'2 

Autres solutions de PAUTEUR et de M M . R.-S. DE BEIRES, FAU-

CHEUX, ROSE. 

2442. 
il920. p. 200.) 

Etant donné un réseau tangentiel des coniques, les 

cercles principaux des coniques du réseau dont le foyer 

décrit une droite sont orthogonaux à un cercle fixe. 

Ce théorème comprend comme cas particulier le théo-

rème de M. T. Lemoyne relatif aux cercles podaires des 

points d'une droite, par rapport à un triangle (N. A., 

1 9 0 4 , p . 400 ). R . B . 

SOLUTION 

Par M. M. -F . EGAN. 

Soit 
ux -h vy -h w = o 

l'équation d'une droite, l'équation tangentielle d^ne conique 
ayant ses foyers en F(JJ, TJ ) et TQ') s'écrira 

( l ) (ÇM - 4 - -H w)(%U - H T Q ' P M - W) -|-X(w 2 - F - V 2 ) = T O . 

La puissance d'un foyer pap rapport au cercle principal 
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est X, et le centre de ce cercle est le milieu de FF', son équa-
tion est donc 

( 2 ) + + * = 

(On retrouverait cette équation en cherchant la podaire de la 
conique par rapport à F ou F'. ) 

Si l'équation de laconique est donnée sous la forme 

( 3 ) au--\- p2 <ifvw -+- 2 h UP — o, 

on a 
X __ if)V-+- X _ I _ S -h S' _ -r) -4-V 

a ~~ b c ~ ig ~~ 2 / ' 

et l'équation du cercle principal devient 
( 4 ) c ( x*y*-)—ng x—%f y -4- a -H- b — Xc == o. 

Supposons maintenant que F décrive l'axe des x. On 
a rt — o, d'où Xc = b. L'équation (4) est alôrs linéaire en a, c, 
/, g , ce qui démontre la proposition énoncée. 

Le théorème de M. Lemoyne envisage le cas où. trois tan-
gentes de la conique sont données. 

A u t r e s s o l u t i o n s d e M M . H . BOUVAIST, FAUCHEUX, BOY, SICAIID. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Construire la courbe C lieu du 

point M de coordonnées 

i x = % (e^u— 'iu), 
( 0 4 

f y == aeu 

quand u varie de — oc à -f- oo. 

2° La tangente en M à la courbe coupe O x en T, la tan 
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gente en un second point M' coupe Ox en T. Vérifier 

que T T ' = arô M M ' . 

3° t représentant le temps, trouver la fonction u — f i t ) 

pour que les équations (i) soient celles d'un mouvement 

tel que, pour chaque position du mobile M, le vecteur 

vitesse soit égal ci MT en grandeur, direction et sens. 

4° En choisissant V origine des temps on trouve u— — t. 

Etudier ce mouvement. Calculer Vaccélération et ses com-

posantes normale et tangentielle ci Vinstant t. En déduire 

le rayon de courbure à C. Etudier sa variation et cal-

culer les coordonnées du point où ce rayon de courbure • 

est minimum. 

5° Former Véquation différentielle des courbes qui satis-

font à la propriété géométrique de la 2e question. Inté-

grer cette équation. 

E P R E U V E PRAT IQUE . — I ° Intégrer le système d'équations 

di(j érentielles 

d2x dy 

d* y dx 
- â — ' T t - y = o -

•2° Déterminer les fonctions x et y qui vérifient ces équa-

tions et qui s'annulent, ainsi que leurs dérivées premières, 

pour t = o. * 
3° Ces fonctions représentent les équations paramétri-

ques d'une courbe. Aire limitée par Varc compris entre 

Vorigine et le point t = ir, l'ordonnée de ce point et Vaxe 

des x. (Marseille, juin 1923.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Etablir, sous des conditions de 

convergence quon énoncera, la formule de développement 

— _ i.3. ¿c4 1.3.5 x* 

^ x 1 2 3 ^ 2 . 4 5 2 . 4 . 6 -7 

Étudier la fonction y, et construire sa courbe représen-

tative. 
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Montrer qu'il existe des polynomes simples P (a?), 
P t(rp ), Pt(x), tels que y vérifie Véquation différentielle 

(I) 7 p w + / P 1 W + / P 2 W = o. 

Fort de la connaissance d'une solution particulière, 

achever Vintégration de cette équation. N'est-il pas pos-

sible d'effectuer cette intégration directement, d après la 

méthode même qui conduit le plus simplement à la 

formation de Véquation ( i ) ? 

II. On pose 
x — pcos 10, ja. = p sin to. 

Calculer les dérivées partielles f x et f'y d'une fonction de 

la forme f ( x } y)=o(o) [on appellera cp'(p) la fonction 

dérivée de © (p) , par rapport à p |. 
Déterminer <p(p) de manière que Vexpression 

f - f y d x 

/ W x ' + Z r 5 

soit une différentielle totale. 
Soient f une fonction admettant cette différentielle, 

S la surface qui, en coordonnées rectangulaires, a pour 

équation z = f ( x , y). Exprimer les coordonnées d'un de 

ses points en fonction de sa cote z et de l'angle to. 
Déterminer les lignes asymptotiques de S par Véquation 

polaire de leur projection sur le plan xOy. Calculer 

l'angle sous lequel ces lignes coupent les sections de la 

surface par les plans z — const. 

EPREUVE PRATIQUE. — Soient trois axes rectangulaires 

Oxyz, et quatre points 

A(X, o, i), B ( — X, o, i), 

C(o, X, - i ) , D(o , — X, - - i ) . 

Comment faut-il choisir 1 pour que la figure ABCD soit 

un tétraèdre régulier. Cette condition étant réalisée : 

Io Evaluer les hauteurs du tétraèdre et l'aire d'une de 

se^s faces. 
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i* Évaluer l'aire de sa section par un plan 

z = h ( — 1 < A < i ) . 

3° Trouver, par deux méthodes, le volume du tétraèdre. 

(Poitiers, juin 19^3.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I° Intégration de Véquation aux 

dérivées partielles * 

Étant donnés deux axes rectangulaires, on considère 

une courbe G, la taàgente en un point quelconque M qui 

coupe l'axe des y en T , l'ordonnée du point M qui coupe 

l'axe des x en P. 
Déterminer les courbes G telles que l'aire limitée par 

le segment OP, l'axe O y , l'ordonnée PM et l'arc de 

courbé compris entre ces deux parallèles soit égale au 

produit de l'aire du trapèze OTMP par un nombre po-

sitif (donné K. Les aires dont il s'agit ont des valeurs 

algébriques. 

Il pourra être utile, pour intégrer Véquation différen-

tielle du problème, de changer de variable indépen-

dante et de poser x= el (on se bornera aux abscisses posi-

tiv0§). 

Discuter les résultats suivant les valeurs de k. 

MÉCVNIQUE. — Une barre homogène de masse M, de 

longueur /, tourne dans un plan xOy autour de l'une 

de ses extrémités placée en O. 

La barre non pesante, est sous l'influence d'un champ 

de forces. La force du champ agissant sur un élément de 

longueur infinitésimale, de coordonnées x, y, de masse 

infinitésimale m, a pour composantes sur les axes rectan-

gulaires Oa\ O y : 

X- = m y-y Y == m x. 

i° La barre étant dans une position quelconque définie 

par l'angle 6 qu'elle forme avec niontrer que l'action 
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du champ sur là barre peut être réduite à une force 

unique. Trouver les composantes de cette force sur les 

axes et son point d'application. 

Déterminer les positions d'équilibre de la barre. 

2° On abandonne la barre sans vitesse initiale sur la 

partie positive de Ox. Trouver une équation permettant 

de déterminer en fonction du temps l'angle 6 que forme 

la barre avec Ox. 

Calculer la vitesse angulaire de la barre en fonction 

de sa position, indiquer l'allure et les limites du mouve-

ment de rotation de la barre. (Nancy, juin 1923.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Trouver une série entière y, se 

réduisant à l'unité pour x o et vérifiant l'équation dif-

férentielle 

(1) : xy"->r iy' -+- xy = o. 

Quel est l'intervalle de convergence de cette série ? 

On transforme l équation (1), en posant y = — • Intégrer 

l'équation en z obtenue et retrouver, par ce moyen, la 

série déterminée précédemment. 

Iï. Soit le plan 

x cos-f -hy sin <p -+- kz = f ( cp), 

où k désigne une constante et f(v) une fonction donnée du 

paramètre variable <p. Déterminer l'arête de rebrousse-

ment de l'enveloppe de ce plan. Démontrer que cette 

courbe est une hélice. Calculer, en fonction de son arc, 

sa courbure et sa torsion. 

I I I . Sur la chaînette définie par l'équation 

y = eh*-, 

on enroule un fil, de telle manière qu'une de ses extré-

mités M se trouve au sommet S, l'autre extrémité étant 

fixée au point P„ d'abscisse a. L'axe 0 y étant supposé 

vërtical et dirigé vers le haut, on attache à Vextrémité M 
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du fil une petite masse pesante et on Vabandonne sans 

vitesse initiale. 

i° Calculer lès coordonnées de M au temps t. 

i° Calculer la tension du fil en fonction de Vordonnée 

de M. 

3° Calculer, en fonction de a, les coordonnées du 

point Q qui limite Voscillation de M. Lieu de Q quand P 
décrit la chaînette. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — On considère la courbe F, dont les 

coordonnées d'un point (a?, y), exprimées en fonction 

d'un paramètre t, sont 

' ^ « ' - ^ V / R R R -

Calculer, à un centième près, les coordonnées des 

points réels où la tangente est parallèle à Vun des axes, 

ainsi que les valeurs de t correspondantes. 

Calculer, à un centième près, les rayons de courbure 

aux points de paramètre t égal à — à — i et à -h i. 

(Clermont, juin 1923.) 
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[ B 1 2 d ] 

DÉMONSTRATION DUNE FORMULE D HAMILTON ; 

PAR B. N IEWENGLOWSKI . 

1 . Je me propose , p r i n c i p a l e m e n t , d 'é tabl i r u n e 

f o r m u l e d u e à H a m i l t o n . D a n s la théor ie des q u a t e r -

nions il y a u n assez grand n o m b r e de formules à 

retenir ; on s impli f ie s o u v e n t les calculs en opérant 

c o m m e en géométr ie a n a l y t i q u e q u a n d on chois i t des 

axes part icul iers . C ' e s t ce que j e vais montrer en pre-

mier l ieu. 

2. R a p p e l o n s d ' a b o r d q u e , dans la théor ie des q u a -

ternions, on uti l ise trois uni tés imaginaires dés ignées 

par les lettres t, y , /r, et q u e l 'on pose 

) ij = ~ j i = k, jk = - kj = ¿, kl = — ik = j. 

Si les c o o r d o n n é e s rectangula ires d ' u n point M sont 

x, y, z, on fait c o r r e s p o n d r e au v e c t e u r O M , l 'express ion 

u — ix j y kz 

et l ' o n di t : le v e c t e u r u. 

S o i t 
u' = ix' j y' -H kz' 

u n s e c o n d v e c t e u r . O n pose 

uu'=>(ix y -H kz) ( i x' -f- j y' -+- kz'), 

et si l ' o n ef fectue en tenant c o m p t e de T o r d r e des 
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facteurs et des équations ( i ) , on trouve 

uu' = — ( x x ' - H y y' -+- zz' ) -+- i(yz' — zyr) 

-4- j(zx —xz')~h k(xy — ). 

L'expression qu'on vient d'écrire se nomme le pro-

duit des deux vecteurs u, a . O n a donné à ce produit 

le nom de quaternion. 

O n pose encore 

uu' = S ( m « ' ) -t- V ( Mi//) 

avec 
S (MM') = — (xx' -hyy'-h zz')t 

VC uu') = — -2JK') H- j ( z x ' — •+* k(xy' — y'x)\ 

V (a«') est un vecteur ; S (M«') un scalaire. 

Si l 'on calcule de la même façon IL U on trouve 

U' U = S ( uu' ) — Y ( uu' ), 

et l 'on dit que uu' et u u sont conjugués. En parti-

culier si u = u, on a 

= — 

3. Soit .v un scalaire, c'est-dire un nombre réel et 

soit u un vecteur, si I on pose 

<7 = S - f - M, 

q est un quaternion et les formules ( i ) permettent de 

définir le produit de plusieurs quaternions, produit 

évidemment distributif et associatif. Le conjugué de </, 

que l'on note Kr/ est donné par l'égalité 

K q = s — u; 

si, en particulier, q se réduit au vecteur U, on a 
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E n général , il v ient 

q .Kg = ( s -h u ) ( s — u ) = s2 -f- us — su — u2 

— S2 — if- = s2 -h 4- J'2 + 
en prenant 

m = ix -h jy -+- kz. 
O n pose 

T q = f s ^ x ^ y ^ 

et cette quanti té se n o m m e le tenseur de q ou de K ^ . 

O n a donc 
qiiq = (T q y . 

E n posant 
Tq=z\ i , s = H c o s 6 

et 
a? = aRsinO, y r= b\\ sinô, s = cH sinO, 

d'où 
= ( f l i + ^ - r C 2 ) ! ^ sill- 0, 

on aura nécessa i rement a 2 - H b'2 -f- c- == i , de telle sorte 

que a , c sont les cos inus d i rec teurs du vecteur 

O M = a , et Rs inÔ la l o n g u e u r O M . 

D a n s ces condi t ions 

q = K(cos 0 -f- X sin 0) 
et 

K q — R(cos0 — X sinO), 
où 

X = -i- jb /vc, 
et par suite 

X2 = ~ 

L ' e x p r e s s i o n cos9 -f- X sin9 se n o m m e le verseur de 

q et on le dés igne par U q . 

O n a 
q — T q .U q. 

4. C e s résultats rappelés , cons idérons un n o u v e a u 

système d'axes rectangula ires O X Y Z , et supposons les 

d e u x systèmes de m ê m e disposi t ion. E n adoptant les 

m ê m e s notat ions q u ' e n géométr ie a n a l y t i q u e , si l ' on 
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pose 

a — ici 4- jb -h kCj 

P = ici' -\-jb' 4b- h c\ 

y = i f l ' + jb" 4~ kc\ 
on aura 

( a2 _ |32 — v2 — __ ! 
(a) ' 

I a r 3 = _ p a = T ) p T = - T p = a, v* = - a T = p. 

Les trois vecteurs unitaires a, ¡3, y ont les mêmes 

propriétés que y , /«. 

Soit a un vecteur O M . Si sont les coordon-

nées de M dans le premier système et X , Y , Z les 

coordonnées dans le second système, on a 

u = ia? •+• j y k z = i(aX -4- a' Y 4- a" Z ) 

4- j(bX + b' Y-f- 6"Z) 

-I- Â(c X -4- c' Y 4- c"Z 
c'est-à-dire 

U = ¿X 4 - p Y 4 - vZ. 

O n voit que les nouveaux axes jouent exactement le 

même rôle que les axes primitifs. O r , ils peuvent être 

arbitrairement choisis; on peut donc, pour établir 

toutes formules relatives à des quaternions, donner 

aux vecteurs qui s'introduisent une position particu-

lière par rapport aux axes, en interprétant convenable-

ment le résultat. Par exçmple, pour calculer u2 on peut 

supposer u porté par O r et prendre u — ir (r étant sa 

longueur) , d'où u2 = — /,2, résultat général. 

Soit, pour traiter un autre exemple, à faire le produit 

d'un vecteur u par un verseur cosÔ -f- X sinô, F axe X 

du verseur étant perpendiculaire au vecteur u. Pre-

nant u porté par O x et X = A", on a 

¿/'(cos G 4- k sin 0 ) = ir cosO—yrsinO 

et 
(cos ô -t- k sin 0 ) ir = ir cos 0 4-y r sin 6. 
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D o n c le p r o d u i t du verseur cos Q -{- X sin 9 par u s 'obt ient 

en faisant t o u r n e r le v e c t e u r de l 'angle 9 autour de l 'axe 

d u verseur ; p o u r faire le produi t de u par le v e r s e u r 

on fera t o u r n e r de l 'angle — 9. 

Remarque. — O n voit encore q u e 

(cosO -+- X sin G) u = u (cos6 — XsinO); 

si donc v est le p r e m i e r v e r s e u r , en r e m a r q u a n t q u e 

(cos6 -+- X sin0) (cos6 — X sinO) = i, 

le second verseur sera v~{ et l 'on p o u r r a écr ire 

vu — uv-i, 
d 'où l 'on dédui t 

vuv = ¿¿; 

mais cette identité n 'est vraie q u e si l 'axe du verseur v 

est p e r p e n d i c u l a i r e à u , ou, c o m m e o n dit e n c o r e , si 

le vecteur u est dans le p lan du v e r s e u r v. 

5. N o u s établ irons e n c o r e u n e f o r m u l e ut i le . 

S o i e n t a, ji, y trois vecteurs q u e l c o n q u e s . D ' a p r è s 

ce q u e n o u s avons e x p l i q u é plus haut, sans d i m i n u e r 

la général i té nous p o u v o n s supposer 

x = ir, ¡3 = r'(i cosò -4- j sin6), y = r" (ia + jb -h kc)i 

i\ r ' , r" étant la l o n g u e u r de ces v e c t e u r s . 

O n a 
oc3 = rr'(— c.osO + k sin 9), 

d o n c 

apy = — rr' cos6.y h- rr' r" sin 6 k(ia -f- fb -+- kc), 

c 'est-à-dire 

apy = — r r ' cos8. y -+- arr" (ir' cos6 -h j r1 sin Ô) 

— irr'r"(a ços0 -h b sin6) — crr'r" sinO, 
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ce qui peut s'écrire ainsi 

a^Y = a S (£7 ) — ¡3 S (7a ) -h Y S (a43) — crr r" sin 8, 

011 si l 'on 

( 3 ) V< a?Y) = a S ( — ? S ( T a ) -H y s ( *P ) i 

S( a^Y ) = — rr sin 6 cr". 

On voit que S ( a [ 3 y ) = ± 6 fois le volume du té-

traèdre dont les trois vecteurs sont trois arêtes partant 

d'un même sommet. O r , si (x, yt z), (x', y , s ' ) , 

(x"',y", z") sont les cordonnées des extrémités M, M', M'' 

des \eeteurs donnés, un calcul direct facile donne 

S ( a 3 Y ) = -

y 

x' y' 

x" y" 

on retrouve ainsi une fqrmule de géométrie analytique. 

O11 peut remarquer qu'il résulte de la formule donnant 

' V ( a j î v ) que 
V(a3v) = V(Tpa). 

6. Pour arriver à la formule d'Hamilton que nous 

avons en vue, nous devons traiter le problème suivant : 

Etant donnés tes coordonnées z d?un point M 

et les cosinus directeurs d'un axe O R , on fait 

tourner le point M d'un angle 8 autour de Vaxe O R , 

trouver les coordonnées du point M4 avec lequel M 

vient coïncider, la rotation effectuée. 

Premier cas. — Les droites O M et OPt sont perpen-

diculaires. La solution est immédiate. En supposant 

X == ¿a jb -h kc 

et 
OM = u, OM 
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on a 
u l = (cos6 -h X sin 6 ) u, 

c'est-à-dire 

— [ cos 0 -h ( i a j b -h kc ) sin 9 ] ( ix -+- jy -+- k z ). 

Si l 'on égale de part et d'autre les coefficients de j , Â, 

on trouve immédiatement 

| xx — x cos 0 -+- ( b z—cj^sinO, 

( 4 ) <, yi = y cos 6 -+- ( ex — rt<s)sinO, 

( zi — z cos6 -r- (ay—ò^)sinO, 

le terme réel ax -f- by-\-cz est nul en vertu de Fhypo* 

thèse que O M et O R sont perpendiculaires. 

Second cas. — O M n'est pas perpendiculaire à O R . 

Les formules (4 ) ne conviennent plus. 

Soit P la projection commune des points M, M, sur 

l'axe O R . O n a 

Ô M = CTP + P M , 

Ô M 7 = O P 7 - + - P M , . 

Soient O m et OmK deux vecteurs équipollenls à 

PM et P M , . Si l 'on fait tourner autour de O R le vec-
6 G 

teur O m de l'angle - et le vecteur O mK de l'angle — - j 

l 'un et l 'autre viendront coïncider avec un même vecteur 

O m 2 . Si l 'on pose cos9-f-XsinÔ = r, on posera 

o , . o i 0 , . e - i 
cos — h A sin - = v2, cos A sin - = v -, 

2 2 2 2 

et l 'on aura 
j ± 

o m = o mi v2 = O m2y 

d'où 
i _ i 

(5) v2 O m.v 2 = Omh 
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car 

0 m 2 v, 2 = O /« i. 

E n dés ignant O P par /¿X, u et uK dés ignant les v e c -

teurs O M et O M , , on a 

O m — il — h\, O ii\—/¿X, 

en portant ces express ions dans la re lat ion ( 5 ) on 

o b t i e n t , après un ca lcul s i m p l e , 

i 
(6) U1 = V*uî>~*1 

c 'es t la f o r m u l e c h e r c h é e . 

S i l ' o n c h a n g e 6 en — 6 , on aura p o u r w, 

_ ! i 
in = p 2 uv'1. 

C ' e s t sous cette f o r m e q u ' H a m i l t o n écr i t sa f o r m u l e , 

mais c o m m e il représente par ba le p r o d u i t de a par 

c 'es t la f o r m u l e ( 5 ) q u i , avec nos notat ions, traduit sa 

pensée . 

P o u r ca lcu ler e f f e c t u o n s les ca lculs i n d i -

q u é s : 

/
 0

 , •
 e

\ o . . e ( cos — h X sin - lu = u cos — h ku sin — > 
V 2 2 / 2 2 

/ o . . e\ / o . o\ ( cos — h À u sin - ) ( cos — — A sin - ) 
V 2 i j \ 1 2/ 

8 ^ -v X • 0 G , -, • O 0 
= U cos2 — H A M — MA) sin - cos AUX sin2 - > 

2 2 2 2 

mais 
Xw = S (Xm) -4- V ( X t t ) , 

« X = S(Xm) — V (XM ) ; 
d o n c 

Xa — wX = 2 V (Xw ) . 

P o u r ca lculer XwX on p e u t p r e n d r e les d e u i v e c t e u r s 

X, dans le p lan des xy, mais o n p e u t se servir de 
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l ' ident i té ( 3 ) , en r e m a r q u a n t que S ( X M X ) = O, et par 

suite 
XuX = V(XÎ*X) — 9.A S(mX) -h M, 

car S (A2) = — i . O n a d o n c 

i - l 6 G 
v*uv 2 = W Cos2- -f- V(Xw)sinO — [2X S(wX) -+- uJ sin4 - • 

O r 

V(X M ) = — cy) -f- j (ex — as ) -4- k(a y — bx), 

S(Xw)= — (ax -h by H- cz), 

ce qui p e r m e t d ' é c r i r e 

= (ix -h j y -4- kz) cosò 

-4- f i(bz — cy) -4- j (ex — az)-\- k(ay — b ar)] sinO 

-4- 2 ( ¿a -4- j b -4- kc) (a x -4- by cz) si n2 ̂  • 

E n identi f iant on obt ient 

Ì xt = xcosô-i-(6 z— cy) sin 6-h2a sin2 ̂  (ax-h by-\- cz), 

! ' 6 
(y) / y i = y cosO -h(c x — a z) sin 9-4-2 6 sin2 - (ax 4- by-t- cz), 

f zl = z cos8 4 - (ay — bx) sin0 4- 2 c sin2 -̂ (ax-\-by-\-cz). 

Remarques. — S i O M et O R sont p e r p e n d i c u -

la ires , on a ax -f- by -h cz = o et l 'on re trouve les for-

mules ( 4 ) . 

Si 9 = TU, on a des formules évidentes a priori et q u i 

e x p r i m e n t q u e P est alors le mi l ieu de M M , . 

7 . 11 est juste de rappeler e n c o r e que les f o r m u l e s ( 4 ) 

et , par suite, les formule^ ( - ) p e u v e n t s 'obtenir très 

a isément sans le secours des q u a t e r n i o n s . 
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E n conservant les m ê m e s notat ions , t ransportons 

l ' o r i g i n e des c o o r d o n n é e s au point P , par u n e transla-

t ion égale à O P . S o i e n t X , Y , Z et X , , Y , , Z , les 

c o o r d o n n é e s de M et M , par rapport aux n o u v e a u x 

axes . P r e n o n s un tro is ième système d 'axes déf inis ainsi : 

P c a la m ê m e d i r e c t i o n et le m ê m e sens q u e P M ; P £ 

est c o n f o n d u avec Taxe O H ; enf in Pr4 est p e r p e n d i c u -

laire à Pç et PÇ et or ienté de façon q u e le tr ièdre P c / ^ 

soit de m ê m e espèce que P X Y Z et O x y z . S i vj, Çsont 

les c o o r d o n n é e s nouvel les de M , , on a 

Ç = /M'Os0î 7) = 7'sillOî £ = o 

avec / = P M . Les cos inus d irecteurs de Pc par rapport 

X Y Z , ^ 
aux premiers axes sont — * — > - ; c e u x de Pc, sont, par 

h y p o t h è s e , a, />, c et ceux de Pr, ont p o u r valeurs 

bZ — cX cX — aZ aY-hbX , , . 
r r r 

O n a donc 

v n X — c Y A j = /* cos 0 h r sin 0 > 
r r 

c 'est-à-dire 

( 3') XL = X cos0 -H (b Z — c Y ) sin ft, 

el pare i l lement p o u r Y , , Z , . O n obt ient ainsi les for-

mules ( 4 ) et I on passe a isément de ces f o r m u l e s aux 

f o r m u l e s ( 7 ) en r e m p l a ç a n t X , Y , Z par x — .-r0, 

y — r 0 , c — ¿o et X | , Y , , Z , par xK — a?0, y , — y 0 , 

z< — s 0 , où i 0 , z0 d é s i g n e n t les c o o r d o n n é e s de P 

par r a p p o r t au p r e m i e r système, c 'est-à-dire 

xQ — a (ax -h by -f- cz), 

y0= b(a x -h by -f- cz), 

z0 — c(ax-\~by-\-cz). 
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[D6ca] 

SUIT LA DÉFINITION DE LA FONCTION 
P A R EUGÈNE F A B R Y . 

L a m é t h o d e c lass ique p o u r déf inir la f o n c t i o n e x p o -

nentie l le consiste à c h e r c h e r la l imite de 

p o u r m inf ini , et à d é m o n t r e r q u e cette l imite est 

donnée par une série dont la va leur n u m é r i q u e est 

. / T \ m 

r e p r é s e n t é e par c. O n d é m o n t r e ensuite q u e ( i -f- ~ J 

a la même l imite q u e ( I + > f l l i e c ^ * 1 l imite 

est aussi représentée par nue série qui donne 
X2 xn 

ex = I —h X H h . . . H r 
•x n ! 

U n e autre m é t h o d e consiste à r e p r é s e n t e r par f ( x ) 

la f o n c t i o n déf inie par cette sér ie , à é tudier ces pro-

priétés par des c o m b i n a i s o n s de séries, en part icul ier 

f(x-hy) = / ( . * ) / 0 0 . 

E n d o n n a n t à x et y , success ivement , des valeurs 

entières, f rac t ionnaires , i n c o m m e n s u r a b l e s , on en 

d é d u i t 

Je veux m o n t r e r q u e l 'on peut s impli f ier ces démons-

trations. en suivant une marche inverse plus directe , 

et en partant de la f o n c t i o n ar. 

S u p p o s o n s a i . S i ' # est ent ier posi t i f , ax est un 

p r o d u i t de x facteurs égaux . Si x est u n n o m b r e f r a c -
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tionnaire, on a la racine d'un produit . Si x est incom-

mensurable, on peut form'er une suite de valeurs com-

mensurables, et représenter par ax la limite des valeurs 

correspondantes. De ces définitions on peut déduire la 

propriété fondamentale 

ax+y = a*. <o, 

où x et y sont deux nombres positifs ofu négatifs. 

Pourvu que a > i , ax augmente avec .a?; car, si y^> o, 

- augmente aussi avec x. Le but de ce calcul 

étant de former la dérivée, nous éviterons de l 'util iser. 

Il s'agit de démontrer directement que 

(i) ^ > 
x y 

si a > I, ^ :>y >0. 

Supposons d'abord que x et y aient un rapport com-

mensurable : 
x _ y _ 
p ~ q ~ ~ Z ' 

où p et q sont entiers. Soit 

= b, 

ax= aP~ = bP, aï= bi. 

L'inégalité (,i) à démontrer devient : 

bP-i ^ bi-x ^ 

ou, en divisant par b — i , qui est positif : 

q{bP-1 -h b^. 67-2-f-...b 

q ( bP-1 bP-* -K..-+- bv) > (p — q ) (b?-* -4- b*-* -K..H- b -h I). 
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E n cons idérant c h a q u e p r o d u i t c o m m e une s o m m e 

de y , ou de p — q , termes égaux , le p r e m i e r m e m b r e 

r e n f e r m e q ( p — q ) termes, dont q sont t o u j o u r s é g a u x 

entre e u x ; le s e c o n d m e m b r e r e n f e r m e de même 

( P — ^ r m e s , dont p — q sont, c h a q u e fois , égaux . 

C h a c u n des termes d u p r e m i e r m e m b r e est supér ieur à 

c h a q u e terme du second m e m b r e , et l ' inégal i té est dé-

m o n t r é e . 

Si le rapport des n o m b r e s x et y n 'est pas c o m m e n -

surable , on p e u t chois i r des n o m b r e s u et r , ayant avec x 

des rapports c o m m e n s u r a b l e s , tels q u e 

x > u > y > f, 
on a alors 

ar — i ^ a'1— i av — i 

x ^ u " v 

on p o u r r a f o r m e r des suites de n o m b r e s u et v dont la 

d i f férence tendra vers zéro , ce qui permet d 'é tendre 

l ' inégal i té (1) au cas où y et x ont un rapport i n c o m -

mensurable . 

S i x p r e n d des valeurs posit ives décroissantes et 

tendant vers zéro , — décro î t et tend vers une l imite 
7 x 

que nous r e p r é s e n t e r o n s par A . 

Si l ' e x p o s a n t p r e n d des valeurs négat ives — qui 

a u g m e n t e n t et tendent vers zéro, la l imite sera la m ê m e , 

car 

a~x — i _ I ax — i 
— x ax x 

L e p r e m i e r fac teur tend vers i , le second vers A . L a 

d é r i v é e de ax est la l imite , p o u r h == o, de 

ax+h _ ax ah—! 
=ax , 

h h 

cette l imite est A a T . 
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Il en résulte qne A ne peut pas être nul, puisque ax 

n'est pas une constante. 

La dérivée seconde de ax est A 2 a x . 

La dérivée d'ordre 11 est A11 ax. 

E n appliquant la formule de Mac-Laurin, on en 

déduit le développement en série : 

A2./?2 \ n x ' 1 
ax = i -h A x H f - . . . h : h 

2 n î 

Nous représenterons par e la valeur que doit 

prendre a pour que A ~ i ; par définition, la limite de 

h 

pour h — <>, sera i. Alors 

.r2 xn 

e x - 1 + i ' + h . . . H r • 
\>. n ! 

Pour x = î, on en déduit la série qui détermine la 
valeur numérique du nombre e. 

[ O l 5 a ] 
SUR LES VOLUMES TOURNANTS ; 

PAR A. BUHL. 

(Suite.) 

9. Rappel du problème. — L e problème le plus 

général posé dans l'article précédent consistait à déter-

miner des surfaces telles qu'un contour fermé, tracé 

sur elles, donnait, en tournant autour de deux droites 

fixes, D et D ' , des volumes tournants, V et "V7, de 



( ö ) 
\ x= a, 

{ -s = ^ t a n g u ) ; 

( D ' ) 
| x — — 

\ z = — ^ tangió. 

Dans ces conditions les surfaces cherchées sont les 

hélicoïdes 

Pour le déplacement qui fait passer des x,y, z aux 

X , Z on se reportera aux relations ( i 5 ) . Rappelons 

encore que 

L'axe de l 'hélicoïde (19) a pour équations \ = o, 

Z = o, ou 

Cet axe H Y , si H est origine pour les coordonnées X , 

Y , Z, fait, avec O y , un angle Q qui se trouve être aigu 

dans la ligure que nous imaginons. 

10. H axe H Y est axe central pour deux vecteurs 

respectivement portés par D et D ' . — S u r D portons 

un vecteur A D = m et sur D ' un vecteur A ' D ' = — n . 

O n peut convenir que A et A ' seront sur l 'axe O H x . 

( 1 9 ) Y = l arc tan G — - + - / ( X 2 H - Z 2 J , 

¡JL = m -+- /ï, v = m — n. 

a fjiv 

(20 ) ) X [JL2 COS2 10 H- V2 sill2 fx) ' 
I . \ v sin toy = ¡x cos to z. 
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A l o r s , avec les notat ions habi tuel les de la théorie des 

v e c t e u r s , o n p e u t a v o i r 

Xj = o, Y i = m c o s w , Zi=/?îsina), 
Lj = o, M i = — a m s i n w , Ni = ara costo, 

p o u r les c o m p o s a n t e s et les m o m e n t s de A D re lat ivement 

aux axes O x y z . D e m ê m e , p o u r A ' D ' , on peut avoir 

X-2 == o, Y2 = /I costo, Z2 — — nsinw, 
L 2 = o , M 2 = — a/isinu», Nj = —an costo. 

T o u j o u r s avec les notat ions c o n n u e s ( * ) , les é q u a -

tions de l 'axe centra l des v e c t e u r s A D et A ' D ' sont 

zY —yZ __ M + ^Z _ N — xY  
o ~ Y ~ Z 

et, si Ton j r e m p l a c e Y par Y i - f - Y 2 , e t c . , on re trouve 

les équat ions ( 2 0 ) . D o n c /' axe central de A D et A ' D ' 

il* est autre que H Y , axe de Vhélicoïde ( 1 9 ) . 

S i l 'on projet te A D et A ' D ' sur le plan Z H . r n o r m a l 

à H Y , la s o m m e de ces d e u x p r o j e c t i o n s doit é v i -

d e m m e n t être nul le et cec i d o n n e 

m sin (tu — Q) — 11 sin ( w -h i> ), 

ce qui n 'est q u ' u n e autre f o r m e de la relat ion dé jà 

o b t e n u e 
^ m — n 

lanpr ü = lanirio. 
0 DI N 0 

D e c e l l e - c i . on p e u t d é d u i r e , p a r des ca lculs fort 

s imples , 

tang(to -h Ü) = ^ , tang(o> — il) = ^ , 
HA HA' 

( J ) P. APPKLL, Traité de Mécanique, t. I, 3* édition, p. 19. — 
G. KŒNIGS, Leçons de Cinématique, p. 36. 
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ce qui équivaut à une égalité bien connue ( ' ) , qui, 

avec des notations analogues à celles de A . Mannheim, 

s'écrit 

HAtang (D ' , HY ) = TiX' tang ( D, H Y ). 

En s 'appujant sur ces résultats, on démontre faci-

lement que, sur Vhëlicoïde central, /'hélice passant 

par A rencontre normalement, en A , la droite symé-

trique de A D par rapport au plan zOx. O n pourrait 

évidemment continuer ainsi et retrouver tous les 

théorèmes attachés à l 'hélicoïde central d'un système 

de vecteurs, système toujours réductible à deux vecteurs 

tels que A D et A D ' . 

A propos de ces nombreux théorèmes et de toutes 

les références bibliographiques qui pourraient les con-

cerner, il me semble juste de faire un éloge spécial des 

Principes et Développements de Géométrie cinéma-

tique dus au regretté Mannheim ; sa géométrie de 

l'espace débute précisément par un très grand nombre 

de propositions analogues à celles que nous venons de 

rappeler, propositions auxquelles, en résumé, on peut 

joindre la suivante : Les contours fermés tracés sur 

Vhélicoïde central relatif à deux vecteurs donnent, 

en tournant autour de ceux-ci, des volumes de révo-

lution de rapport constant. Et comme on l'a vu, 

l 'infinité d'hélicoïdes possibles correspond à la variation 

du rapport des volumes de révolution considérés. 

Il ne doit pas non plus être sans intérêt de remarquer 

que la théorie de l 'hélicoïde central a été ramenée ici à 

l 'étude d'une certaine équation aux dérivées partielles 

du premier ordre. 

( ' ) A. MANNHEIM, Géométrie cinématique, p. 116. — A. SCHŒXFLIES,. 
Geometrie der Bewegung, p. 168. 

Ann. de Mathémat., 5e série, t. II. (Juillet 1924.) 29 
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[I2c] 
DÉMONSTRATION DE LA FORMULE DE L'INDICATEUR ; 

PAR G. MÉTROD. 

1 . D a n s la démonstrat ion habi tuel le de la f o r m u l e 

qui d o n n e le n o m b r e ®{m) des ent iers p r e m i e r s avec 

l ' ent ier m et non s u p é r i e u r s à m , on part d ' u n système 

c o m p l e t ( m o d m) dans l e q u e l on s u p p r i m e les entiers 

n o n p r e m i e r s avec m . 

O n p e u t a p p l i q u e r la m é t h o d e inverse , c 'est-à-dire 

f o r m e r d i r e c t e m e n t le s y s t è m e des entiers p r e m i e r s 

avec m ; on obt ient ainsi une d é m o n s t r a t i o n s imple de 

la f o r m u l e de l ' i n d i c a t e u r de m . 

S o i t p a une puissance du n o m b r e p r e m i e r p . 

D a n s le système de n u m é r a t i o n de base p , tout entier 

in fér ieur à pa p e u t s ' écr i re sous la forme 

dans laquel le les x sont des entiers é g a u x à p — i au 

plus. Q u a n d on donne aux x toutes les valeurs entières 

de o à p — i , l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e p a r c o u r t l ' en-

semble des /?a n o m b r e s infér ieurs à p*. 

P a r m i ces n o m b r e s , c e u x qui sont premiers avec p 

sont c e u x p o u r lesque ls x0 n 'est pas n u l ; leur n o m b r e 

est donc 

?(pa) — p<x~i (p i )• 

3. So i t maintenant u n ent ier q u e l c o n q u e m d é c o m -

posé en ses fac teurs p r e m i e r s , dont le n o m b r e est v : 

m — « a . . . A . 
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Considérons l 'expression 

m m m 

si x{ parcourt un système complet (mod a a ) , x2 un 

système complet (mod fcP), . x y un système com-

plet (mod A ) , l 'expression prend m valeurs formant 

un système complet (mod m) . 

E n effet l 'expression considérée ne peut être congrue 

à o (mod m ) que si elle est congrue à o suivant cha-

cun des modules a a , ¿P, . . . , A ce qui exige 

« t === o (mod a a ) , 

Xi ES o (mod 6P), 

Xy, ~ o ( mod A ) . 

Pour qu'un entier soit premier avec ni il faut et il 

suffit qu'il soit premier séparément avec a*, . . . , A, 

c'est-à-dire q u e # i soit premier avec x2 avec 

x,t avec A. O n obtient donc un système complet de 

nombres premiers avec m en faisant parcourir à xt un 

système complet de nombres premiers avec a a , à x2 un 

système complet de nombres premiers avec . . . , 

à xv un système complet de nombres premiers avec V. 

O n a donc 

©(/ « ) = ? ( a a ) cd(6P) . . . o ( A ) , 

- ( - ' • : ) O - ' i ) - ( - { > 

4. La méthode peut être généralisée pour calculer 

l ' indicateur de k{ème ordre. O n sait qu'on appelle indi-

cateur de Xrl*me ordre de l 'entier m le nombre des arran-

gements h à k avec répétition des entiers o, i , . . . , 

m — i tels que ces k entiers et m soient premiers dans 

leur ensemble. 
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C o n s i d é r o n s d 'abord le cas d 'une puissance /?a d ' u n 

n o m b r e premier p . Un système de k entiers i n f é r i e u r s 

à pa p e u t être représenté par les k expressions 

^a-i ^a-2 -H. . . -h/?^** + 

dans lesquel les les x sont au moins o et au plus p — i . 

L e s x parcourant séparément les entiers de o à p — i , 

ces expressions e n g e n d r e n t les p*k systèmes de k 

entiers ( m o d / ? a ) . 

P o u r que le plus grand c o m m u n div iseur des entiers 

d ' u n tel système soit premier avec p a il faut et il suffit 

q u e les n o m b r e s x0 ne soient pas tous nuls. 

O n a donc p o u r l ' indicateur de £ i èmc ordre la for-

mule 
O* (pbL) =¿>(01-1)* (pk — 1) 

OU 

o k (p*)=P* ^ - ±.y 

5. Soi t maintenant 

m = a* bP . . . A . 

Le n o m b r e des arrangements complets k à k des 

entiers d ' u n système c o m p l e t ( m o d m ) est m k . L ' u n 

q u e l c o n q u e de ces arrangements est représenté par les 

Je express ions 

* ni ,.. m /« (11 nr 1 ) _(_ y t 1 ) _4_ _ i _ T *> * 
a* 1 2 ' />• v 

!!L r(A-J _4_ m . , m T [k ) . 

S i les X\ p a r c o u r e n t séparément u n système complet 

( m o d a a ) 7 les x2 un système complet ( m o d 
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les un système complet (mod A ) , l 'ensemble des 

k expressions précédentes parcourt tous les arrange-

ments complets k k k d 'un système complet (mod m). 

Pour que le plus grand commun diviseur d'un sys-

tème de k entiers soit premier avec m, il faut et il suffit 

qu'il le soit avec a a , . . . , A. Un système de k entiers 

possède cette propriété lorsque les x , forment un sys-

tème de k entiers dont le plus grand commun diviseur 

est premier avec « a , . . . , les un système de k entiers 

dont le plus grand commun diviseur est premier 

avec A. 

O n a donc pour l ' indicateur de klèm* ordre 

O/, ( ni) — O/, ( a a ) cp/, ( ) . . . o/, ( A ) 

— ( - ¿ ) ( - » M - * ) -

6. La méthode peut aussi s'appliquer à la théorie des 

entiers et des idéaux d'un corps algébrique. 

Soient P un idéal premier d'un corps algébrique, 

p un entier de ce corps divisible par P mais non par 

P - , l 'expression 

¿Ta-! &X-2 -H - • p -h x0 

parcourt un système complet (mod P a ) lorsque les x 

parcourent séparément un système complet (mod P ) . 

O n s*en assure en observant que l 'expression ne peut 

être congrue à o que si tous les x sont congrus à o 

(mod P a ) . 

D'autre part, soit M un idéal composé 

M = A<* BP . . . L \ 

A , R, . . . , L étant des idéaux premiers. Choisissons 

dans le corps algébrique un entier a divisible par A 
/ 
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mais non par A 2 et premier avec un entier b divi-

sible par B mais non par B 2 et premier avec gjj ; • • • ; 

un entier l divisible par L mais non par L 2 et premier 
M 

avec Yil puis posons 

m = a * ¿>P . . . IK 

Cet entier m est divisible par l'idéal M et le quotient 
m . A/r 

est p remier avec M . 

O n voit alors que l 'expression 

m m m 

donne un système complet (mod M ) lorsque xK par-

court un système complet ('mod A a ) , x 2 un système 

complet (mod BP), . . . un système complet(mod L*). 

La démonstration se continue ensuite comme dans les 

nos 2 et 3. O n raisonne de même pour l ' indicateur de 
¿.ième o r ( i r e < 

7. La méthode que j ' indique peut encore servir à 

résoudre d'autres questions analogues, par exemple la 

suivante qui constitue une extension de la notion de 

l ' indicateur (LUCAS, Théorie des nombres, n° 2 2 1 ) . 

Trouver le nombre des entiers h de la suite 

o, i , 2, . . . , m — i 
tels que 

h—eu h — e^ h — ek 

soient premiers avec m ; et: e2, . . . , ek étant des entiers 

donnés. 

O n trouvera facilement que ce nombre est : 
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a , b, . . . , I étant les facteurs premiers de m\ le 

nombre des entiers e différents (mod a ) , ¡JL2 le nombre 

des entiers e différents (mod 6), . . . , ^ le nombre des 

entiers e différents (mod V). 

[ R 9 b ] 
NOTE SUR LE CIIOG 

EN TENANT COMPTE BU FROTTEMENT DE GLISSEMENT; 
PAR MM. DELASSUS ET PÉRÈS. 

Dans tout ce qui suit nous adopterons uniformé-

ment les notations employées dans les deux articles de 

M. Pérès ( 4 ) , que l'article actuel est destiné à com-

pléter sur certains points. 

1. 

1. Commençons par préciser les hypothèses ou, plus 

exactement, les approximations classiques habituelles. 

Dans la théorie du choc sans frottement il y a, à 

chaque instant du choc, une réaction normale très 

grande ; cette réaction est normale à la liaison défor-

mée par le choc, elle a donc une direction variable 

mais (c'est un fait d'expérience) elle donne naissance 

pour la totalité du choc à une percussion de réaction 

qui est normale à la liaison non déformée ; la solution 

ne fait intervenir que l'instant initial et l'instant final 

donc élimine la déformation. 

11 n'en est plus de même pour le choc avec frotte-

ment. 11 faut alors, en général, faire intervenir la suite 

(*) PÉRÈS, N. .4., 5 série, t. II, 1923-1924, p. 98 et 216. 
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continue des états intermédiaires en tenant compte de 

la déformation ou en la négligeant. Dans la théorie 

classique, à laquelle se rapporte cet article, on néglige 

la déformation et l 'on applique au mouvement pendant 

le choc les lois ordinaires du frottement, la réaction 

normale et la réaction tangentielle étant définies par 

la liaison non déformée. 

2. Les approximations ainsi faites qui, dans le cas 

d'un frottement négligeable, conduisent en accord avec 

l 'expérience à une percussion totale normale à la 

liaison non déformée, reviennent, en somme, à assi-

miler le mouvement de choc avec frottement à un mou-

vement ordinaire avec frottement, mais il reste 

néanmoins une différence essentielle : 

Dans le mouvement ordinaire la vitesse normale W 

est constamment nulle ; dans le mouvement de choc il 

n 'y a pas de mouvemènt normal, puisqu'on néglige la 

déformation, mais cela n'empêche pas W de varier en 

passant par une suite continue de valeurs. A u mouve-

ment tangentiel vient s'ajouter ce que l'on pourrait 

appeler un mouvement normal de vitesse. Quand le 

choc est sans frottement W va constamment en crois-

sant de sa valeur initiale négative W () à la valeur 

positive — eW0 qui indique la fin du choc ; quand le 

choc a lieu avec frottement ce mouvement constam-

ment croissant d e W n'existe plus forcément, mais nous 

continuerons à admettre que la fin du choc est arrivée 

quand W atteint pour la première fois la valeur — é W 0 ; 

c'est là une hypothèse et non plus une approximation, 

elle est commode comme donnant une définition unique 

de la fin du choc, mais ne pourrait se justifier que 

par des expériences qui n'ont jamais été tentées. 

3. D u fait que W était constamment nulle pour tout 
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m o u v e m e n t ordinaire résultait q u e les réact ions i n i -

tiales de tous les m o u v e m e n t s obtenus en faisant v a r i e r 

le coef f i c ient de f r o t t e m e n t avaient leurs extrémités sur 

une m ê m e paral lè le au diamètre c o n j u g u é D de O y 

dans l ' e l l ipse o == i (cas du p l a n ) ou sur un même 

plan paral lèle au plan diamétral c o n j u g u é D de O s 

dans l ' e l l ipsoïde cp = i (cas de l 'espace) et cela c o n d u i -

sait à l ' imposs ibi l i té du m o u v e m e n t c h a q u e fois que la 

vitesse initiale de gl issement indiquai t une réact ion de 

g l issement au-dessous de la droite ou du plan D ( ' ) . 

O n est tenté, par général isat ion, d ' a p p l i q u e r ce 

résultat au m o u v e m e n t de c h o c p u i s q u ' o n l 'assimile à 

un m o u v e m e n t ordinaire avec f rot tement , mais cette 

général isat ion est fausse. P o u r s 'en convaincre , il suff i t 

de r e p r e n d r e le cas d ' impossibi l i té du m o u v e m e n t plan 

avec f r o t t e m e n t ; nous avons des condi t ions init iales 

( C ) d ' impossibi l i té du m o u v e m e n t , l ' e x p é r i e n c e nous 

a p p r e n d qu ' i l y a c h o c ramenant b r u s q u e m e n t aux 

condi t ions initiales du r o u l e m e n t (2) ; mais ce choc 

ef fect i f débute par ces mêmes condi t ions ( C ) ; d o n c , 

p o u r le c h o c , cel les-ci ne sont pas des condit ions 

init iales d ' imposs ib i l i té . 

C e l a t ient en réalité à l ' e x i s t e n c e , dans le cas du 

c h o c , du m o u v e m e n t n o r m a l de vitesse. D e u x m o u v e -

ments de choc à débuts i d e n t i q u e s donnent des vitesses 

W et W , qui ne sont pas i d e n t i q u e m e n t nul les de sorte 

c o m m e la p r o p r i é t é de la droite D ou du plan D 

résultai t de ce q u e cette quanti té était nul le dans le 

m o u v e m e n t o r d i n a i r e , on en conc lut qu 'e l le n 'existe 

plus dans le cas du m o u v e m e n t de c h o c . A i n s i : 

q u ' o n ne sait r ien sur W — W 4 ni sur 
¿W d"T 

dt 

( » ) DELASSUS, N. A.} 4E série, t. XX, 1920, p. 485. 
(2) Jbidp. 491. 
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Pour le mouvement de choc il n'existe jamais de 

conditions initiales d'impossibilité et la discussion 

de M. Pérès (plan ou espace) s'applique toujours. 

4. Revenons au cas d'impossibilité du mouvement 

ordinaire plan. Il se produit au début un choc qui n'est 

intéressant que par son résultat final connu d'avance, 

mais dont on peut facilement étudier la nature en 

remarquant qu'on est dans le cas (c ) de la discussion 

plane de M. Pérès puisque M0 est sur Ox et p entre 

A et K ; il y a choc à deux périodes G et R amenant 

au point M, placé en O . 

Essayons d'étudier le cas analoglie de l 'espace. O n 

suppose que les conditions initiales (G) conduisent à 

une réaction initiale X 0 , Z0 dirigée suivant une 

demi-génératrice du cône positif de frottement située 

au-dessous du plan D . 11 se produit choc avec frotte-

ment, le point de départ M0 étant dans le plan des xy 

et tout ce que nous savons a priori sur ce choc c'est 

qu' i l sera suivi d'un mouvement ordinaire, donc qu'i l 

transformera les conditions ( G ) d'impossibilité de mou-

vement en conditions (C/) de possibilité de mouvement. 

Ces conditions (G ) ne sont plus, comme dans le cas 

du plan, connues a priori et pour les déterminer il faut 

faire l 'étude complète du choc. 

Bornons-nous ici à montrer que ce choc conduira 

toujours au résultat cherché, c'est-à-dire à des condi-

tions ( G ) de possibilité pour le mouvement. 

La discussion de 1YL Pérès montre que, dans le 

mouvement indéfiniment prolongé du point M, la cote 

de ee point croit indéfiniment, que le choc soit à période 

unique ou à deux périodes ; autrement dit, W part 

de \\ 0, varie d une façon continue et finit par tendre 

vers H-oc. 
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Dans le cas actuel W 0 = o, le point IY10 est dans le 

plan des xy et, par hypothèse, le point P0 est au-

dessous du p l a n D , ce qui donne un vecteur O R 0 dirigé 

vers le bas et montre que la courbe ( M ) part de M0 

en descendant. La vitesse "W part de zéro en décrois-

sant, elle est donc négative au début, et comme elle 

deviendrait finalement infinie et positive elle est obligée 

par continuité de revenir s'annuler ; la première fois 

que ce fait se produit le choc est terminé, d'une part, 

et, d'autre part, W passe du négatif au positif, donc va 

en croissant, de sorte que le point M0 du plan des xy 

qui termine le choc se trouve sur une portion ascen-

dante de la trajectoire de M et, s'il n'est pas en O , 

donne un point P situé au-dessus du plan D. 

Le choc donne donc pour le mouvement ordinaire 

ultérieur des conditions initiales soit de roulement, soit 

de glissement possible, c'est-à-dire la solution complète 

sans impossibilité ni indétermination. 

11 est à remarquer que si l 'on avait essayé de traiter 

le choc dans les mêmes conditions mais en supposant 

la réaction X 0 , Y 0 , Z0 au-dessus du plan D , on aurait 

eu une courbe (M) partant du point M0 du plan des xy 

en montant. Ce choc ne pourrait pas avoir lieu puisque, 

dès son début, la molécule au contact prendrait une 

vitesse norrmde positive indiquant l 'échappement. De 

là et de ce qui précède résulte cette conclusion : 

Des conditions initiales quelconques de mouve-

ment sont toujours des conditions initiales de possi-

bilité soit pour le mouvement, soit pour le choc, mais 

jamais pour les deux simultanément. 

Il est bon de faire remarquer que les cas d'impossi-

bilité de choc ici signalés n'infirment pas la conclusion 

précédemment indiquée ( § 3 ) qu'il n'y avait jamais 
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d'impossibilité pour le mouvement de choc. Nous 

supposions à ce moment choc ordinaire ( W 0 < C ° ) 

tandis qu'actuellement nous nous plaçons dans le cas 

limite ( W0=== o) donnant des propriétés spéciales. 

L'étude faite dans ce paragraphe met en évidence ce 

fait curieux et inattendu que, dans certains cas, l 'étude 

d'un mouvement avec frottement de glissement exige 

l 'étude préalable d'un problème de choc avec frottement. 

II. 

o. Dans le cas du choc plan les formules fondamen-

tales de M. Pérès 

A U _ A V = ~ - J Y 

linéaires et homogènes montrent qu'à tout déplacement 

AU, A V , du point M correspond une percussion de 

réaction bien déterminée et que si ce déplacement est 

la résultante de plusieurs autres, la percussion esc la 

résultante de celles qui correspondent aux déplacements 

composants. 

T o u t choc à deux périodes est donné par deux 

déplacements rectilignes M 0 M', M ' M . ; il pourra être 

remplacé, au point de vue du calcul, par le choc corres-

pondant au chemin rectiligne M f t M , , choc résultant 

que nous appellerons le choc rectiligne, dont la per-

cussion sera la résultante des percussions qui corres-

pondent aux deux périodes et qui sera complètement 

déterminé par la connaissance des deux points M0 , M , . 

O n aura ainsi AU et A V d'où l 'on déduira X et Y puis, 

par les équations de percussion, toutes les variations 

de vitesses. 
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Tous les cas de choc à deux périodes peuvent se 

ranger en deux catégories : 

a. Glissement suivi de roulement. — Le point M, 

est alors sur O y, donc est déterminé par 

Ui = o, V ^ - e V o . 

b. Glissement positif suivi de glissement négatif. 

— Le déplacement M0 M' est parallèle à la droite O r qui 

correspond aux glissements positifs et dont on calcule 

aisément les paramètres directeurs a, ¡3 au moyen de 

/ e t des coefficients de l'ellipse o. De même M ; M { est 

parallèle à O/*, qui correspond aux glissements négatifs 

et dont on calcule les paramètres directeurs a 'p' . E n 

écrivant que les parallèles à O r et O r \ menées respec-

tivement par M0 et M4 se rencontrent sur O y et adjoi-

gnant l 'équation finale du choc, on a deux équations 

p U o - g V o . y u , - « ' V i v „ 
= , ^ ^ 0 

qui déterminent U ( , V{ et permettant de traiter le choc 

rectiligne. Les deux cas a , b ne conduisent donc pas 

aux mêmes équations, mais la discussion plane de 

M. Pérès montre chaque fois dans lequel de ces deux 

cas on se trouve, donc quelles sont les équations à 

employer. 

Nous remarquons que la percussion de choc recti-

ligne doit toujours, à titre de vérification, être une 

percussion de roulement, c'est-à dire à l ' intérieur de 

l 'angle positif de frottement. Elle est en effet résultante 

d'une percussion effective de glissement et d'une per-

cussion effective de roulement (cas « ) , c'est-à-dire de 

deux vecteurs dont l 'un est sur un côté de l'angle de 
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frottement et dont l 'autre est à l ' intérieur, ou bien 

(cas ft), résultante de deux percussions effectives de 

glissement, c'est-à-dire de deux vecteurs portés par les 

deux côtés de l 'angle de frottement. 

6. Les raisonnements précédents peuvent s'étendre 

au cas de l'espace et conduire encore à la notion résul-

tante de choc rectiligne, avec cette seule différence que 

le parcours curviligne de M doit être considéré comme 

décomposé en éléments rectilignes infiniment petits. 

Chacun de ces éléments donnera une percussion de 

glissement effectif, vecteur infiniment petit porté par 

une génératrice du cône positif de frottement. Chaque 

élément rectiligne fini du chemin M 0 M Î donnera une 

percussion analogue mais finie ; enfin si le parcours 

de M se termine par un segment de O z , il y corres-

pondra une percussion de roulement effectif, c'est-à-dire 

intérieure au cône positif. En composant toutes les per-

cussions ainsi disposées on obtiendra sûrement une 

résultante intérieure de sorte que, comme dans le cas 

du plan, la percussion du choc rectiligne devra tou-

jours être, à titre de vérification, une percussion de 

roulement. 

L'étude effective du choc exige l 'intégration des 

équations de la courbe (M) . A u point de vue pratique, 

le résultat final du choc nous importe seul. Peut-on 

l 'obtenir sans intégration? 

L'intégration des équations ( M ) est en général né-

cessaire pour déterminer le point M| et, quand cette 

détermination est faite, on traite la question de choc 

par la considération simple du choc rectiligne M o M P 

O r , le point M4 est connu a priori quand on sait 

que le choc se termine par roulement : il est alors sur 

O s à l 'altitude — e W 0 et, d'autre part, la discussion 
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d e M . P é r è s p e r m e t d e r e c o n n a î t r e , s a n s a u c u n e i n t é -

g r a t i o n , si l ' o n est d a n s c e c a s . D o n c : 

Le résultat final du choc avec frottement s1 obtient 

sans aucune intégration chaque fois que ce choc se 

termine par roulement. 

s k-
I l s u f f i t d ' a p p l i q u e r le c h o c r e c t i l i g i f e a b o u t i s s a n t au 

p o i n t M | d é f i n i p a r 

U ! = Vt = o, W i = — e \V0. 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Mouvement d'un solide S homo-

gène, pesant, de révolution, de centre de gravité G et 

d'axe G.S assujetti aux liaisons suivantes : 

Gz passe par un point fixe O. 

G reste, sans pouvoir le quitter, sur un cylindre fixe de 

révolution autour de la verticale O zj. 

i° Discuter le mouvement dans la seule hypothèse où la 

position initiale de G^ est horizontale, la vitesse initiale 

de S se réduisant à une simple rotation W autour de G z. 

Discuter tous les paramètres. Etudier en détail les diverses 

formes de la trajectoire de G. 
y étant un parallèle tracé à l'avance, au-dessous de O, 

sur le cylindre, déterminer l'intervalle dans lequel doit 

être (t> pour que le mouvement considéré précédemment se 

fasse entièrement au-dessus de y. 

INDICATIONS FOUR LA SOLUTION. — S o i e n t 0 l ' a n g l e d e O z a v e c 

la verticale (ascendante)O.Sj, ^ l'angle du plan z O z i avec un 
vertical fixe, <p l'angle de rotation du solide autour de son 
axe. Tenant compte des données initiales, on obtient, pour le 
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mouvement, les équations suivantes : 

O ' -R - ' V C O S 0 = W , 

(M r2 -f- A sin2 6 Cw cosO = o, 

(M/ 2-h A sin20) TtL 2 •+* -r—ÎT 1 -+- M # coQ = o. 
L t sin2 0 | 

On en déduit, pour déterminer 0, l'équation différentiel le 

[M/ ,2-f Asin^Q]2 

sin2 0 

-+- cos 6 [ M gr ( W r2 + A sin20) -f- O w 2 co^O] = o, 

et la discussion est immédiate. 

Le parallèle y étant déterminé par l'angle 0o la 

condition demandée dans la deuxième question est 

M gr (M r2 -f- A sin20o) w 2 > 
C2cos0o 

(Bordeaux, juin 1921.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — Une droite homogène et pesante A Ar, 
de longueur %l et de masse m, peut tourner autour de la 

verticale ascendante O^i, issue de son milieu O, en fai-

sant un angle constant a. avec cette verticale ; soit ç Vangle 

du plan AOzj avec un plan vertical fixe XiO Z\. 

Un disque circulaire, homogène et pesant, de rayon R 

et de masse M, est assujetti à rester dans le plan verti-

cal AOz j, et à rouler sans glisser sur la droite matérielle AA' , 
J étant le point de contact du disque, on pose OJ — x. 

Les forces extérieures, appliquées au système, outre la 

pesanteur du disque et de la droite comprennent un sys-

tème de forces appliquées à la droite AA', se réduisant à 

> 
un couple dont l'axe H est dirigé selon O Z\. 

En prenant comme paramètres x et <p, écrire les 

équations différentielles du mouvement du système. 

Déterminer, en fonction de x et de^^i ^a mesure H 

«de l'axe du couple, de façon que le plan AOzy tourne 
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d'un mouvement uniforme avec une vitesse angulaire 

donnée autour de O Z\ : 

c p ' = O). 

3° Cette condition étant réalisée, intégrer l'équation du 

mouvement du disque sur AA', en donnant Vexpression 

de x en fonction de t. 
> 

4° En supposant toujours cp' = w, soit R la réaction de 
la droite AA' , sur le disque; calculer en fonction de t les 

> 
projections R x , R J } R2 de R sur un trièdre mobile Ox,y, z 

ainsi défini : 

Ox coïncide avec la demi-droite OA; Oy est situé dans 

le plan AO*i, normal vers le haut à Ox\ Oz est normal 

au plan AO zt de façon que le trièdre soit direct. 

Nota. — On supposera dans le problème que le disque 

n'atteint pas les extrémités A ou A' de la droite. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — La force vive du système 
est 

3 /2 
2 T = - IVI x'2 -h m — sin2 a. cp'2 -+-

2 3 T 

M I , l é s i n a — R.cosa)2-*- "^"Jî12 ' 

La fonction des forces de la pesanteur est par ailleurs 

U = — M. g(x.cosa -f~ R.sina). 

Les équations de Lagrange donnent les équations du mou-
vement : 
; 3 

- M .x" — M.sina(#.sina — R .cosa) tp'2 = —M.#\cosa, 

. w -
, > m sin2 a.©' -+- M 

dt ) 3 
i — R.cosa)2 y j cp*| | = H. 

De la deuxième équation on déduit la valeur de H pour 
que ® ' = o>; simplifications faites : 

H = s .M w:r ' .s ina(#.s ina— R.cosa). 

Ann. de Mathémat., 5* série, t. II. (Juillet 1924.) 3o 
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Cette condition étant réalisée, l'équation du mouvement est 
3 

— x"— w2 sin2a.rr = — (g-h w2 .R .s ina ) cosa, 

dont l'intégrale générale est immédiate. On a notamment une 
position d'équilibre relatif. 

On calcule la réaction en appliquant le théorème du mou-
vement du centre de gravité au centre du disque, ce qui 
donne l'égalité vectorielle : 

> > > 
M . r = R + P, 

> > 
P est le poids du disque, F est l'accélération du centre, on 
peut la décomposer par application du théorème de Goriolis : 

> •-> > - > r = r e + r 7 . - + - - 2 û A V r , 

en prenant comme système mobile le plan du disque, les 
notations étant évidentes. En projetant ces égalités sur les 
axes indiqués, on obtient les composantes : 

[ \ L = M^.cosa — M io2 sina.( .r.sina— K.cosa) -4- M.se", 

i\y — M. g. sina -h M cosa (¿s. s ina— R.cosa), 

Hz = — 2 . M u>. s ina .x . 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une circonférence matérielle, 

homogène et pesante, de rayon R et de masse totale M est 

mobile dans un plan vertical xOy autour d'un de ses 

points O qui est fixe; sur cette circonférence glisse sans 

frottement un point matériel pesant P de masse m. 

i° En prenant comme paramètres les angles 0 çt cp des 

rayons OC et GP avec la verticale Ox, former les équa-

tions des petits mouvements du système autour de sa posi-

tion d'équilibre stable. 

2° Intégrer ces équations et donner Vexpression expli-

cite de 0 et de cp en fonction du temps, les données étant 

les suivantes : 

e0 = o, e; = o, <p0= 6o', <p'0 = o, 
M = i o o g r , m = iogr, R — 98, icm, ^ = 981, 
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3° Montrer que dans ces conditions Vangle cp — *6 est 

une fonction périodique du temps, calculer sa période 

à 0,01 sec. près. 

?,r = 2.M.R2G2+ R2[0'2-h <p'»-H 2Ô'o'cos(e — <p)], 

et la fonction des forces 

U = M R(cos6 — i)-+- m.^ .R [ ( cosO — i ) -+- (cos<p — i ) . 

Les équations des petits mouvements autour de la position 
d'équilibre 0 = o, cp = o sont par suite : 

( R2/tt.G"-4- R2/wcp" = — g.R,my. 

Pour Tapplication numérique demandée ces équations 
deviennent : 

y 

SOLUTION. - La force vive du système est : 

R«(-2M m) Q"-f- R2/rccp" = — -h m) 6, 

La solution demandée est 

» = 5'. F 11 COS Y/1 I t -f- COS / 5 t ], 

6 = 5'. [ — cos y/11 / -+- cos y/51 ]. 

La suite est immédiate. 
( Lille, juillet 1920. ) 
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