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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

[A2a]
SUR LA THEORIE DES FORMES LINEAIRES ;

Par Emiie BOREL.

On expose généralemeni la théorie des formes
linéaires comme conséquence de la théorie des équa-
tions linéaires et des déterminants; il me parait inté-
ressant de montrer comment on peut I'exposer direc-
tement. Cette maniére de procéder familiariserait les
éléves avec des méthodes fécondes en analyse.

Tuatoreue I. — Une fonction continue qui satisfait
a Uéquation fonctionnelle

(1) A (z+y)=9(z)+9(y) .

est nécessairement de la forme ¢ (z) = Az, A dési-
gnant une constante.

On déduit aisément de (1) que, « étant un nombre
rationnel, on a

(2) ¢ (22) = ap (z)

et 'hypothése de la continuité entraine l'égalité (2),
quel que soit «. Il suffit, dans (2), de poser a =X,
Ann. de Mathémat., 5° série, t. II. (Octobre 1923.) ~ 1



(2)
z =1, ¢ (1) = A pour obtenir
o (X) = AX, C. Q. F.D.
Tutorime Il. — Une fonction continue de n varia-
bles qui satisfait a U'équation fonctionnelle

(3) ?(.1‘14-}’1, .Z'g+_}’2, ..-,-T,;-Q‘_}’n)
=¢(Zy, Zay ««0y zl))"‘?(}’h.r!) veey Yn)

est nécessairement de la forme
?= Ajx,+ AQ.Z‘;'F.-.‘FA,;.’E”,
ot Ay, A,, ..., A, désignent des constantes.

Pour abréger les écritures, bornons-nous au cas de
deux variables (*). On obtiendra, comme dans le théo-
réme I,

¢(az, ay) =ay (2, y).
De méme

¢ (Bzy, Py1) = Be (21, 71)
et, par suite, :

¢ (22 + 3oy, ay + By1) = agp (2, ¥) + Po (L1, 11)-
11 suffit de poser

=1, xy= o0, y=o, yi=1;
a =X, B=Y;
¢ (1,0)=A, o (0, 1) = B;

pour obtenir ‘
?(X,Y)=AX + BY. C.Q.F.D.

(') On pourrait aussi'ramener le cas de plusieurs variables au
cas d’une seule au moyen de I’égalité

?(z,y)=¢(zy0) + 9(0,7).

Mais la méthode du texte me paratt plus instructive.
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Deérinitions. — On appelle forme linéaire un
polynome homogéne du premier degré. On dit que
k formes linéaires sont indépendantes lorsqu’elles peu- -
vent prendre des valeurs quelconques, pour des valeurs
convenablement choisies des variables. Il existe au
moins un systéme de n formes indépendantes a
n variables, ce sont ces variables elles-mémes

-

Ty, g, teey Tn.

Le théoréme Il peut étre énoncé sous la forme abrégée :
U'équation fonctionnelle (3) caractérise les formes
linéaires a n variables.

Tutorime Ll. — Etant données k formes linéaires
indépendantes a n variables, f,, fa, ..., fx, pour
qu'une (k +1)*™° forme fi,, constitue avec elles un
systéme de k41 formes indépendantes, il faut et il
suffit qu'il existe deux systémes de valeurs des
variables xy, Zay «. .y, Tn; Y1y Ya, ++ oy ¥Yn donnant
aux k premiéres formes les mémes valeurs a,,
QAgy «ovy g €8 Q& fry deux valeurs distinctes axy,
et b’f+l (ak_,_. —_ bk+, # O).

Donnons-nous & + 1 nombres arbitraires m,, m,, ...

b ) )
my, my,,. Les formes f,, fa, ..., fx étant indépen-
dantes, il y a des valeurs u,, u,, ..., u, des variables
qui leur font prendre les valeurs m,, m,, ..., mx;
pour ces valeurs u, la forme fx,, prend la valeur /x,,.
Si l'on pose

1= w+ A (21— 1), Ve == Us+ M (Z2— y2), )
¥n= un"“)‘(xn—.yn)v

les formes données prendront pour ¢y, ..., ¢, les
valeurs données m,, m,, ..., mk, Mz, pourvu que A

.
-
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soit donné par la relation
livr+ A (@her — bpay) = Mgy

Le théoréme I entraine le corollaire suivant, qui
n'est en réalité qu'une autre forme de son énoncé.

CoroLiatne. — Etant données k formes indeépen-
dantes fi, fa, «.., fx et une k +1*™ forme quel-
conque [y, de deux choses U'une : ou bien les k-1
formes sont indépendantes ou bien, lorsque l'on
assigne aux k premiéres des valeurs quelconques
Qyy Aay - ooy g, lavaleur azy, de fi,y est déterminée
d’une maniére unique. Plagons-nous dans ce dernier
cas et considérons, outre le systéme des valeurs a,,
Qs ..., @k, un autre systéme quelconque b,, b,, ..., bx
et enfin le systéme ¢, ¢y, ...y ¢4 défini par les rela-
tions -

ey=ay+ by, ..., cr=ap+ by.
I1 est clair que sil'on désigne par x,, 3, ..., , I'un
des systémes des valeurs des variables qui donnent aux
formes les valeurs a,, @,, ..., @, par ¥y, ¥a, wo.y ¥a
Pun des systémes qui leur donnent les valeurs b,
bay ...y bgy le systéme

=Xy + Y1y ooy Bn=Tp+ Yn

sera I'un des systémes qui leur donnent les valeurs ¢,,
€2y -.+, ¢4 On en conclut que la valeur correspon-
dante ¢y, de fy,1, qui, par hypothése, est déterminée,
est égale A ax i+ bay-

Par suite ('), en vertu du théoréme II, la forme fx,,
est une forme linéaire en f, f3, ..., fx. Donc :

Tutonime IV. — Lorsque l'on a k formes indé-

(') Nous admettons ici la continuité, qu’il serait facile de prouver
par des raisonnements élémentaires. i
On peut par exemple utiliser le fait que la valeur de A donnée
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pendantes a n variables, une k +1*" forme quel-
conque, ou bien constitue avec f,, ..., fx un systéme
de k +1 formes indépendantes, ou bien est une
Sforme linéaire en f\, fo, ..., fi.

Il ne reste plus, pour compléter ce théoréme, qu’a
démontrer un dernier théoréme.

Tutorime V. — Il ne peut pas exister plus de
n formes indépendantes & n variables.

Nous supposerons le théoréme établi pour n —1
variables. Soient alors fy, fo, ..., fus1, n+1 formes
indépendantes a n variables z, ., ..., £,. Si aucune
de ces formes ne renferme z,, cela contredit I'hypo-
these qu’il ne peut y avoir plus de n — 1 formes indé-
pendantes & n—1 variables. Soient donc [,,, le
coefficient différent de zéro de x, dans fyr ., et [,
oy ...y Uy les coefficients de z, dans fi, fa, ..., fa; les

formes
1= l/1+1f1_ lafn—n,
&y=lp+1fo— lzfn+1,

................... y

En=lnr1fo—ln fn+1

sont & n*— 1 variables; elles peuvent prendre des
valeurs arbitraires by, by, ..., b,, puisqu’il suffit de

POSer fui1 = anyy,
_ bi+ U @nty

8 fl - ln.+! ’

by+ 1, anyy
fo= tatln dun,
In+t

dans le calcul du théoréme II est une fonction continue de m,;
on a ainsi une démonstration par récurrence.

Bien entendu, le fait sur lequel on s’appuie est le suivant : Uun des
systémes de valeurs des variables, qui donnent 4 des formes linéaires
des valeurs infiniment petites, est infiniment petit.



(6)
et que fy, f2, ..., fay sont supposées indépendantes.
L’hypothése est donc contredite et le théoréme est
démontré.

On en conclut immédiatement que, si I'on a un sys-
téme de n formes indépendantes a n variables, il existe
un seul systéme de valeurs des variables leur faisant
prendre des valeurs données, car s’il existait deux tels
systémes, dans lesquels les variables n’auraient pas
toutes les mémes valeurs, on aurait par exemple z,=2
et z,=J, et la forme z, constituerait avec les formes
données, d’aprés le théoréme 111, un systéme de n 41
formes indépendantes.

On remarquera que les démonstrations données ne
se contentent pas de prouver 'existence de certaines
rclations ou de certains systémes de valeurs des
variables, mais donnent le moyen de les déterminer.
D’une maniere précise, ellcs donnent le moyen de
traiter tous les problémes relatifs a A 41 équations
linéaires ou a A + 1 formes lorsque I'on sait traiter les
mémes problémes pour 4 équations ou A formes.

Remaroue. — Pour donner un exemple de la facilité
avec laquelle les théorcmes établis permettent de
démontrer toutes les propositions relatives aux équa-
tions lincaires, proposons-nous de prouver que lorsque
Uon donne les valeurs de k formes linéaires indé-
pendantes a n variables (k << n)lesvaleurs den—k
preécisément de tes variables peuvent étre prises
arbitrairement. En effet, si chacune des n variables
Ty, Zay ..., T, était déterminée, ces n variables seraient
des formes linéaires en f), fs, ..., fx; comme ces formes
Ly X2, --., T, seraient indépendantes, on est en con-
tradiction avec le théoreme I11. X

Nous devons donc admettre qu’une des variables au
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moins, par exemple x, forme avec fi, fs, ..., fx un
systéme de & 41 formes indépendantes.

Si Yon a &£+ 1< nr, on peut raisonner sur ce nou-
veau systéme comme sur le précédent; si z,, Zs, ..., Zn
s’exprimaient linéairement au moyen de ces A--1
formes, comme c’est le cas aussi pour z,, on aurait
n formes indépendantes de & + 1 <C n variables. Il y a
donc au moins une variable z, qui constitue avec f,,
Say +- s Jxy &, un systéme de k2 formes indépen-
dantes. On continuera de méme et l'on adjoindra
d’autres variables z3, ..., x, jusqu’a ce que l'on ait
k + p=n; on a alors n formes indépendantes a n va-
riables et .y, ..., Z, s’expriment nécessairement au
moyen de ces n formes.

On voit que le théoréme essentiel est le théoréme III,
d’aprés lequel, lorsque 'on donne les valeurs d’un
certain nombre de formes linéaires (indépendantes),
la valeur de toute autre forme linéaire est, ou bien
absolument déterminée, ou bien entiérement arbitraire.
Cet énoncé s’étend de lui-méme au cas ou I'on y sup-
prime le mot ({ndépendantes).

[0'5a]
SUR LA GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES ;
Par A. BUHL.

1. On trouvera, dans ce qui suit, quelques dévelop-
pements qui pourraient s’ajouter au Chapitre I de mon
opuscule intitulé Géométrie et Analyse des inté-
grales doubles ('). Je ferai quelques renvois a cette

(1) Collection Scientia, n° 36 ( Gauthier-Villars et. G, éditeurs)
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publication (indiquée simplement parles initiales 1. D.),
mais cela n’empéchera pas les lignes qui suivent de se
suffire aisément a elles-mémes.
Il s’agit d’intégrales doubles du type stokien, c’est-
a-dire de la forme

f [(aF+pG+YH')dc,

)
la condition

JF 0G+gﬂ
3;—*-@ a3

étant réalisée. Ces intégrales ne dépendent que du
contour C de la cloison S et, qu’on les réduise explici-
tement ou non a des intégrales de ligne étendues a G,
elles ont des propriétés géométriques spéciales et par-
ticuliérement intéressantes. .

Je reviens surtout sur des volumes tournants dont
les propriétés se .rattachent aux résultats généraux de
M. G. Kewnigs (Journal de Mathématiques, 188g),
mais qu'on peut cependant voir sous des aspects élé-
mentaires et directs bien dignes d’étre signalés.

Je termine avec des sommes abéliennes de volumes
coniques. En toutes ces questions, on rencontre beau-
coup d’équations linéaires aux dérivées partielles dont
la complication varie avec des modifications d’énoncés
toujours faciles a apercevoir. On a ainsi le moyen de
constituer une mine de problémes sur lesquels les can-
didats a I’Agrégation pourront méditer utilement.

2. Volumes tournants V et surfaces de révolution.
— On sait, et il est d’ailleurs bien facile d’établir, que
si une portion de surface, ou cloison S, tourne, dans
I'espace, autour d’un axe AB passant par A(a, b, c) et
de cosinus.directeurs X, u, v, le volume coronal en-
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gendré est (I. D., p. 25)

« B Y

(1) —mff} .

lx—a _y—-b z——c{

ds.

Pour éviter toute difficulté, nous supposerons que AB
est complétement extérieur & S. Comme d’habitude
o, B, y sont les cosinus directeurs de la normale 4 S en
Pélément ds.

Si cette cloison S, ou simplement son contour G,
faisalent partie d’une surface de révolution d’axe AB,
il est clair que V serait nul, remarque.qui conduit
immédiatement & cet énoncé : Si lon égale a zéro le
déterminant de Uintégrale double exprimant V, on
obtient Uéquation aux dérivées partielles des sur-
Jaces de révolution autour de AB. Cette équation aux
dérivées partielles a déja été donnée sous une telle
forme, par exemple par H. Laurent dans son Traité
d’Analyse (t. VI, p. 16)), mais il y a, en la formule (1),
une interprétation, de son premier membre, a laquelle
‘on pense sans doute beaucoup moins.

3. Volumes dus a des cloisons sphériques. — La
formule (1) redonne aisément le théoréme de Guldin
ordinaire et aussi le théoréme de M. G. Keenigs sur le
volume tournant engendré par un contour plan animé
d’une rotation autour d’un axe guelcornque (I. D.,
P- 27)-

Mais si simples que soient ces applications, ce ne
sont cependant pas les plus simples, contrairement &
ce que I'on pourrait naturellement croire. 11 y a une
simplicité spéciale, indépendante notamment de toute
considération de centre de gravité, en les volumes tour-
nants dus a des cloisons sphériques. .
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Soit I'élément ds sur une sphére de centre O et de

rayon R. Le plan Ozy sera OAB et Oy sera pris paral-
lele a AB. Alors

%=

b

TR

’ B:‘)};’ Y=

=8

et, AB passant par A(a, o, 0), il vient

z
V=27raf‘/s‘l—{dc.

L’intégrale double ﬁguran/t dans cette égalité repré-
sente la projection sur OAB de Iaire sphérique S.

Le volume tournant da a une cloison S sphérique,
de centre O, pour un axe de rotation AB quelconque,
est égal au produit de la circonférence décrite par O
par Uaire de la projection S’ de S sur le plan OAB.

Ce résultat a déja été démontré, par une méthode
différente, dans les Comptes rendus des séances de
la Société mathématique (23 février 1921).

On peut évidemment tirer du théoréme plusieurs
corollaires sur des V équivalents du fait qu’on aura
déplacé ou déformé S sans modifier sa projection S'.

4. Volumes V généraux pour AB axe Oz. — Nous
prenons maintenant une cloison tout a fait quelconque,
appartenant a une surface 3 = f(z,y). On a

ads =—pdrdy, Bdo=—gq dx dy, yds = dx dy

et (1) donne
: V=2 — dzxdy.
(2) nrffs(py gz)dzdy

Remarquons que py — gr =o est I'équation aux
dérivées partielles des surfaces de révolution d’axe Oz.
Partant de (2), on peut se proposer diverses ques-
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tions intéressantes. On peut chercher les surfaces S
pour lesquelles I'intégrale double a une forme déter-
minée, ou une forme qui exprime V par quelque autre
quantité géométrique. Ainsi soit

a
(3) P.}’—q$=—“m’

le second membre de cetfe égalité étant une fonction
de z seul ayant la forme indiquée pour faciliter des
calculs ultérieurs. Or (3) est une équation aux dérivées
partielles dont I'intégrale générale, en coordonnées
semi-polaires, est

(4) P(z)=ab+ F(r).

Ces surfaces ont déja été étudiées ici-méme, d’un
point de vue trés différent (Sur les surfaces dont les
lignes asymptotiques se déterminent par quadra-
tures; V. A., 1908, 19og, 1910).

On peut les définir comme surfaces telles que le
triangle, formé par l'origine et les intersections avec
Ozy de I'ordonnée et de la normale, ait une aire ne
dépendant que de z. On voit que, pour une certaine
cloison S prise sur I'une quclconque de ses surfaces,
on aura aussi la propriété remarquable

(%) =-—27ra/l/s‘%%-

Soit ®(z) = z. Une cloison S, appartenant a Uhé-
licoide
z=al+ F(r),
donne un volume tournant, d'axe Oz, égal au pro-
duit de 2wa par U'aire plane contenue dans la pro-
Jection de S sur Ozxy.
Soit ®(z)=1logz. Une cloison S, appartenant a
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logz = ab + F(r),

la surfdce

donne unvolume tournant, d’axe Oz, proportionnel
au volume cylindrique U, compris entre S et sa
projection S' sur Oxy. Le facteur de proportionnalité
est, en valeur absolue, 2wa; il doit évidemment étre
considéré comme purement numérique alors que,
dans le théoréme précédent, a était une longueur.
Remarquons encore que, dans le second théoréme, il y
a une proportionnalité entre volumes qui est absolu-
ment analogue a la proportionnalité entre aires dans le
théoréme de la projection des aires planes; le fac-
teur 2mwa est arbitraire tout comme le cosinus d’un
angle de projection. '

3. Généralisations du théoréme de M. G. Koenigs.
— Revenons maintenant a la formule (2) et supposons
que l'on ait

py —qx = k.

L’intégrale générale de cette équation est
(6) s+ ky=f(r);

on a donc, pour ces surfaces,

V=2-n:kffxdxdy.
S

Or, le second nombre de cette égalité, abstraction
faite du facteur de proportionnalité k, est le volume
tournant, d’axe Oy da a P'aire plane S’ projection de S
sur Ozy. Donc :

Le volume tournant, d’axe Oz, dia une cloison S
appartenant & la surface (6), est proportionnel au
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volume tournant, daze Oy, da a la pr o]ecnon S,
de S, sur le plan Ozy.

La encore cette proportionnalité rappelle la projec-
tion des aires planes. La surface (6) est le lieu de sec-
tions obliques et paralléles de cylindres circulaires
d’axe ‘Oz; faire varier le coefficient de proportion-
nalité 4, c’est faire varier 'obliquité des ellipses géné-
ratrices.

. Remarquons qu'il y a, en (6), des surfaces élémen-
taires qui font facilement image; par exemple, le cone
et le paraboloide elliptiques

(7) (s4+Ayl=2r a2+, 5+ ky = u(x2+ y?).
Mais, plus simplement encore, il y a, en (6), le
plan 5 4- 4y = o0 d’ou un théoréme tout a fait équiva-

lent a celui de M. G. Kenigs (I. D., p. 27) et qui,
d’ailleurs, s’y raménera sans peine.

Soit une aire plane S dont le plan 11 est rencontré

-

en O par un azxe quelconque Oz. Soient OP la pro-
Jection de Oz sur 11, yOy' la perpendiculaire a Oz
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dans le plan zOP et a langle POy'. Le volume
tournant V, d'are Oz, dt a S, est égal au produit
de tang a par le volume tournantV',d’'axe Oy, da a
la projection S' de S sur le plan yOzx.

Jusqu’ici, il n’est point question de centre de gra-
vité; cette notion n’interviendra que pour déduire V'
de S’ a Paide du théoréme de Guldin ordinaire. On
aura ainsi, en observant que le G de S donne, par pro-
jection, le G’ de &', et avec les notations indiquées sur
la figure, .

V =k.2n 0C.S' = 2ntanga.0C.Scosa = 2msina.0C.S.

Voyons maintenant ce que donnerait le théoréme de
M. Keenigs. Il repose sur la considération d’une nor-
male GB, menée a S en son G, puis de la plus courte
distance AB; le volume V est alors égal au produit de

awAB par la projection de S sur le plan OAB. Donc

V =an AB. Ssina.

C’est bien le résultat précédent puisque, par cons-
truction, OC = AB.

L’analogie avec un théoréme de projection est ici
particuliérement évidente puisque

S'= Scosa, V'= YV cota.

Si P'on considére isolément le théoréme que l'on
vient d’établir, on n’y voit qu’une transformation aisée
de celui de M. Kcenigs et I'intérét est minime; mais cet
intérét est, au contraire, trés notable, si 'on réfléchit
que le théoréme s’étend aux cloisdns prises sur les qua-
driques (7) et plus généralement sur les surfaces (6).
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SOMMES ABELIENNES DE VOLUMES CONIQUES.

6. Soit la surface algébrique
®) om(Xy Y, Z) + 9m—1(X, Y, Z) +... 4 9o =0,

Soit aussi, en dehors de cette surface et sans relation
avec elle, un contour fermé quelconque G qui permet
de définir un céne OC de sommet O. Ce céne déter-
mine, dans la surface algébrique, m cloisons; entre
I'une d’elles et le sommet O est un volume conique 7;
bien déterminé et la somme abélienne de ces m volumes

est
21,‘=‘/1[A(ax+ By+vyz)ds

. ?/3)1—1 Pm—1 Pm—2 Qm-3
A=— T+ - 3 — .
3 Pm ©Qn Pm

s1

Ce A doit étre exprimé avec les variables minuscules
Z, ¥, 5; la cloison d’intégration S est quelconque sur
le contour C qui la limite (I. D., p. 30).

Ceci posé, on peut précisément chercher a déter-
miner la surface S pour que l'intégrale double précé-
dente ait une forme donnée a I'avance; pour que, par
exemple,

. 21“=;[ Sf(z-, y;—z)dx dy.

Ceci entraine ’équation aux dérivées partielles

A(—px—gqy+3)=f(2, 5 2),
qui peut s'écrire, A étant homogéne d’ordre — 3,

z
px+qy=z—'§=z—x3f(x,y,z)l(‘£,;>o
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Les équations des caractéristiques sont
ds _dy _ ds
Y e o (L E)

d’on y = Cr et I'équation différentielle

dz =z _ z
(9) - _=——x?f(x,Cx,z)l<C,-z->-

dx x

Clest ici que les difficultés peuvent commencer car,
suivant les formes defet A, cette équation peut appar-
tenir & des types intégrables trés simples ou a des types
des plus rebelles. Si I'on veut avoir des résultats géo-
métriques tangibles, il faut évidemment s’en tenir aux
Ltypes simples.

Dans le méme ordre d’ldees remarquons que les
surfaces algébriques, dont lequauon (8) ne contient
pas de second terme, ont un A parucullerement réduit.

Soit la surface d’équation

(10) 239 m-gt Kk Dt Pyt .. P = 0.~
On a
1 vy 3\ _ 33
\—--——:y ’\<TL";‘>——F

Soit f(z, y,. 3) réduit & une simple constante a.
Alors I'équation (g) est

dz z +az’
‘dr T =z z’
d’ou
zi zi ,
———— = Cx? et — =22 ‘-}—57
1+ az? 1+ az? - z )

pour équation des cloisons S, a contour G, donnant
un céne OG déterminant, dans la surface (10), un

It égal a al', si S est l'aire plane projection de S

3
¥

y
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sur Oz y. Bien entendu, ¢ est une fonction arbitraire.
Le résultat subsiste pour @ nul; la cloison S est alors
placée latéralement sur une surface qui devient aussi
conique, avec O pour sommet, et, dans ces conditions,
S=; est nul.

Nous n’insisterons pas davantage sur des résultats de
ce genre qui pourraient étre variés presque indéfini-
ment en cherchant 4 exprimer le It; des surfaces algé-
briques les plus quelconques au moyen des aires S/,
des volumes cylindriques Uz, des volumes tournants
dus a 8, ..., et ce par 'intermédiaire de surfaces S
dépendant d’équations linéaires aux dérivées partielles
dont I'intégration dépend d’une équation différentielle
du type (9). :

[B12]
UNE PREMIERE LECON SUR LES NOMBRES COMPLEXES;_

Par R. THIRY
( Strasbourg).

I. L’introduction dans I'enscignement de la notion
si fécconde de nombre complexe se heurte toujours au
début a quelques difficultés d’ordre pédagogique. 11
est en effet impossible de faire comprendre dés 'abord
aux éléves 'utilité de ces nouveaux éléments de 9alcul,
et Tattitude a priori que le professeur est presque
forcé de prendre, jointe quelquefois a des fagons de
parler défectueuses ainsi qu’'a une sorte de mysti-
cisme enveloppant les quantités improprement dites
« imaginaires », tout cela risque de dérouter les ¢leves.

Ann. de jllathe’maz., 5¢ série, t. II. (Octobre 1923.) 2
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Deux procédés sont le plus souvent employés pour
définir les quantités complexes et caractériser leurs
propriétés. Le premier consiste  regarder les nombres
complexes comme des expressions linéaires d’une
variable 7 et a leur appliquer les régles des opérations
sur les polynomes, en convenant de remplacer systéma-
tiquement tout polynome de degré supérieur au pre-
mier par le reste de sa division par 2 1. Ce procédé,
indiqué par Cauchy dans sa théorie des équivalences
algébriques, a de nombreux adeptes; il présente a mon
avis I'inconvénient de paraitre aux éléves excessivement
arbitraire et d'introduire dans une question purement
arithmétique des considérations, auxquelles on ne
pensera plus guére par la suite, sur la division des
polynomes a une variable. Le deuxiéme procédé con-
siste @ créer une arithmétique des groupes de deux
nombres comme on I'a fait pour les nombres pris iso-
lément. On en trouvera une exposition type dans les
legons d’Analyse de Ch. Méray ('). L'arbitraire se
trouve alors rejeté dans la définition des opérations, en
particulier de la multiplication, et d’autre part 'exposé
ainsi obtenu, logiquement trés satisfaisant, est généra-
lement regardé comme trop abstrait pour des débutants.

Mon but, dans le présent article, est d’exposer ce
deuxiéme procédé sous une forme qui me parait simple
et naturelle. Je n’ai du reste nullement I'intention de
faire une « legon » sur les nombres complexes, mais
simplement d’indiquer les grandes lignes d’'une méthode

(') Parmi les livres d'enseignement élémentaire utilisant ce pro-
cédé citons seulement lcs Lecons d'Algébre elementaire de Carlo
Bourlet, le Cours de Mathématiques génerales de E. Vessiot et
P. Montel et Les Mathématiques de UEléve Ingénieur de
M. Weber. En particulier, les idées exposées dans ce dernier
ouvrage se rapprochent beaucoup de celles que I'on trouvera ici.
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d’exposition. En particulier, je supprime naturellement
tous les théorémes concernaht le développement de la
théorie une fois les notions de base introduites; le lec-
teur les rétablira sans peine avec leurs démonstrations
plus ou moins classiques.

2. REVISION DES PROPRIETES DES NOMBRES RELATIFS.
— Dés que 'on a justifié par des exemples simples
I'utilité de Dintroduction des nombres relatifs, une
représentation géométrique évidente consiste, aprés
avoir fait choix d’une unité de longueur, a regarder un
tel nombre @ comme l'abscisse d'un point M sur une
droite orientée ' Oz portant un point origine O.

Deux points de vue sont alors possibles :

I. Le point M peut étre regardé comme déduit du
point O par une translation de grandeur |a|, de
séns Oz ouw Oz’ suivant le signe de a.

1. Silon considére sur la droite x'Ox le point U
d'abscisse + 1, le segment (_mpeul étre regardé
comme déduit du segment OU par une homothétie
positive de rapport |a| accompagnée ou non d’'une
symétrie par rapport a lorigine suivant le signe
de a.

Inversement, la donnée du point M (ou du seg-

ment OM) peut servir a définir le nombre relatif a et
tout raisonnement ou toute définition fait sur le point
ou le segment équivaut a un raisonnement ou & une
définition sur a. :

Lé nombre relatif peut alors étre regardé comme un
symbole caractérisant les opérations géométriques I
ou II. On dit souvent dans ce sens que ce nombre est

“un opérateur.
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Définition des opérations sur les nombres
relatifs : :

Avoition. — Le principe de I’ addition repose sur
Uapplication répétée de l'opération géométrigque I.
De facon précise, ajouter a' a a c’est faire subir au
point représentatif de a la translation qui a permis
de déduire de Uorigine le point présentatif de a'.

MurrieLication. — Le principe de la multipli-
cation repose sur 'application répétée de [opeé-
ration géométrique I1I.

De fagon précise, multiplier a par a' c’est faire
sublr au segment représentatif de a ’homothétie-
symétric qui a permis de déduire du segment unité
OU le segment représentatif de a'.

Il est évident & premiére vue que les opérations
ainsi définles sont commutatives et associatives et
que la multiplication est distributive par rapport a
Paddition. Ces définitions ne sont du reste que I'exten-
sion naturelle des définitions arithmétiques des opé-
rations sur les nombres entiers. Remarquons seule-
ment que la définition de la multiplication donne de
fagon immédiatement intuitive la régle des signes qui
trop souvent est imposée sans justification.

Sur ces bases se développe comme d’habitude la
théorie du calcul algébrique.

3. INTRODUCTION DES NOMBRES COMPLEXES. — Aprés
avoir créé ainsi une algébre des points ou des segments
portés par une droite orientée, il est naturel de chercher
a créer une théorie analogue pour les points ou les’vec-
teurs portés par un plan. En réalité, le succés n’en est
nullement assuré a priori et cette idée de généralisa-
tion ne trouvera sa pleine justiﬁcatioﬂ que dans la
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fécondité de la théorie projetée, fécondité qui sera
abondamment constatée par la suite. Puisqu’il faut
se donner deux nombres relatifs pour fixer la positfon
d’un point dans un plan (par exemple son abscisse a
et son ordonnée b par rapport a des axes rectangu-
laires), ce que nous cherchons a construire est donc
une arithmétique des groupes de deux nombres relatifs
de la forme (@, b). C’est un tel groupe que nous appel-
lerons un nombre complexe et nous conviendrons de
dire qu'il est P'affixe du point correspondant.

Pour définir les opérations sur ces nouveaux élé-
ments, nous seront guidés par le souci constant de leur
donner les mémes propriétés que les opérations
définies au paragraphe 2, de fagon que nous puissions
regarder 1'algébre des nombres relatifs comme con-
tenue, dans des conditions a préciser, dans l'interpré-
tation plus large que nous nous proposons.

Nous ferons donc choix d’une unité de longueur et
nous considérerons un plan orienté portant deux axes
de coordonnées rectangulaires Ox et Oy. La position
d’un point M du plan peut étre fixée de deux points de
vue :

U'. Le point M peut étre regardé comme déduit
du point O par une translation dont les projections
sur les axes sont définies par les deux nombres
relatifs a et b, coordonnées rectangulaires du
point M. .

Il'. Si Uon considére sur la droite Oz le point U
d’abscisse +1, le vecteur (OM) peut étre regardé
comme déduit duvecteur (OU) par une homothétie
positive ayant pour rapport la distance arithmé-
tigue OM = p suivie d’une rotation de l'un quel-

NS
conque des angles Ox,OM = ¢ définis a 2k=n prés.
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Le rapport d’homothétie p s’appelle le module du

nombre complexe, I'angle » s’appelle 'argument etl'on
- a immédiatement en comparant les deux points de vue

a=pcosy, b =gpsino, p =+ yar+ b2

Deux nombres complexes seront dits égaux lorsqu’ils
seront représentés par le méme point (ou le méme vec-'
teur).

Nous pourrons donc ici encore regarder le nombre
complexe comme un opérateur symbolisant, suivant le
point de vue, la fagon dont le point M est déduit de
Vorigine O, ou celle dont le vecteur (OM) est déduit
du vecteur (OU).

Convention fondamentale. — Dans le but d’obtenir
un lien avec 'algébre des nombres relatifs, nous con-
viendrons que les points de I'axe Oz représentent,
comme au paragraphe 2, les nombres relaufs ordi-
naires et nous écrirons par la suite les complexes du
genre (a, o) sous la forme simple a. Une rotation de =
équivalant a une symétrie par rapport a l'origine, il est
évident que les définitions I et II sur les nombres
relatifs rentrent dans les définitions plus générales T’
et II' et que notre convention ne nous expose a aucune
contradiction.

Définition des opérations sur les nombres com-
plexes. — Pour définir 'addition et la multiplication,
nous n’avons qu’a reprendre tout naturellement les
formes de définition qui nous ont servi pour les
nombres relatifs. Je les répéte presqfle textuellement :

Avorrion. — Le principe de U’additior repose sur
Uapplication répétée de U’opération géométrique I'.
De facon precise, ajouter (a'y &') a (a, b), c’est
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faire subir au point représentatif de (a, b) la
translation qui a permis de déduire de Uorigine le
pointreprésentatif de(a', b').

MurrieLicaTion. — Le principe de la multiplica-
tion repose sur Uapplication répétée de Uopération
géométrique Il'. De facon précise, multiplier (a, b)
par (a', b"), c’est faire subtr au vecteur représen-
tatif de (a, b) Lhomothétie-rotation qui a permis de
déduire du vecteur unité (OU) le vecteur représen-
tatif de (a', b').

Les opérations ainsi définies sont évidemment aussi
commutatives ct associatives et la multiplication est
distributive par rapport a I'addition. Comme elles
comprennent comme cas particulier les opérations sur
les nombres relatifs, il est inutile de créer pour les
représenter des signes spéciaux et nous pourrons con-
server les signes + et >< de l'algébre ordinaire cn
¢tendant leur signification.

Enfin, de la définition de la multiplication, découle
immédiatement la régle de multiplication des modules
et d’addition des arguments.

A partir de ces bases, la théorie des nombres com-
plexes se développe parallélement a celle des nombres
relatifs de facon entiérement classique; seul le calcul
des inégalités fait ici défaut. Mentionnons seulement,
pour terminer, le changement de notations qui con-
duit a ’écriture usuelle et aux régles pratiques.

Notations définitives. — Soit un nombre com-
plexe (a, b) représenté par un point M. Projetons ce
point en P sur Oz, en Q sur Oy ; d’aprés la définition
de I'addition; (a, b), affixe de M, peut étre regardé
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comme la somme des affixes de P et de Q, on a donc

(a, b) =(a, o) + (o, b)

Considérons, d’autre part, le point V situé sur
I'axe Oy a la distance 41 de.Torigine, il est évident
que le vecteur (0Q) peut se déduire du vecteur (OV)-
par une homothétie positive de rapport | b| suivie ou
non d’une symétrie par rapport a O suivant le signe
de b. Autrement dit, I'affixe de Q peut étre regardé
comme le produit du nombre complexe (o, +1) par le
nombre complexe (b, 0). On a donc finalement

(a, b)=(a, o) + (o, +1)(b, 0)
ou encore, d’aprés notre convention,
(a,b)=a+ (o, +1)b.
Nons donnerons un nom a ce nombre complexe
(0, #+1) que nous introduirons systématiquement par

la suite et nous le représenterons par la lettre ¢. Nous
aurons donc la notation définitive

(a, by =a+ib (')

Propriétés du nombre complexe i = (o, +1). —
Il est évident, d’apres la loi de multiplication, que le
carré du nombre complexe ¢ est le nombre com-
plexe (— 1, o), ¢’est-a-dire le nombre relatif — 1.

(') Remarquons qu'étant donnés deux nombres complexes pris
au hasard et représentés par des vecteurs n’ayant pas le méme
support, on aurait toujours pu exprimer tout nombre complexe
par une combinaison linéaire des deux premiers (les coefficients
étant des nombres relatifs). Le choix comme vecteur de base
de (OU) s’'imposait naturellement; le vecteur (OV) est évidemment
le plus simple et le plus symétrique que I'on pouvait lui adjoindre.
La est tout le secret de l'introduction du nombre i.
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Conséquence. Régle définitive des opérations. —
Les nombres complexes étant mis sous la forme a+ib,
on pourea appliquer a ces nombres tous les procédés de
calcul de l'algébre usuelle, comme s'il s’agissait de
nombres ordinaires, en convenant de remplacer toutes
les fois qu’il séra possible le nombre complexe i* par
le nombre relatif — 1.

Enfin, pour terminer, il n’est peut-étre pas inutile de
répéter que la théorie n’est justifiée que par son succes
et sa fécondité et de remarquer qu'une extension nou-
velle de la notion de nombre a I’étude des points et
des vecteurs dans I'espace a plus de deux dimensions
se heurte a de grosses difficultés. Il n’est en effet plus
possible de conserver aux opérations toutes leurs pro-
priétés (commutativité, associativité, distributivité).
En abandonnant certaines d’'entre elles, on a pu cepen-
dant créer des extensions nouvelles, mais ces simples
remarques montrent la difficulté de Dentreprise et
expliquent aussi sa moindre fécondité.

[R2b]

SUR LE MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN;
Par J. SUDRIA.

Soit une figure plane se déplacant dans son plan;
désignons par w la valeur numérique de la vitesse
.
>
angulaire instantanée, par U un vecteur invariable
-
dans le plan mobile et U” la dérivée seconde de ce vec-
teur dans le plan fixe. On voit facilement que la valeur



(26)
. >
numérique du produit vectoriel (UU") est égale a r2v’,

>
r étant la valeur numérique du vecteur U et w@l’accé-
lération angulaire.

Tutonkme. — Le lieu des points dont les accéléra-
tions passent, & un moment déterminé, par le centre
d’inertie G de la figure est la transformée par
‘rayons vecteurs réciproques de la droite qui porte
la résultante des forces d’inertie, le module de la
transformation étant le carré du rayon de giration
de la figure mobile par rapport au centre d’inver-
sion qui est le centre d’inertie.

En effet, égalons le moment résultant des forces
d’inertic par rapport au point G a celui de la résul-
tante. Soient m une masse élémentaire de la figure
située en A, o« un point du lieu et a le point ou la
résultante est rencontrée par 2G; on a, M étant la
masse totale et J,, J; les accélérations des points A

et G, .
b (EK, mt]“:) = (G—:l, I\I]:).

3 (ma?\, .;:;4— EZ”) = M((;:l, -]_:+oz_(>;”)

ou, en simplifiant,
> > —> —>
sm (GA, GA") = (Ga, «G), :

Silon désigné par 7 le rayon de giration de la figure
par rapport au point G €t par g, et p,, les distances G,
Gy, il vient, d’aprés la remarque du début,

Mo’ rt= Mw'p,pq
ou

r*=p,pq.
C. Q. F. D.
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Remarques. — 1° Cette proposition permettra de
mettre en place la résultante des forces d’'inertie d’un
corps ayant un plan de symétrie et soumis & un dépla-
cement plan parallélement a ce plan de symétrie, car
alors on pourra ramener 'étude de ce mouvement plan
a celui d’'une figure plane dans son plan. Connaissant
les accélérations de deux points de la figure plane, on
saura trouver un point « dont l'accélération passe
par G et il suffira de chercher le point a conjugué
de a pour avoir un point de la résultante. Or la direc-
tion de celle-ci est connue : c’est la direction del'accé-
lération du point G et celle-ci est donnée par les pro-
priétés des cinémes du second ordre. '

2° Rappelons pour mémoire que le lieu des points
d'une figuré plane se déplagant dans son plan, dont les
accélérations passent a un instant donné par un point
déterminé de la figure mobile est un cercle (dont le
rayon se réduit a zéro dans le cas particulier ou le
point de concours est le centre des accélérations).

CONCOURS D’AGREGATION DE 1922.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES;
Par J. LEMAIRE

(suite) (1).

IV. Soient A, A' deux génératrices fixes, de méme

(') La partie de solution que nous publions ici, avec I'énoncé
correspendant, forme un tout et il n’est pas nécessaire, pour la
compréhension, de connaitre le début du probléme. Le lecteur le
trouvera dans notre numéro de juillet dernier, page 385.
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systéme, de I'hyperboloide a une nappe (H) ayant
pour équation
2 2 2
z—, -+ ‘% - z_’ — 1= 0.

Une génératrice G, du second systéme, les ren-
contre en M et M'. Montrer qu’il existe deux
points w, o' d’ot l’on voit le segment MM’ sous un
angle droit lorsque G varie.

Soit i le point de rencontre de A et de la généra-
trice paralléle @ A'. Trouver la relation qui existe
entre Qw et 08,

Former Uéquation de la surface (Sy) liew des
points w, w' lorsque A et A' varient.

Cette surface est indépendante du systéme de
génératrices considéré.

Il n’existe pas de couple A, A" auquel correspond
une infinité de points w.

IV. Les équations des génératrices des deux sys-
témes de I'hyperboloide pouvant s’écrire

)<£+1>=f+‘l,
a ) c b
oz [>__z___l’
“\e” /) ¢ b’

et
z =2_2
l'L<.¢;_+-l>—.c 5’
L(’_”_.>=_’:_,_Z,
pl\a c b

les coordonnées d’un point de la quadrique s’expriment
comme il suit a I'aide des paramétres %, p des généra-
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trices qui y passent :

_a(i+Ap)
1= ’
_b0 =)
T Ti—ap
_c(hA4p),
= 1— A’

h et )\ étant les paramétres des deux génératrices
données A et A', si u est celui d'une génératrice
variable G de I'autre systéme, les expressions ci-dessus
sont les coordonnées de M, et celles de M’ sont :

i ,_a(1—+—)\’1¢)
\ T oai—Np
bV —yw)
4}’——-———1_)\,“ ’
(',_C(}\'—F ‘u.).
T T =

La condition pour que MM’ soit vu d’un point
(X, Y, Z) sous un angle droit est

(X—al_‘l_\)\fl) <X—a—~l+f~\,—g;)
\ 1I— AR 1— A

-+—<Y—b "“*) <Y—b——-—)‘",">
1— T— A

—|-<Z—c '"+‘“><Z—c lf,“ >=0
I— A I— 2 (&,

ou
[—X+a)p+X—a][—(X+a)p+X—d]

+ (= YA +b)u+Y—bA][(—YN+b)p+ Y—0bL]

+[—(Zr +e)p+Z -] [—(ZN+c)p+Z—c)]=o0.

Cette relation devant avoir lieu quel que soit 4, on
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doit avoir -

(X 4+ @A\ (YA— &) (YN — B)+(Zh+c)(ZN +¢) = o,
(X2—a2) (A+A)+ (YA —=0)(Y —0))
+(YN=b)(Y—=0b6))
+ (LA +¢)(Z —cN)+ (LN +¢)(Z—ch) = o,
(X—a)+ (Y —b2)(Y — bN') ~+ (Z— cA)(Z —c))= o,
qu’on peut écrire .
V(X2 4 Yoor 22) - (22X + a2) 0N
C A (eZ —bY) (A 4+ N)+ b2+ 2= o, .
(A+N)(X2+ Y2+ 22) —2(bY + cZ) AN
—(a?— b2+ ) (A +A)—2bY +2¢Z =o,

X2 Y2+ Z2+4 (b2+ c2) AN
— (Y +cZ)(A+N)—2aX +a2=o.

(1)

Ce systéme peut étre ramené simplement a deux
équations du premier degré et a une du second degré,
ce qui établit Pexistence des deux points w et w'.

Surface (Sg). — En éliminant X et X', on forme
I’équation de la surface lieu des points w et o' quand
les génératrices A et A’ varient :

X4+a)+Y24+ 72 | : cZ—bY b2+ c? v
Sa)] —20Y—2cZ X244 Yi4Z2—a2+4+-b2—c? —2bY+2cl |=o;
» b2+ ¢2 —bY —cZ - (X—a)2+Y2+Zz

Cette équation représente une surface du sixiéme
degré tricirculaire, indépendante du systéme de géné-
ratrices considéré. En y supposant ¢ = o, on retrouve
I'équation de la surface (Sg) obtenue dans la deuxiéme
partie. : T

Pour qu’une génératrice L(y) soit paralléle a A'(N'),

- on doit avoir

1—Ny'=0 ou =
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de sorte que les coordonnées du point § commun a A

et L sont

N4

1‘=a,, S )

=

AN —1
(0) ‘ J’—bm’
2 _cmuH
I TS

Le point § commun a A’ et a la génératrice L' paral-
lele a A est diamétralement opposé a .

Relation entre Ow et 08. — Les equaonns (1)
peuvent s’écrire :

N (X2 Y2 Z0) 2 (h 4+ W) (BY —cZ)
‘ —4ar'X —o2ah\ — 2(br+ c?) = o,
N2 (X2 e Y242 Z2) — 230 (A = N ) (DY +¢Z)
2+ M) (BY —cZ)— (a2 —bt+ct) (A -+ N)t=o0
' — oW (X2 Y24+ Z2) oA (A+ 1) (DY + ¢Z)
+4aWNX—2a2i —2(b2+c2) N2\ 2=0;

"en ajoutant membre a membre, on élimine les termes
du premier degré en X, Y, Z, et I'on obtient

(M =N (X2 Y2+ 7)) — fa? )N
—2(82+ ) 02N+ 1) — (a2—b2+c2) (A + N)t= o,

qu’on peut écrire

(A=) (X2 4 Y2+ Z2+ a? + b2 —c?)
—2a?(A+N)2— 262 AN —I1)2—2c? (AN +1)2=0
ou
X2 Y2422 4 a2+ b2—c?
a’()\ S+ A2 (AN —1)2+ 2 (M4 1)“
(A—=2")

ou finalement
632 + R2= 2&2,
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R désignant le rayon de la sphére de Monge de
Phyperboloide.

Démonstration géométrique. — Par chacune des
génératrices A et A', menons le plan paralléle a l'autre,
ces deux plans paralléles sont tangents aux points dia-
métralement opposés § et §' et déterminent les généra-
trices L et L' paralleles a A et A.

Le plan équidistant des précédents coupe (H) sui-
vant une hyperbole (&), d’asymptotes ¢ et & paralleles
a A et Ay qui est le lieu du milieu g de MM'. Parmi les
génératrices n’appartenant pas au méme systéme que A
et A, choisissons celle pour laquelle 6M =6"M’, et
construisons le parallélogramme MNM'N' dont les
sommets N et N’ sont sur L' et L et dont les cotés MN
et M'N’" sont paralleles a 4'; si MN et M'N’ coupent 8

Fig. 2.

etd en m et m' 1'espectivemzfnt,'.0;t: a est le demi-
axe transverse de (4), et pm = um'=2g, le demi-axe
non transverse, et le premier théoréme d’Apollonius
permet d’écrire

R = -(ﬁz—%—a’—lﬁ’,
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de sorte que la relation a établir peut se mettre sous la
forme

—_—3 —_—1

06 —Ow =a2— ﬁz.

Considérant successivement les génératrices MM/, 6L,
§'L/, nous voyons que les points w et ' sont communs
a la sphére de diamétre MM/, et aux plans perpendicu-

AN
laires a L en 0, et a L' en 0. Les angles MoM', wlL,

/\ . .
w8’ L’ étant done droits, nous pouvons écrire

—2 —2 ——2 2
oN =0l +0'N =wd + a2+ B2
—_—2 —2 ——=2 1
N =0l +0N =l + 22+ 52;
d’ou

— _—
wN +wN' _me —0—(,)0 + a4+ 232

=20w +200 202+ 2 B2,
ou encore

——9

p—1 J—
20 +zp.N =20w + 200 + 2224232

2

et, en remplacant wp par uM qui lui est égal,

2pM -+ sz2=:sz2+zO() “+ 202+ 232,
ou

—_—2 —2 —2 —_—2

NM +NM' =200 +200 + 222422
ou

—2 D — —_

400 +4B2=20w +200 -+ 202+ 282

et finalement
_—2 Raamt 1 - 4
6 —Ow —a.’ ﬁ’
B S Q. F. D.

Rappelons que 'existence des points w et o' a été
établie dans la premiére partie.

Ann. de Mathémat., 5 série, t. IL. (Octobre 1923.) 3
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Si nous considérons trois génératrices G, Gy, G, du
systéme autre que celui de A et A’, les points v et o'
sont communs aux sphéres ayant pour diamétres les
segments MM’, M, M, M, M| déterminés sur ces géné-
ratrices par A et A', et comme les centres de ces sphéres
appartiennent & une hyperbole (), ils ne peuvent étre
en ligne droite, et il n’existe que deux tels points, réels
ou imaginaires, pour deux génératrices A et A’, jamais
une infinité.

Intersection de (H) et de (Sy). — Pour que le
point o relatif a A et A" soit sur (H), il est d’abord
nécessaire qu'il soit sur 'une de ces droites, puisqu’en
considérant la génératrice passant en w et s’appuyant

N
sur les deux précédentes, on a un angle MwM' qui
doit étre droit. Supposons donc w sur A : tout seg-
ment MM’ déterminé sur une génératrice de l'autre
systéme devant étre vu de w sous un angle droit, A
et A’ doivent étre brthogonales, et v doit étre le pied
sur A de la perpendiculaire commune a A et A’.

Ainsi, les points de (H) appartenant a (Sy) sont
les pieds des perpendiculaires communes aux géné-
ratrices orthogonales de méme systéme. Si G est la
génératrice de lautre systéme passant par un tel

N

point w, I'angle AwG est droit, et w est sur la sphére
de Monge de (H); dans ces conditions, les deux généra-
trices A et L, qui se croisent en §, sont perpendicu-
laires et-§ est aussi sur la sphére; cela résulte d’ailleurs
de la relation entre Qw et O6.

Ainsi (Sy) passe par la biquadratique commune a
Uhyperboloide et a sa sphére de Monge. Le reste de

"l'intersection est imaginaire.

(La fin prochainement.)
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2411.

(1919, p. 238, 1922, p. 40.)

Une horloge porte une atguille des heures, une aiguille
des minutes et une aiguille des secondes montées sur le
méme pivot. Ces trois aiguilles ne peuvent étre en coinci-
dence qu'a midi, comme on le reconnait facilement. A
quelle heure, non infiniment voisine de midi, sont-elles

contenues dans un angle ausst petit que possible?
R. B.

SoLuTioN
Par M. C. E. T\

Je représenterai les trois aiguilles par leurs points de ren-
contre H, M, S avec la circonférence du cadran.
H parcourt la circonférence du cadran, de longueur 2w,

. 27 .
en 12 heures: sa vitesse est —, en prenant ’heure pour unité
12

de temps.

M fait un tour par heure; sa vitesse est 2.

S fait un tour par minute, sa vitesse est 2%.60

Les points H et M sont confondus au temps zéro; leurs
points de coincidence sont aux abscisses « telles que

o 2kn +a 2km
—_— = — A= —)
27 27 11
12

k

. 12
qui correspondent aux temps T

Jappellerai Ay le point d’abscisse 2—:%-15
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Les points H et S sont confondus au temps zéro ; leurs points
de coincidence sont aux abscisses B telles que

B _ 2km+§ 8= 2km
an ~ 2w.6o ’ T
12

qui correspondent aux temps {Té

Il est d’abord bien évident que les positions cherchées
doivent étre dans le voisinage des pomts Ay, puisque H et M
doivent étre voisins.

D’autre part, S doit étre entre H et M; en effet, si S est en
dehors de I'arc HM, en faisant varier le temps, dans le sens
ot UM diminue, d’une quantité inférieure 2 une minute en-
viron, S vient sur I'arc HM, dont la longueur est devenue
moindre; par conséguent les trois points sont situés sur un
arc plus petit que I'arc qui les contenait auparavant.

On veit ainsi qu’on est ramené a trouver les arcs HM aussi
petits que possible et S compris entre H et M.

Ceci posé, je vais déterminer les positions de S correspon-
dant aux points de coincidence Ay et je raménerai E, par une
variation du temps aussi petite que possible, sur 'arc HM. Le
probléme posé sera ainsi résolu.

12k 5
Autemps o= k [65“‘+ l—l-], H et M sont en Azet S est
. , . 5 .
au point dont P'abscisse correspond au temps & 77 Minutes

ou

T heures. La vitesse de S étant égale 2 2m.60, cette

. 5
abscisse est 2k= o

Ainsi lorsque H et M sont en Aj, S est en A, ct lorsque H
et M sont en Ag, S est en A;. Pour les autres valeurs de &,
les points sont moins rapprochés; ces positions ne peuvent
danc étre considérées,

Jexamine d’abord le premier cas; pour ramener S sur
Parc 1M, je dois ramener les aiguilles en arriére; dans ce
mouvement M et S encadrent H et leur intervalle diminue
jusqu’au moment ou S coincide avec H; alors c'est l'inter-
valle HM qui contient S et il augmente. Le moment cherché
est donc la coincidence HS qui précéde immédiatement A;.
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Elle est déterminée par l'inégalité

12 12 _ _
k-7l—9<3l—l-y - d'ou k = 196.

La distance HM est alors égale a

— 196 — —27. 196 — + 67 = —
12 =1 - -9
et 'beure est
3"16™16° + 2367,
719 -

Par un raisonnement analogue, le deuxiéme cas conduit a la
solution suivante :
H et S sont en coincidence au temps
. 12 63
023 —_ = 8"43"'43! L
719 719

et M est a la distance ——~
7'9

Autres solutions par AuTEUR et par MM. AuBry, Ecan, A. Mag-
CEIL.

2419.
(1919, P.279; 1922, 79.)

Soit ABA'B' un quadrilatére circonscrit & une conique
de foyersF et F'. On considére les deux groupes de quatre
triangles :

FAB, FA'B’, F'AB’, F'A’B;
FAB’, FA'B, F'AB, F'A'B.

Démontrer que :

1° Les cercles circonscrits aux triangles de ces deur
groupes passent respectivement par des points G et C', qui
sont les deux foyers d’'une nouvelle conique inscrite au
quadrilatére;

2° Les orthocentres des triangles de ces deuxr groupes
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sont respectivement sur des droites D et D', toutes deux
perpendiculaires & la droite, lieu des centres des coniques
inscrites dans le quadrilatére. R. B.

SoLuTION
Par I’AUTEUR.

Ces proposition peuvent étre rattachées, d’'une part, a la
théorie des cubiques focales (cubiques circulaires contenant
leor foyer singulier), d’autre part, a I’étude du systéme de
quétre positions quelconques d'une figure de grandeur inva-
riable mobile dans son plan. En voici des démonstrations élé-
mentaires et directes.

Je désignerai par (AB) Vorientation d’une droite quel-
conque AB, c’est-a-dire I'angle, défini a = prés, dont il faut
faire tourner un axe fixe pour I'amener sur cette droite. Les
égalités entre orientation de droites sont valables a m pres.
On a (AB) = (BA).

On reconnait aisément que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que quatre points A, B, G, D soient sur un cercle est

(AB)+(CD) = (AC)+(BD) [ou bien = (AD) + (BC)].

Les théorémes de Poncelet appliqués a la figure AA'BB'FF'
de I'énoncé donnent I’égalité

(AF) + (AF') = (AB) + (AB’)

et toutes celles qu'on tire de la précédente en permutant, soit
les points A et A’, Bet B'| F et F’, soit les couples (A, A')
(B, B’), (F, F’) entre ecux.
Soit alors M le second point commun aux cercles FAB,
FA'B’.On a
(MA) + (FB) = (FM) + (AB),
(MB') + (FA') = (FM) + (A'B"),
d’ou
(MA)— (MB')=(AB) —(FB) +(FA') — (A'B’)
= (BF') —(BA")+(A’'B)—(A'F)
= (F'B) — (F'A")
= (F'A)—(F'B),
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- (MA)+ (F'B') = (MB’) + (F'A).

d’ou enfin

Ce qui montre bien que le point M a;;partient au cercle F'ADB'.
On établit de méme les résultats analogues.

On a d'ailleurs, en remplagant A par A’ et B par B’ dans
la derniére relation écrite,

(MA") + (F'B) = (MB) + (F'A"),

d’ou par addition, et en tenant compte de ce que F' est le
foyer d’'une conique inscrite 8 ABA'B',

(MA) + (MA’) = (MB') + (MB).

Le point M est donc bien le foyer d'une conique analogue.
Passons a la démonstration de la seconde partie. Soient H
et H' les orthocentres des triangles FAB, FA'B’, «, g et I les
milieux respectifs de AA’, BB' et AB'.
FH est perpendiculaire a AB, c’est-a-dire a Iy; FH’ est per-

. VAN
pendiculaire a B'A’, c’est-a-dire & la. L'angle HFH’ est donc

égal a ﬂ/l\a ou a son supplémentaire. C'est la premicre égalité
qui est vraie. On reconnait en effet que les angles droits dont
il faut faire tourner AB pour I'amener sur FH et B'A’ pour
'amener sur FH' sont égaux en signe, a cause de ’égalité des
angles (FA, FB) et (FB’, FA').

D’autre part, la longueur de FH est le double de la distance
a AB du centre du cercle FAB, On a donc

PN
FH = AB cotAFB

et de méme
PO
FH'= B'A’cot B'FA’|
d'ou
FH  AB _l_@.
FH ~— B'A .1«

Les deux triangles FHH', I Ba sont donc semblables, et il en
résulte immédiatement que HH' est perpendiculaire a «f, qui
n'est autre que la droite, lieu des centres des coniques ins-
crites dans ABA'B’. Cela suffit 2 établir la seconde partie.
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2436.

(1920, p. r20; 1922, p. 120.)

Deux points décrivent avec des vitesses uniformes deux
cercles concentriques. Démontrer que la droite qui les
Joint reste normale a une épicycloide ou a une hypocy-
cloide, en général allongée ou raccourcie.

Dans le cas on les deux points ont des vitesses angu-
laires opposées, on obtient une propriété connue de l’ellipse.

L. MavLoue.

SoLUTION
Par M. M.-F. EgaN.

Si un cercle de centre O' et de rayon @ : n roule sur un
cercle fixe de centre O et de rayon a, un point C lié au cercle
mobile décrit une trochoidale d’indice n. La normale en G
passe par le point de contact A des deux cercles.

Menons OB paralléle a O'C, rencontrant CA au point B.
On a

OB:0A=0C:0'A,

donc B décrit un cercle de centre O. Si la vitesse angulaire
de OA est a, celle de O’ C (donc aussi celle de OB) sera visi-
blement § = (n +1)a.

Inversement, étant donnés deux vecteurs OA, OB tournant
autour de O avec les vitesses angulaires a, ; AB est la nor-
male en un point C & une trochoidale d'indice n = (§ — «) : a.
Pour avoir le point G, on prend O’ sur OA tel que

00': 0A =8:(B—a),

et 'on méne Q'GC paralléle a OB. -

Lorsque § = — a, G est le milieu de AB, et la trochoxdale(C)
est une ellipse (n = —2).
- La courbe (C) sera une cycloidale quelle que soit la valeur
de a: B)si O'C= O'A, c'est-a-dire si OA = OB.

Autre solution par M. FAUCHEUX.



[K'13a]
SUR UNE CONFIGURATION CONNUE DE DIX DROITES ;
Par Raour. BRICARD.

1. Morley (*) et J. Petersen (?) ont fait connaitre a
peu prés en méme temps une configuration remar-
quable de dix droites, dont I'existence résulte du
théoréme suivant :

Soient données dans Uespace (fig. 1) trois droites

quelconques «, 3, v. Construisons les perpendi-
culaires communes a, b, ¢ a ces droites prises deuzx

(') Proc. of the London Math. Soc., 1898, p, 670.
(?) Mém. de U Academie de Copenhague, 1898.

Ann. de Matheémat., 5° série, t. 11. (Novembre 1923.) 4
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a deux, puis la droite o, perpendiculaire commune
a aet aet les droites analogues ' ety'.
Les droites o', B,y rencontrent a angle droit une
méme droite ¢.

On a une notation plus avantageuse en représentant
les dix droites dont il est question dans cet énoncé par
les combinaisons deux a deux de cinq symboles
1, 2, 3, 4, 5. Posons

a =12, b =13, c =14,
a =125, 8 =35, Y =45,
o' =34, B =24, v =23,

¢ =15.

On reconnail que toute droite {j rencontre a angle
droit les trois droites dont les symboles ne contiennent
ni { ni j. Par exemple 12 rencontre a angle droit 34,
35 et 45. Les dix droites jouent leméme réle, ce qui
vaut a leur systéme le nom de configuration, d’aprés
le sens qu’on attache aujourd’hui a ce mot.

La démonstration de Morley est analytique. Je ne
connais pas celle de Petersen. Je vais en donner une
fort élémentaire, fondée sur des propriétés simples du
déplacement fini d’un solide (*).

2. Rappelons qu'on appelle renversement la rotation
d’un angle égal a = autour d’une droite (c’est-a-direla
symétrie par rapport a cette droite). Dans ce qui suit,
un renversement d’axe X sera désigné par R(X). Le
produit de deux renversements R(X) et R(Y) est un
vissage ou déplacement hélicoidal dont I'axe est la

(1) Pour ces propriétés, voir par exemple : M. p’OcAGNE, Cours
de géométrie pure et appliquée de UEcole Polytechnique, p. 283
et suiv.; R. BRricARD, Cineématique et Mecanismes, p. 13 et suiv.
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perpendiculaire commune a X et Y, dont la translation
est le double de la distance de ces deux droites, dont
I'angle de rotation est le double de leur angle. Un
vissage V(Z) d’axe Z peut étre considéré de oo?
maniéres comme le produit de deux renversements. Si

I'on a
V(Z)=R(X)R(Y)= R(X)R(Y"),

le systéeme (X', Y') dérive du systéme (X, Y) par un
vissage d’axe Z et d’ailleurs quelconque. Ce qu'il faut
retenir par lasuite, c’est que X, Y, X', Y' rencontrent
a angle droit une méme droite.

3. Soient A et B deux droites orientées quelconques,
A’ et B’ les droites opposées (fig. 2). Par le milieu de

Fig. 2.

S

leur perpendiculaire commune menons la droite ¥,
bissectrice de I’angle formé par les paralleles a A ct B
menées de ce milieu (et orientées comme A et B). Je
dirai que y est la bissectrice intérieure de A et B (ou
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de A’ et B) et la bissectrice extérieure de A et B' (ou
de A’ et B). .

La droite ¥/, bissectrice extérieure de A et B et inté-
rvieure de A et B/, rencontre y a angle droit.

A et B sont symétriques par rapporta y, A et B
sont symétriques par rapport a ¥'. Autrement dit, les
renversements R(y) et R(y’) aménent A & coincider
respectivement avec B et avec B'.

4. Soient maintenant A, B, C trois droites orientées
quelconques, ayant pour opposées A’, B’, C. Soient
a, 2, B, B, v, 7' les bissectrices intérieures et exté-
rienres des trois couples qu’elles forment (2 et 2’ sont
les bissectrices du couple B, C, etc.) (*).

Les trois droites », 3,y n'ont pas entre elles de
relation intrinséque; c’est-a-dire qu’'on peuat se les
donner arbitrairement et trouver trois droites orientées
A, B, C qui, prises deux a deux, les admettent pour
bissectrices intérieures.

Supposons en effet le probléme résolu. Considérons
le produit de renversements R(a)R(E)R(y). R(2)
améne B sur G, R(f) améne C sur A, R(y) améne A
sur B. Donc le produit considéré laisse la droite
orientée B en coincidenceavecelle-méme( bien entendu,
il n’en est pas nécessairement de méme pour les points
de cette droite ). Par conséquent le vissage auquel ce
produit est réductible, comme tout déplacement, apour
axe B, et 1'on peut écrire

R(2)R(B)R(y)=V(B).

(') Il convient d’observer que si A, B, C forment un triangle
et si I'on oriente ces droites d’aprés I'un ou Pautre des sens de
circulation sur ce triangle, les bissectrices que nous considérons ici
comme intérieures sont celles que l'on appelle d’nabitude bissec-
trices extérieures. )
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La méthode connue de composition des déplacements
permet donc de trouver B. Cette droite est en général
déterminée (a son orientation prés). La connaissance
de B entraine immédiatement cellede C et A.

B ne serait indéterminée que si V(B) se réduisait a
une translation. Il est aisé de reconnaitre que, pour
qu’il en soit ainsi, il faut etil suffit que «, 3, y soient
paralléles aux arétes d’un triédre trirectangle. Je n’en-
trerai pas dans la discussion de ce cas singulier.

5. Au contraire, les bissectrices exlérieures
@', B, ¥ ne peuvent étre données arbitrairement. —
Considérons en effet le produit R(a') R(3")R(y').
R(a') améne B sur C', R(P') améne C' sur A, R(y")
améne A sur B'. Donc le produit considéré améne B a
coincider avec la droite opposée B'. Si I'on suppose
maintenant des points marqués sur B, il en existe un
etun seul I qui vient coincider avec.lui-méme. Le
produit R(o/)R(B')R (") qui laisse ce point invariable
est donc une rotation dont l'axe X passe par I. De
plus, B venant sur B, X doit étre perpendiculaire
a B, et Pangle de larotation est égal a =. Cette rotation
est donc un renversement, et 'on a

R(a')R(F)R(Y) =R(X).

Multiplions a droiteles deux membres de cette égalité
par R(y'). Ona
[R(yH=1,
R(2)R(B) = R(X)R(Y").
Comme on l'a rappelé au n° 4, ccla exige que les
droites «', £/, ¥' et X rencontrent a angle droit une
méme droite. On voit donc, en laissant de coté X,

que :

Les trois bissectrices extérieures o', 3', y' doivent

donc
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rencontrer a angle droit une méme droite (ce qui
Sait deux conditions).

Onreconnait de méme qu’une bissectrice extérieure
etdeux bissectricesintérieures, par e.iemple o Bety,
rencontrent ¢ angle droit une méme droite. En effet
ces trois droites sont les bissectrices extérieures du
systéeme A', B, C.

6. Il suffit maintenant d’'un mot pour démontrer le
théoréme du n° 1. Donnons-neus a, 3, y. Les droites
A, B, G, puis les droites o, {', ¥’ en résultent. Ces trois
derniéres droites rencontrent a angle droit une droite 3.
De méme o/, B et y rencontrent a angle droit une
droite a; a, 8" et y une droite b; 2, 3 et y' unedroite c.
Enfin o et 2’ se rencontrent a angle droit; de méme
Bet B, deméme y et y'. On a bien retrouvé toutes les
particularités de la figure 1.

7. On peut encorc rattacher le théoréme ala théorie
des systémes de vecteurs. Partons du lemme suivant :

Soient (T,), (T,), XTs) trods torseurs (ou systémes
de vecteurs), dont Uensemble forme un torseur nul.
Les axes de ces torseurs rencantrent a angle droit
une méme droite.

En effet, a chaque torseur (T;) on peut attacher un
complexe linéaire C;, lieu des axes de moment nul de
- ce torseur. Les frois complexes C; appartiem{ent aun
faisceau, car toute droite commune a C, et & C, étant
axe de moment nul de (T,) et de (T,), ainsi que de
(Ty) + (T:) 4+ (Ts), nul par hypothése, I'est aussi de
(T3), donc appartient a C;. Or on sait que le lieu des
axes des complexes d’un faisceau est un cylindroide,
dont toutes les génératrices rencontrent & angle droit
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une méme droite. Il en est donc ainsi des axes des C;.
Mais ces axes sont confondus avec ceux des torseurs
correspondants. Le lemme est donc établi.

Cela posé, soient A, B, C trois vecteurs de méme
module; A’, B/, C’ les vecteurs opposés. Soient, en
reprenant les notations du n° 4, «, 8, y les bissectrices
des couples (B, C) ou (B, C), (G, A) ou (C/, A"),
(A, B) ou (A’, B), et o/, 3, y' les bissectrices des
couples (B, (') ou (B', C), (C A" ou (C, A), (A B)
ou (A’, B) )

Les six vecteurs considérés formant un torseur nul,
il en est de méme des trois torseurs (B, C'), (G, A"),
(A, B'). Donc les axes de ces torseurs, qui ne sont
évidemment autres que les bissectrices o/, §', ¥/, ren-
contrent a angle droit une méme droite 8.

En groupant les vecteurs de maniére a former les
trois torseurs (B, C), (G, A), (A', B'), on reconnait
que les bissectrices o', 2, y rencontrent & angle droit
une méme droite a. On achéve comme au n° 6.

Cette démonstration est plus concise que celle que
J'ai indiquée en premier lieu, mais’ elle ne montre pas
que les droites a, 3 et y peuvent étre données a priori.

¥

[D1a]
LA LIMITE DE <x+ %) ETABLIE PAR UN PROCEDE

DE DEMONSTRLTION ELEMENTAIRE
Par J. PAOLI,
Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée d’Alger.

Je rappelle I'inégalité connue, hien facile a établir
d’ailleurs,

(1) ¢ (I-—a)">|-—na,’
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dans laquelle « désigne un nombre relatif plus petit
que 1, et 7 un nombre naturel.
Soient z un nombre relatif donné, et m un nombre
naturel variable assujetti a la condition m + z > o.

. . m
La fonction <|+n£l> du nombre naturel m est

croissante et a une limite quand m augmente infini-

ment. . . '
Démontrons d’abord qu’elle est croissante.
11 s’agit d’établir I'inégalité

x m—+1 z\m
I+ > > <l -+ —) )
m —+1 m

m—+1-+2 "1+1>(m+x m
m —+1 m !

ou

\

laquelle, aprés avoir multiplié ses deux membres par le

.. m m=+1 L.
nombre pOSltlf< > y s'écrit

m—+x
m(m-—1+x) \m+t m
(m—+1)(m—+x) maz
ou encore
(m+1)(m+z)--x m+|>l
(m+1)(m+x) maz’
puis enfin
x m=+1 z
'—_'_‘> >S1—(m—+1)————————
A (m+1)(m+z) (m+1)(m+x)

Sous cette forme on voit que ce n’est autre que l'iné-
galité (1) dans laquelle on a remplacé n par m + 1 et «

x . .
est manifestement

par le nombre CENICETS) qui

plus petit que 1.
Si le nombre donné =z est négatif, la fonction

m .
(l —+ %) est bornée supérieurement par le nombre 1,
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or elle est croissante, elle a donc une limite quand m
augmente infiniment.
Supposons x positif et posons

z\m z\m
y=<l+’7> ’ z=(l—';n-> .

Ona

On vient de démontrer que z a une limite; je dis
2\ m .. . .
que <x — %) a pour limite 1. En effet, si dans I'iné-

galité (1) je remplace a par :—; et n par m, }’obtiens

‘7-2 N m x’
1 — I— —)
m? m

la double inégalité -
x2\m '
> (1 — —§> >1— =
m m

. x? m N . .
montre bien que (1 — —2-> a pour limite 1 quand m
m

augmente infiniment. La fonction y a par conséquent

une limite qui est égale & + .
limz

La proposition est donc démontrée, et la démonstra-

tion a mis en évidence la propriété suivante : Sil'on

désigne par [(z) la limite de <1—+— _2>,,.’ ona

l(z) l(—x)=1.

x m
m-—x
décroissante et a pour limite /(x). Cela résulte de la
relation évidente

On déduit de 1a que la fonction (|+ est

m

x m 1
<l+m—x> =( x)"'.
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Quel que soit le nombre naturel m on pourra donc
écrire

x\m z m+1
([—(—-”—l) <1(z')<<l+———-———> .

m-—+i1—x
En particulier, siz =1,
1 m ] m-+1
<1+-—> <e<<|+——) .
m . m

Cette double inégalité peut étre utilisée pour le
calcul approché du nombre e. ‘

[0'3gy]
SUR I’ENVELOPPE ‘
D'UNE FAMILLE DE LIGNES A DEUX PARAMETRES;

Par Cun. RIQUIER.

1. Considérons, dans 'espace a trois dimensions, une
famille de lignes dépendant des deux paramétres a, b,
et définie (en coordonnées rectilignes) par le couple
d’équations '

f1($7y7 3, a)b)=0y fi(wa.}’; Z, a,b):o;

ce couple est, naturellement, supposé résoluble, con-
formément au principe général des fonctions impli-
cites ('), par rapport a 'un au moins des trois couples
de coordonnées (y, z), (2, ), (z, y). Cela étant, pro-
posons-nous de rechercher s’i/ existe quelque surface
fize ayant un contact proprement dit (*) avec cha-

(') Voir RiquiER, Les systémes d’équations aux deérivées par- °
tielles, n°* 120, 121. '
(?) Cest-a-dire d'ordre supérieur & zéro.
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cune des lignes de la famille. Une pareille surface,
si elle existe, se nommera [’enveloppe des lignes de la
famille, et chacune de ces derniéres se nommera elle-
méme une enveloppée.

I. Considérons une ligne et une surface représentées,
la premiére, suivant le mode réduit, a Paide du sys-
téme

(1) Fy(z, v, 3)=o0, Fo(z, y,2) =0,

la seconde, suivant le mode paramétrique, a Vaide des
formules

ou u, v désignent deux variables auxiliaires.

Pour que, au point (u, v) de la surface (2), il y
ait un contact proprement dit entre cette surface et
la ligne (1), il faut et il suffit que Uon ait, pour les
valeurs particuliéres considérées de u, v,

Fl(‘z‘v}’az)zov Fﬂ(z:)” 'z);o,
d(Fy, Fy) d(y, 3)
(3) I(y,z) d(u,v) :
d(Fy, Fy) d(3, z)  d(Fy, ¥o) d(2, ¥) _
d(z, z) d(u,v) Iz, y) du, o)

Effectivement, pour exprimer le contact spécifié par
notre énoncé, il suffit d’écrire, d’abord, que le
point (u, v) de la surface est situé sur la ligne (1), ce
qui donne les deux premiéres relations (3), puis, que
la tangente a la ligne est en symptose avec le plan tan-
gent a la surface. Or, la tangeunte a la ligne a pour
équations

X—xz Y—y Z—z
O(F, Fy) = o(Fy, Fy) — 9(Fy, Fa)’
9(y, 2) 9(z, z) 9z, y)
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et le plan tangent & la surface a pour équation

()(z x)
u, v)

Nz, ¥) 7

d(_y. 3)
X—z d(u, v)

I(u, v) )+

Y—y)+

(Z—23z)=0;

la condition de leur symptose est donc la derniére rela-
tion (3).

II. Si Uon désigne par x, y z trois fonctions
des variables arbitraires u, v, telles que les deux
Jonctions composées (olotropes)

gl(‘z‘y.yv 3, u"))i gi(xv}’) Z, U, 0)

s’annulent identiquement, quels que soient u et ¢,
on a ausst identiquement, quels que soient u et v,

%) d(g1, &2) _ I(&yr, &9) Iy, 3)

I(u, v) Ny, z) d(u,v)

(&1, &) )z )  I(&1, &) I(&, ¥)
Az, z) d(u,v) Az, y) d(u,v)

Effectivement, les identités supposées,
é’1(-’1’s)’, &y U, 0)=07 g!(‘”y)’l 5, u, ()):_0,

_ entrainent manifestement les suivantes :

Jg1 oz . dgy dy | 0g1 0z . 0gy o
or Ju  dy du 9z ou  ou '
dgy 0x  dgy dy | 081 03 | 081 _
?:;5&_"—()}—()0-{_-5;00 W_o’
0gy Oz  dge dy  0gs 03 0gs
7);974+Wc)—u+7z—ﬁ+_z)7"0’
dg2 9z | dgs dy 98 9z 9gs
0z 9 "9y a0 Tz e o
En tirant de ces derniéres d—é, 981 983 982 1 g donc,
: du’ 90 ou’ o’



(53)
quels que soient « et v,

d(&1s &)
Iy 0)
9510z | g dy  Jfi 03 dgy o ds el
dz du  dy du dz du dzx odv dy ov daz do

(08107 gy dy | gy 03 Jgadr  Js dy | 98 0%
l-d?dll+dydu+03()lt dxd_v+dy5;+dz dv

Jd3 dgy Ox N dg1 oy | 08193

\
Or, d’aprés une formule connue de la théorie des
déterminants, l'expression ainsi obtenue n’est autre
chose que le second membre de la formule (4).

II. Revenons a la question qu’il s’agit de résoudre,
et soient, comme plus haut,

(5) fi(xy}” z, a, b)=01 ‘fﬂ(‘rv.,}/y z, a, b)=0

les équations qui définissent la famille de lignes donnée,
dépendant des deux paramétres a et b. A chaque ligne
particuliére représentée par les équations (5), c’est-
d-dire a chaque systéme de valeurs particuliéres de a,
b, faisons correspondre, sur cette ligne, un point M,

(6) X = o(a, b), "=y (a, b), Z=4(a,b),

suivant une loi provisoirement indéterminée, et cher-
chons a déterminer cette loi, c’est-a-dire les fonctions
o(a, b), y(a, b), $(a, b), de telle sorte que le lieu des
points M soit une surface tangente, en chacun de ces
points, a la ligne particuliére correspondante.
Observons a cet effet que la surface cherchée, si elle
existe, est représentée par les formules (6), o a, b
sont considérés comme des variables auxiliaires; et que,
d’autre part, une ligne particuliére de la famille (5)
s’obtient en attribuant a a, b, dans les équations (5),
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des valeurs constantes. Pour appliquerles formules (3)
de I'alinéa I, nous devrons donc, dans f,(X,Y,Z,a, b),
J2(X,Y,Z,a,b), considérer comme des constantes les
quantités a, b qui y figurent explicitement en dehors
de X, Y, Z, et au contraire comme des variables celles
qui y figurent implicitement par 'intermédiaire de X,
Y, Z ; il viendra ainsi

fl(xv Y, Z, a, b)=01 ./2(Xy Y,Z, a, b):o,
l)(fnfz) Y, Z) -+ d(fnfz) Jd(Z,X)
(Y, Z) 9(a, b) " 9(Z, X) 9= b)

afi, fo) 9(X, Y)
9(X,Y) d(a, b)

ces relations devront étre vérifiées quels que soient a
et b. D’ailleurs, dans le systéme ainsi obtenu, la der-
niére relation en vertu de I'alinéa 1I, pourra étre rem-

) fo. IS S>)
dia, b)
Nous avons donc, pour déterminer les trois fonctions

placée par =o.

inconnues, un systéme de trois équations, qui, apreés
r emplacement des notations X Y, Z par les notations z,
¥, 3, s’écrira

‘f:(ﬂ"';)’yzyﬂ,b)=0: fi(x)}/"z?a>b)=0;
? ‘)(/1-/12)_

dia, b) —

Pour que les lignes (5) aient une enveloppe, il faut
et il suffit, ainsi que cela résulte des premiéres notions
de Géométrie infinitésimale : 1° qu’a partir de quel-
qu'une des solutions numériques du systéme (7),
regardée comme fondamentale, ce systéme soit réso-
luble par rapport a z, y, s conformément au principe
général des fonctions implicites; 2° que, si 'on consi-
déve les formules de résolution

(8) ax=9¢la,b), “y=ylab), z=4{(a,bd),
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]'un au moins des trois couples
Xo¥s $eie x

présente, par rapport a @, b, un déterminant différen-
tiel a valeur fondamentale non nulle, ou, ce qui revient
au méme, que 'un au moins des trois couples de for-
mules extraits de (8) soit résoluble par rapport a a, b
conformément au méme principe.

En d’autres termes, si 'on considére le déterminant
différentiel relatif a z, y, z du systéme (9), et les trois
déterminants différentiels relatifs a4 a, b des for-
mules (8), la solution numérique dont il s’agit doit
laisser a la fois différents de zéro le premier de ces
quatre déterminants et I’'un au moins des trois derniers.

Lorsqu’il en est ainsi, les formules (8) définissente
une véritable surface, cette surface fixe est tangente a
chacune des lignes de la famille (5), et son point de
contact avec la ligne (a, &) de la famille est fourni par
les formules (8).

2. Si I'on a égard a la forme particuliére du sys-
téme (7), les conditions formulées ci-dessus pour
I'existence d’une enveloppe des lignes (5) conduisent a
I’énoncé suivant : : _

Considérons, en méme temps que le systéme (7),
les deux systémes

(9) ()(f1 fg)

I(a, b)
Je=o,
(10) ’ l)(fxqu)

'. d(a, b) -

N
|

extraits de (7).

Pour que les lignes (5) aient une enveloppe, il
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faut et il suffit gu’a partir de quelgu’une des solu-
tions numériques du systéme (7), regardée comme
Sfondamentale, ce systéme, d’une part, et U'un au
moins des systémes (9), (10), d’autre part, soient
résolubles, conformément au principe général des
Sonctions implicites, le premier par rapport a x,
Y5 3, le second par rapport a a, b.

En d’autres termes, si l’on considére le déterminant
differentiel relatif a x, y, z du systéeme (7), et les
déterminantsdifférentiels relatifs a a, b des systémes
respectifs (9), (10), la solution numérique dont il
s'agit doit laisser a la fois différents de zéro le pre-
mier de ces trois déterminants et l'un au moins des
deuz derniers.

La condition posée est nécessaire.

Effectivement, s’il existe une enveloppe, le sys-
téme (7), résoluble par rapport a z, y, z, équivaut (')
au systéme des formules de résolution (8), dont deux,
les deux premiéres par exemple, sont elles-mémes réso-
lubles par rapport a a, b. Le systéme (8) est alors réso-
luble par rapport a «, b, z, donc aussi le systéme équi-
valent (7) (2), d’ou résulte (en vertu de la théorie
générale des déterminants) que deux des trois équa-
tions (7) sont résolubles par rapport a a, 6 (3); et
comme, a cause de la troisiéme, les deux premiéres ne
le sont certainement pas, I'un au moins des deux sys-
téemes (9), (10) ne pourra manquer de I'étre.

(') RiQUIER. Les systémes d'équations aux derivees partielles,
n° 122,

(%) Ibid., n° 133.

(®) Si les trois déterminants différentiels relatifs & a, & du sys-
téme (7) avaient des valeurs fondamentales a la fois nulles, le
déterminant différentiel relatif 3 a, b. 5 du méme systéme aurait
aussi une valeur fondamentale nulle.
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La condition posée est suffisante. )

Effectivement, si on la suppose remplie, le sys-
téme (7), résoluble par rapport a z, ¥, z, comprend
deux équations résolubles par rapport a a, b, d'ou
résulte (en vertu de la théorie générale des détermi-
nants) gu’il est résoluble par rapport & I'un au moins
des trois groupes

a, b, z; a,b,y;a, b z (1)

par exemple par rapport a @, b, 3. Le systeme (8),
¢quivalent a (7), est donc lui-méme résoluble par rap-
port & @, b, 3, ce (ui exige que les deux premiéres for-
mules (8) soient résolubles par rapport a a, b.

3. Au lieu de supposer, comme dans ce qui préceéde,
que la famille de lignes dépendant des paramétres a, b
se trouve définie, suivant le mode réduit, par le sys-

(') Si, dans le Tableau

a, a, a; a; as,
by by by, by by

8

Cyy €y Cy €y Gy

5

a Lrois lignes et cinq colounes, les deux derniéres colonnes con-
ticnnent quelque déterminant du second ordre différent de zéro, et
qu'en méme temps leur association avec chacune des trois pre-
mi¢res donne un déterminant du troisiéme ordre égal a zéro, il est
ais¢ de voir que tous les déterminants du troisiéme ordre extraits
du Tableau sont nuls, et notam:nent celui qui résulte de Passocia-
tion des trois premiéres colonnes.

Il résulte de la que si, dans le Tableau différentiel relatif 4 x,
Y5 2, @, b du systéme (7), les deux derniéres colonnes contiennent
quelque déterminant du second ordre a valeur fondamentale non
nulle, et qu’en méme temps son association avec chacune des trois
premiéres donne un déterminant du troisiéme ordre a valeur fon-
damentale nulle, le déterminant du troisiéme ordre fourni par

association des trois premiéres a lui-méme une valeur fondamen-
tale nulle. '

Ann. de Mathémat., 5° série, t. II. (Nov. 1923.) 5
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téme (5), supposons qu’elle se trouve représentée, sui-
vant le mode paramétrique, a I'aide des formules

(11) z:cp(t, a, b), }’=X(ta a’b)» z"_"q’(ta a,b),_

R ; is identi
ou —%, - =1 ne sont pas & la fois identiquement

nuls,

Pour que la ligne variable (11) reste constamment
tangente a une surface fixe, il faut qu’a chaque déter-
mination de cette ligne variable on puisse faire corres-
pondre sur elle un point M suivant une loi telle, que le
lieu des points M soil une surface tangente, en un
quelconque de ces points, a la ligne correspondante de
la famille (11); telle, par suite, que, au point consi-
déré, la tangente a la ligne et le plan tangent a la sur-
face soient en symptose. En d’autres termes, il faut
(ue, en remplagant ¢ par une fonction de @ et b conve-
nablement choisie, ce qui donnera sur chacune des
lignes (11) un point M, les quantités, a«, 3, v, qui
dirigent la tangente en M a la ligne (11), et les quan-
tités, A, B, C, qu dirigent le plan tangent au lieu -
cherché. des points M, vérifient, quels que soient a
et b, la relation Aa+ Bf 4+ Cy=o0. Or, les quan-
tités o, 3, v et A, B, C sont proportionnelles, les pre-
miéres a

% d;c 04»
(12) ' PIA TR

les derniéres aux déterminants du second ordre extraits
du Tableau

L
~ -G

o9y dg ot dp 9y o o
da T 9a’ 9 da T 9a’ 9t da " 9a’
ot 09 GO oy oy o 9y

13)
. L o, ;
¢t 9b ot 96 " 3b’ 9t 9b " Jb

Q'I% &
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on doit donc avoir, quels que soient @ et b, la relation

| g 0 oy 0y de 9

o dtda+ﬁ 9t da da a9
(14) oy ‘*A oy dt d{; 5 =0

Fr 2% 96 o

qui peut s’écrire sous la forme

dp ot N dp Jdo dt dcp 0

ot da da 9t b db ot

dy, d¢ dx dy ot dy

9 da " da 9T I U

oy It 9y I I oy Y
d

-G

15) =o0 (1)

9t da " da I
e premier membre de (15) est d’ailleurs la somme
de quatre déterminants du troisiéme ordre, dont trois
s'évanouissent identiquement comme ayant deux
colonnes proportionnelles, et I'équation (15) prend dés
lors la forme réduite

-~ !
6 92, 4 ¥)

9t a b) ~

Pour que les lignes (11) aient une enveloppe, il est-
cvidemment nécessaire et suffisant : 1° qu’'a partir de
quelque solution numérique (fondamentale) de I'équa-
tion (16), cette derniére soit résoluble par rapport a ¢
conformément au principe général des fonctions impli-
cites; 2° qu’en remplagant ¢ dans le Tableau (13) par
la valeur ainsi obtenue, les déterminants du second
ordre extraits du Tableau résultant présentent des
valeurs fondamentales non a la fois nulles, ou, ce qui

(') Le premier membre de (14) n’est autre chose, en effet, que le
déterminant du troisiéme ordre formé avec les lignes (13) et (12);
¢n y permutant les lignes avec les colonnes, on tombe sur la
forme (15).
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revient au méme, que I'un au moins des trois couples
de formules extraits de (11) soit, aprés cette substitu-
tion, résoluble par rapport & @, b conformément au
méme principe.

Cette double condition peut encore se formuler comme
il suit. :

Considérons, en méme temps que I'équation (16),
les trois systémes
y=70t a, b,

z=14Y(1, a, b),

()((P / u)
Jd(¢t, a, b)

\,

(17)
E 0‘
(¢, a, b),
‘T—?(t a, b)v
9 % V)
J(t, a, b

3
gz‘: w(t,a, b),
|
\

(18)

= 0;

y =70 a,b),
4)},/ b
It a, b) =

(19)

dont chacun s’obtient en adjoignant a I'équation (16)
deux équations extraites de (11).

Pour que les lignes (11) aient une enveloppe, il
Jaut et il suffit qi'en choisissant convenablement
une solution numerique ( fondamentale) de U'équa-
tion (16), cette derniére, d’une part, et l'un au
moins des systéemes (17), (18), (19), d’autre part,
solent résolubles, conformément au principe général
des fonctions implicites, la premiére par rapportat,
le second par rapport a t, a, b.

En d’autres termes, si l’on considére la dérivée
partielle relative a t du premier membre de (16), et
les déterminants différentiels relatifs a t, a, b des
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systémes respectifs (17), (18), (19), la solution
numeérique dont il s’agit doit laisser a la fois diffé-
rents de zéro cette dérivée partielle et I’un au moins
de ces trois déterminants.

[R7Db]
SUR UNE CERTAINE LOI DE FORCE COMPRENANT
COMME CAS PARTICULIER LA 1OI DE GRAVITA-
TION BINSTEINIENNE ;
Par J. HAAG.

1. Soit un point M, de masse 1, sourms aux deux
forces suivantes :

1° Une force centrale

Fi=F + 02(A;+ Ajcos?i);

2° Une force tangente & la trajectoire
Fy= Ajo2cost.

Dans ces formules, I, A,, A,, A, sont des fonctions
du rayon vecteur = OM; ¢ est la vitesse et ¢ Pangle
de cette vitesse avec OM.

Nous appellerons forces perturbatrices les forces
autres que F.

On peut déterminer le mouvement du point M par
des quadratures. D’abord, sa trajectoire est dans un
plan passant par O, car le plan osculateur  cette ligne
passe constamment par ce point fixe. Prenons, dans ce
plan, un systéme de coordonnées polaires, de pole O.
Soient ¢ le moment cinétique par rapport 4 O et pla dis-
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tance du pole a la tangente a la trajectoire. On a

g = VP,
D’autre part,
do Fop:
t—{t- =19p;
d’ou
dloge = —dt = Ajvcos idt = A,dr,

Pour la commodité de Iécriture, posons

dA
(1) fA;,dr:A, M=

Nous avons

(2) o= % = keA (k= const._),

équation qui généralise [’intégrale des aires de la
théorie des forces centrales.

Appliquons maintenant le théoréme des forces vives.
Nous avons

02
d(%‘) = F1 d/'+szdl=(F1+ A;Vz)dl'

ou, eén l‘emarquant quc

.. df 2 k2e2A
p2cos?i = p2 — (7‘ EZ) =2 — =
. 2 2 p2A
(3) ;'d(V):F__Aike + 02 (A1+ Ay + Ay),

dr r2

équation différentielle linéaire du premier ordre en ¢?,
qui nous donnerait, par deux quadratures, ¢ en fonc-
tion de r. On aurait ensuite, par la méthode classique
des forces centrales, § et ¢ par deux nouvelles quadra-
tures.

2. Cherchons Déguation de la trajectoire.
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. I .
Posons r = Let calculons la quantité

2
(4) r = (%) + u?.
ona )
.2 2 2

z=‘_ii__r'%i%;ﬂ k2etA = g k2 A,
Portons dans (3) :

_Yurgeen (2 aA

2% kzer du 7 du

=F— A2k2u281A+$kze’A(A1 -+ Ag—l—A;),

ou, en remarquant que

dA dA
2 = e = —
“ du dar As,
d: F
—éuzz—z =z(A1—1.-A2)—A,uf'—}—z-2 e,
posons
(5) 2[(A1+A2)dr=B;

notre équation devient

) dz dB F
— == = g e=2A
(6) Tu q:du 2 A, 2 mm e

dont I'intégrale générale est

() x=eB[h+2f<e—“A,;l:u,e—“—“> du] (h=const.).

Ayant z en fonction de u, 'équation (4) donnera f par
une quadrature. On peut aussi, en dérivant par rapport
a 6, former I’équation du second ordre :

d2u 1 dr

& - YT d

Supposons que l'on connaisse la trajectoire et, par
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conséquent, x en fonction de u. On peut alors tirer de
I'équation (6)

F = k2e2Ay2 l [_iE_l i‘?

F = ke u[A,+2xdu S du
ou
( F=te? u?(\—ld—x — (A1+ Az
9) = Ag 2du) (A4 2)

\

Ceci peut étre considéré comme une généralisation
de la formule de Binet. Elle nous donne la force
centrale F, connaissant la trajectoire et les forces
perturbatrices, lesquelles peuvent étre choisies arbi-
trairement. On voit qu'il y a une infinité de lois de
force, de la nature présentement étudiée, qui permet-
tent de réaliser une trajectoire qinclconque donnée a
Pavance.

Dans le cas particulier ou les forces perturbatrices
sontnulles, la formule (g) se réduit a

UN——— &y} ’ﬁ_u >
F=—Xiu <([62+u ,

ce qui est la classique formule de Binet.

3. Cherchons les lois de force qui donnent licu
a la premiére loi de Képler. Supposons qu’une tra-
jectoire particuliére soit une ellipse, de foyer O,
définie par I'équation
1+ ecosh

(IO) u = »

On a, dans cette hypothése,

1— e? 20

(11) T =—

9

pr- p
et, en portant dans (9g),

v (=g 2 ()]
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Mais, F ne doit pas dépendre des constantes k, e, p.
Donc le crochet du second membre doit étre le produit
d’une fonction de u par une fonction de e et de p. Or,
il s’écrit

B; 1— e?

A2u2—7+—;;— B,,

en posant, pour simplifierl’écriture,

(13) By = w2+ au(A;+ A,) By= A;+ A,.

Il faut que By et B, soient dans un rapport constant
avec A, u?, soit

Bi=2A.u?, By= pA,u (A, p = const.).

On tire de la
(14) A

_ pul—ia _ I
TN o’ TN = opu

Portant dans (12), il vient

(15) F =

krexdw? /A 1—62> _ e2A
l——zp.u(l Pt =Y 0 —am)

(v = const).

En prenant la dérivée logarithmique par rapport a r
et se reportant a (1), ceci peut aussi s’écrire
F’ A —

(16) A°=2_F_ - rO —ap)

On peutdonc satisfaire a la premiére loi de Képler
en prenant une force¥ arbitraire, les forces pertur-
batrices étant ensuite données par (14) et (16), ou
Aet u sont des constantes quelconques.

Si 'on veut, en méme temps, vérifier la deuxieme
loi de Képler, il faut que A soit nul; la formule (15)
donne alors

(1)

— M .
T or(Ar—ap)
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La force perturbatrice tangentielle est nulle; les autres
sont toujours données par (14).
En particulier, ondoit retrouver la loi de Newton.

Eftectivement, il suffit de supposer p=o0, A=,
v

i = —m.

4. Cherchons maintenant quelles sont les lois de
Jorce qui donnent exactement les trajectoires
d'Einstein. N

L’équation différentielle d’une telle trajectoire est,
si'on prend pour unités la vitesse de la lumiére et la
constante de la gravitation, de la forme suivante (')

du\? 2_a*——l_‘_'),m 5
‘W _,_u___b_2 —b—2—u+2inu,

ou m désigne la masse attirante et a et b des cons-
tantes d’intégration. Avec nos notations, nous avons
donc

a?— i am

= — — 3
r = B2 -l—b2 u-+a2mus.

Portant dans.(g), il vient
(18) F = A2 24 [ (A2~—}-)T——-3mu1>
fat—1 2m
— (A1+Ay) <—b? -+ —bTu+zmu3>].

Comme tout a I'heure, nous voulons que la loi de
force soit indépendante des constantes d’intégration et
le crochet doit étre le produit d’une fonction de w« par
une fonction de a et de b. Posons, outre (13),

u(Ay— 3mu?) — 2 mud(Ay + A;) = B,

") cf. BECQUEREL, Le principe de Relauwte, p. 232; Gauthler-
Villars, 1g22.
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/

On a alors

2t
F =kz¢u<33__ gB‘“ ab, 1 Bz)

et, comme tout & ’heure, il faut avoir des identités de

la forme
' By = AB,, By = pBs;

A et u étant des constantes déterminées. On tire de la

— 4+ u(1— 3 mX\) + § mud
A'= 2 ]

A—2u
(19) :
A, = }L+3m)\u?—4mu3.
T X—2u
Puis,
2A 5,2 24 :
(20) F=vi 2 = ¢ (v = const);

VR 2w 'r(ir—2)

ce qui peut encore s’écrire

F' Ar—a

(‘21) A3=;F+7-(—)\‘r—_;-)'

Donc, on peut réaliser U'ensemble des trajectoires
d’'Einstein en prenant une force F arbitraire, les
Jorces perturbatrices étant ensuite définies par (19)
et (21). . .

Si 'on veut maintenant que la loi du mouvement
sur la trajectoire soit la méme qu’avec la gravitation
einsteinienne, il faut avoir (c¢f. Becouerer, loc. cit,
p- 230) -

kert= Z(l—fzmu);

d’ou, en portant dans (20) etchangeant la constante v,

- u(1— 2 mu)?
F=vy—"u

Si iculi dr= 1 —=0,V=—I1
i, en particulier, on prend A= —» p=o0,v=—1,
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on aboutit, en utilisant (19) et (21), & la loi de force

m—
m 2m 3—4T
Fi=—— — ) +202— 2 d ,
r? r
1—2—
>
’
2mor
F,= 5
2m
rify— —
r

ce qui est exactement la loi de force correspondant ala
gravitation einsteinienne. ( Cf. Cuazy, Comptesrendus,
29 janvier 1923, page 285).

5. D’aprés ce qui précede, on voit qu’il existe une
infinité de lois de force permettant de reproduire
exactement la trajectoire d’Einstein et, par conséquent,
d'expliquer le mouvement du périhélie de Mercure.
Mais, si 'on s’impose seulement cette derniére condi-
tion, le probléme admet encore beaucoup d’autres
solutions.

Nous nous bornerons a chercher celles qui donnent
une loi trés voisine de celle de Newton.

Si nous considérons ¢* (carré du rapport de la vitesse
du mobile a la vitesse de la lumiére) comme infiniment
petit du premier ordre, nous remarquons d’abord que
mu est du méme ordre, ainsi qu’il résulte de la deuxiéme
équation intrinséque du mouvement, écrite avec l'at-
traction newtoniehne — mu?. Toutes les forces pertur-
batrices doivent étre de 'ordre de m2u®. Nous les rédui-
rons d’ailleurs a leurs parties principales. Dés lors, nous
pouvons poser

F =— mu?+ am?u3
(22) ’

Ay = B mu?, Ay = ymus?, Ay=emu?,
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x, B, v, ¢ étant des nombres constants quelconques ().
Nous allons maintenant calculer x par la formule (7),
en négligeant les infiniment petits du second ordre.
Nous avons d’abord, par la formule (1),

(23) A=em[u’d1‘=—smu;

puis, par la formule (5),
(24) B=—2(8+y)mu.
Avant d’aller plus loin, cherchonsla signification des

constantes & et k. Si on admet la loi de Newton,
I'équation (7) devient

J am
xr = L+Tz—u.

En comparant avec (11), on a

1— e?
p‘l

(25) h=— > k= mp.

Avec la loi actuelle, nous pouvons encore poser ces
formules. Mais, bien entendu, p et ¢ nlont plus de
signification géométrique simple, puisque la trajectoire
n’est plus une conique. Toutefois, on peut dire que p
est une longueur voisine du paramétre et e un nombre
voisin de excentricité de la trajectoire newtonienne.

Portons (23), (24), (25) dans (7). Calculons d’abord

la quantité sous le signe [ Au second ordre preés, elle

(') On pourrait supposer que ce sont des fonctions quelconques
de w. Mais, si I'on admet que chacune de ces fonctions posséde une
dérivée finie et continue pour les petites valeurs de mu, on peut la
réduire 4 la valeur qu’elle prend pour mu = o, car Perreur com-
mise n’a qu’une répercussion du second ordre sur A;, A,, A;, et du
troisiéme ordre sur F.
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s’écrit
mu’!+-l 1+2(p+ —a—e—E mu|»
Y 3 B+ a

ce qui devient, en intégrant,

u a\mu? ymud
—+(B+yv+e—=)— +
p 2

P 3

Dés lors,

mz[x——z(ﬁ—r-*{)mu]
2

[ 1_62+2u+2<§3+ 4o Xymu mu’]
R T >) 5 T3t )

ou, en négligeant le second ordre,

1— e? 2U m
x=— + — |1+ —(1—e? +~]
- P[ (=B
2 mu? o 2
_——— —_ - 3
- (e " 3 ‘y>+ 3 Ymus.

Si I'on portait dans (4), on verrait que le calcul de §
en fonction de u se raméne a une intégrale elliptique.
Mais, il est plus simple de porter dans (8). On obtient

d2u I m

padihag = = D — e .

5z ¥ P[H—p(r e)(B+()]
'+2:l‘<e—g—§—~(>+7mu?.

Nous savons que I'intégrale cherchée est trés voisine

1+ ecosH LT
de —————. Dés lors, nous pouvons, en ne com-

mettant qu’'une erreur du second ordre, remplacer i
par cette valeur au second membre. Celui-ci prend

alors la forme
2me<e—-2—}3> .

-+~ Iz cos +...,

-
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les termes non écrits étant de la forme a -+ b cos29,
. . m
avec des coefficients a et b del'ordre de =

Pour intégrer, on réduit successivement le second
membre a chacun de ses termes et 'on cherche l'inté-
grale particuliére correspondante. L’intégrale fournie

b , s ,
para—b cos2f8esta— 7 COS 20. Ellen’a qu’une réper-

cussion négligeable sur lintégrale générale, parce
qu’elle est périodique et son effet ne s’accumule pas au
cours des siécles. Au contraire, le terme en cos8 donne
-Tintégrale particuliére

me <s — E —B >

—-pT— 0sin0,
qui finit par devenir appréciable pour les grandes
valeurs de 0. Dés lors, I'équaiion approchée de la tra-
jectoire s’écrit

«
1+ ecosH me(a—;—ﬁ) .
u= -+ 6sin0.

P p?

Elle peut, au second ordre prés, se mettre sous la

forme .
__1+ecns(H—10)
=—

en posant

m a2
(26) | 00=}7—<e——;-—§>6.
Si Ton prend un nouvel axe polaire Oz', d’angle
polaire 0,, 'équation de la trajectoire rapportée a cet

axe est
1+ ecosb

p

Elle représente une conique E'. Par rapport a
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Pancien axe Oz, le mouvement résulte du mouvement
sur E', combiné avec une rotation de E" autour de O,
dont Vamplitude §, est définie par la formule (26).
Cest cette rotation qui constitue le mouvement périhé-

ligue. Dans la théorie d’Einstein, I'angle 6, est égal
a3, Done, pour que notre loi de force reproduise
P

cette rotation, qui, comimeon sait, est conforme a l'ob-
servation en ce qui concerne la planéte Mercure, 1l faut
et il suffit que U'on ait (')

(27) 3—2—323.

Citons comme cas particuliers simples :
a=—0, e=f=+vy=o0,
. m 6m
force centrale (2) — = <1+ 7>;
8 =—3, a=:=v =o0,

force centrale (2) ——';'—l, (1 +3v°—'>;

e =3, a=8=y=o,

3mo?cost

attraction newtonienne et force tangentielle —
3
::—B:—); A= =0,

attraction newtonienne et force perturbatrice nor-
3 mo?sin ¢

2 r2

male a la trajectoire, égale a (*)

(') Ce résultat a été indiqué par M. Chazy (loc cit., p. 286),
sous unc forme & peine différente de celle-ci, que j'avais obtenue,
de mon coté {abstraction faite du terme en «, que je n’avais pas
considéré), avant d’avoir eu connaissance de sa communication.

(?) Signalé par M. Chazy.

() Signalé par M. Lecornu (Comptes rendus, 22 janvier 1923).
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La loi du mouvement sur la trajectoire est donnée
par (2), qui devient ici
db em
2 &7 7).
r— k(r - )

Silon veut avoir la deuxiéme loi de Képler, il faut
(ue ¢ soit nul, la condition (27) devenant alors

%2+ 28 +6=o.

Si 'on veut avoir la méme vitesse aréolaire qu’avec
la loi d’Einstein, il faut prendre ¢ = 2 ; la condition (27)
devient alors

a+2f+2=o.

[K121 2]
QUADRATURE GRAPHIQUE DU CERCLE PAR LE RAPPORT
“DE METIUS ;
Par LE GEnEraL CHAPEL.

Jai été conduit a remarquer que le Rapport de

e 355 . s ! N Yo e .
Métius 37 qui approche de = a —o7 Prés, peut s’écrire :

355 112

TE R T
Sous cette forme, il se traduit facilement en cons-
tructions géométriques permettant de résoudre graphi-
(quement le probléme de la Quadrature du Cercle et
celui de la Rectification de la Circonférence, avec les

. . . 0,5 1
approximations respectives de x_:ﬁ et —-

La construction suivante répond a ce double pro-
Ann. de Mathémat., 5° série, L. II. (Nov. 1923.) 6
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bléme et en fournit actuellement la solution simple la
plus approchée :

Sur un méme coté d’un angle droit de sommet O,
porter OA =7 et OC =11; sur lautre c6té, porter
OB = 8 et OD =11. Reporter les segments AB en OE
sur le premier coté et DC en OF sur le second coté.
(Par ouverture de compas : inutile de tracer les lignes
AB, CD.) Mener la ligne EI' et abaisser sur cette ligne
la perpendiculaire OH ; on a :

—

EF:  EF b
OE2—E]]—""" 'ﬁ—— Ha..,

B

avec les approximations respectives indiquées ci-dessus.
EF est le coté du carré équivalent au cercle de
rayon OE et aussi la longueur de la demi-circonférence
de rayon EH.On adapte & un rayon donné quelconque
par une paralléle 2 OF dans le premier cas, et deux paral-
léles aux cotés deangle droit dans le cas de la Rectifica-
lion.

On posséde depuis longtemps nombre de tracés géo-
métriques permettant de résoudre les deux problémes
(Quadrature et Rectification) avec une approximation
suffisante pour toutes les applications graphiques :
cependant, méme a ce point de vue, les solutions ci-
dessus présentent quelque intérét, en ce quelles
n'exigent pas le tracé effectif du Cercle.

QUESTIONS.

2460. Etant donnée une cardioide (C), on méne par son
point de rebroussement une corde variable, d’extrémités M
et M,

1° Il existe une parabole (P) osculatrice a (G) en M et
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ayant son foyer sur MM/, et une parabole analogue (P’) rela-
tive au point M. Le lieu des foyers de ces deux paraboles est
une cardioide.

2° L'une des cordes communes a (P) et (P’) est la troistéme
tangente que I'on peut mener a (C) du point de concours I
des tangentes a cette courbe en M et en M.

3° Le lieu du foyer F” de la parabole (P") bitangente a (C),
la corde de contact étant MM', est un cercle. Sa directrice
enveloppe un cercle. Son axe passe par un point fixe. La
droite IF” passe par un point fixe.

4° Quand ( P”) est-elle osculatrice a (C)?
J.-A. MoREN.

2461. Les diagonales AG, BD d’un quadrilatére convexe
inscriptible le partagent chacune en deux triangles.

1° La somme des rayons des cercles inscrits a ces triangles
qui touchent une diagonale est égale a la somme des rayons
des cercles inscrits qui touchent I'autre diagonale. Et réci-
proquement. ’

20 Méme propriété pour les cercles exinscrits qui touchent
les diagonales elles-mémes (et non leurs prolongements).

3° Il reste 8 cercles exinscrits qui se partagent en deux
groupes de quatre cercles tels que la somme des quatre rayons
des cercles d'un groupe soit égale a la somme des quatre
ravons des cercles de 'autre groupe.

B. NIEWENGLOWSKI.

.

2462. 1° Etant donnée une ellipse, les diagonales du qua-
drilatére circonscrit a cette ellipse qui a pour cotés les tan-
gentes aux sommets appartenant 3 un méme axe et deux tan-
gentes variables se coupant sur cet axe, enveloppent une
hyperbole concentrique a I'ellipse. Quand on passe d’un axe
a I'autre, on obtient deux hyperholes conjuguées.

2" Le lien du milieu du segment intercepté sur une tan—
centle variable par les tangentes en deux sommets consécutifs,

est une hyperbole équilatére. J.-A. MoReN.

2463. Soient ABC, A’B’C’ deux triangles inscrits & une
méme conique. Lessix poinds (AA’, BC), (AA’, B’C’), (BB',CA),
(BB’, C’A"), (CC', AB), (CC'; A'B’) sont sur une méme conique.

R. B.
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CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EPREUVE THEORIQUE. — Une plaque carrée, homogéne,
pesante PQRS est assujettie aux liaisons suivantes, réa-
lisées sans frottement : deux sommets consécutifs P et Q
glissent sur une méme circonférence (C) fixe dont le plan
est horizontal et dont le diamétre est égal auxr diago-
nales de la plaque. Celle-ci peut donc librement tourner
autour de U'axe Oz de la circonférence et autour du
cété PQ.

1° Etudier le mouvement de la plagque. Limiter la dis-
cussion au cas particulier ou, a {’instant initial, la plaque
Sfait un angle 8y avec le plan de (C) et se trouve animée
d’une rotation de vitesse w autour de l’axe de (C), en
cherchant seulement le sens-de la variation initiale de
Uangle b du plan de la plaquz et de celui de la circonfé-
- rence.

2° La plaque étant immobile, verticale, au-dessous du
plan de (C), on lui applique une percussion en son
centre. Quel est l'état des vitesses immédiatement aprés la
percussion?

Notations. — ¢ angle de PQ et d’un rayon fixe, Oz, de (C);
6 angle de la plaque et du plan de C; 2a cOté, m masse dela
plaque; ma, m@, my projections de la percussion donnée sur
les cotés PQ, QR et sur la normale au plan de la plaque.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — La force vive est

2m a?

2T = 3

[20'2+ (2 + 3 cosb + 2 cos?H) §'2],

et la fonction des forces
U=mgasinb

(on suppose 6 nul quand le carré est horizontal et placé vers
Pextérieur de la circonférence et 'on suppose o <6 < = quand
la plaque est au-dessous du plan z;=o0). L'équation de
Lagrange relative a2 ¢ donne une intégrale premiére, on en
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obtiendra une autre par le théoréme de la force vive et 'on
constate aisément que l'intégration des équations du mouve-
ment se raméne a des quadratures.
Pour la discussion, il suffit d’étudier le signe initial
ae .. . .
de i dérivée que donne, par exemple, I'équation de
Lagrange relative a 8. On constatera que la valeur remar-
quable de w? (qui correspond a 0 constant) est

3g 3g cos

a sinly (3 + 4 coseo)

Pour la deuxiéme partie appliquerle théoréme du moment
cinétique aux axes O 3; et PQ; les vitesses angulaires sont

3 3y
ia®ig

1
a®“%a

EPREUVE PRATIQUE. — Une roue de poids P est assimilable
& une circonférence homogéne de rayon r, dont le
centre O est situé sur l’axe O3z de rotation, mais dont le
planQ fait un angle a avec le plan R normal & lUaze.

On prend pour origine le centre O, pour axe Oy, l'in-
tersection de Q et R.

1* Equation de U’ellipsoide d’inertie de la roue, relattf
au point O, rapporté aux axes rectangulaires Ozys.

2° Evaluer les réactions qui s'exerceraient pendant un
mouvement de la roue, de vitesse angulaire w, autour
de Oz supposé horizontal et fixe, sur les tourillons qu'on
assimilera a deux points situés sur O3z, a une distance r
du ceatre.

Application numérique : x=1°; w correspondant a
200 tours par minute, r =1".

3° Question analogue & la précédente en supposant
quwau poids P s'ajoute un couple d’axe O 3, de moment
connu N.

INDICATIONS SUR LA soLUTION. — 1° Un changement de
coordonnées immédiat conduit a l’équation demandée.

2" et 3° Aux réactions statiques qui, en laissant de coté
I'indétermination des composantes axiales, peuvent étre prises

'U

verticales ascendantes et égales a 3’ il faut ajouter les réac-



(78)

tions dues au mouvement. Leur résistance sera nulle (centre
de gravité sur I'axe) et leur mouvement résultant, relatif au
point O, aura pour projection sur les axes Ox, Oy, Oz

L'=Dw— Ew', M=—Ewu?—Duw’, N'=o.
~ Dans ces formules, qui sont classiques, D et E sont des

produits d'inertie valant ici

.2

D=o, E = —sinz cosa,
28
w est la vitesse ct w' 'accélération angulaire. Dans le cas 2°
. . N
o' est nuly dans le cas 3° o' vaut T avec

Pr2(1+ cos?a)

22

C=

Dans 'un et l'autre cas il est bien ais¢ de réduire le couple
ainsi obtenu A deux forces appliquées aux tourillons; forces
qui, pour des valeurs données de v et o' auront des directions
fixes par rapport a la plaque tandis que les réactions statiques
ont des directions fixes par rapport au sol.

(Grenoble, juin 1920.)

EPREUVE THEORIQUE. — Une plaque carrée, homogéne,
pesante est assujettie a rester constamment tangente & un
cylindre de révolution fixe & axe vertical sur lequel elle
peut librement rouler et glisser sans frottement.

FEtudier son mouvement.

Montrer que les théorémes généraux de la Mécanique
permettent d’obtenir trois intégrales premiéres. Pousser
Uintégration aussi loin que possible dans le cas particu -
lier suivant :

Au début du moupement le centre de gravité de la plaque
se trouve sur le cylindre et la vitesse initiale de ce point
est nulle. Mais la plaque est animée d’un mouvement de
rotation de vitesse angulaire connue autour de l'axe du
cylindre.

INpICATIONS POUR .\ SOLUTION. — On prendra pour axes
I’axe du cylindre (axe des z) et deux axes horizontaux. Les
paramétres choisis seront :
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@, angle avec Oz du plan diamétral de’la génératrice de
contact ;

u, distance du centre de gravité a la génératrice de contact;

3, cote du centre de gravité; .

0, angle d’'une diagonale du carré avec I’horizontale du
plan du carré. ’

On écrira I'équation des forces vives, l'intégrale des aires
dans le plan 20y, le théoréme des projections sur Oz

. d?2z ) . .
qui donne T = const. ) I’équation de Lagrange relative

a 0 qui donne 4 _ const
abgq = .
Les deux premiéres équations sc réduisent respectivement a

(a2 + k*+ u?) 92+ u2— sau'e'=h,
(a?+ k2+ur)o'—au'=C

et I'élimination de ¢' conduit a une équation différentielle en u.
Dans le cas particulier envisagé on a

0y =z, = o, o= Uy = 0, P = W, uy=aw;

¥

on obtient immédiatement les valeurs correspondantes des
constantes d’intégration G et 4. La discussion est trés simple
et il n’y a pas lieu d’y insister.

EPREUVE PRATIQUE. — Une bielle d’accouplement de loco-
motive est composée d’un prisme a base rectangle de
dimensions 12 X 20. Longueur de la bielle 2l = 2", fo.
Leflort de traction ou de compression qu'elle a asuppor-
ter sera pris en moyenne égal & 30000%. La manivelle a
une longueur de o™,3o0.

La locomotive a des roues de 2™,20 de diamétre et une
vitesse maximum de 120*™ a ['heure.

Calculer Ueffort moléculaire mazximum de la bielle en
tenant compte a la fois de U'effort de traction et des forces
d’inertie.

(Le mouvement de la bielle est un mouvement de trans-
lation.) ‘

INDICATIONS 8UR LA SOLUTION. — En un point quelconque A
de la bielle nous aurons a composer :
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. o T
1°Un effort de traction ou de compression égal a §T =30000;

S section de la bielle;
2° La force centrifuge qui, sur une longueur d! de bielle, a

la valeur
pSdlwla,

102
avec w = = rad. par seconde.
)

Cette force donne une composante de traction égale a

pSdlw?a X sina,
soit en tout
20Slwtasina,

ou par unité de surface

2plw?asina,

et un moment fléchissant, maximum au milieu de la bielle,
! 2
M= oSw?a cos« ldl = gSw2acosa— -
2
0 .

L’effort moléculaire normal qui en resulte est, d’aprés Ia
formule de résistance composée,

M P 3pw?acosal? 30000

W g+rs= 2 X 0,I. S

+ 2plwlasina.

Il faut donc chercher le maximum de

. X L cosa + 2sina = 18 cosa + 2sina.
2

La valeur de « une fois calculée, ’effort moléculaire maximum
est donné par (1). (Caen, juin 1920.)
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[c21] '
SUR L'INTEGRATION
DES DIFFERENTIELLES TOTALES RATIONNELLES ;

Par E. GOURSAT.

1. Soient P(z, y), Q(=z, y) deux fonctions ration-
nelles de z et de y, satisfaisant a la condition d’inté-
grabilité

(1 L S

Jdy Jdx
Nous supposerons, ce qui ne diminue pas la géné-
ralité, que ces deux fonctions sont continues pour
x :.}' = 0.
Pour intégrer 'équation aux différentielles totales
(2) dz =P(z, y)dx + Q(z, y)dy,

on peut chercher une fonction primitive de la fonction
rationnelle du paramétre auxiliaire ¢

(3) o(2) =a P(at, yt)+ y Q(=t, yt),

s’annulant pour ¢ = o etremplacer ensuite ¢ parl'unité
dans cette fonction primitive. Ce procédé revient au
fond a calculer I'intégrale curviligne

(. y)
f P(z, y)dz + Q(z, y) dy,
(0,0)
suivant la ligne droite allant de I'origine du point (z,y).
Il est facile de vérifier directement ce résultat. Soit en
Ann. de Mathémat., 5 séric, t. 1. (Déc. 1923.) 7
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effet T (z, y) I'intégrale définie

1
&) Tl )= [ [Pt yt)+y Qat, y) di;
0
la dérivée partielle or a pour expression
p 2P P
oT ! , , .
d =[ [P(xt, yt) + zt P (zt, yt) + yt QL (at, yt)] dt,

ce qui peut s'écrire, en tenant compte de la condi-
tion (1),

JT ‘d oo \ .
= Gt yolde=1eP(at, y)l} =P e, ).

T P R JT
On vérifierait de méme que 'on a = Q(z, y).

L’intégration de la fonction rationnelle ¢ (¢) du para-
metre ¢ exige la résolution d’une équation algébrique
‘dont les coefficients sont des fonctions rationnelles
de z et de y. Je me propose de préciser la difficulté
algébrique de ce probléme et de montrer que I'inté-
gration n’exige aucune résolution d’équation algébrique
lorsqueles coefficientsdesfonctions rationnelles P (z, ),
Q (=, y) ne satisfont a aucune relation particuliére, en
dehors de la condition d’intégrabilité (1). Je m’ap-
puierai pour cela sur le lemme suivant :

Tous les résidus de la fonction rationnelle o(t)
sont indépendants de x et de y. Le calcul que nous
venons de faire prouve en effet que la valeur de I'inté-

grale définie
‘ 1= [eto)a,
€

prise le long d’un contour fermé quelconque dans le
plan de la variable complexe ¢, est indépendante de »
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et de y, car la dérivée ;;I par exemple est égale a

fi[e P(xt, yt)] dt = o.
¢ at

2. Cela posé, on sait que l’intégralg'f o(t)de se
compose d’une partie rationnelle en ¢ et de termes
logarithmiques. La partie rationnelle en ¢ s’obtient par
des opérations rationnelles effectuées sur les coeffi-
cients de ¢ (¢); elle s’exprimera donc rationnellement au
moyen de ces coefficients et, par suite, quand on rem-
placera ¢ par I'unité, on obtiendra une fonction ration-
nelle de x et de y.

Supposons qu’on ait retranché cette partie ration-
nelle de l'intégrale que 'on cherche; il restera a cal-
culer une fonction primitive d’une fonction rationnelle

F,,,,,(t)

(3) ?([): m—,

(1) et Fp i () étant deux polynomes en ¢, dont les
coefficients sont des fonctions rationnelles entiéres
de r et de y; le premier de degré m, le second de
degré m — 1 au plus. De plus, I'équation F,, (1) =0
n’admet, pour des valeurs arbitraires de z et de y, que
des racines simples. Soient

0[(1’,}’), Oi(w,.}/)) crey 0,,,(x,y)

ces m racines; on a aussi

Cy Ca Cm
+ — .
t— 10, t— 0, t""olu’

¢(t)=

les résidus ¢y, cay ..., ¢ étant indépendants de z et y
d’aprés le lemme établi plus haut. Je dis de plus que
tous ces résidus sont égaux, si le polynome ¥, (t)
est indécomposable, c’est-a-dire s’il n’est pas le pro-
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duit de plusieurs polynomes de degré moindre en ¢,
dont les coefficients sont aussi des polynomes en z, y.
Supposons en effet ce polynome indécomposable;
les m racines 8;(z, y) sont m branches d’une fonction
algébrique des deux variables z et . On peut donc
faire décrire aux variables complexes z, y, des chemins
fermés tels que la racine ,(x, y) par exemple se

. . ¢y
change en 6;(x, y). La fonction ————— se change
ge en By, EANEND &
C
donc en ——~—, et comme ¢, et ¢c; sont des cons-
t—0,(x. y)

tantes, on a forcément ¢, = c¢;. On a done, dans ce
cas,
1 ) 1

(¢
—_— m(2)
t— ), t—9,

Fnu(t)

-

=cC

? () =c§

t
=0,
car le polynome I, (¢) ne difféere du produit
(t""ol)(t‘" 02)- -~(t_ 0//1‘

que par un facteur indépendant de ¢. La constante ¢
se détermine immédiatement et, par suite, on a

(6) [;(t)d::olog;F,,,m:.

On voil que, dans ce cas, I'intégrale renferme un
‘seul logarithme et s’obtient sans avoir & résoudre
aucune ¢quation. Il est a peu prés ¢vident que ce cas
doit étre considéré comme le plus général; en effet, si
P(x,») et Q(x, ) sont les fonctions rationnelles les
plus générales d’un degré donné vérifiant la condi-
tion (1), le polynome F,,(¢) correspondant sera indé-
composable, si d’autres conditions ne sont pas satis-
faites.

3. Sile polynome F,, () n’est pas indécomposable,
il est ¢gal au produit de plusieurs polynomes indécom-
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posables Fy, F,, ..., F,, tous différents
(7) ) Fm(t)=Fl(t)F2(t)...Fr(t),

dont les coefficients sont des polynomes entiers en z, y.
Le raisonnement du paragraphe précédent prouve que
les résidus de o (t), correspondant aux racines d’un de
ces polynomes F;(t), sont égaux et par suite la fonction
rationnelle o () est de la forme

) _Fy(0) F;(x)' Fi.(t)
(8) (P(t)_cl——_F1(t)+cz—Fz(t) ,'—Fru)a

Ciy Cay - .., Cp Glant des constantes. On a donc

() [0 de

=c log|Fi(¢)| 4+ c2log | Fa ()| + ...+ c,log | F.(¢).

Si l'on a décomposé F,,(t) en polynomes indécom-
posables par la formule (7), les constantes ¢y, ¢z, ..., ¢,
se déterminent facilement. On a par exemple le coeffi-
cient ¢, en exprimant que Fp,,_y(t) — ¢, F|Fy... F,est
divisible par I,.

Toute la difficulté algébrique de la question se
raméne donc a ce probleme : Etant donné un poly-
nome F(x, y, t) entier par rapport aux variables z,
¥, t, reconnaitre si ce polynome est décomposable en
un produit de polynomes de méme espéce et, dans le
cas de Paffirmative, effectuer cette décomposition.

4. 1l est clair quela méthode s’étend immédiatement
a P'intégration des différentielles totales de la forme
P(z, y, z)dz + Q(z, ¥, 3)dy + R(=z, y, z)ds,

ou P, Q, R sont des fonctions rationnelles de z, y, =.
Le résultat qui sert de point de départ s’étend aussi
aux différentielles totales, quelles que soient les fonc-
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tions analytiques P(z, ), Q(z, y), car 'hypothese
que ces fonctions sont rationnelles ne joue aucun réle
dans la démonstration. Si P(xz, y)dz + Q(z, y)dy
est une différentielle exacte, les résidus de la fonction
auxiliaire

e(l)=axP(xt, yt)+y Q(xt, yt),

de la variable ¢, sont indépendants de z et de y. Nous
supposons, pour fixer les idées, que P et Q sont des
fonctions uniformes.

Cette propriété peut servir 4 déterminer trés aisé-
ment la forme générale de certaines différentielles
totales a coefficients transcendants. .

Considérons par exemple une différenticlle totale de
la forme

(9) ds = ex+ay [P (2, y)dx + Q(z, yydy],

P(z, 1) et Q(x, ¥) ¢tant des fonctions rationnelles
. 1)

de z et de y. On démontre, comme plus haut, que I'on

peut prendre pour s I'intégrale définie

1

(10) Z(x,y)= f e‘-'+aJ)/[xP(.zt,yt) +yQ(xt, ye)] dt.

0

Une suite d’intégration par parties conduit, par des
calculs rationnels, a une partie tout intégrée

elx+ay)t R(=z, ¥ )

ou R(wx, ») est une fonction rationnelle de z et de y,
et a une intégrale de la forme

1 "l .
' [ elax+ayt _P_’""_ 1 (45 x, .7)({['
A Fu(t;z, y) 7

F, et F,,_, étant des polynomes de degré m et m —1
en t, dont les coefficients sont .des fonctions ration-
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nelles de z et de y, et le polynome F,, étant premier
avec sa dérivée. Les résidus de la fongtion

o (t) = elx+ay?t F____'""

' m
doivent étre indépendants de x et de y, Soit t=10(z,y)
une racine de F,,(¢) = o; le résidu correspondant

Fm—i (6 )

elx+ay)0(x,y)
Fn(0)

est le produit d’une fonction transcendante par une
fonction algébrique. Pour que ce produit se réduise a
une constante, il faut évidemment que I’on ait

— F,,,_1(0)_
(x +ay)b(z, y)=c, 0 ._‘b,

la constante ¢ pouvant étre nulle. Les racines de I'équa-
c -
z+ ay’

tion F,(t)=o0 sont donc de la forme § =
et la fonction ¢, (#) a pour expression

m

b;
91 () = ela+aynt 2 -—__IZ‘_'-—’
g — —m
=t z +ay

1
et l’imégralef ¢y (t) dt devient, en posant
0

u
z+ay’

x+ay bi
= 4 du.
P (z,¥) j; el (Zu—c,) u

On voit immédiatement que la différentielle totale d ® -
a pour expression

d“? = ext+ay (z;:;b}‘j‘—‘—‘c‘) (dz + ady),
—c
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et toute différentielle exacte (g) est de la forme

Fm—i ($ -+ ay)

d[ez‘*'a)’R (.’t‘,y)] Ty Fou (Z‘ -+ 0},)

(dz + a dy),
R(z, y) étant une fonction rationnelle quelconque
de z, y et Fp, F,,_; deux polynomes de degré égal a
Pindice, k), étant premier avec sa dérivée. Nous
voyons de plus que cette décomposition peut étre
effectuée par des opérations rationnelles. Dans le eas
actuel, le polynome F,, (¢, z, v) est toujours décom-
posable en m facteurs analytiquement distincts.

5. Considérons encore une équation aux différen-
tielles totales du second ordre complétement inté-
grable

(1) d*s=P(z,y)dz*+2Q (x, y)drdy + R(x,y‘)ld_yﬁ,

ou P, Q, R sont des fonctions rationnelles de z et de y.
Elle est équivalente au systéme

sdp= P(z,y)dz+ Q(=, y)dy,
(12) ‘dq=Q(x,)/)dx+R(x‘,}’)d,}’y
'dz:PL{.T—*‘qd}/,

ce qui donne les conditions d’intégrabilité

P _9Q  dQ _ dR

(13) 7=’ 9= o
En posant, comme plus haut, 2=X¢, y =Yy,
s devient une fonction ®(¢; X, Y), pour laquelle
on a
: d2z d2d , .,
(14) -3;;:72—2— =X2P(Xt, Yl)
+2XYQ(X¢, Yt) + YR (X¢, Yo);

'intégrale de cetle équation qui est nulle, ainsi que sa
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dérivée our { — o0, a pour ex ression
b b

(15) P X,Y)

¢
=f (t—u) [X2P(Xu, Yu)
0
+2XYQ(Xu,Yu)+ Y2R(Xu,Yu)]du,

et en faisant £ =1 dans le second membre, et y rem-
placant X et Y par z et y respectivement, on obtient
I'intégrale particuliére de I’équation (11) qui est nulle,
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre,
pour x =y = o. Il est aisé de le vérifier par un calcul
direct. On a par exemple
t
3—;% ='/0‘ (t—u)[2XP + X' uPlf+2YQ
+2XYu QL+ Y u R ] du,

g2 P
oX?

¢
=f (t — u)[2P+4XuP’,+X2u3P:’ts
0

" 2
+4YuQl+ 2XYur QY u? Rﬁ.a] du,
ou, en remplacant Q, Q’., R} par P}, P

- PJ, res-
pectivement, -

't
xry?

()2(1) t 7 ’ 2
s =[ (t—u)[2P +4XuP,+4Yul,

+ X242 Pha+ 2 XY w2 Pl +Y w2 P",:J du

- [l(t—u)32P+ %[P(Xa,Yu)]

‘0

+ » L P(Xu Yu)]?du
“ du’[ ’ -

t d?
=~/0‘ (t——u)‘-l,—u—2 [u*P(Xu, Yu)] du
u=t

d
= ) — (u2 2
= [(t w) du(u P)+u P]
ou enfin
d .,

G = e (X4 Yo
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Pour t =1, 0na blen =P(X, Y), et I'on véri-
fierait de méme que I'on a

92z . 92z
Xy = QX V), v = R(X, Y)
L'intégrale (15) se compose d’une partie rationnelle
et d'une intégrale de la forme

(2, X, Y)dt
Tu(t, X, Y)’

F,. et ¢ étant deux polynomes en ¢ & coefficients ration-
nels en X et Y, dont le premier est premier avec sa
dérivée I, et dont le second est au plus de degré
m —1. Les résidus de cette fonction rationnelle ne
sont pas nécessairement indépendants de X et de Y,
mais ces résidus sont des fonctions linéaires de X et
de Y. Soit en effet I; I'intégrale

I¢ _——_/(t — u)[X2P + 2XYQ + Y2R] du,
c

prise le long d’un contour fermé quelconque C dans le
plan de la variable complexe u. D’aprés le calcul que
nous venons de faire, on a

ol ) _
e —f Tu [(l — + u? P]. du=o

et 'on demontreran de méme que l'on a

02l 221¢

KX =% o =o

Les conséquences sont analogués a celles qui ont
été indiquées au n° 2. Si le polynome F, (¢, X, Y) est

indécomposable, la fonction tationnelle F—est de la
n
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forme
(AX +BY+C) 2 logF,, |,

A, B, C étant des constantes, et I'intégrale s’obtiendra
par des calculs rationnels.

6. L'introduction de la variable auxiliaire ¢ avait seu-
lement pour but de conserver la symeétrie entre les
variables z et j-, mais le résultat essentiel relatif aux
résidus est indépendant de cet artifice. Soient P(z, y-),
Q(z, y) deux fonctions analytiques uniformes lorsque
les variables complexes z et ) restent respectivement
dans deux domaines D et D, et qui satisfont ala con-
dition (1) dans ces domaines. Nous supposons de plus
(que quand on donne a ) une valeur constante )":

dans D,, P(z, y) et Q(z,y) sont des fonctions
méromorphes de z dans D,.

Les résidus de la fonction f(z)="P(z,y) sont

indépendants de y. 11 suffit pour cela de prouver que
la valeur de I'intégrale

I :f P(x, ;)dx,
¢

prise le leong d'un contour fermé ‘quelconque dans Dx,

est mdependante de ) Or on a immédiatement

x= f""' =fc%§dx=[Q]c=o.

Inversement, si une fonction P(z, y) satisfait aux
conditions précédentes, on peut lui associer une autre
fonction Q(=z, y), qui est aussi une fonction méro-
morphe de z pour une valeur constante de y, telle
que Pdz + Qdy soit une différentielle exacte. En
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eftet, si les résidus de P(z, y) sont indépendants de y,

P . :
on af‘l- dz = o, et les résidus de 9 sont nuls. On
¢ dy

aura donc pour Q lintégrale :;‘—;dw d’'une fonction

méromorphe dont tous les résidus sont nuls, c’est-
a-dire une autre fonction méromorphe.

En particulier, soit P(z,y) une fonction rationnelle
des deux variables x et y, telle que les résidus de la
fonction P(z, y) de la seule variable x soient indé-
pendants de y. Le raisonnement prouve qu’on peut lui
associer une autre fonction rationnelle Q(z, y) telle
que P(z, y¥)dxr + Q(z, y)dy soit une différentielle

exacte.

[R1D]

SUR LES MOUVEMENTS RELATIFS DE TROIS PLANS
QUI GLISSENT L'UN SUR L’AUTRE;

Par Fernaap JOSSE,
Eléve & I’Ecole Centrale des Arts et Manufactures.

1. Soient Py, Py, P,, ... des plans qui glissen sur
un méme plan fixe (lequel peut se confondre avec I'un
d’eux). Le maquvement de P; par rapport a P; sera
désigné par le symbole <;‘;) + A un instant donné, ce
mouvement est tangenl a une rotation de centre I;;
(centre instantané de rotation) ct de vilesse angu-

laire w;;. I;; est confondu avec Ij; et 'on a

wij=— Wj.
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Si I’on considére trois quelconques de ces plans P;,

P;. Pi, la théorie des mouvements relatifs conduit
immédiatement aux résultats suivants :

1° Les centres Iz, I, I;; sont en ligne droite;
2°On a
W)k Wi w;;

= = )
Lijhie  Vilje  Vplyy

ou il faut tenir compte des conventions de signes ordi-
naires, pour les numérateurs et pour les dénominateurs.
Ces égalités ont comme conséquence

O W W= 0,

formule évidente a priori.

P
2. Prenons les plans Py, P,, P;. Le mouvement <i,—‘)
M 2

peut étre obtenu par le roulement d’une courbe («y)
I:,l
sur courbe (@,); le mouvement 5. ) par le roulement
3
d’unc courbe (0,) sur une courbe (b3); le mouvement
Py’
<|—,") par le voulement d’une courbe (¢;) sur une
1/

courbe (¢,). Les courbes (b,) et (¢,) sont liées a Py,
(Ca) et (as) a Py, (ay) et (by)aPy.

Pour éviter un excés d’indices, appelons A le
centre oy, B le centre I, et C le centre 1,,. Alors, A,

¢tant le centre instantané de rotation pour le mouve-
ol

ment <:—,j> » est le point de contact de () et (a3). De
mcéme B est le point de contact de (b3) et (by), Cle
point de contact de (c,) et (c2).

Aux points A, B, C les courbes (a), (0) et (c) ont
en tout six centres de courbure. L'objet de cette Note
est d'établir qu'il existe entre ces six centres de

courbure une relation et d’en rechercher la forme.
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3. Désignons par A (fig. 1) la droite ABC. Cette
droite enveloppe, respectivement par rapport aux trois

(c.)

plans Py, P,, Py, trois courbes Iy, Ty, Ty. Soient ¢,,
%, 04 les points caractéristiques de A. On peut supposer
que A roule sur T'y, en donnant a cette droite un glisse-
ment convenable le long d’elle-méme. Soit alors Py un
planlié 4 A. Le centrel,, estle point 3,. Le centre I, doit
étre aligné sur le précédent et sur le centre 1,4, ¢’est-a-

dire sur C.D’autré partle méme centre est surlanormale
A A en 3, qui est son point caractéristique dans ({:—2) .

C’est donc le point ¢, méme (V). '

Exprimons que les courbes (a3) et (a,) roulent 'une
sur Pautre : il suffit d’écrire que le point A, entrainé
dans 'un ou l'autre des mouvements G:—z) el (;:—Z) )
a la méme vitesse, ce qui donne

W09 A = w3pd3A.
Posons encore, pour simplifier les notations,

Wyp == Wy, W29 = Wy, W39 = W3,

la relation précédente et les relations analogues

. . P
(') On voit donc accessoirement que, dans le mouvement (l—)3>a
0

la base est le lieu de &, dans P,, c’est-a-dire A, et la roulante le

lieu de &, dans P,, c’est-a-dire I',, Donc U'lhypothése que A roule
sur T, entraine la conséquence que A roule surT, et, bien entendu,

sur T'; aussi.
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s'écrivent
w30, A = w383 A,
(1) . w38;B = ;3 B,
018, C = 038,C.

Introduisons maintenant les centres de courbure a,
de (a.) et 23 de (@3) en A, et reproduisons le raison-
nement de M. J. Pérés dans un article récent ().

Supposons que le mouvement de A soit maintenant
tel que le point A soit fixe sur cette droite, et soit P,
un plan entrainé dans ce mouvement. Les ‘centres I,
et Ty, sont les points M, et M; de a, a;, qui se projettent
sur A en 8, et 8;. Soit 'V la vitesse du point A, entrainé

P P
dans ’'un ou 'autre des mouvements (FZ> , <F3> On a
3 4

V=M \wy = MzA 03,
Jdon
_ (1
@32 = 0= 0= VA SR T MGA

Si T'on refaisait le raisonnement, en remplacant A
par s, 3, on aurait

On tire de la

ou encore

Soicnt o, of les projections sur A de z, «;, on obtient,

() A propos de la formule d'Euler-Savary (N. A., 1923,
p. 205).
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par projection de l'égalité précédente,

en posant
1 1
et Ad =1,

! !
Aoy A,

l —_—
Ad
On reconnait, en invoquant des résultats classiques,
que le point o/ n’est autre que la projection sur A du
point a diamétralement opposé a A sur le cercle des

. . P.
inflexions du mouvement <-P—‘ .
2
Récrivons I'égalité précédemment obtenue, ainsi que

les égalités analogues :

) 5 B om
1 1 . 1
Cs, C¢  n

3. On tire des égalités (1)

33.C81 = A0;.8B0,.C0,.

=<

(3) Ac,.

Les trois points 6,, G2, 63 interviennent dans les
quatre relations (2) et (3). En éliminant ces trois
points il doit rester, comme je I'ai dit au n°2, une rela-
tion entre les six centres de courbure 2., a3, ..., etc.

Pour faire cette élimination, remarquons qu’on
satisfait a (3) de la maniére la plus générale en posant

BSI_E CBQ__Z éﬁ_)\
ce, v As, W Bo; @

A, i, v étant quelconques. La premiére de ces relations

donne
B8 C& B3—Cs _ BC

= ’
v r—v =V
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d’on
B5,=BC—E—, €8 =BC—,
E‘L——V }J.—‘)
ect, de méme,
E
CS»-CA——)-\- A83=CA;—_——)\"
}L
%—u’ B = Bt

La premiére des relations (2) donne, d’autre part,

AB:.A S,

L= Ads— Ao,

En remplagant A8, et A3; par leurs valeurs, on
trouve, apreés réduction,
\

, A %AB.CA
l—‘m'c‘\(x—p)c A\=(v—2)AB~ XCB + gAC +vBA "

On a de méme

»BC.AB
XCB + pAC ~vBA’
_ vCA.BC
T %GB+ pAC+vBA®

m =

. . . te _-2
Wluluphons ces relations respectivement par BC

—p
CA AB et ajoutons. On reconnait que X, w, v s’éli-
mment et 1l reste

lB_C2 +mEK‘ -+ nﬁ2 + BC.CA,AB = o,
ou, en remplacant /, m, n par leurs valeurs,
(3) X#.BG +BF.CA +Cy.AB +BC.CA.AB=o.
Clest la relation demandée. Il serait intéressant d'en
obtenir une interprétation géométrique simple, per-

mettant, en particulier, de construire un des six centres
de courbure, connaissant les cing autres.

Ann. de Mathémat., 5 série, t. IL. ( Déc. 1923.) 8
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[RODb]
CHOC EN TENANT COMPTE DU FROTTEMENT;
Pan Josern PERES.

I. Le probléme plan.

1. Je me propose de revenir ici surl’étude du choc
de deux solides quelconques en tenant compte du
Jrottement au contact. Cest la une question déja
étudiée et 'on sait que les méthodes de la Mécanique
rationnelle en fournissent la solution sans que l'on
rencontre jamais, comme dans d’autres questions ou
intervient lc frottement, aucune indétermination ou
impossibilité (). Nous utiliserons dans cet article,
pour résoudre le probléme posé et arriver a la con-
clusion précédente, une représentation géométrique
trés simple et qui présente des avantages.

Faut-il dire que ces quelques pages n’apportent pas
de résultats nouveaux.

2. Envisageons d’abord le cas d’une plaque maté-
' rielle quelconque (S), mobile dans un plan et y
‘rehcentrant, a4 un instant donné, un obstacle fixe (2);
O est le point de contact; les axes de coordonnées Oz
et Oy sont respectivement la tangente et la normale
aux surfaces en contact; le centre de graviié de la
plaque G a, a 'intant du choc, les-coordonnées a et b.
Nous supposerons connu le coefficient de restitution

(') Un cas particulier intéressant a été étudié récemment ici
méme (cf. Nouvelles Annales, avril et juin 1923 ).
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(ou d’élasticité) e; enfin, le contact a lieu avec frotte-
ment, le coefficient de frottement étant connu.

Fig. 1.

,1:‘)'

"

Etant données, i l'instant ¢, oi commence le choc,
les composantes a,, B, de la vitesse du point G et la
rotation instantanée w, de la plaque, il s’agit de déter-
miner, a I'instant ¢, ou le choc se termine, les quantités
analogues a, 8, w,.

Pour cela notons d’abord que, X et Y étant les
composantes de la percussion P qui s’exerce sur (S),
on a les équations classiques

X B!”!.I(
k= TR
. ! Y ///..‘A
() fBL— Bo= )’ u/(\\'
bX —aY¥
Ll)l_b)0= _‘m——

(quantité de mouvement et moment cinétique en G),
m étant la masse de la plaque et kle rayon de giration
relatif au point G. D’autre part la vitesse du point de
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laplaque quiest en O est
Up=ay+ by,

au début du choc {
0= Bo— ano;

fl

2+ bwy,

ﬁ|'— awyp,

U,

1

a la fin dn choc {
1

et on en déduit, d’aprés (1),

X(kt+-b2)—abY _ 09(X.Y)

U}’-—Uo’:

(2) mk? =T Jx '
? Vi v, _ —@bX - Y (Kt ah) _ 9g(N, V)

! o= m k2 - Y
avec

X2(hk24-b2)—2abX Y +(hk2+a2)Y?
2mk? ‘

Tout revient donc & déterminer Uiet Vi : X etY
en résultent grace aux relations (2), puis, d’aprés les
relations (1), I'état final des vitesses.

3. 1l serait facile d’achever la question par le calcul.
Nous procéderons plutot géométriquement, en utilisant
les remarques suivantes.

La courbe
oz, y)=1

est une ellipse dont le tracé est immédiat : le grand
axe est porté par la droite OG (bx — ay =o0) etles
longueurs des demi-axes sont proportionnelles a
\ - ar bet k. L’ellipse présente la disposition de
lafigure 2 si, ce qui n’est pas une restriction, on sup-
poseabpositif (*):lespoints Het K de cette ellipse ( point
le plus haut et point le plus a droite) sont dans I'angle

(') Nous pouvons laisser de coté¢ le cas ot ab serait nul. Clest,
au fond, le cas traité dans les articles précédemment cilés.



(r01)
des axes £Oy. Soientp le point ou la demi-droite qui
porte la percussion rencontre cette ellipse et r le pied
de la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente en
p alellipse ; soient M, et M, les points de coordonnées
Uy, Voet Uy, V, : d’aprés les formules (2) les segments
Or etMy M, sont paralléles et de méme sens.

Fig. 2.

Observons enfin que I'on peut écrire des formules
analogues a (1) et (2) pour tout intervalle partiel du
temps ¢, ¢, que dure le choc. Soient alors U et V les
composantes de la vitesse du point de contact a un
instant quelconque du choc etsoit M le point de coor-
données U et V. Pendantle choclepoint M va, suivant
un certain chemin, de My en M, : @ chaque instant
le déplacement de ce point a lieu dans la direction
O, le point r étant déterminé parla contruction précé-
dente ou I'on remplace la percussion P par la réac-
tion a linstant considéré. -

Cette réaction (coxﬁme d’ailleurs la percussion totale
P) est située au-dessus de X'OX, de sorte que le
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point p est toujours sur la demi-ellipse supérieure
A’BHKA. Le point M, est connu, il est au-dessous de
X'OX puisque la vitesse normale V, au début du choc
doit étre supposée négative. La trajectoire du point M
est immédiate : si, pendant tout ou partie du choc, il
y a glissement, la réaction correspondante fait avec O y
Pangle de frottement dans le sens opposé au glissement;
les points p et r sont donc bien déterminés et M décrira
un segment de droite paralléle aOr et de méme sens.
Si, au contraire, il n'y a pas glissement, U sera nul et
le point M se déplacera sur 'Oy, le point p corres-
pondant étant en H. Dans tous les cas on déterminera
sans peine le point M, puisque 'onen connait I'or-
donnée

(3) Vi=—eV,,

e étant le coefficient de restitution.
Pour terminer la discussion nous distinguerons
plusieurs cas.

4. Premier cas : pas de glissement au début du
choc. U, est nul et M, est sur Oy’. Deux hypothéses
sont possibles. .

a. Pendant le choc 1l n’y a pas de glissement, le
point M décrit 'axe y'Oy jusqu’en M, déterminé par
la relation (3). Le point p correspondant est en H et
la percussion portée par OH. Cette solution est donc

PR
acceptable si y OH est inférieur ou égal a l'angle de
Jrottement o.

b. Pendant le choc un glissement s’établit. La réac-
tion tangentielle devant étre opposée au glissement
dont le sens est défini par Or, il faut que Oy soit inté-
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rieur a 'angle 7/0; Cela implique, comme on le voit
immédiatement sur la figure, que p soit un point de
I'arc BH; le glissement sera donc négatif. La position
du point M, en résulte (fig. 2) et 'on voit quele glis-

sement n’est possible que si y/()?{ est plus grand que
langle de frottement.

Les deux hypothéses s’excluent et nous obtenons
donc toujours une seule solution du probléme.

5. Deuriéme cas : U, positif. Dans ce cas, au
moins au début du choc, le glissementest positif et le
point p est bien determiné sur I'arc A'B. On a donc la

direction Or <contenue dans Pangle .z/’(?y) et le"point
M décrit la paralléle menée par My. Prenons sur cette
paralléle le point dont 'ordonnée est donnée par(3).

Sile point ainsi obtenu correspond encore a un glis-
sement positif, ¢’est le pointM, et le probléme estrésolu;
le glissement reste positif pendant tout le choc. Sinon
la droite issue de M, coupe I'axe y'y en un point M’ et
il faut diviser le choc en deux périodes. La premiére
nous améne en M avec un glissement nul. Nous nous
trouvons ensuite dans les conditions du premier cas
et nous aurons, pour la fin du choc, pas de glissement
ou glissement négatif suivant la valeur du coefficient
de frottement.

6. Troisicme cas : Uy négatif. Au début du choc
le glissement est négatif et le point p bien déterminé
sur Parc d’ellipse AB.

a. p estsur 'arc BH. Or estalors dans 'angle 'Oy
de sorte que le glissement augmentera en valeur absolue.
M, correspond donc toujours a un glissement négatif
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et la solution convenable sera toujours obtenue en
menant par M, la parallele a O r.

b. p est sur 'arc HK. Or est dans I'angle 20y Le
glissement sera négatif pendant tout le choc si le point
M,, déterminé en menant par M, la paralléle a O r, est
a gauche de »’Oy. Sinon, il faudra s’arréter, comme
dans le second cas, en M’ sur 'Oy et le choc compor-
tera une seconde période, toujours sans glissement,
d’apres les résultats du premier cas.

c. p est sur I'arc KA. Dans ce cas O r est dans 'angle
2"Ox et la paralléele menée par My ne rencontre pas
2’0 2 mais rencontre toujours »’'Oy. Le choc comporte

»

Fig. 3.

toujours deux périodes, la premiére amenant en M/, la
deuxiéme amenant en M, sans qu’aucun glissement

s’établisse ( fig. 3).

7. On voit que, dans tous les cas, la solution du
probléme est déterminéesans que I'on rencontre aucune

.
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impossibilité. L’application de la méthode n’exige pas
le tracé de l'ellipse; on en connait les axes et, parce que
toute ellipse homothétique et concentrique peut jouer
le méme role, on prendra pour longueur de ces axes
2y 'k* a0 et ok (§3). Tl y aurait peu de chose a
ajouter pour obtenir, de fagcon également graphique,
la percussion P.

Le dernier cas envisagé (§ 6, ¢) présente une cir-
constance a premiére vue paradoxale : la vitesse normale
du point de contact augmente en valeur absolue pendant
la premicre partie du choc.

Dans le cas de corps mous (e =0 le point M, se
trouve sur 'axe 'Oz et une discussion classique, pour
laquelle nous pouvons renvoyer le lecteur aun article
de M. Delassus ('), permettra de décider si, aprés le’
choc, le mouvement de la plaque sera le mouvement
libre ou le mouvement lié (avec ou sans glissement).
Peut-on, dans le cas du glissement, se trouver dans le
cas ou les lois du frottement paraissent conduire a une
impossibilité et ou, comme le montre clairement
M. Delassus, il se produit choc avec établissement
brusque du roulement ? 11 est facile de voir que non :
la droite D de M. Delassus est, avec les notations
utilisées ici, la droite OK et 'impossibilité en question
ne pourrait se présenter que pour

PR
U; <o, yO0K <o (2).

Il suffit de se reporter & la discussion précédente pour
constater que ces inégalités ne seront pas simultanément

(1) Nouvelles Annales, 1920, p. 485.
(*) » étant l'angle de frottement (cf. loc. cit., note précédente,
§4etd).
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vérifiées ('). Les corps étant mous, le choc est donc
bien terminé lorsque le point M, vient surz'Ox.

8. Nous avons envisagé, jusqu'ici, le choc d’une
plaque sur un obstacle fixe, mais il n’est pas plus diffi-
cile d’étudier le choc de deux plaques (S) et (S')
mobiles dans un plan. Gardant les notations précédentes
etaccentuant les quantités relatives a la seconde plaque,
on aura les équations déja écrites (1) et

! X
! !
2] — ol =— —,
1 0 Y
Y
' nr Qo
(1) Bi—B8o= ol
, ,  —O0X4-adY,
P11 Y0 = m' k' ’

il faut faire intervenir les composantes U et V de la
vilesse, par rapport a (S'), du point de (S) qui est en
O ces composanles sont, au début eta la fin du choc,

Ug=ag+mgb—ay—wyl, U=o0+ v 0—al—w;d

Vo= {30— W@ — Py +wya', Vi=Bi—oa—Bi+njad),
onen déduit encore
Ui— U= ¢x (X, Y), Vi—Vi=¢y (X, Y),

avec, cette fois,

X2 Y2 X2+ Y2 b2X2—2abXY+a2Y?
-+ — +
am 2am omk?
b2X2—2a b'XY 4+ a'2Y?
am' k'2

q"(xr Y)=

-

(1) U, ne peut étre négatif que : 1° dans le premier cas, si

Ve
¥ OH < z; 2°dans le second cas, si 1'on a la méme inégalité; 3° dans
le troisiéme cas, @. ou I'on a encore la méme inégalité.
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11 n’y a plus qu’a répéter mots pour mots la discussion
précédente en partant cette fois de ellipse qui a pour
équation
"f(“‘:}’) =1.

Ici encore aucune indétermination ou impossibilite.

Nous n’insisterons pas davantage sur les problémes
plans et réservons, pour un prochain article, I'applica-
tion des mémes méthodes aux questions analogues
dans l'espace.

GONCOURS D’'AGREGATION DE 1925,

Mathématiques élémentaires.

Sur les cotés d’un triangle ABC, pris comme dia-
gonales, on construit, dans le plan du triangle, les
carrés CPBP', AQCQ', BRAR'. Les notations sont
choisies de telle sorte que les sens de parcours,
marqués par Uordre indigué par les sommets, cor-
respondent au sens de rotation ABC.

I. Onconsidére la figure constituée par lensemble
des neuf points A, B, G, P, Q, R, P', Q', R, et par
les segments qui ont pour extrémités deux. quel-
conques d’entre euzx. Montrer qu’a chacun de ces
segments, on peut en associer au moins un autre
qui lui soit égal; comparer les directions des seg-
ments assocles.

Montrer que les segments QR et Q'R’ sont vus du
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milieu de BC sous un angle droit; que QR’ et RQ’
concourent au pied de la hauteur issue de A sur BC,
que les triangles ABC, PQR, P'Q'R' ont méme
centre de gravité.

II. On n’étudiera, dans tout ce qui suit, que des
triangles T(ABC) auxquels correspondent trois
points P, Q, R alignés. Indiquer comment on peut
construire de tels triangles.

La condition imposée peut se traduire, soit par
une relation f(a*, b?, c¢*)=o, entre les longueurs
des cdtés, soit par une relation entre la surface et
la somme des carrés des cotés, soit par une relation
symétrique entre les cotangentes des angles du
triangle. On établira ces relations.

III. a. Les sommets B et C étant donnés, trouver
le lieu de A et U'enveloppe de Q'R';

b. A et P étant donnés, trouver les lieuz de B, C,
P, Q' R et les enveloppes des cotés de P'Q'R’;

c. Q' et R étant donnés, trouver les licuzx de A,
B,G, P, Q, R, Uenveloppe de la droite PQR et les
enveloppes des cotés de 'T.

LV. Montrer que les nombres a, b, ¢ qui vérifient
la relation f(a*, b*, c¢*)=o, obtenue dans la
deuxiéme partie, ne sont jamais simultanément des
nombres entiers.

On posera

ar=r, b=y, ct= 3z,
¥y +3—a=12X2 s+x—y=12Y?, T +y—z5=2l?
(0SXZYSZ).

Trouver la relation qui existe entre X, Y, L.



(109) -
Démontrer que si x, y, z sont desentiers premiers
entre eux dans leur ensemble X, Y, 7 sont entiers
et premiers entre eux deux da deux.
Déduire de la le moyen d’obtenir toutes les solu-
tions en nombrescentiers de l'équation

f(z,y,z)=0.

SoLuTION
Par Jean DoLlox.

I. Le sens de rotation du triangle ABC sera dans
toute la suite, pour fixer les idées, le sens trigonomé-
trique.

En ce qui concerne la premiére partie du probléme,
nous nous bornerons a quelques indications essentielles,
a laide desquelles le lecteur trouvera facilement la
réponse a toutes les questions posées.

a. Démontrons d’abord que les quadrilatéres tels
que AQP'R et AQ'PR' sont des parallélogrammes.
Soit par exemple le premier. On passe de Q a C

. T . A+C
- e . 1.
par une rolation de - 5 autour du point S ('Y

. A
(1) Nous employons la notation +C

pour désigner le miliew

de AC. Cette notation peut étre jusiiﬁée de la facon suivante :
Soient B’ le milieu de AC et O un point quelconque, on a toujours
I'égalité géométrique
—> —> = —— g (—+ =
208 =0A+0C ou OB ==:(0A+0C).
Puisque O est arbitraire, on peut se permeltre de schémaliser

celte égalité sous la forme
AN+ C

2

B’:

Lo . A . A4+B+C L., .
On justifierait de méme la notation ——3:—— utilisée plus loin

pour désigner le centre de gravité du triangle ABC.
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on passe de méme de C a P’ par une rotation de —
autour du point

2
- On passe donc directement
de Q a P’ par une translation qu’on peut déterminer
ainsi : on considére le point

——, il est invariant
dans la premiére rotation, on lui applique la seconde
—_—

etl'on a en AV (fig. 1) le vecteur de la translation. Ce
vecteur est évidemment équipollent a AR.

Fig. 1
A .
eV
R’ \\ P
c g

- P

. VA

. A

SR / \\

/ 1
8 A'/I \\‘ c

Q I

AN .
4
v
4
Remarques. — 1. La premiére des rotations consi-
dérées change A en Q. la seconde change donc Qen R :
. , . . ]
le point R se déduit de Q par une rotation de — - autour
B+C -
de ——.

.

2. Les deux parallélogrammes AQRP' et AQ'R'P
sont égaux et ont les cotés homologues rectangulaires.
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Les diagonales homologues, telles que AP et. QR sont
donc égales et portées par des droites rectangulaires :
o — .
on passe du sens QR au sens PA par une rotation d’un
angle égal a + g

b. Nous allons montrer maintenant que QR'
et RQ' se coupent au pied de la hauteur abaissée
de A.

En effet, du triangle ABC on déduit :

AR'Q par une similitude <7> — Z> de centre A;
2

AQ'R par une similitude <7, —+ = ) de centre A.

Par le pied H de la hauteur issue de A, menons
maintenant deux droites inclinées de = sur BC} ce sont
les transformées de BC dans les similitudes précédentes,
c’est-a-dire QR’ et RQ'.

c. Les triangles ABC, PQR, P'Q'R’' ont méme
centre de gravité. En effet I'existence, établie au

début, de parallélogrammes tels que AQPR' entraine

R A+ P
»queQ:_ = _: ) etc.

On a donc

53 A > ’ C ’
Q+R +R+I +P+Q AT +B+Q+ +R’

2 2 2 2 2 2

"+ R’ ! ! > " A+ P C+R
Q'+ +R+P+Iv+Q= -+ +B+Q+ ,

2 2 P 2 2 2

d’ott on déduit

A+B+C_ P+Q+R_P+Q+K
37 3 - 3 ’

On verrait aisément, du reste, que la droite qui
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joint, par exemple, Q' au milieu de BQ (et qui est 'une
des médianes du triangle P'Q'R’) et la droite joignant A
au milieu de BC se coupent aux deux tiers de leur lon-
gueur a partir des sommets.

Il. Nous supposons désormais le triangle ABC tel
que les points P, Q, R soient alignés. Si ces points
sont deux a deux distincts, 'un d’eux est compris
entre les deux autres et nous pouvons toujours sup-
poser, pour faire la figure, que ce soit le point R ().

Ceci posé, supposons donnés P, Q, R et proposons-
nous de construire le triangle ABC. 1 suftiv (I, re-

— —_—

marque 2) de prendre PA de méme longueur que Q1

_ > —>
ct faisant avec lui un angle de 55 PB et PC s’obtiennent

de méme a partir de RP et 1’6 et le lecteur vérifiera
sans peine que le triangle ABC ainsi déterminé répond
bien a la question.

Indiquons aussi une construction, qui présente
quelque intérét pour la suite, des milieux A\, B, €/,
des cotés du triangle ABC. Nous avons vu (1, re-
marque 1) que 'on passe de R a Q par unc rotation

T
de + 5 autour de A’: A’ est donc 'un des sommets du

carré construit sur RQ pour diagonale et I'on obtient
de facon analogue B’ et C' (fig. 2). On voit immédia-
tement sur la figure que PA’; QB’, RC’ sont bien res-
pectivement perpendiculaires aux cotés du triangle ABG
et de longueur moitié. Posons maintenant

X
RQ = =, PQ =
\/.

2

y
7'

(") 1l suffit de choisir convenahlement les notations.”
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les carrés des cotés du triangle ABC valent respecti-

vement
ar=1Y?2 + 72,

(1) b2 = 7.2 4+ X2,
c2 = X2+ Yg’
Fig. o,
A BiC
A= 0
R
1. C+A
B 2
I
//,/
/’//
o’
i
c- A+B
2
J
A

et 'on a d’autre part

(2) Z=X+Y.

On tire des relations (1)

b2+ ¢ — a2=2X2,
(1) c? 4+ ar— b2=2Y?2,
at+ b2 — ¢t =272,

et, pour trouver larelation entre a2, b2, c2, il sufira de
Ann. de Mathémat., 5 série, t. II. (Déc. 1923.) 9
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porter ces valeurs de X2, Y2, Z2 dans la relation

X+Y+Z)(X+Y-Z)(Y+Z—-X)(Z+X—-Y)=n,

qui doit étre substituée a (2) en l'absence de toute
hypothése sur la disposition des points P, Q, R et sur
le signe de X, Y, Z.

Cette derniére relation s’écrit encore
(3) Xéo Yo Zb—o(Y2Z24 22X2 4 X2Y?2) = o,
et une simple substitution donne

Sf(az, b2, c?)=5(a+ b*+ c') — 6(b2ct+ctat+a?b?)=o,

relation a laquelle un calcul facile permet encore de

substituer
88 = a?+ b2+ c?,

S ¢tant Paire du triangle ABC.

Il est d’ailleurs aisé de trouver une relation simple
entre les cotangentes des angles du triangle ABC. Ces
angles sont égaux a ceux que forment les drdites PA/,
QB’, RC' prises deux a deux. Or, sur la figure 2, on -
évalue immédiatement les coeflicients angulaires des
droites en question dans le systeme d’axes PC/, PB'.
De la formule donnant la tangente trigonométrique
d’une différence d’angles, on déduit tangA, tangB,
tang G, et 'on trouve ‘

cotA + cotB +cotC = 2.

Cas particulier. — Tout triangle rectangle isoscéle
est évidemment un triangle T, deux des points PQR
¢tant confondus.

1I. Certains ¢léments sont variables, l'ordre des
points P, Q, R sera variable. 11 va sans dire que nous
renongons a toute hypothése concernant cet ordre.
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1° Supposons B et C donnés. — 11 en sera de méme
de P et de A’ (milieu de BC). En se reportant a la
figure 2 on voit que, si I est le milieude B'C/, on a
B'C’ PA’

Pl = —= = —— = const.
2 2

Le lieu de I est donc un cercle de centre 1, de
rayon E)A— Le lieu du point A s’en déduit par une

homothétie de centre A’, de rapport 2 : ¢’est un cercle
passant par P et par les deux sommets, autres que B
et G, du carré construit sur BC.

La droite Q'R’ passe par le milieu J de AP et est
perpendiculaire a AP’ ( fig. 1); mais le lieu de J se
déduit du lieu de A par une homothétie de centre P et

I s ,
de rapport _, JA parallele a AP’ est également perpen-
diculaire a Q'R’. L’enveloppe de cette derniére droite
est donc une hyperbole de foyer A’, le lieu de J étant
le cercle décrit sur I'axe transverse comme diamétre.

2° Supposons A et P donnés. — La droite PQR,
perpendiculaire a AP, estfixe. Pour obtenirle licu de B
on fera subir & la droite PQR une similitude de

centre A, de rapport |/ et d’angle — %E) le lieu de C
s’obtient par une similitude analogue, d’angle + I
4

Les lieux de B et C sont donc des droites dont la
construction est immédiate. Les points Q' et R’ se
déduisent de () et R par une rotation de centre A,

d’angle + gou — ; Les lieux de Q' et R’ sont donc

des droites qui se déduisent de la droite PQR par I'une
ou l'autre des deux rotations mentionnées. '
Enfin le lieu de I’ sera la droite homothétique de la

~
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droite PQR, A étant le centre et 2 le rapport d’homo-
thétie.

[’enveloppe de la droite Q'R’ se réduit au point J,
milieu de AP.

Cherchons l'enveloppe de la droite P'R’. Les
droites JR' et AP, passant par les points fixes J et A,
sont constamment rectangulaires; elles déterminent
donc des divisions semblables sur les droites Ly, et Ly
(elles-mémes rectangulaires) lieux respectifs de R’
et I, L’enveloppe de P’R’ est donc une parabole tan-
vente a Ly et L.

Etablissons ce résultat par une voie plus élémen-
taire. Le lieu du point E ( fig. 3) est le cercle de dia-

Fig. 3.

Lo

meétre Al qui peut etle considéré comme inverse, pm

rapport a A, de Ly. On a donc

AE. AP'=const. = A¢.AO

ct le cercle circonscrit au quadrilatére EOP'R’ passe
par le point fixe ¢. Il suffit alors d’envisager la droite



(1)
de Simson relative au point ¢ du triangle OR'P' pour
voir que ¢ est le foyer d’une parabole tangente a P'R/,
Ly et Lg. On raisonnerait de méme pour I'enveloppe

de la droite P'Q’.

3° Supposons donnés Q" et R'. — On connait le

point J, milieu de Q'R’. D’autre part, AP’ étant égal

et perpendiculaire a Q'R’ (1) la droite qui joint les
LN RS el

p 2

Qr RI

a Q'R et égale a = Le point A’ est donc connu.

points J = sera perpendiculaire

La droite PQR passe évidemment (fig. 2) par le
milieu K de JA’. Son enveloppe se réduit donc a ce
point et, I'angle en P étant droit, le lieu du point P est
la circonférence de diamétre JK.

Le lieu de A s’en déduit par une symétrie de centre J.
Enfin on passe du lieu de A aux lieux de B et C par
rotation de = Z— autour de R' et Q' respectivement et
Pon passe du lieu de A aux lieux de R et Q par des
similitudes (VZ, s 1Z-> de centre R’ et Q.

Il reste a trouver les enveloppes des cotés du
triangle T. Soit AB un c6té de ce triangle qui ren-
contre en C' la perpendiculaire abaissée de R’ sur lui.

Le lieu de C'= A+B est un cercle déduit du lieu de A

D)

par une similitude %, — 7—2) de centre R'. Lenve-
2

loppe de AB est donc une hyperbole de foyer R/, le
cercle décrit sur I'axe transverse étant le lieu de C'.
L’enveloppe de AC sera de méme une hyperbole
ayant Q" pour foyer. L’enveloppe de BC se réduit au
point A'.

IV. 1l s’agit d’abord de vérifier que I’équation

SJraz, b2 c?)y=5(at+ bt +ct)— 6{b2c+ c2a?’+ a*b?)= o
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qui peut aussi s’écrire
5(a?+ b2+ c?)?— 16(b2ct+ c2 a2+ atb?) =o

ne peut étre satisfaite par des valeurs, toutes entiéres,
de a, b, c.

L’équation ¢tant homogene, il suffit de démontrer
qu'elle n’a pas de solutions en nombres entiers pre--
miers dans leur ensemble puisqu’on se raménerait
toujours 4 ce cas en mettant en facteur la quatriéme
puissance du plus grand commun diviseur de a, b, c.

Soient donc «, b, ¢ trois entiers premiers entre eux
dans leur ensemble. Je dis que a®+ b*-c? n’ést
jamais multiple de 4. En effet, a, b, ¢ sont forcément
non tous pairs, d’aprés I'hypothése faite; si un seul de
ces trois nombres est impair, ou bien s’ils le sont tous,
a®+ b*+ ¢* sera un nombre impair; si enfin deux des
entiers @, b, ¢ sont impairs, nous aurons, par exemple,

a=»a, b=12b 41, c=12¢+1,

d’ou
a4+ b2+ c?=4(a?+ b2+ ¢+ b +c') +~2 = mult. §+ 2.

L'impossibilité de f = o en nombres entiers premiers
dans leur enseémble en résulte. Admettons en effet un
instant qu’on puisse trouver 3 entiers a, b, ¢ tels que
J=o0; puisque 16 est premier avec 5, il diviserait
(a*+ b2+ c*)2. Donc 4 diviserait a*—+ 0*—+ c2, ce
qui, d’apreés le lemme précédent, est impossible.

Posons, comme il est indiqué dans I’énoncé,

at=z, br=y, =z,
y+3z —x=2X2
z+x—y=12Y"
z+y-—3z =212
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ou encore
z =Yy I,
y =1 +X3
z=X2+Ye,
et supposons
O0SX<YSZ;

entre X, Y, Z on a la relation
Z=X-+Y.

Supposons que z, y, 3 soient entiers et premiers
entre eux dans leur ensemble et satisfassent a

f(“';}’,z)=0-

Je dis que X, Y, Z seront entiers et premiers entre
eux deux a deux. En effet la relation f = o est le résul-
tant de I’¢limination de X, Y entre les équations

gx=Y2+\X+Y)2= X2+ 2XY +2Y2
(E) y=X24 (X +Y)2=12X242XY + Y2,
>z=X2+Y2.

Les équations (E) sont résolubles en X2, XY, Y2 :

2 X2=y +3z—uz,
¢ 2Y?=z4+x —y,
4XY=x—|—y—3z

et 'on peut écrire f = o sous la forme
f(y+s—x)(z+x—y)=(x+y—33)

mais y + 3 — x et s + x — ) sont de méme parité, de
méme z4+x — y et x + y — 33; enfin, d'aprés P'éga-
lité précédente, x + y — 3z est manifestement pair
X2, Y2, XY sont donc des entiers.

D’ailleurs X2 et Y2 seront premiers entre eux, sans
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quoi x, y, 5 auraient un diviseur commun : en eflet,
si X2 et Y2 avaient un divisear commun ¢, &% divi-
serait X*Y2, ¢ diviserait XY et d’aprés les équa-
tions (E), il diviserait simultanément r, ¥, 3 qui, par
suite, ne seraient pas premiers dans lear ensemble. Il
en résulte que X et Y sont entiers : en effet, décom-
posons X2, Y2, XY en facteurs premiers

(2— 20 1% &
X =%l .. 2%,

Y2 =y?'y,{_?’. .. '3",

n

. = Y2 Yn
\NY = e, wjr,
X2 et Y2n'ayant pas de facteur commun

(XY)r=atiag. oyl yfr= wirugte. g

De l'identité des deux décompositions, on déduit la
parité des a et des B. X et Y sont donc entiers, et

comme
7Z=X A= Y7

Z est un entier premier a X et a Y.

Les solutions en nombres entiers premiers dans leur
ensemble de l'équation f(z, y,s)=o0 sont donc
fournies par les équations (E) ou X et Y sont des
entiers premiers entre eux. On passe a la solution
générale en substituant, aux valeurs z, y, s définies
par (E), les valeurs kz, ky, kz, k étant un entier quel-

conque.
- Autre solution par M. FAUCHEUX.
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[T5]
CAPACITES ELECTRIQUES ET GEOMETRIE BLEMENTAIRE ;
Par Maurice JANET.

SiI'on se donne un systéme de conducteurs, suivant
les connexions que I'on établit entre eux et la maniére
dont on les charge, on peut avoir a envisager diverses
capacités. Les capacités les plus intéressantes que 1'on
est amené a introduire ainsi se trouvent liées entre elles
par certaines relations dont il existe des représentations
géométriques simples. Nous indiquerons deux repré-
sentations de cette nature en nous bornant au cas d’un
systéme de quatre conducteurs : nous ne ferons ainsi
appel qu’a 'espace a trois dimensions; on pourrait étu-
dier d’une manicre analogue le cas de n conducteurs
en faisant appel a l'espace @ n—1 dimensions. La
premiére de ces représentations géométriques est due
a Potier (') : la recherche d’une démonstration
explicite des résultats indiqués par lui est I'origine de
ce travail; nous donnons une telle démonstration qui
offre une application intéressante d'un théoréme
connu de géométrie élémentaire. Nous proposons
ensuite une deuxiéme représentation géomélrique, qui
est & certains égards plus naturelle. Enfin la recherche
d’un lien entre les deux représentations conduit i
quelques énoncés géométriques que nous indiquons.

1. Supposons en présence quatre conducteurs,

(') Potier, Capacites entre les conducteurs (Journal de
Physique, 3¢ série, t. VI, 1897, p. 238). P. JANET. Lecons d’électro-
technique génerale (5¢ éd., t. I, Chap II, n° 15, p. 28).

Ann. de Mathémat., 5 série, t. II. (Janvier 192}%.) 10
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suftisamment éloignés de tous les autres, et supposons-
les d’abord a I'état neutre. Si 'on établit éventuel-
lement des connexions entre eux ct si 'on met deux
des conducteurs ainsi obtenus (K), (K') respective-
menl en communication avec les deux bornes d’un
générateur, d'une pile par exemple, 1l s’établit entre
ces deux conducteurs une différence de potentiel de
valeur absolue V, ¢t ils preunent deux charges de
méme valeur absolue Q et de signes contraires; le

Q
A4
conditions mdu]u(?es. Nous ('mplmemns pour cetle

rapport 5 est la capacité du systeme (K, K') dans les

capacité la notation suivante :

Si aucune connexion n'a été faite .>l\ ®3

et si K, K’ sont les conduc- (o8
teurs 1, 2. 1 ®
4
2
Ni 1,2 étanl en communication, o3
h.K'sontrespectivement (1,2) 1 i
ct (4). -
A
2
y o 3
Si1,2,3 sont en communication. Cies
Si 1.2 d’une part; 3, 4 de I'autre a8
sont en communication. Gis
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Si 2,3 sont en communication, .\2
4
(o

k., K’ étant respectivement 1,

4. 1

A ces hypothéses et aux hypothéses analogues que
Von peut faire en échangeant le role des conducteurs
correspondent

64+12+4 -3 +6=231

capacités, auxquelles nous ferons correspondre
31 longueurs de définition simple dans un certain
tétra¢dre, tétraédre (T) ou tétragdre (©).

2. Tétraédre T. — Les différences de potentiel
de deux quelconques des quatre conducteurs sont des
fonctions lin¢aires et homogcenes bien déterminées des
trois charges Qy, Q4, Q. (Qy+ Q.+ Q4+ Q. =0) (V).
Pour chaque distribution électrique possible, le
potentiel de I'un des conducteurs peut étre pris arbi-
trairement; ce potentiel choisi, les autres sont bien
déterminés; autrement dit, on peul représenter les
potentiels Vi, Vy, Vi Vi des quatre conducteurs d'un
systéme donné par les formules

\71=?7 Vg:‘?'*"!Jg, V3$:?+'L37 V;:' +‘L4!

ot by, dy, b, désignent des fonctions linéaires et

T

homogénes bien déterminées, ¢t » une fonction arbi-

traire de Q,, Q4, Q,; cn prenant pour 7 une fonction
linéaire et homogéne et ¢crivant Pexpression de V; en

dn

(') Traduction dc¢ la formule // d—udszo, ot u désignc
o (D)
une fonction harmonique dans le domaine limité par (D).
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fonction des ) dont I'indice est différent de ¢, ce qui
est possible grice al'équation Q, + Q2+ Qs+ Qs =0,
nous obtenons un systeme de formules

-

= 2 b1 Qy ou bii=o0 (i =1,2,3,4).

Assujettissons maintenant les & aux conditions
bik = bri; grace a la symétrie (') du tableau des
coefficients des ¢, ces conditions sont compatibles;
elles déterminent d’ailleurs entiérement la fonction 9.
La signification physique des b s’apercoit immédiate-
ment cn annulant deux des Q dans les formules précé-

dentes : :
1

,)1'/.:——
2%

Cela posé, considérons untétraédre (T)S; S, S; S,
dont les arétes aicnt pour longueurs (2) les quan-

(1) Cette symdétrie résulte de la formule

=4 (i
\ Q V/—-‘ Q/V

:-l 1_1

o (Q, V); (Q, V') sont les charges ct polentiels correspondaat a
deux distributions quelconques: formule qui est la traduction,
dans le cas d'un systéme de conducteurs, de la suivante

ST cttas— [ f i

<o

ol u, u' désignent deux fonctions harmoniques dans le domaine
limité par (D).

(®) Les (C) sont lices entre clles par des relations d'inégalité
qui prouvent que la construction du tétraédre est reellement
possible. Ceia résultera a posteriori de I’étude qui suit : récipro-
cité des tétraédres T et 8, ct note du numéro 3.
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. 1 .
tités — - La quantité S
o ’

JE—r —_— —) —2
S = Qg.MS[“i— Qz. MS, + Q;;. MS;+ (\'v‘.l\ls;,

est une fonction du point M qui prend la valcur — 2 V;
lorsque M vient en S;. D’ailleurs, puisque

Qi+ Qe+ Q3+ Qy=o,

le lieu des points pour lesquels S est é¢gale & une cons-
tante /4 est un plan; quand la valeur de la constante
varie, le plan se déplace paralléelement a lui-méme; la
distance de deux positions du plan est d’ailleurs pro-
portionnelle a la variation de la constante. La direction
de ce plan et le facteur de proportionnalité peuvent
s’obtenir par I'un des procédés suivants (') :

1° Répartissons les quatre points en deux groupes.
5,S.5, d’une part, S, de l'autre; soit G, le centre de
gravité de §5,S,S, affectés des masses Q(Q.Qj. Les
plans considérés sont perpendiculaires ala droite G4 S,
et la différence des valeurs de la constante /& pour deux
tels plans est égale (en valeur absolue) a la distance
des deux plans multiphée par

21 Q. |, distance G;S,.

2 Répartissons  les quatre points c¢n  deux
groupes S, S, d'une part, S;5; de l'autre. Soient G,
le centre de gravité de S, S,, affectés des masses Q,, Q.;
G, celui de S;S,, affectés des masses Qy, Q;. Les
plans considérés sont perpendiculaires a la droite Gy,
G3, et la différence des valeurs de /A pour deux tels
plans est égale a la distance des deux plans multiphée

(') Voir p. ex. HADAMARD, Lerons de Geéomeétrie élementaire,
t. 11, n* 609.
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par
2]10Q,+ Q,]. distance Gys Gy,

On appliquera V'une ou lautre de ces régles aux
diverses  hypothéses faites; on remarquera quc
lorsque (1) et (2) sont en communication, les potentiels
de (1) etde (2) devant ¢treles mémes, les plans consi-
dérés doivent étre paralleles al'aréte S, S, etl'on avri-

vera aux conclusions suivantes :

Lorsque les (nverses des racines carrées des C
sont égales respectivement aur aréles a; (distances
SiSi). les inverses des racines carrées de G2, Ci*%,

CGr Ghosont égales respectivement auz longueurs

‘120
suivantes :

12

al* distance de Sy a Faréte S, S, Chauteur d'une
al®® s distance de S, oai plan 5,5, S; (hauteur du
tétraédre);
@il o plus courte distunce des arétes 5,S,. S35,
«f  distance mutuelle des paralléles a S.S,;

mendées par Sy et S,

IFaisons de plus une remarque qui nous sera utile
dans la suite : dans le cas (3)ou Vo=V;=V, =\,
hy
ou 7 estindifféremment 2, 3 ou § et ot Ly représentent
les longueurs des hautcurs Sg1, du tétraédre. (On
pourra, pour le voir, introduire d’abord le point K;

la différence V,— V s’éerit encore ();

interscction de la perpendiculaire a la face S;S;S, en
S; avec le plan de la face opposée a S;.)

3. Tétraédre ©. — Le étraedre O s'introduira
immédiatement grace aux formules qui donnent les
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charges en fonction des potentiels
h=4

Q; =2 @i Vi,

=1

ou les @ sont des constanles entiérement déterminées
par la donnée du systéme des quatre conducteurs. Les
deux équations, déja rencontrées,

1=k =% 1=k
DAavi=¥ Ve N Q=o,
(=1 i=1 i=1

montrent immédiatement que le tableau des 16 coefli-
cients a;; est symétrique et que la somme des cocffi-
cients d’'une méme colonne (ou d’'une méme ligne) ext
nulle. Or si Pon considére quatre vecteurs dont la
somme géométrique cst nulle, leurs produits sca-
laires deux & deux forment précisément un tableaun
carré de 16 nombres jouissant des propriélés pricé-
dentes. Celte remarque suggeére immédiatement a

construction suivante : menons quzlll‘e vecteurs w; de
méme origine o dont les produits scalaires deux a deux
sotent ¢gaux aux «;;: il suffit (*) pour cela de cons-
truire trois d’entre eux, ce qui est possible puisque
I'on connait leurslongucurs \/Z; et les cosinus de leurs
///'/‘»
Vaia,
teur opposé¢ a leur somme géométrique, on obtient

angles deux a deux : en leur adjoignant le vee-

quatre vecteurs qui répondent a toutes les conditions

(). La construction est réellement possible, car on a les inéga-
=4

o . , L1

lités a;>o0, a;a,—a} >o puisque Il'énergie ;Z Q,V; est

i=1

une forme quadratique des V définie positive.
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imposées, comme on le voit en utilisant les relations
qui existent entre les a;. w est évidemment le centre
de gravité du tétraédre 3, ¥, 2, 3,.

Vi, V., V,, V, désignant quatre nombres quel-
. —>
conques, considérons le vecteur V :

—_—

> -— -
V=Vi.0¥ + Ve.wls+ Vi 0l -+ V,;.0Z,.
1 2 2 3

Son produit scalaire par wX; est
Vian+ Veais+ Vya;+ Via;, = Q,.

On appliquera cette remarque aux cing cas aétudier.
On remarquera, pour simplifier, qu'un des poten-
tiels, au choix, peut étre supposé nul; on remarquera
de plus gue la condition éventuelle Qz= o se traduit

géométriguement par I'orthogonalité des vecteurs V et
wIx. On obtiendra alors les conclusions suivantes :

Les racines carrées des capacités G:, C!*, G}**,
(Dl C‘; sont égales respectivement aur longueurs
sutvantes du tétracdre (0) :

3% i distance de X, (ou 3,) au plan w¥;X,;

B1? : distance de X, a la droite w2;:

120 distance wX,

: ¥ distance du milieu de S\ X au milieu de X325

ﬁ_: tdistance de X, (ou de £,) a ladroite qui joint
les milicux de .35 et de 2, 5,.

4. Construction de (0) a l'aide de (T). — La
remarque faite a la fin du n°2 montre que des vecteurs,
de méme origine w, paralléles aux hauteurs de (T),
égaux a leurs inverses [tous du sens des hauteurs
de (T) considérées comme allant du sommet vers la
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base, ou tous du sens contraire] forment (') précisé-

ment un systéme répondant a toutes les conditions
—
1mposées aux wl,.

Les raisonnements précédents s’appliquant d’ailleurs
4 un tétracdre (T) quelconque, nous arrivons a la con-
clusion géométrique suivante :

Si les vecteurs déterminés par un point w et les
sommets S, 2,5, %, d’'un tétraédre (8) sont paralléles
awr hauteurs d’un tétracdre donné (T) (de méme
sens), égaux a leurs inverses, chaque distance { du
tétraédre (0) est égale a Uinverse de la distance a
de mémes indices du tétracdre (T).

a. Réciprocité de la transformation ('Y, ). —
Prenons le transformé par polaires réciproques de (T)
relativement & une sphére ayant pour centre le point O,
centre de gravité de (T), et pour rayon %; nous obte-

nons précisément un tétraédre (0) égal a (0), le
point © coincidant avec O lui-mé¢me. Si maintenant

nous opérons sur (,6,)’ comme nous venons d'opérer
sur (T), nous obtiendrons, d’aprés la propriété bien
connue des transformations par polaires réciproques, le
tétraédre (T) lui-méme. Si donc on appelle (D) les
longueurs qui ont pour définitions dans (T) les défi-

(') Cette remarque prouve en parvticulicr que ces guatre vecteurs
ont une résultante nulle, ce qui est bien connu.

Ce dernier point s’apercoit d’une facon trés intuitive, comme
veut bien me le faire remarquer M. Bricard, en considérant les
quatre vecteurs comme les résultantes pour les quatre faces d’une
pression uniforme sur toute I'aire du tétraédre, ou encore, si l'on
ue veut pas invoquer de raisons d’hydrostatique, en wutilisant
I'identité vectorielle évidente :

UAO+ AW +wAU - (¢ —u)A (v —w) = 0.
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nitions mémes des (3) dans (), et (=) les longueurs
qui ont pour définitions dans () les définitions mémes
des {a) dans (T), le résultat du numéro précédent
entraine le suivant :

Chaque distance (b) du tétracdre (\T) est égale &
Uincerse de la distance (2) de mémes indices du
tétraédre (0).

6. Si la sphére par rapport a laquelle est faite la
transformation par polaires réciproques a un rayon R
quelconque, le tétraédre (©') obtenu est homothétique
a (0): laméme transformation appliquée a( ©')donne
évidemment (T') lui-méme. En désignant par des lettres
grecques accentuées les longueurs de (0) homologues
aux longucurs de (0) que nous avons introduites, on
voil que les produits de chaque longueur a par lu
longueur &' de mémes indices, et ceux de chaque
longueur b par la longueur 3’ de mémes indices sont
tous égaux. Dans les résullals qui préceédent sont con-
tenus implicitement plusieurs énoncés géométriques
simples que l'on pourra retrouver par une étude
directe. En voici deux a titre d’exemple :

Siles médianes (V) d’un tétraédre sont paralléles
auzx hauteurs d’'un autre tétraédre, les médianes du
second sont paralléles auzx hauteurs du premier et
les huit produits que Uon peut former avec une
médiane de Uun’et la hauteur correspondante de
lautre sont tous égaux.

K étant une constante donnée. et (T) un tétraédre
pour lequel on représente par b% la distance d'un

(') Droite qui joint un sommet au centre de gravité de la fuce
opposée.
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sommet (L ou L) au plan passant par le centre de
gravité et les autres sommets, construisons le (¢-
traédre (9) dont les arétes sont mesurées par les

(/uanlilns 7’ le tétracédre déduit de (0) comme 6 «a

été déduit de (T) (avec la méme valeur de la cons-
tante K est précisément le tétraédre (T).

[P'6e]

- SUR LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT ;
« Par E. LAINE.

La présente Note, rédigée a l'intention des candidats
dI'Agrégation, a pour but de préciser le mode d’appli-
cation de la théorie des transformations de contact au
probléme de intégration des équations différenticlles
ou aux dérivées particlles. Nous nous contenterons de
rappeler les résultats essentiels de la théorie des trans-
formations de contact, renvoyant, par exemple, pourla
démonstration, aux lecons classiques de M. Goursat (*). .

1. — Equations différentielles et transformations
de contact du plan.

1. On appelle élément linéaire (2, y, p) ensemble
dun point (z, 1) et d’une droite de coefficientangulaire
p passant par ce point.

Lorsque x, ) et p sont des fonctions d'un paramétre

(') GoursaT, Legons sur Uintégration des €qualions aux
derivées partiellés du premier ordre, Chap. IX et X.
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variable telles que 1'on ait

(1) dy — pdr =o,

les o' éléments correspondant aux différentes valeurs
du paramétre forment une multiplicité m,; 'ensemble
des points appartenant i cette m, en est le support
ponctuel.

Si le support ponctuel se réduit & un point, la m, se
composc de ce point et des o' droites qui s’y coupent :
ces my particuliéres sont désignées par la notation mj.
Si le support ponctuel forme une courbe, la m, se
compose des points et des tangentes de la courbe,
chaque tangente étant associée a son point de contact :
ces my sont désignées par la notation m ).

2. Cherchons, par exemple, a quelle condition les
¢quations
() S, y. pr=o, o(xr,y.pr=o
définissent une m,. On aura, en différentiant,
( of of af
~ d. PN —_ =
\ oz 4x - 4)Vd_y+ op dp =o,

13)
e Jo do
1 - -t =
? g dyd %dl’ dp = o,
et les équations (2) et (3) doivent entrainer I'équa-
tion (1). I existe donc deux coefficients A et u tels que
'on ait, en tenant compte de (2),

J)f
L(—);—]}-—-()

"f

d—"ﬁ—}ldy—i‘l—o,

Lof

L(;/;—.l—‘il;) =0,
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d’ou l'on tire, en ¢liminant A et y,

of fdo de dp (of af
TO(%+1’5>—@<$+P(’7) ="

ou encore, en employant la notation des crochets dc
Jacobi,

(4) [fi el =o.

Ainsi, pour que les équations (2) définissent une
my, il faut qu’elles entrainent ’équation (4). Inverse-
ment, si les équations (2) entrainent (4), on a, par
exemple,

i a (09 do af _ Je
gy =e(Errg) e
et 'on tire des équations (3)

(L o)y —pas) =o.
Si le premier facteur était nul, les fonctions f et ©
ne seraient pas indépendantes, et les équations (2) ne
pourraient évidemment définir une m,. En résumé, la
condition nécessaire et suffisante pour que les équa-
tions (2) définissent une m, est que f et o soient deux
fonctions indépendantes, et que les équations (2)
entrainent (4). Par suite pour que les équations

f(‘T,}/a[’,'=a'v 9(1'1)’»}’)26

définissent, quelles que soient les constantes a et b,
une m, il faut et il suffit que f et ¢ soient deux fonc-
tions distinctes annulant identiquement le crochet
[/, ¢]: on dit dans ce cas que ces deux fonctions sont
en mvolution.

3. L’équation
(5) flz,r,pr=o0
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définit »? éléments; cherchons a associer ces éléments
de facon a obtenir des m,.

Si le premier membre de (5) ne contient pas p, la
solution est immédiate. Soit (() la courbe définie alors
par I'équation (3); cette ¢quation est vérifiée par tous
les ¢léments obtenus en associant a chaque point de (C)
unc droite arbitraire passant par ce point. On aura
donc deux catégories de my vérifiant I'équation (5):

1" Les m{ ayant pour support ponctuel un point
queleonque de la courbe (C);

2* La m! ayant pour support ponctuel la courbe (C)
clle-meéme.

Quand f contient p, le probléme proposé est iden-
tique a celui de Pintégration de T'équation  diffé-
ventielle

Sl .y .y )=o;

fes mY qui véritient I'équation (5) fournissent alors des
int¢grales au sens de Lie ().

Pour plus de symétrie nous désignerons désormais
a2y
dx?

L '¢quation (3) représente alors indifféremment o2
¢léments linéaires, ou une équation différentielle du pre-
miier ovdre. Intégrer cette équation revient a associer,

- 111/
var p et 1 les dérivées — ot
parp dx

detoutesles manicres possibles, ces 02 éléments de fagon
a obtenir des m,.

i. Nous allons’généraliser un peu la notion d’enve-
loppe. Rappelons que, étant donnée une famille de
courbes a un paramétre

Sflr,y.a)=o,

(") E. GouRrsar, loc. cit., n° (3.
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on dit ordinairement que ces courbes ont une enve-

loppe quand :
1° Les équations

=0

of
Sflz, ¥, a)=o, e
ne sont pas incompatibles

2° L'élimination de @ entre ces deux équations con-
duit & une équation en (z, 3) qui définit une courbe.

Considérons une famille de multiplicités a un para-
métre. Il peat se présenter trois cas :

1° Il existe, a distance f{inic ou non, un nombre
limit¢ d'éléments tels que chacun d’eux appartienne a
toutes les multiplicités de la famille. Dans ce cas nous
dirons qu'il existe une enveloppe &y ;

2° 1l existe une multiplicité, n’appartenant pas a la
famille considérée, mais telle que chacun de ses élé-
ments appartienne a une multiplicité de la famille.
Dans ce cas nous dirons qu’il existe une enveloppe &, ;

3 Enfin, en dehors de ces deux cas, nous dirons
que la famille considérée n’a pas d’enveloppe.

Soit, par exemple, une famille de »7| ayant pour sup-
ports ponctuels une famille de courbes algébriques

fle, yr=a.

Il existe une enveloppe formée des éléments déter-
minés par les points communs a 'infini de toutes ces
courbes. Soit encore une famille d’ellipses égales tan-
ventes a une droite donnée en un point donné; elles
déterminent une famille de m| a un paramétre ayant
encore évidemment une enveloppe &,. Soit enfin une
famille de courbes a un paramétre ayant un point com-
mun (z,, v, ). Il existe, pour les m; correspondantes,
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une enveloppe ¢y, qui n'est autre que la m{ ayant pour
support ponctuel le point (z,, 17 )-

Ceci pos¢, 'équation (5) représente une famille de
m, a un parametre, qui donnent par définition l'inté-
grale générale; sil existe une enveloppe, elle sera
nommée intégrale singuliére. Quand f ne dépend pas
de p, les mn] qui ont pour supports ponctuels les divers
points de la courbe (C) correspondante donnent I'inté-
grale générale; la m! qui a pour support ponctuel la
courbe ((0) donne l'intégrale singuliére.

3. Soient
(6) X=X(z. y, p, Y =Y, ¥, py P =Pz y, p)

des équations qui ¢tablissent une correspondance entre
les éléments des plans (i, y) et (X, Y). On dit que ces
¢quations définissent une transformation de contact
(T. C.) quand 1l existe une fonction non nulle
a(x, v, p) telle que I'on ait identiquement

(7) dY —PdX =g dy —pdr). "
Dans ce cas, & toute m, du plan (z, y), les équa-
tions (6) font correspondre une M, du plan (X, Y).

Inversement, si X, Y et P sont trois fonctions des
variables z, )y, p vérifiant (7), on démontre (') :

1° Que ces trois fonctions sont distinctes ;
2° Qu’elles vérifient les équations

[X,Y]=0. [P,X]=¢, [P, Y]=pP;

(') Cf. par exemple, pour le cas particulier du plan, S. Lig, Geo-
metrie der Beriihrungstransformationen, Kap. 3.
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3° Quelon a
(8) P = LE"‘"_[’\__’ = lﬁ ,
o+ pX, X,
T RIS T) . N JF
ot l'on a écrit d'une facon générale ¥, pour —-
* ou
Cette derniére relation détermine P sans ambiguité;

il est en effet impossible que I'on ait a la fois

JX oX JX

_— =0

—_ —_— =0
dx _T-Pd‘y ’ ap ’
car on cn déduirait successivement

JX JX 0X
— =0 —

= T d—[)__o,

el par suile,
o=[P,X]=0.

On peut se donner arbitrairement 'une des fonc-
tions X ou Y; on prendra pour autre une fonction en
involution avec la premiére, et I’ sera donnée par la for-
mule (8). Comme 'équation (7) peul encore s’écrire

Ad(Y—=PX)+XdP =o(dy —pdx),

on voit aussi qu'on peut se donner arbitraircment P
on prendra pour Y —PX une fonction en involution
avec P, on aura X par une formule analogue a (8) et
I'on en déduira Y.

Par exemple, s1 X et Y sont deux fonctions distinctes
arbitraires des seules variables et y, elles vérifient la
relation d’involution. La T. C. ainsi obtenue change
une mY en une M{, et une m} en une M|; elle conserve
donc la nature des supports ponctuels, et on I'appelle
pour cette raison « transformation ponctuelle pro-
longée ».

Lorsque 'une des fonctions X ou Y contient p, il en

Ann. de Mathemat., 5° série, t. II. (Janvier 1924.) 1l
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est de méme de l'autre, d'aprés 'équation (8); on a
alors une T. C. proprement dite. On peut les obtenir
toutes de la fagon suivante : soit Q(z, », X, Y) une
fonction telle que I'équation

Q=0
n’entraine pas
JQ IQ
(8] K ’—)——-
)0 20 )20

Jr oxIN drov | = °
JQ 320 2 Q
Foy aN vy oY

Les equations

I JQ JQ , 0

Q::()’ J;-{—-/)’-)}j::u, (-R—b— ’)Y__

résolues par rapport & \, Y, P, donnent la T. C. la
plus générale. L’équation

Qr.y, X, Y)=0

montre (qu'a une my cette T. G fait correspondre ¢n
général une Mj. D’apres la forme du déterminant A, il
y a réciprocité entre les deux systémes de variables x,
yyp et NOY, P

Remarquons encore qui deux my ayant un élément
commun, une T. C. fait correspondre deux M, ayant
aussi un ¢lément commun.

Tels sont, rapidement rappelés, les points essenticls
de la théorie des transformations de contact.

6. Revenons maintenant a l'équation différen-
tielle (5)

(5) flx, y, pr=o0.



(139 )

Aux x? éléments représentés par cette équation, la
T. C. (6) fait correspondre x? éléments représentés
par 'équation
(") F(X, Y, P)=o.

A toute intégrale de (3) correspond ainsi une inté-
grale de (5'), et réciproquement. En particulier, d’apreés
ce qu'on a vu plus haut, si 'une des équations admet
une intégrale singulicre, il en est de méme de autre :
si Péquation (5) admet une intégrale singuliére du type
(¢o) on du type (&), I'équation (5') admettra une
intégrale singuliére du méme type, mais la réciproque
n’est pas nécessairement vraie comme nous le verrons

plus loin.
Considérons, par exemple, I'équation de Clairaut

(9) y—pr+f(p)=o;
les équations

\ =p, Y =pr—y, P=ux,
qui donnent

=P,  y=PX-=Y, p=X,

définissent une T. C. (transformation de Legendre)

qui n'est autre qu'une transformation par polaires réci-
proques relativement a la parabole

27, — 5= o,
Elle conduil de I'équation (g) a I'équation
(10) Y — f(X)=o.
L’équation (10) admet comme intégrales :

1° Les M (intégrale générale) ayant pour support



(140 )
ponctuel un point quelconque (X, Y,) de la courbe

(C) représentée par 'équation (10). Il leur correspond
la famille de droites

v y=PXe—f(Xo)  (p=Xo),

xz=D

qui donne l'intégrale générale de I'équation (g);
2° Une M| (intégrale singuliére) ayant pour support
ponctuel la courbe (C)

X=X, Y=f(X), P=f(X)
I lui correspoud la courbe
x:f’(X), }’:Xf’(‘)—f(‘) (]):X),

qui est Vintégrale singuliére de P'équation de Clairaut.

7. Nous allons déduire des considérations précédentes
un procédé d'intégration de I'équation

(5) Sz, y, p)=o.

L’équation aux dérivées partielles, linéaire et homo-
gene,
_ AN PN Of of\ IX
=Y [ N _ (Y -

s XM= Jp <:)1 +r 4)_)/) <r)x 0 4))/) 4)/) =0
admet comme on sait deux intégrales distinctes, dont
P'une est f. Soit X(x, ¥, p) une intégrale de cette
¢quation distincte de f. Nous supposons naturellement
(ue f contient p; comme nous venons d’intégrer’équa-
tion de Clairaut, nous supposerons de plus que I’équa-
tion (5) n'est pas une équation de ce type. On aura
donc

J

;ﬁ #Z 0, (T:: i p —f- Z o0,
el par suite,

JX 0X oX
or p()y
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Les fonctions X et f étant en involution, il leur cor-
respond une fonction P(.r, y, p) et une seule telle que
les équations
(6) X=X(z.y,p), Y=flr,y,p) P=Plxyp)
définissent une T. C. Si nous appliquons cette T. C. &
I’équation (3), ’équation transformée s’écrit

Y =o.

Cette dernié¢re équation admet pour intégrales :
1° Les MY définies par les ¢quations
Y=o, X=a,
ou a est une constante arbitraire. On en déduit, pour

I'¢quation (5), une famille d’intégrales & un parameétre,
représentée par les équations

Jor,y, pr=o, N(r,y, pr=a;

¢’est I'intégrale générale.
2° L’intégrale singuliére

Y=0, P=o

a laquelle correspond, pour I'équation (), I'intégrale
singulicre
Sle, y.op)=o, Pr,y, p)=o.

a condition, bien entendu, que ces ¢quations soicnt
compatibles.

8. 1l nous faut maintenant présenter quelques
remarques importantes sur la correspondance établie
entre les deux plans (z, y) et (X, Y) par les équa-
tions (6). )

En identifiant les deux membres de I’équation fonda-



menlale
dY — P dX = 2(dy - pdr)

on a les relations

JY JX JY oX
- — P — =0, —_ =P — =3,
dp Jp Jdy Jdy
1
(ru) ( N N
a =T

C’est en partant des relations (11) que Pon établit les
identités classiques de la théoric des T. C.; on en tire
ausst sans difficulté la relation

DX, Y, P)
D(Cr,y, pr "

(qut montre bien pourquoi hypothése -

(12) o0

est essentielle dans toute cette théorie.
Soit alors (X, Y4, Py) un ¢lément du plan (X, Y).
St les ¢quations

[ XCropopy=Xo,  N(roxpr=Yo,

()
Y | Pl g, p) =1,

n'ont pas pour conséquence la nullité de g, elles défi-
nissent en général un ou plusieurs éléments du plan
2. Mais sielles sont incompatibles avee (12), deux
cas singuliers pourront se produire :

o

1" Les ¢quatiens (13) sont incompatibles, et alors &
I'élément (X4, Y, Py) ne correspond aucun élément
du plan (i, )5

2* bes ¢quations (13) forment un systéme indéter-
miné; alors, a 'élément considéré, correspondent une
mfinit¢ d'¢léments, formant ou non une multiphicité.

Par excmple, a élément (o, 0, 0) du plan (X, Y), la
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T, (. définie par les équations
V=p—ust—apry, NX=u-+py, P=—ar

‘L Ccorresne o dane ar AR P 0 . .
lait correspondre dans le plan (z, 17) la m{ qui a pour
support ponctuel Uorigine; on a ici

p=2).

de sorte que 3 sannule bien pour tout élément de
cette my.

On voit de méme qu’il peut v avoir des M, du plan
(N. Y ) auxquelles ne corresponde aucune e, du plan
(2. 7). Considérons, par exemple, la T. €. définie

parles ¢quations

\'=—.lx+%’-:—'+/f‘l. X——-['%:_,—%:z/», S P=p
(=1,
= —)7
. ST
d’ou Ton tire
==Y 2o PN =302 y="r(\ —up) p=17r;
ala M,
Y =o, P=o0

ne peut correspondre comme multiplicité; car comme
on a icl
abP =,
il en résulte
(PoY] =1

On trouve en effet quiil correspond a cette multiplicité
I'élément unique (0. o, o) du plan (x, y).

Ces considérations offrent un intérét particulier pour
P'étude de la correspondance entre les intégrales singu-
licres. Remarquons a ce sujet que U'extension donnée a
la notion d’enveloppe entraine, comme nous 'avons
fait observer déja, unc extension de la notion d’inté-
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grale singuli¢re. Prenons, par exemple, les cercles ayant
oour centre l'origine; leur équation différentielle

PR /l)/ =0

n’a pas dintégrale singuliére au sens ordinaire. Cepen-
dantla T. C.

)
Y =y, X=yvVi—p? l’:L—P—
v v 1)

b

met en ¢vidence une intégrale singuliére du type (&),
composée des deux ¢éléments communs a tous ces
cercles aux points cycliques.

(. suicre.)

CONCOURS D'AGREGATION DE 1925,

Calcul différentiel et intégral.

Sott D une droite mobile qui engendre une
surface S ion déeeloppable.

19 On demande la condition nécessaire et suffi-
sante pour que, en chagque position de D, les tan-
gentes aux lignes asymptotiques de S, passant aux
différents points de 1), forment un paraboloide P.
On montrera que D reste paralléle a un plan fize.

Les surfaces S correspondantes constitueront la
classe des surfaces S,.

2¢ Conditions : a. Pour que le paraboloide P ait
constamment ses deux plans directeurs rectangu-
latres.

b. Pour que la direction diamétrale de I’ sodt
indépendante de D.
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3 Ly, Ly, Ly é€tant trois lignes asympiotiques
quelconques d’une surface Sy, montrer qi'entre les
rayons de torsion (')respectifs T,, Ty, Ty de ces
lignes, aux points ot elles rencontrent une méme
genératrice D, existe une relation linéaire, dont
les coefficients ne dépendent pas de D.

4° Dans quel cas deux asymptotiques dune
surface S, seront-elles & torsion constante ?

3 Oz étant perpendiculaire au plan directeur
commun @ tous les paraboloides P, on appelle §
Uangle que fait avec Oz la normale a S, au point M
et Tlerayon de torsion (*) de Uasymptotique L qui
passe en M. Le point M, étant situé sur la méme
geénératrice D que M et décrivant Uasymptotique L,
quand D wvarie, soit r,==MM,. Démontrer la
relation

ri=y/C, Tsin0,
Cy étant indépendant de D.

6° Les coordonnées de M étant cxprimées au
moyen de larc s de L, on exprimera les coor-
données de M, au moyen de la méme variable. Soit
w l'angle de la normale principale MK a L et de la
direction A perpendiculaire aux tangentes aux
diverses lignes L, aux points de D. Démontrer la
relation

1 dT

Lang(-) = —) —

(') L’énoncé imprimé remis aux candidats est ainsi rédigé :
« ... montrer qu'entre les torsions respectives T, T,, T,, ... ».

Bien que cette erreur de texte soit vénielle, et apparaisse imm¢é-
diatement si les calculs sont bien conduits, elle peut déroater les
candidats. :

(3) L’énoncé portait encore « torsion » au liew de « rayon de
torsion ».
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SOLUTION

Par BerTraxp GAMBIER,
Professeur a la Faculté des Sciences de Lille.

1. Sur une surface S réglée non développable

1" A chaque génératrice D correspondent oo? qua-
driques se raccordant avee S tout le long de D.

2° Parmi elles, une. et une seule, est osculatrice a S
tout le long de D ¢’est la quadrique, heu des tan-
gentes asymptotiques (autres que D) issues des divers

points de D.

Lexplication qui suit est correcle, mais exige un
complément : D ct une génératrice voisine 1)’ déter-
minent «? quadriques ¢ formant un systéme linéaire;
st D" tend vers D, ces quadriques tendent vers un
systéme linéaire oo de quadriques (Q ayant en chaque
point de D un contact simple avec S. Adjoignant a
D et D une nouavelle géncératrice D" voisine des deux
premicéres, D, D’ et D” déterminent une quadrique ¢,
ctune seule; quand D" et D" tendent toutes deux, sépa-
rément, vers D, la quadrique ¢, tend vers une qua-
drique Qy bien déterminée, osculatrice a S tout le long
de D. Le raisonnement a besoin d’étre complété par la
démonstration de Texistence effective  des limites
indiquées.

On peut dém()nll'cr, génmétriquem('nl ctl 1'igom‘eu—
secment. ces résultats de bien des facons :

Sur la génératrice D choisie, marquons trois points
quelconques My, M,, M, et trois tangentes quel-
conques & S, M, T, M, T,, M;T;; tracons sur S des.
courbes arbitraives G, C,, C, tangentes respectivement

en M, My, My a M, T, M,T,,M;T,;. Une généra-
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trice D', distincte de D, voisine ou non de D, coupe
Cy, Csy Gy en M, M,, M; respectivement. Les trois
droites M, M, M,M,, M;M; déterminent une qua-
drique et une seule ¢, contenant d'ailleurs D et D’. La
génératrice de ¢ issue d'un pomnt M, variable sur D,
rencontre D' en un point M'. Supposons maintenant
que D' tende vers D; M, M| tend vers M, T,, de sorte
que g tend vers la quadrique Q déterminée par M, T,
M.T,, MyT;; Ja génératrice MM' de ¢ issue de M,
tend vers une droite MT, générvatrice de ), coupant 5
en deux points infiniment voisins, donc tangente a S :
S et Q se raccordent donc en tous les points de D. La
droite D étant donnée, Q ne dépend plus que de 'orien-
tation de M, T,, M, T., M, T, chacune dans le plan
tangent correspondant : ces quadriques Q forment done
un systéme linéaire oc?.

Imaginons écrite l'équation générale d'une qua-
drique Q de ce systéme; on peut trouver dans ce
systéme une quadrique et une seule ¢, contenant une
nouvelle génératrice 1) de S, voisine ou non de D. En
chaque point M de D) passe une génératrice et une seule
de ¢y, distincte de D; cette génératrice est tangente a S.
au point M et coupede nouveau S en un point M’ situé
sur 1)'; si nous imaginons que D’ se rapproche de plus
en plus de D, chaque droite telle que MM, toujours
tangente 3 S en M et la coupant en un nouveau point
de plus en plusvoisin de M| tend, comme on sait, vers
une position limite bien déterminée, a savoir la tangente
asymptotique MT, autre que D, issue de M dans le
plan tangent a S en ce point M. Comme toutes les
droites MM’ sont constamment sur une méme qua-
drique g¢,, leurs positions limites sont aussi sur une
méme quadrique Q.

On. remarquera d’ailleurs qu'un plan quelconque
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passant par M coupe S et ¢, suivant deux courbes
ayant un contact simple en M et ayant un nouveau
point commun p' situé sur D', voisin de M s1 D est
voisine de D). Donc les sections planes de S et Q, par
un plan quelconque sont osculatrices au point ou leur
plan coupe D,

Q) est un hyperboloide & une nappe, ou un parabo-
loide. Si ) est un paraboloide, le plan directeur mené
par D coupe le plan de I'infini suivant une droite.
autre que 1), qui est génératrice de (), donc tangente
(asymptotique) a S : le plan directeur du paraboloide
est done le plan asymptote de S relatil & D. Si, quelle
que soit D, Q est toujours un paraboloide, la section
de S par le plan de I'infini est enveloppe de tangentes
asymptotiques, donc ligne asymptotique de S. N'ou-
blions pas que les lignes asymplotiques se conservent
dans une transformation homographique. Si une sur-
face X, réglée ou non, admet une section plane comme
ligne asymplotique particuliére, ou bien cette section
est une droite, ou bien la surface se raccorde avec le
' plan de la scction tout le long de cette section. Or
pour la surface S les plans asymptotes sont tous
distinets du plan de Dinfini pour les génératrices a
distance finie, donc la premicre hypothése est réa-
lisée : les points a linfini de S sont répartis sur
une droite, autrement dit la surface admet un plan
directeur.

Réciproquement, lexistence d’un plan  directeur
entraine I'existence sur S d’une droite (non génératrice )
al'infini,laquelle esttangente asymptotique et appartient
& chaque quadrique Q, : ces quadriques sont toutes
des paraboloides. Il ne sera plus désormais question
que d'une surface réglée S, a plan directeur, surface
non cylindrique.
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La recherche des lignes asymptotiques d’une telle
surface, au lieu d’uue équation de Riccati, ne dépend
plus que d’une équation linéaire; il semblerait donc
que nous devions effectuer deux quadratures pour les
obtenir. En réalité il n'y en a qu’'une a effectuer, car
les génératrices dela surface appartiennent & un com-
plexe linéaire : elles rencontrent en effet toutes la
droite a Vinfini du plan directeur. M. Picard a établi
dés 1877 que, pour toute surface réglée dont les géné-
ratrices appartiennent & un complexe linéaire, une
quadrature unique est nécessaire pour obtenirles lignes
asymptotiques : on trouvera la démonstration soit aux
Annales de U'Ecole Normale (1857 ) soitau tome Ide
PAnalyse de M. Picard (*). Si L, L,, L, sont trois
asymptotiques particuliéres rencontrant une génératrice

: PR . VM, .
variable D en M, M, M, le rapport M, OU St Pon

préfére, (M, M, M o« ), reste constant si D balaie S,.
On peut écrire les équations paramétriques de la
surface Sy d'une fagon particuliére, de fagon que la
quadrature se trouve automatiquement effectuée : ceci
se rattache aux travaux de M. Cartan sur les systémes
différentiels et & la notion de classe introduite par
ce mathématicicn. Donnous-nous arbitrairement une
courbe L et une direction de plan IT arbitraire : en
chaque point Mde L, la génératrice D sera I'intersection

(') Le raisonnement de M. Picard suppose que le complexe ne
soit pas spécial : on peut construire a priori, par calculs algé-
briques ou différentiations, unc courbe particuliére, rencontrant
chaque génératrice en deux points, et asymptotique particuliere de
la sarface. Cette courbe représente donc en réalité deux asymp-
totiques et I’équation de Riccati s’'intégre par une quadrature. Si
le complexe devient spécial, la courbe se réduit & Paxe du complexe,
qui doit étre considéré comme représeatant encore deuxr asymp-
totiques particuliéres confondues.
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du plan osculateur et du plan paralléle aII; il est clair
que L est uneasymptotique particuli¢re de lasurface S,
lieu de D. Le reste s’ensuit.

L’hypothése (a) peut aussi se résoudre géométri-
quement. Si une génératrice D donne un paraboloide I’
équilatére, on peut remarquer que S ct P ont méme
point central (méme si P n’est pas équilatere), et que
ce point central C s'obtiendra dans le cas présent en
prenant la génératrice de P-perpendiculaire an plan
directeur de S, ; cette génératrice est tangente asymp-
Lotique pour 3. Si toutes les génératrices D donnent
un paraboloide équilatére, G décrit la ligne de striction :
cette ligne se trouve courbe de contact du cylindre
circonscrit parallélement a la direction A normale au
plan directeur : mais A étant toujours direction asymp-
totique, la tangente a la courbe lieu de C est toujours
parall¢le a A, donc la ligne de striction est une droite
perpendiculaire au plan directeur; S, est un conoide
droit; la réciproque est ¢vidente, car Paxe est généra-
trice de chaque paraboloide.

Un calcul simple, gaidé parun peu de géométric,
retrouve ces résultats aisément. Soient les équations

(S) X=2a+ ar. Y =y + br. 7 =z4cr.

oux,y, 5, a, b, ¢ dépendent du parameétre wu.

Nous calculons aisément
D=|araz"|+v¢ |2 aa"|+daa"]|)
m C eeldad],
) D'=|z'aal, D'=o0;
D’ est supposé non nul identiquement; I'équation des
asymptotiques est donc
dv

(2) -dT‘:A—.L-vA,‘fv?A;,
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ot A, A, &, ne dépendent que de w. La tangente
asymptotique au point (u, ¢) a pour équations

N —a—av

P )
(3) 7 ;
'@ e (A0 A 020 a

Y —y—be
V=0 o= (AN 0200

7.—z--cp

: - ’
3 e (A+ed 402

1 constant et ¢ variant seul, les dénominateurs des
rapports égaux (3) sont des trinomes du second degré
en ¢si Ay £ 0; donc les paralleles aux diverses tan-
genles, menées d’un point fixe, engendrent un cone du
second degré; sur ce cone, quatre génératrices ont pour
rapport anharmonique celui des quatre ¢ correspon-
dants. Sur la droite D les quatre points M ont aussi
pour rapport anharmonique celui des quatre +, et de
plus, st ¢ augmente indéfiniment, la génératrice cor-
respondant au point M tend a devenir parallele a D :
on en déduit que les tangentes M'T décrivent un hyper-
boloide i une nappe. Si A, = o, les dénominateurs se
réduisent au premier degré, les droites MT sont toutes
paralléles & un méme plan, et pour les mémes raisons
que plus haut, déduites des rapports anharmoniques,
elles engendrent un paraboloide . Or Ay==o0 revient
a [aa a’|=o0, ce qui exprime que les droites D
restent paralléles & un méme plan.
Pour une surface S, on pent donc éerire

X =uv,
So Y =+ mo, m, 3 fonctions de u,
1 =s.

Léquation des asymptotiques

L, dv 3" e /3" m’
() —:-—'—T'f‘—('—,——;
: di  2m'z 2\ 3 m



s'intégre en écrivant
3" du ‘o =
) = [ms =Y m
On peut écrire les équations de la tangente MT
asymptolique
. N —uzx Y —u—mX 77—z
(6) = - = —
oy {+~my 3

du

. dv .

ol — a pour valeur (4).

L'équation du paraboloide P est
(\’-—u—mX)z’—(_Z-—z\_ m' (7 — z)

3" m" ,

! (____—>(Z—z;+z

() 73
., ¥4

\S — T - 7 7

am s 2\ 5 m

L'un des plans directeurs est horizontal, I'autre a

pour équation
. 75"

7
23

m"

n'

(8) —i—(%— >|(\~/11X);'—Z]:m'z',\—
» \ 3
2. L'hypothése (a)donne m”=o,d’oam = A 4+ Bu,

A et B étant constants et B £ o. Les équations
Y=u—+(A+Bu)y, =3

X =y,
I

(9)
{ . -
—on obtient X\ —= — —,
B . B

montrent que  pour ¢ =— —
Y= — ‘—, qui est donc 'axe du conoide;droit obtenu.

La quadrature (5) est immédiate.
Pour I'hypothése (b), on peut, sans particulariser,
supposer axe de P, déja horizontal, paralléleia Oy-.

Ona donc
" "lll
s=Km+ K,,

(10) ; — —r
S mn
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ou K et K, sont constants. On a la surface

X =y,
(11) Y=u-+mo,
Z=Km,

obtenue en supprimant K, ce qui revient a un simple
glissement le long de Oz. La résolution en u et m de

(11) donne

(1‘2) u:Y——)%, m =

RIN

L’équation de la surface est donc

(13) Y =aZX + f(al),

ou a est une constante arbitraire et f une fonction
arbitraire. La quadrature (5) s’obtient encore immé-
diatement. On a une construction géométrique Lrés
simple de la surface (13), obtenue en considérant dans
le plan 2Oy la droite a un parameétre

Y =pz+f(p)

On trace dans le plan £ Oy une courbe arbitraire et
onimprime a chaque tangente une translation paralléle
a Oz, proportionnelle a la pente de cette tangente. La
courbe et la surface obtenues sont simultanément soit
transcendantes, soit algébriques, soit unicursales. Cette
construction géométrique montre qu’il n’y a pas de
surface réglée non développable satisfaisant simulta-
nément aux deux hypothéses (a), (5)('). Mais on peut
obtenir dans I’hypothése (b) une surface qui soit un
conoide oblique : il suffit que les tangentes transportées

(') Ou plutét si la courbe du plan 2Oy, étudiée au point de
vue tangentiel, se réduit & un point, la surface S, correspondante
est un paraboloide équilatére. Mais c'est une solution banale, tout
comme le paraboloide non €quilatére trouvé aussitot apres.

Ann. de Mathémat., 5 série, t. II. (Janvier 1924.) 12



(154)
rencontrent toutes une droite dont on prendra les
équations sous la forme

Y =X, Z=pX.

Mais on ne trouve qu’une solution banale, a savoir
un paraboloide hyperbolique non équilatére : a prioriil
est bien évident que toute génératrice D du parabo-
loide fait constamment retrouver comme paraboloide P
associé la surface elle-méme.

3. Pour traiter aisément les derniéres parties, il
suffit d’employer la méthode indiquée plus haut. La
courbe L est le lien du point (z, y, 5); nous utilisons
le triedre de Serret-Frenet (a, a', a'), (b, ¥/, b"),
(¢, ¢’y ¢") avec les relations bien connues entre les
cosinus, lerayon de courbure R et le rayon de torsion T
de la courbe.

La surface Sy, a plan directeur horizontal,

(14) X=z+c'g, Y=y—cp, Y =z,
admet L pour asymptotique particuliére. La matrice

a—+ —+ a — a

(15) T

c —C o

. bp "
T

fournitle dS? de la surface,
(16) dS?= [.+%f (b2t b'z){,—:] ds?

—20b" <1+ c"%) dsdp + (e~ c'?)dp?

les paramétres directeurs de lanormale, mineurs de (15),

(17) t=a'c, n=a"c, C=a”(c”+%>'
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On a

(18) DE—a'ngg(%), D'=—a"_ D" = o.

L’équation des asymptotiques

g dl _ do _
(19) T s 2ds ~°
donne
(20) p=KVyT (1),

ou K est une constante arbitraire; L s’obtient pour
K=o.

D’aprés Enneper, == \/— R, R;, ou R, et R, sont les
rayons principaux de S,, doit donner la torsion de
I'asymptotique générale. D’apreés Gauss

_ (EG — F2p
fRe= oy —p7°
et 1c1
EG — F2 . Bt
D’ D’

+V—R{R; =+
La torsion estdonc

2 —
(21) i(T+zc"p+ET.> = (T +2¢"K /T +K2).

Or pour K = o on doit retrouver T, donc on doit
prendre le signe 4. Considérons donc les trois asymp-
totiques L, L;, L, obtenues pour K=o, K,, K,. On a

({ Ti=T +2¢" K /T + K3,

(22) _
; T,=T+2¢" Ky /T + K%,

d’ou la relation linéaire annoncée

(23)  (Ty—T—K2)Ky— (To—T —K})K;=o.

(1) Si T est positif, on prend K réel; si T est négatif, on prend
K imaginaire pur.
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4. S1T est constant, T, ne peut étre constant que
si ¢” est constant. L'indicatrice des torsions de L est un
petit cercle, donc L est une hélice circulaire d’axe O z
et S, est la surface minima bien connue d’escalier, héli-
coide gauche a plan directeur. Les asymptotiques sont
les trajectoires orthogonales des génératrices.

5. Ona
sin® = e+ 2,

= é;/c’—l— ¢'? = K/Tsinb.

6. La tangente asymptotique MT a pour équations

(24 X—2z—cp _ Y—y—+cp _L—3
4) mlpaCdNe T edT\e @
< 'IE)T @ +2E>"’f

La considération des dénominateurs montre que les
paramétres directeurs a, 3, v de A doivent étre pris de
sorte que

¢ dT , ¢ dT

et alors on a aussitot
" dT
Mais alors A est située dans le plan déterminé par
MK normale principale et MN normalea S,, c’est-a-
dire binormale de L.
La droite MA contient le point qui dans ce plan a
pour coordonnées

1 dT
b 2 ds’
et il est bien clair que
. 1 dT
(25) tangw = - —--

Nota. — Je signalerai pour terminer une formule
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générale relative aux surfaces réglées, formule signalée
en particulier par M. Bianchi, et qui aurait pu servir,
au lieu de celle d’Enneper, a calculer T,. Sur une
surface réglée S quelconque, une génératrice D
rencontre deux asymptotiques L et L, aux points M
et M,, tels que MM, = r,; soit ¢ I'angle des normales
a S en MM,, c’est-a-dire 'angle des plans osculateurs
en M etM,, on a

(26) /'1=si|\9¢TT..

Ici les normales ont pour cosinus respectifs

[ c’ c? c’
'+ =
27 C c'
(27) L, O
L2 et Y v
T T2
On a donc
——— . c?+ 't
ry=pyci4 ¢ sing = 9\/___ —

2¢"p e
T\/I+ T -+ Tz

d’ou Pon déduit la valeur de T,, donnée plus haut, en
employantla formule (26) : cette fois on n’apas ’ambi-
guité du signe. Laformule (26) met de plus enévidence
ce fait que toutes les asymptotiques curvilignes ont
leur torsion de méme signe; ce résultat découle aussi
de la valeur (21) déja trouvée.

Autre solution par M. Cu. Guyon.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Un céne homogéne, de révolution,
dont le sommet O est fixe, tourne uniformément autour
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de son axe, avec une vitesse angulaire w,. Brusquement,
une aréte est immobilisée : quelle vitesse de rotation prend
le solide autour de lUaréte fixe? On désignera par o le
demi-angle au sommet du céne.

II. Dans un plan vertical, une droite D se déplace en

restant tangente a@ une courbe fixe C. La rotation de la
droite (relativement & une direction invariable) est uni-
Sforme. Un point matériel M est assujetti a rester sur la
droite D; les liaisons sont bilatérales et sans frottement.
Etudier le mouvement relatif du point M sur la droite.

On formeral’équation différentielle du mouvement rela-
tif dans le cas général d’une courbe plane quelconque C,
et d’un point pesant M, n’ayant initialement pas de

vitesse relative. On étudiera les cas suivants :

1° La courbe C est un cercle et le point M nr’est pas
pesant.

2° La courbe C est un cercle et le point M est pesant.
Le mouvement relatif peut-il étre pendulaire? Peut-il y
avoir équilibre relatif? Le mouvement relatif peut-il
s'effectuer dans un méme sens?

3° La courbe C étant quelconque, peut-il y avoir équi-
libre relatif?

INDICATIONS POUR LA SOLUTION. — On partira de I'équation
naturelle, R = f(2), de la courbe C, et I'on appliquera la
méthode de Lagrange. Dans le 3°, on obtiendra I'équation
naturelle de C, et, par deux quadratures, les expressions
pavamétriques des coordonnées d'un point, en termes finis.

EpREUVE PRATIQUE. — Construire le noyau d’une plaque
homogeéne, demi-circulaire. (On déterminera par le cal-
cul les centres de percussion associés a diverses tangentes
du contour de la plaque.)

INDICATIONS POUR LA SOLUTION. — Application immédiate
du cours. Le noyau est limité par un triangle mixtiligne :
deux segments de droite et un arc d’ellipse.

(Montpellier, juin 1922.)

EPREUVE THEORIQUE. — Une barre homogéne pesante de
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masse m, de longueur l est suspendue par son milieu O et
s’appuie sur un plan horizontal P passant par le point O.

Un anneau pesant de méme masse m coulisse librement
sur la barre.

A Uinstant initial I’ensemble tourne autour de la verti-
cale Oz avec une vitesse angulaire w, ’anneau est a une
distance a du point O et glisse sur la barre avec une
vitesse relative aw.

1° Calculer le couple variable d’axe Oz qu'il faut
appliquer & la barre pour maintenir la vitesse angu-
laire w. Quelle est la trajectoire de U'anneau sur le
plan P.

2° Les seules forces appliquées étant les poids, étudier
le mouvement, indiquer lallure de la rotation et la
forme de la trajectoire de ’anneau.

3° On supprime le plan P d’appui et l'on demande de
reprendre la deuxiéme partie

On néglige les frottements.
INDICATIONS POUR LA soLuTION. — 1° Le couple cherché est
'=aomwxax,

z étant la distance de 'anneau au point O. Le mouvement
relatif de 'anneau par rapport a la barre est donné par

z'= wlz,
d’ou
zr =achwt+ashwt;

Péquation de la trajectoire en coordonnées polaires est donc
p=ach® + ashb.
Le couple est connu en fonction di temps.
2° Le théoréme des moments et celui de la force vive

donnent

(k2 + xz)t—;—? = (k*+ a?)w,
it x,)<d9>2 dz

2
b bt N £ 2 2) 2.
=i \dt> (k2+ a?+ a?) w
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Le mouvement de 'anneau est défini par I'équation

dz k?+ a?+ a? 1
— == J—
df —‘(k2+x’)‘/ (k2+a1)2 k?+z!’

la valeur initiale de g €tant &; la discussion ne présente pas

de difficultés. La premiére des équations écrites montre que la
vitesse de rotation conserve un signe constant et indique ses
variations avec .

3° Le mouvement est a trois paramétres z, 0 et l'angle ¢
de la barre avec la verticale ascendante. On a toujours deux
équations par les forces vives et les moments :

o= (5 (3 ) (5

=(k?+ at+ a?) w2 —28xC0SYP,

(k’—&-x’)sin?q;% = (k2+ a?) o.

Une troisiéme équation (équation de Lagrange relative a x
ou équation du mouvement relatif de 'anneau) sera

A2z do\? . do \?
P E) ~+ sin?¢ T -+ & cosv = o.

L’étude détaillée du mouvement serait assez délicate. On
pourra remarquer que, d’aprés la premiére équation, I’anneau
doit rester au-dessous du plan

k24 a?+ a2
2= m’
28

)

et que la rotation de la barre a lieu toujours dans le méme
sens.

(Nancy, juin 1920.)

_— P
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[Aba]
SUR L'INDICE DES FRACTIONS RATIONNELLES ;

Par M. RABATEL,

Professcur au Prytanée militaire de La Fléche.

Etant donnés deux polynomes f(x) et g(x), on
peut leur associer une forme quadratique dont la
« signature », c¢’est-a-dire la différence entre le nombre

de ses carrés positifs et le nombre de ses carrés négauifs

est égale a I'indice de la fraction rationnelle [(2),
gor)

Ce théoréme, établi par Hurwirtz (*), est la généralisa-
tion d’un théoréme d’Hermite (2) pour le cas particulier

de la fraction rationnelle §
Je me propose de donner une nouvelle demonslmuon
de ce théoréme et de montrer que la forme quadra-
tique associée a f et g est liée d'une fagon simple au
résultant de Bezout de ces deux polynomes.
Soient
S=Acxn+ Aqar=l+4 .. +A,,
& = Box"+ Byxr-1+...+B,,

et supposons d’abord les degrés égaux.

(') Math. Ann., Bd 46.
(?) Voir, par exemple, SERRET, Algébre 1.

Ann. de Mathémat., 5 série, t. I1. (Février 1924.) 13



( 162)
Posons

fl):AOy fl=A0‘Z'+Als fz—’: Ayxr+ Ajxr + A,

go=Boy, g1=Boz+By, ga=Bex2+......o..........
Fi=f& —4gfo =Anzr ! +Ap2x"2+.. + Ay,
Fo=/g1 —gfi =Ayzn=t+ .. ... ...... —+ Aoy,
F,LEfgn—l_g/./z—ﬂ:Anlz"’l—%— ............ “+ Ann
On a
A= A,

et le résultant de Bezout de f et g esL

A A oo A
B = "\21

Ami oo e Amn |
Appelons forme quadratique associée a f et g la

forme
T=2 AI'A-J‘,'.TA».

Ceci posé, on sait que pour calculer Vindice £ on
est conduit a faire sur g et fles opérations de recherche
du plus grand commun diviseur en changeant le signe
du reste (') :

g= fQ —R,
S = RiQ: — R

ou
Ri= /O —g,
R1Q2 _.fa

=
o
Il

Ri= Re 1 Q1 — Rys,

(') Cauveny, Calcul des Indices (Okuvres complétes).
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ce qui donne
B/_~= U/_~f+V/.g,

Ry de degré n — £, Uy et Vi de degré kA —1.
L’indice de g est égal au nxombre de variations per-
dues par la suite '
& fy Ry, Rey i) Ry

quand on y remplace successivement z par —cc
et 4+ oc.

Calcul de Ry. -— ¥, F,, ..., F, étantindépendants,

on a
Ri= MF, ...+ Fp

= f()\,gu—i—...—k)\nglh-l)
— g,'()\,fo —f—...+)\ngn~—l by

et, comme Uj est de degré A —1,

)‘k+l:~~~=)‘n-——0-

En exprimant que Ry est de degré n — A. on obtient

MA g+ oo+ 2k Ap—qg=o0.
qui, joint &
)\1F1—l—-.-+)\/,Fk: R/_-,

donne, par élimination des X et simplificstion,

An A'k_| A‘/,-Z'"_l‘-ﬂ— e - Aqn

Re=pp| -0 «oo weene B B
Aks  ooo App—y Aprzh o~ o - App

{4x étant un facteur a déterminer.
De méme, on a

Mot oo+ A= Uy



et
Ay ... Au-1 8

Up= Yk vee e
Ay oo Aui&i—t

px €tant le méme coefficient.

Calcul de pg. — Désignons par R}, U, Q}, le
coefficient de la plus haute puissance de z dans Ry, Uy,
Q+#, nous déduisons de

R/.---l = RI;Q/.-+I - R/.-+1;

eu égard aux degrés,

Ry = R Qlyy
ct de méme de

Ryt = RpQpuy— Ryoy
=(Usf+ Vi) Quor-— (Vs [+ Vir )
=(UsQter— Ur f+(..) g
Uiy = Us Qror — YUy, '

ct
Ulpr = UL Qs

En éliminant Q, ,, on obtient
Uy Re=U, Ry, = ... = U, R} = B,.

En appelant A4 le mineur du déterminant de Bezout
formé avec les A premiéres lignes et les & premiéres
colonnes, on a

R} = i A,
Ul = i Bo B4y
et

1
Mk k1 = 3’/‘,‘ >o.
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Tous les w sont donc de méme signe et comme
o
M= A

ils sont du signe de A, (').
Nous avons donc a considérer la suite

Boxn, Agxn, Agdjxn—1, Aghyzt—2, ..., Agd,

ou

an, Azt Ayan-2 .00 A,

bl

Sil'on se reporte a I'étude des formes quadratiques (2)

f

on voit que l'indice de - est ¢gal a la signature de la

forme quadratique T.
En particulier, les conditions pour que I'indice soit
égal a n ou que T soit définie positive sont

A1 > o0, Ay >0, ceey A > o.

Supposons maintenant que le degré de f soit n — p,
il suffit dans les calculs précédents de supposer
Ag=Aj=...=A, 1=0

et poser
/= A,,.’L’"‘/’ Lo+ A,

Le résultat subsiste par raison de continuité. On
peut prendre eneffet A, ..., A,_, suffisamment petits
pour que toutes les racines de f nouvellement intro-
duites solent supérieures aux racines de g et que le
signe de f au voisinage d'une racine de g ne soit pas

(') La valeur de p, n’cst pas nécessaire pour la suite. Le calcul
donne

by = Afk— Afkoy ... A3
* CAZfy e .. A%
1 A%k—1-°~"'~"A§
Pag+q = :

L " ¥

(*) SERRET, Algébre, 1.
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changé. L'indice sera le méme et quand Ay, ..., A, ,
tendent vers zéro ces racines s’éloignent a l'infini et
aucun carré ne s’évanouit.

Si le degré de fest égal a n -+ p, on peut ramener
le probléme au cas précédent en remplacant f par le
reste de la division de f par g. Si p est pair, I'indice

de‘f

~ est égal a la signature de la forme quadratique
a n—-p variables associée a f et g, mais si p estimpair
elle en différe d’une unité ().

[D1bZ]

RESUME DES PRINGIPALES PROPRIETES
DES POLYNOMES ORTHOGONLUX (*);

Par N. ABRAMESCO.

Les solutions de quelques anciennes questions non

(') On a, cn eflet,

I(f)—o—l(/ =, I(f;):irldicede:g»

S ([ _ gsignature de la forme
) g quadratique f. g.

I(() :S(I>+s;
.8 g

or, ¢ est égal & o ou a Z=1. Il est égala o si ‘g—: a le méme signe aux |
deux limites de l'intervalle — oo, + .

Ce signe est celui de (—1)Pk, &k étant le rapport des coefficients
des termes de plus haut degré de f et g pour x =—x, de k
pour x = x.

il faut donc, pour que e = o, que (—1)P>o0 : p pair.

(*) Voir pour la bibliographie : (') Encyclopedie des Sciences
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résolues des Nouvelles Annales de Mathématiques
étant liées avec la théorie des polynomes orthogonaux,
et comme ces polynomes ont une grande imporlance
dans la représentation des fonctions par des séries de

mathematiques, t. I, vol. V, fasc. 2; P. AprELL et A. LAMBERT,
Généralisations diverses des fonctions spheriques.

(*) Cumistorren, Sur une classe particuliére de fonctions
entiéres et de fractions continues (Annali di Matematica pura
ed applicata, 1855, p. 1-10).

(*) HriNg, Handbuch der Kugelfunktionen (2¢ ¢dition, Berlin,
1878).

(") Dawrpoux, Memoire sur l’approximation des fonctions de
trés grands nombres et sur une classe étendue de developpements
en série (Journal de Mathematiques pures et appliquces, 1878,
P. 4uv).

(") SmiELTIES, Quelques recherches sur la théorie des quadra-
tures dites mécaniques ( Annales scientifigues de | Ecole Normale
superieure, 1884, p. 40q9). )

(%) Picarp, Cours d'Analyse supérieure fait a la Sorbonne
en 1912, 1918,

(") KanrE pE FERIET, 7)heése, 1915.

(*) A. ANGELEsCo, Sur les polynomes géneralisant les poly-
nomes de Legendre et Hermite (Thése, 1910).

(?) Szrai, A Hankel-féle formdakrol (Les formes de Hankel)
(Mathematikai es Termesszéttudomanyi ertesitv, 1918, p. 497).

() N. ApranMesco, Sulle serie di polinomi di una variabile
complessa (Annali di Matematica pura ed applicata, 1g22,
p- 497)-

(") N. ABRAMESCO, Sur les seéries de polvnomes a une variable
complexe (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1922,
p-77)

(**) SzkGG, Ueber die Entwickelung einer analytischen Function
nach den Polynomen eines orthogonalsystem (Mathematische
Annalen, Bd 82, p. 188).

() PoINCARE, Sur les équations linéaires aux différentielles
ordinaires et aux differences finies (American Journal, vol. VII,
1885).

('") C. Possk, Sur quelques applications des fractions continues
algébriques, Saint-Pétersbourg, 1886.

(") A. ANGELEscO, Sur les quadratures mécaniques ( Bulletin
de la Section scientifigue de l’Academie roumaine, vol. VI
1920, p. 81).
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polynomes, nous croyons qu’il ne sera pas sans intérét
de faire un résumé de leurs principales propriétés
P
qui ont déja été décrites dans divers Mémoires.

1. Considérons une fonction o (x ), positive et inté-
grable dans l'intervalle (@, b). Les polynomes P, (x),
Py(x), oo, Py(x), ..., de degré égal a U'indice, qui
vérifient les relations d’orthogonalité

! b

s / 9(x) P (x)Py(r)y=o0 (m= n),
(1 ) "”1,

( / e(x)P2(x)de =1,= const,

)
sappellent polynomes orthogonau.x.
La propriété fondamentale du polynome ortho-

gonal
Pp(xr)=cppx =+ cpp 1=+ ...+ cpyo

est de vérifier les ¢galités

b
o(x)zkPy(x) de = o, K=o,1.09....,(n—1),
a
ou
CnaoSo +Cpna&r o= Cnnfn =0,
b
Cro&t +CpafXet+..+ CpnfSn+1 =0. ) .
& ~ n,n8Sn :':xzf np(z){l‘“([.’l‘,
e e «

Cno&n-1=Cpa&n+.c.—Cpn&an—1=0,

d’ou 'on peut déduire des valeurs proportionnelles

pour Cuay « . vy Cpn-

2. Le polynome P,(x)est unique, bien déterminé,
complétement défini a un facteur constant prés, dont
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la valeur est donnée par la seconde des relations (1),
b

f o(x)Pi(z)dr =1,.

a

3. Le polynome P,(z) peut s’écrire

&o & oo &n
&1 g2 -+ En+t

Pn(x) = . e
En—1 En - &on—t

1 x xh

Prenant Chn=1,0na (')

D,(%) Dn_i(F)
I,= L P,,.z‘:-LI—— F=(xz—t)o(t),
"7 Dai(p) ) =579 ( ye(t)
£o &1 &n
r g o b
D,(g)= ' aatt o g,;:/ o(e)ts dt.
i “a
I &n-1 &n g2n—2i

4. Le polynome P,(z) peut se mettre sous la
Jorme (19)

I 1 dn
P, (2)= (b—a)n! o(z) don

[(z—a)i(x— b)yp(w)],

b, () étant une fonction finie pour z =a, r = b.

5. L'équation P,(x) = o a toutes ses racines (10)
réelles, distinctes et comprises dans Uintervalle

(a, b).

6. Supposons que $,(x) reste la méme (') pour
tous les polynomes P, () et soit §(z) sa valeur. P, ()
est le coefficient du " dans le développement en
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série de t de l'expression :—4;;—3 3—;, z étant la racine de
I'équation
(z—a)(z—25b)

s=x+t , Z=z. t=o,
b—a

qui peut se développer avec la formule de Lagrange.
Cette expression est une.fonction génératrice pour
les polynomes P, (x).

Cas particuliers : 1° o(z) ={,(z) =1, a=—1,

11:];

t 1—\1—atz+12
s=x-+-(3—1), s=x, t=o0 PR Skt
0, ’ 14

Y(z) dz i
-5—(—) —-:—:T—zzt"P,,(x), *
9(3) dr /1 Tote 4+ e
1 dr
P,,(fl'):

2nn! dxn (22—,

an(2n —1)...(n+1)
> —_—
Puiz)= 2!

w_ nn—v)y o, onn—n)(n—2)(n—3)
X['L 2(2n——|)T - 20o0n—1)(2n—3)

n—b __
et P,(x) est le polynome de Legendre.

20 s(r)="4Y,(2)=(—a) (1 —x), Ld1>0,
p1>o0,a=—1,b=r1;

[4
s=ur+ —(1— 32),
2

3]

=ll(—l+¢|+2tx+lz),

Js 1
_— =
N Y Y P

Z (it Vi 2tz )
o) dr
- 4
<(i—t+y/i+tatz+ ) H1+atx+2)

Pp(x) = ;”l,; (l—-.E}‘)‘([;Q—J')'“(%a" [(1—@)rh(1 4z )r+],

P,(x) étant le polynome de Jacobi et 'on a, obser--
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vant (1),

+1

/ (b= 2P+ 2P, (x)Py(x)de =0 (m$n).
J—1

1. Sio(z) =du(z) = (x — a) (x —b)*, k41 >0,
w—+1>0, le polynome P,(z) de Jacobi vérifie
l'équation différentielle (10)

Ay

(ar,‘—a)(arr—-l))-(-[gr—2

-*—I('l+)\+p).z‘—(l(y.-&—l)-—b()\—%l)]%

—n(n+1+4+i+ p)y=o,
dont Uautre solution est

= (xr —a)ytax—>b)v

b
xf (t— a)r+i(t— byt — x)y-n-1 dt.

Cas particuliers : 1° 2(z)=1d,(x) =1, a=—1,
b =1; le polynome de Legendre P,(x) vérifie I'équa-
tion différentielle
aty ly

£
— X)L — ox - . = 0.
(1—x )111"3 Z‘T({T +n(n+1)y=o0

2° o(x)=1,(z) = (r*—a*)}, [+1>0; le poly-

i
nome
it

(2) P.(z) = Tll_(xﬁ_ae)_/ d

o C—i‘z__/b[(‘xg—ai)”*"]

vérifie I'équation différentielle

N dy
(3) (:z:?—a?)(%-; —(-2.7:(14—1)3—5—u(n—+—1—+—21)y=o.
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Comme application, con<idérons le probléme 1365 (N. A.,
1881, p. 381; 1917, p. 232) :
Démontrer que l’équation
(n—1l)(n—1{(—1)
2(2n —1)
+(n——l)(n—-l-——x)(n——l—z)(n—l——?»)

7

2.4(2n—1)(2n—3)

(4) xn-{

a?.pn—1-2

Qb gn—{—4_—

a toutes ses racinesréelles, inégales et comprises entre —a
et + « (Escary).

En désignant p = n — [, le premier membre de cette ¢qua-
tion est le polynome

pip—1)

P o= apr— A,
xt 200p +20—1)

p= axrpb—2
pp—1)(p—2)(p—3) ab

bapt—
+'z(2p+zl—|)('),p+t>,l-3) z

qui vérifie I'équation différentielle (3) (ou n est remplacé
par p); donc on a

[(fz_ a?)r+!]  (K=const.),

et donc (§ 3) I'équation proposée P, = o0 a toutes ses racines
réelles, distinctes et comprises dans l'intervalle (— a, + a).

Une autre application est le probléme 1366 (V. A., 1881,
p- 381; 1917, p. 232) :

Démontrer que Uéquation
(n—0lyin—1—)
a2(on—1)

(n—-l)(n—l—l) (n—1—2)(n—1—3)
2(2n—1)(2n—3)

axn—I(—2

(5) an—t+

arxn=1-% 4

a toutes ses racines imaginaires, inégales et comprises
dans l'intérieur d’un cercle de rayon égal a a (Escary).

Remplagant dans cette équation z par iz, on obtient 'équa-
tion (4) qui a toutes ses racines réelles, distinctes, dans
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I'intervalle (—a, + a); donc I'équation (5) a toutes ses
racines imaginaires, distinctes, de module plus petit que @, ou
intérieures au cercle de rayon a. ‘
Une derniére application est le probléme 1687 (V. A., 1895,
p- 33; 1917, p. 238) :

On sait que ’équation

dn

6 — |z (x—1)t] =0
(6) (=)
peut s'écrire
I I I
' - —
9, 3 n—+1
1 I 1
2 3 4 n+2
(7) =0
1 1 1
non-4i an
1 x x? axh
démontrer que l'équation
di+1
[E— xrn D pl— n —
g [xr(x—1)"] =0
peut de méme s'écrire
1 1 1
2.3 3.4 o (n+1)(n2)
| 1 1
) 3.4 4.5 (n+2)(n+3)
(8) =o0
i I I

n(n+1) (n+1)(n+2) "~ (2n+1)2n

1 x e xn—1

De méme l'équation

drn—K

Zouik 2 (z =1t =0
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peut s’écrire

1 1 |
(n—k+1)(n—k-+2)...(2n—2k+1) 7 (n+1)(n+2)... (2n—k-+1)

1 1 =0
n(n+1)...(2n—k) on+k)(n+k+1)...2n
1 ak

(Lucien Lévy).

Le premier membre de I'équation (6) est le polynome de
Legendre (§ 6, 1°), ol a=o0, b =1; donc (§ 3) peut
s'écrire

I's & . &
&1 g2 v Burt

En-1 n - Kan-t
1 x e xh

donc Péquation (6) a la forme (7). Dérivant 'e premier
membre de (7), on trouve

dn+1
doni 12" (2= 1]
I I 1
1 -
2 3 n—1
l { 1
]2 3 4 on+o -
=: K (K = const.).
1 1 1 1
n n+1 n-+2 2n
o ‘1 22 .o nn—t

En retranchant des éléments de la ligne du rang n multi-
pliés par n, les éléments de la ligne du rang (2 — 1) multipliés
par (n —1); des éléments de la ligne du rang (» — 1) multi-
pliés par (n—1), les éléments de la ligne du rang (» — 2)
multipliés par (n —2), et ainsi de suite, en retranchant des
éléments de la deuxiéme ligne multipliés par o, les éléments
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de la premiére ligne, on trouve

dan+1
TonTi [en(x—1n)
1 _i_ n
2.3 3.4 T (1) (n-2)
e 2 n
K 3.4 4.5 T (n+2)(n+ 3
=i
] 2 n
n(n+1) (n+1)(n+2) 77 (2n—1)2n
i 2 naxn-1

K; = (const.),

et divisant les colonnes respectivement par 2, 3, ...
obtient la forme (8).

, n, on

Procédant de la méme maniére avec I’équation obtenue, on
a, de proche en proche, la forme demandée pour la derniére
équation.

8. Les polynomes orthogonauz P,(z) vérifient la
relation de récurrence ('°)

Cn.n . \ Cn 1,n—l]7:
(9) Poyix)y—(x—a,)Pu(z)+ ———
Cn+1.n41 Chonln 1
b
T c - [
1n=—f o(z)z Plix)dx, ap = Tt _Zedte
I, a Cn,n Cn+1,n+1
v . e - 10 ) _ .
Cas particuliers : 1° o(x) =1d,(x) =1, a=—1,

b =1; les polynomes de Legendre vérifient la relation

(n+1DPy—x(2n+ )P, +nP,_y=o.

S0 o(z) = du(z) = (2 — a)(z — b)*;.
(—1)"¢cp.n -t ni o n d
1n=my/[ (x—a)t(x — b)n o(z) d.

Dans le cas des polynomes (*) qui naissent de la série



hypergéométrique,

1 n
P, = — x!— — )Y
,,._n!x Y(1 x,‘{l T

[xn-{»y—-: (1— x)n+a—-y]’

on a
(n4+a)(n=+1)P,.y
(2n + a +1)(2n +2)

AN 2An Ay — Y N
+ X — P,
(20 4+a—1)(2R 4+ 2 +1)

(n+y—1)(n+a2—y) R
}n7|=0.
(on+a)(2n+a—1)
Pnp_i(z)
Pu(z)

tend vers une racine de U'équation

9. La limite (*') du rapport

pour n-—»x

Az — § <x—a+b\))\+1:o
b—a 2 ’
déduite de la relation (9) qui est une relation de récur-
rence de Poincavé ('3). '
Les courbes de convergence des séries de Poincaré,
Ya,P,(x), a2 une variable complexe, sont des ellipses
de foyers a et b.

10. La limite de \/P,(x) pour n - est (¥)

b
, logu'—!,—-—(y——————

et @ ‘/(I——a,ul—m’

d’ot Uon déduit que les courbes de convergence des

séries de Poincaré, 2a,P,(x), sont des ellipses de

Soyersaetb.

A1. Les polynomes P,(x) sont les dénominateurs
des réduites d’ordre n du développement de la fonc-
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tion

" o)

Ar=rid

en fraction continue (‘).

12. Les polynomes P,(z) interviennent dans la
théorie des quadratures mécaniques (5). La valeur
approchée de I'intégrale

b
= [ o) f(x) do

est (')

b n
/ﬂ “(@)P2_\(z)dx ‘C.___Jiggl____],

st P (xi) Py (74)

*a
=1

Ty, ..., £, étant les racines du polynome P, (.r).

[P'6e]
SUR LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT
(Suite) (1):

Par E. LainE.

9. Sophus Lie a indiqué (?) une représentation géo-
métrique trés propre a faire saisir le caractére excep-
tionnel de l'intégrale singuliére. Considérons p comme
une troisiéme coordonnée ponctuelle; pour fixer les
idées, nous prendrons I'axe des p perpendiculaire au
plan (z, ) supposé horizontal. ’

(') Cf. N. A., janvier 1924, p. 131.
(*) Cf. Op. cit., Kap. 6.

Ann. de Mathemat.. 5 série, t. II. (Février 192}.) 14
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A tout élément (x, y, p) correspond ainsi un point
de I'espace; a toute m(x,, ¥,, p), laverticale du point
(4, ¥o)- A toute m} correspond une courbe et une
seule, mais Inversement a toute courbe de l'espace
(z, v, p) ne correspond pas une m,. Les seules courbes
auxquelles corresponde une m, sont celles qui vérifient
I'équation de Pfaff

dy — pdr =o;

nous les appellerons « courbes de Pfaff ». Toute verticale
¢st done une courbe de Pfaff.

A deux m, tangentes, t. e. ayant un élément commun,
correspondent denx courbes de Pfaff ayant un point
commun. Mais ces courbes ne sont pas en géncéral tan-
genles en ce point; elles ne le seraient que si les m,
considérces avaient deux éléments communs infiniment
voisins, 7. e. étaient osculatrices.

En un point d’'une courbe de Pfaff la tangente est
dans le plan de coefficients directeurs (p. —1, 0),
c’est-a-dire dans un plan vertical dont la trace sur le
plan (.. y) est précisément la droite de coefficient
angulaire p.

Donnons-nous un cylindre quelconque a génératrices
verticales; il détermine dans le plan ) une mj, et
comme a cette m) correspond une courbe de Pfaff et
une seule, il en résulte que, sur tout cylindre a géné-
ratrices verticales, 1l existe, en dehors des génératrices,
une courbe de Pfafl et une seule ; nous 'appellerons la
« (‘m'arléristiqué du cylindre ».

A P'equation différentielle

(5 ']“(J‘,}’,]?):O

correspond une surface S. D’ailleurs a chaque courbe
de Pfail tracée sur S correspond évidemment, par pro-
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jection sur le plan (z, 5). une m, intégrale de I'équa-
tion (5) et inversement. Par exemple, si I'équation (5)
ne dépend pas de p, la surface S est un cylindre a
génératrices verticales, qui coupe le plan des (z, y)
suivant la courbe (C) représentée alors par I'équa-
tion (5). Les génératrices sont des courbes de Pfaff
auxquelles correspondent les m? intégrales ayant pour
supports ponctuels les différents points de (G) (inté-
grale générale); d’autre part, a la caractéristique du
cylindre correspond la m} ayant pour support ponctuel
la courbe (C) elle-méme (intégrale singuliére).

Si nous prenons arbitrairement, dans le plan des xy-, -
ane famille de courbes a un paramétre, ces courbes
auront en général une enveloppe. L’équation différen-
tielle dont elles donnent Vintégrale générale représente
alors une surface S qui posséde une propriété particu-
heére. En effet, considérons un élément quelconque de
Penveloppe; cet élément appartient aussi & une autre
courbe de la famille. Les deux courbes de Pfaff corres-
pondantes auront un point commun M, mais ne seront
pas en général, nous 'avons vu, tangentes en ce point.
Les tangentes en M a ces deux courbes devant étre
dans un méme plan vertical, le plan tangenten M a S
est vertical. Ainsi le cylindre a génératrices verticales
déterminé par I'enveloppe touche la surface S tout le
long d’une courbe de Pfaff’; autrement dit, la courbe
de contact de S et du cylindre circonscrit a généra-
trices verticales est la caractéristique du cylindre.

I est clair qu'une surface S prise au hasard ne pos-
sede pas cette propriété, puisque sur tout cylindre a
génératrices verticales 1l existe une seule caractéris-
tique. Il en résulte qu’une équation différentielle
n’admet pas, en général, d’intégrale singuliére.

On verrait sans difficulté que la courbe de contact



( 180)
de S et du cylindre circonscrit a génératrices verticales,
soit (T), se projette sur le plan des (z, y) suivant la
courbe lieu des points de rebroussement des courbes
mtégrales. Cette courbe (T') est définie par les équa-

tions
JdF

l'(l’,}’,[’)=0, 7}[_)=0

on en déduit, suivant un procédé connu, la condition
qui exprime que 'équation (5) admet une intégrale
singuliére. '

Si la courbe I' est une verticale, il lui correspond
une intégrale singuliere m}. Pour qu’il y ait une inté-
grale singuliere du type (&), il suffit que toutes les
courbes de Pfall tracées sur la surface S aient un point
commun.

9. Le procédé employé au n® 7 pour intégrer'équa-
tion différenticlle

(5) flriy,pry=o0

peut étre généralisé. Au lieu de ramener cette’équation
A une forme immédiatement intégrable

Y=o,

supposons qu’on lui ait appliqué une T. C. qui la
raméne & la forme

(14) (X, Y,P)=o0;

st 'on sait intégrer I'équation (14), on saura, d’apres
ce qui a été dit au n® 6, intégrer également I'équa-
tion (5).

Tel est, sous sa forme la plus générale, le mode d’ap-
plication de la théorie des T. C. au probléme de I'inté-
gration des équations différentielles du premier ordre.
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Remarques. — 1. Nous ne nous occupons dans
cette Note que des transformations finies. La théorie
des transformations infinitésimales nécessiterait des
développements beaucoup plus longs (V).

II. Toute équation

(er) f(.r,}/, Py =0
peut se ramener par une T. C. a I'équation
(E) Y =o0;

désignons par U cette T. C. La T. C. inverse U™! con-
duit de (E) a (e,). Soit

(e ol )y, p)=o

une autre équation quelconque; il existe une T. C.,
soit V, telle que V= conduise de (E) a (e,). Le résul-
tat de deux T. C. successives ¢tant encore une T. C.,
on a ainsi une T. C., UV~ qui permet de passer de
(ev) a (ey), Donc élant données deux ¢quations diffé-
rentielles quelconques du premier ordre, on peut tou-
jours passer de I'une a l'autre par une T. C. con-
venablement choisie. Autrement dit, une équation
différentielle du premier ordre n’a pas d’invariants par
rapport au groupe des T. C.

10. Considérons une multiplicité m, du plan zy, et
a chaque élément (x, ), p) associons une nouvelle
variable r telle que, quand on se déplace sur m,, on ait

dp —r dr =o.

(') Cf. VivanTi, Lecons. élementaires de la théorie des groupes
de transformations. Cet Ouvrage est un résumé des travaux de
Sophus Lie sur la théorie des groupes. — Cf. aussi GOURSAT, Cours
d’Analyse, t. 11, Chap. XIX.
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On pourra alors définir la multiplicité m, par trois
velations entre les variables x, y, p, 1 entrainant les
équations

(15) dy — pdr = o, dp —rdz = o.

Clest le sens que nous donnerons désormais au mot
« multiplicité ».

Revenons maintenant aux équations (6) qui défi-
nissent une T. C. Pour qu’a toute m, du plan (z, y)
corresponde une M, du plan (X, Y), il faut ajouter aux
équations (6) une équation nouvelle qui sera

_ Pe+pPy+rP,

R = - at)
Xe+pXy+ 71X,

les ¢quations (1)) entrainent alors en effet
dl — RdX = o.
Les ¢quations

\ X = —x('lly ) P Y= Y("‘* Y P P = Pix, Vil

(16) ( R

_ P+ ,ng_,—f— rpP,
T X+ pXy+ rX;;’

dont les trois premiéres ont pour conséquence
dy —pdr =o,

définissent une T. C. prolongée.
Ceci pos¢, une équation telle que

(17) F(z,y,p,r)=0

peut évidemment étre considérée comme une équation
différentielle du second ordre; intégrer cette équation
revient a chercher toutes les m, qui la vérifient.
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Soit alors
(18) U(z,y,a, b)=o0

une famille de oc* courbes, représentant l'intégrale
générale de (17). Donnons a la constante arbitraire ay
dans I'équation (18), une valeur particuliére a,; I'équa~
tion

U(‘Ty.y) Ao, b) =0
représente co' courbes intégrales, qui forment I'inté-
grale générale d'une équation différentielie

X(x, ¥, p)= aq.

De méme I'équation obtenue en donnant a 6, dans
I'équation (18), une valeur particuliére b,

U(x, y, a, by)=o,

représente o' courbes intégrales, qui forment 'inté-
grale générale d’une équation différentielle

Y(z, y, p) = bs.

En résumé, sur une m, intégrale quelconque de (17),
on a a la fois

X(z, y,p)=a, Y(x, y, p)=0b.

Ces deux équations devant définir une m, quelles
que soient les constantes @ et b, il en résulte (n°2) que
les fonctions X et Y sont en involution.

On appelle intégrale intermédiaire de (17) toute
fonction ®(z, y, p) telle que toute integrale de (17)
vérifie I’équation

®(x, y, p) = const.

et réciproquement. X et Y sont donc des intégrales
intermédiaires, etl'intégrale intermédiaire la plus géné-
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rale s’écrit
®d(x, y, p)=F(XY),

.

¥ désignant une fonction arbitraire.

Géométriquement, on voit que I'équation différen-
tielle (17) définit o courbes intégrales, que I'on peut,
@’une infinité de maniéres, grouper de facon a obtenir
' familles a un paramétre. A chacun de ces groupe-
ments correspond une intégrale intermédiaire.

Soit @(x, y, p) une intégrale intermédiaire quel-
conque. Il faut noter qu’en général les intégrales sin-
guliéres, s'il en existe, des ¢quations diftérentielles

®(x, y, p)=const,

ne seront pas des intégrales de I'équation (17). En effet,
soient

(19) e=01(2),  y=10(%)

les ¢quations paramétriques d’une courbe (C) arbi-
traire. On peut toujours déterminer o (a) de telle sorte
qu'en remplacant b par 9(a) dans 'équation (18), la
famille & un parameétre

Ulw, y,a,¢(a)]l=o0

ait précisément pour enveloppe la courbe (C) @ il suffit
pour cela que les équations

JU U
Ule, v, a,¢(a)]=o, E—;—Ecp(a)_
soient identiquement vérifiées quand on y remplace
et y par leurs valeurs (19). On en déduit, par un rai-
sonnement classique, que ¢ est déterminé par I'élimi-
nation de % entre les équations

JdV

V=0, '0—)\'

= 0,
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ou Pon a posé
V=U[6;(2), f:(X), a, g(a)].

Mais la famille considérée est évidemment l'intégrale
générale de I'équation

Y—¢(X)=o0;

Pintégrale singuliére de cette équation, qui n’est autre
que la courbe arbitraire (C), ne sera évidemment pas,
en général, une intégrale de (17).

Considérons maintenant I'équation (17 ) mise sous la
forme

(20) r=w(x,¥,p)

Toute intégrale de I'équation homogeéne

JF dF JF

P +I"(T;, +w(L, ¥, ply- =0

(21) P

est, comme on le voit sans difficulté, une intégrale in-
termédiaire de 'équation (20). Par conséquent si 'on
prend pour la fonction P une intégrale quelconque de
(21), la T. C. prolongée définie par les équations (16)

raméne I'équation (21) a la forme

(22) R =o.

L’équation (22) a pour intégrale générale la famille
de droites

Y=aX+b.
En éliminant p entre les équations
Y(%}’,P)“”X(xv}’yp):b, P(‘tvyrp)=a9

on aura l'intégrale générale de I'équation (17).

(A suivre.)
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Coutrs nE MATHEMATIQUES GENERALES, 4 I'usage des étu-
diants en Sciences naturelles, par G. Verriest. Pre-
mic¢re Partie : calcul différentiel et géométrie analy-
tique a deux dimensions. 1 vol. 25 > 16 de 338 pages.
Louvain, éditions Universitas. Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1923. Prix : 38",

M. Verriest publie le Cours qu'il professe, a 'Université de
Louvain, pour les étudiants préparantle Doctorat spécial de
Chimie pure et appliquée. Son livre intéressera un public
beaucoup plus étendu : étudiants en Sciences expérimentales,
éléves d’Eeoles techniques, bref tous ceux qui, pour d’autres
¢tudes, ont besoin de notions de Mathématiques supéricures.
Autant qu'on en peut juger par le premicr volume, le pro-
gramme développé correspond a peu prés a celui de notre
Certificat de Mathématiques générales.

L’auteur a fait appel, quand c'était utile, a Uintuition géo-
métrique. Mais il s’est gardé de l'imprécision et, lorsqu’il
étudie des questions un peu délicates, son exposé comporte
toute la rigueur désirable. Les pages qu’il consacre, dans le
cours du livre, aux divers aspects de la notion de différentielle,
sont particuli¢rement bien venues a cet égard.

Chaque Chapitre contient beaucoup d’exercices, avec indi-
cation des solutions. De plus, un certain nombre d’applica-
tions viennent illustrer les théories développées. Citons, entre
autres, la formule de Kirchoff établie aprés ’étude de la diffé-
rentielle, les calculs d’aberrations donnés en application de la
formule de Maclaurin (un peu longs, ces calculs) et, aprés
I'étude des indéterminations, les quelques pages consacrées
au galvanométre balistique.

Il y a grand intérét a varier ainsi les applications et a ne
pas se borner, comme trop souvent, aux seules « applications »
géométriques. C'est indispensable, pensons-nous, pour faire
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comprendre a I'éléve toute la portée des méthodes et pour
I'assurer dans le maniement de I'outil mathématique. Et ce
n’est sirement pas empiéter sur unautre enseignement — dont
la tenuc mathématique peut étre négligée et ou, en tout cas,
des difficultés d’un autre ordre sollicitent l'attention de I'étu-
diant — que d’exposer, par exemple, aprés I'étude de la dif-
férentielle totale, les quelques relations mathématiques qui
sont a la base de la Thermodynamique.

Il faut souhaiter voir bientdt paraitre le second volume d'un
Cours qui, excellent a tous égards, n’est pas sans originalité
et sera tres apprécié, J. P.

Les LiEux cEoMETRIQUES EN MATHEMATIQUES SPECIALES,
par T. Lemoyne. 1 vol. 25 >< 16 de 146 pages, avec
figures hors texte. Paris, Vuibert, 1923. Prix : 10™.

o] 1 I )

Il existe une branche de la Géométrie trés négligée en
France : c'est la Géométrie énumérative (abzdihlende Geo-
metrie), qui a pour objet de calculer le nombre des figures
de nature donnée satisfaisant a certaines conditions qui suf-
fisent a les déterminer. Combien d’entre nous savent établir
qu’il existe dans I'espace 92 coniques coupant 8 droites don-
nées et 666841088 quadriques touchant g quadriques données?
Et pourtant les premiers travaux sur les sujets de cet ovdre
sont ceux de Chasles, géométre francais. C'est en 1864 qu'il a
donné sa théoric des caractéristiques des systémes de coniques,
qui ouvrait la Géométrie énumérative.

M. Lemoyne a spécialement consacré son Livre a la théorie
dont il s’agit. Tl se borne a la Géométrie plane.

On appelle caractéristiques u,v)d'un systéme de coniques,
dépendant d’'un paramétre, le nombre w des coniques du sys-
téme qui passent par un point donné et le nombre v de celles
qui touchent une droite donnée. Chasles avait cru que le
nombre des coniques du systéme qui satisfont a une condition
donnée quelconque est toujours de la forme ap + bv, a et b
étant des entiers. Dans un Mémoire célébre, Halphen a montré
que ce n’est pas exact, et a rectifié 'énoncé de Chasles.

M. Lemoyne expose les fondements de la théorie, d’apreés
Chasles, aux théorémes de qui il en ajoute plusieurs qui lui
sont propres, puis il 'applique 4 de nombreux problémes, qui
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concernent des lieux de poles, de centres, de foyers, ctc. et des
enveloppes d’axes, de directrices, etc. Il n’y a pas moins de
1376 théorémes énoncés, donnés en général sans démonstra-
tion, comme applications de théorémes généraux établis en
téte des diverses sections entre lesquelles sont répartis ces
exercices. Peut-étre certains préféreraient-ils que I'auteur eat
restreint le nombre des applications, pour développer un peu
plus longuement la théorie. Mais peut-étre aussi méconnai-
traient~ils le but poursuivi, qui est de montrer combien peut
éire vaste le champ d’application de principes fort simples.
Chacun est libre de s’attacher aux ¢noncés qui le séduisent.

Quoi qu'il en soit, le Livre, fort attrayant en lui-méme, en
fait espérer un plus complet sur la Géométrie ¢numérative,
M. Lemoyne parait tout désigné pour I'écrire, et il apporte-
rait ainsi unc belle contribution a notre littérature scienti-
fique. R. B.

CONCOURS D’AGREGATION DE 1922.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES

(Fin) ('):

Par J. LEMAIRE.

V. Deux génératrices fixes A,, A| de méme sys-
téeme, du paraboloide hyperbolique ayant pour
équation

(') Voir le début de cette solution dans nos numéros de juillet
(p- 385) et d’ottobre (p. 27) dernier.
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sont rencontrées en M et M' par une génératrice
variable G, de Uautre systéme.

Il n’existe pas en général de point w d’o U'on
voit le segment MM' sous un angle droit lorsque G
varie.

Si Ay, A sont rectangulaires, il existe une infi-
nité de points o situés sur un cercle (1y), dont le
plan passe par une droite fixe D, lorsque le couple
A,, A varie.

Au deurxiéme systéme de génératrices corres-
pondent, de méme, des cercles (I'y) dont les plans
passent par une droite D,. Les droites D,, D, se
rencontrent en un point 1. Former ’équation de la
surface (2) lieu des cercles (I'y) et (Ty), et démon-
trer que (X) est sa propre transformée dans une
certaine inversion ayant 1 pour pile.

Trouver tous les cercles (races sur (X), et les pdles
des inversions qui n’altérent pas cette surface.

V. Considérons le paraboloide hyperbolique repré-
senté par

p 7"
et solent
¥ 3
= L — =292kr
)
A Ve Vg
¥ z I
= — = T, Y
Ve Vg
(a})
y 2 _1
AR

deux génératrices fixes de méme systeme, (G) une
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génératrice variable de I'autre systéme

‘)/ 3 1

. —_— = T

vp Ve ®
(G) N i

—__ = 2T,

\/,; \/(/

les points ou celle-ci coupe les deux premiéres ont
pour coordonnées

‘ X = —>
\ 2N
(M) ,,}},:z&’ l_‘."_ﬁ,

% A
' o Wgr—np

hp

|

’

¢

= =
\ 2k

P VP N+
—_— Tt T

(M) Cyt= am
( 3 = .\/_;]_)\_—,_H.
VT e W

La coadition pour que MM’ soit vu de o (X, Y, Z)
sous un angle droit est
(X—a) (X =)+ (Y= ) (Y — ) +{L —2)(Z—3)=0
ou
(22 X — 1) (2N uX — 1)
+ oA Y —VpOo+= wl o pY — Ve + )]
+DbaZ — Vg — bz — Vg —w] =0,
qui doit avoir licu quel que soit i, d’ou
GWX2 4 (2AY - p) (a2 Y — Vp)
+(22Z 4+ Vq) (23 Z +q) = o,
Lo =N )X+ ay/p (20 Y —Vp) =2 Vp (AY —p)
' +MgONZ+Vq)+NVgOAZL+/g) = o,
1— A\ (p+gq)=o. (1)
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La derniére condition montre qu'en général il
n’existe aucun point o répondant a la question; cette
condition, quiexprime que A, et A} sont orthogonales,
pouvait étre prévue en supposant la génératrice
variable (G) a l'infini. Si elle est satisfaite, infinité de
points w(X, Y, Z) déterminés_par les deux premiéres
équations ci-dessus, lesquelles s’écrivent

AW+ Y2+ 22— oA+ M) (Y Vp—2LVqg) +p+q=o0,
2(h+ W)X + 4N (YVp+ZVg)—(h + My(p—q)=o,

et représentent un cercle (I'y), qui est le lieu de
pour le systeme Ay, A'.

L’équation du plan de ce cercle pouvant s’écrire, en
tenant compte de (1),

20+ )X — [%q(h/ﬁﬂuz\/a)—(uw)(p—q):o,

ce plan passe, quelles que soient les génératrices A,
et A}, parla droite fixe

X =p—gq,

(Dy) . —
'Y Vp+7yg=o.

Au deuxiéme systéme de génératrices correspondent
de méme des cercles (T',) dont les plans passent par la
droite

2X=p—gq,
VP2V =0

Ces deux droites se coupent au point I <P —49, o, o),

(Dy)

symétrique du sommet O du paraboloide par rapport
au milieu du segment FI' limit¢ aux foyers des para-
boles principales contenues dans les plans y O.r et z0z.

La surface (¥) lieu des cercles (I'y) et (T'y) a une
équation qui résulte de Pélimination de A et A’ entre
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les équations du cercle (T'y) et la condition (1) :

Xt Y Z2) —a(YVp—2Vq) p+g

(=) 14(YVp+1Vq) 2X—(p—q) o |=v
pP+4q 0 1
ou

i[2X—(p—g) (X2 Y2 12)
+8(pYi—qgl?) —(p+q)2[2X—(p—g)]=

La puissance de | par rapport au cercle (I'y) ou a la
sphére
P+q _
\-,—Y2+Zf—-)\—)\,-(\ \/I)—L\/’] vy =0

ou

N2 Y272 i;ri(/)+q)(\’\/;——2x/§)—~ (_P_"/'_q) =0
. 4

a pour valeur (— pq); vérification analogue pour le
cercle (Ty) : 1 est ainsi pour (E) un centre d’anallag-
matie.

La surface (X) est une cyclide cubique, elle posséde
deux svmétries par vapport aux plans 20y et 20 z;
clle a en outre deux anallagmaties autres que celle de
pole I, et dont les poles sont les points de contact de
la surface avec les plans tangents menés par la droite a
Vinfini du plan X = o, laquelle est sur (Z).

Ces points sont les points, autres que I, ou Ox
coupe (X), c’est-a-dire les points J et K de cet axe qui

ont pour abscisses - 2 q. Tout plan perpendicu-

laire 4 T'axe Oz coupe (S) suivant une hyperbole s’il
rencontre cet axe entre J et K, suivant une ellipse ima-
ginaire s'il le rencontre en dehors du segment JK.

S'il passe en I, le plan coupe la surface suivant les
droites D, et D,; en J, il est tangent a (X) le long de
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la droite

x=£2"14
(L) 2

Y =o,

’

qui est ainsi une génératrice singuliére; de méme, s'il

passe en K, il est tangent le long de la droite
‘x:_ﬂiL

(L) 2

( Z=o.

La trace de (Z) sur le plan O z est ’hyperbole équila-

tére

2__ g2
YZ_Z2+p 4q = 0.

Tout plan contenant 'une des droites (D,), (D),
(L), (L") détermine un cercle sur (T) : en particulier le
plan Z = o coupe la surface suivant (L') et suivant le
cercle

12 p2 _(L’_
(c (x—;)+w_4,

qui a pour centre F et qui passe en I. De méme le
plan Y = o la coupe suivant (L) et le cercle

2 2
[(9) (X—i——z-) +Z2=%—,
de centre F' et passant en I; ces cercles ont respecti-
vement 1J et IK pour diamétres. Dans la transforma-
tion de (2) en elle-méme, par une inversion de pole I
et de puissance (— pq), la droite (L) et le cercle (C)
se permutent, ainsi que (L') et (C).

Génération de (2). — Imaginons qu'un plan mobile
tourne autour de la droite (D,); il coupe (L), (L),
(C) et (C') en quatre points qui appartiennent a un
cercle (T',) dont le lieu est la surface; un plan mobile

Ann. de Mathémat., 5° série, t. II. (Février 1924.) 5
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autour de (DD,) donne une génération analogue avec
les cercles (I'y).

Par tout point M de (X) passent ainsi un cercle (T,)
et un cercle (T'y) qui se coupent en un second point M’
de IM, tel que m.m:——pq; toute sphére contenant
un cercle d’une des familles coupe (Z) suivant un
cercle de lautre famille, et ces deux cercles ont en
commun deux points tels que M et M’, de sorte que la
sphére est bitangente a (X). Les axes des cercles (T',)
et (T',) sont les génératrices des deux systémes de (IT).

Revenons aux génératrices A, et A, et soit OO leur
perpendiculaire commune, les points O et O’ ou elle
les coupe appartiennent au cercle (I'y) dont 'axe est la
génératrice du paraboloide, de méme espéce que A,
et A, appartenant au plan équidistant de A, et A} ; on
en conclut que (X) est la surface anallagmatique enve-
loppe des spheres coupant orthogonalement la sphére
imaginaire de centre 1 et de rayon \/— pg, avec le

paraboloide comme surface déférente; cela se vérifie
par un calcul simple.

Les points O et O’ sont évidemment dans le plan de
Monge du paraboloide qui a ainsi en commun, avec (X),
Ihyperbole, située dans ce plan, lieu des points ou se
croisent deux génératrices rectangulaires; nous verrons
plus loin que le reste de 'intersection des deux surfaces
est une biquadratique sphérique imaginaire.

L’anallagmatie de pole K, et de module p(p + ¢q),
donne un mode de génération plus simple : un plan
variable contenant (L') rencontre (C) et (L) en N
et N', et le cercle de diametre NN’ qui est situé dans ce
plan, et que nous nommerons le cercle (A), a pour
lieu géométrique la surface cubique.

Génération analogue, avec (C') et (L'), a 'aade des
cercles (A').
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Si n est le centre, situé dans le plan O3, d'une
sphére contenant le cercle (A) et tangente a (L), cette
sphére est orthogonale a la sphére (S) de centre K et

de rayon y/p(p—4¢), et son centre décrit la para-
bole (%) située dans le méme plan 203, et ayant F
pour sommet et I’ pour foyer, et elle a pour enve-
loppe (X) avec laquelle elle se raccorde suivant (A).
Les cercles (A) constituent une famille de lignes de
courbure de (Z).

Au mode de génération par les cercles (A'), corres-
pond une famille de sphéres, orthogonales a la sphére
de centre J et de rayon y/¢(p-+¢), et ayant leurs
centres sur la parabole (=") focale de la précédente;
les cercles de raccordement de ces sphéeres avec (Z)
forment la seconde famille de lignes de courbure.

Lasurface () est I’inverse d’un tore : Soient (s) le
cercle trace de (S) sur le plan 2Oz, Q et Q' les points

Fig. 3.

«) (s), (48

ou il coupe Oz, Q étant supposé entre I et J. Trans-
formons I'ensemble (C), (L), par une inversion de
pole @ et de module QI.QK : le cercle (C) se transforme
en lui-méme, et siJ’ est le point inverse de J, un calcul
fort simple montre que QJ' = KI; par conséquent (C)
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et (L) se transforment en deux cercles égaux (C)
et (L,). Le cercle @QNN’, tangent en Q@ a Oz, a pour
inverse une droite N, N/ paralléle a Oz; la droite KNN’
a pour inverse le cercle QIN,N; QI et N;N; ont le
méme axe, par rapport auquel les cercles (C) et (L,)
sont symétriques; finalement, le cercle (A) se trans-
forme en le cercle (A,) décrit sur N,N| comme dia-
métre dans un plan perpendiculaire au plan O3z,
lequel cercle engendre un tore dont la méridienne est
I'ensemble des cercles (C) et (L,): ce tore (T) est
linverse de (¥); le point Q appartient au petit cercle
équatorial du tore.

Avec Q', on aurait eu un tore dont le grand cercle
équatorial edt passé en ce point. La surface () peut
ainsi &tre transformée en un tore de quatre maniéres
différentes.

Inversement, en transformant un tore par inversion
par rapport a un point d’'un des cercles équatoriaux,
on a une surface ().

Cette surface cubique n’est donc autre chose qu'une
cyclide de Dupin particuliére; le mode de génération
a Paide des cercles (A) est un cas particulier de celui-ci,
qui a été signalé par M. Guichard pour une cyclide de
Dupin quelconque :

Etant donnés deuz cercles d'un plan considérés
comme inverses Uunde l’autre, st ’on joint un point
variable de l'un a son inverse sur Uautre, le cercle
ayant pour diamétre le segment de droite obtenu,
et situé dans un plan perpendiculaire au plan des
cercles, engendre une cyclide de Dupin.

D’ailleurs, en transformant avec un point quel-
conque de Oz pour pole, la surface (Z) et le mode de
génération par les cercles (A), on aurait une cyclide
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de Dupin générale engendrée comme il vient d’étre dit.
Des propriétés du tore (T), on déduit sans peine
celles de (), que nous nous contenterons d’énoncer :

Droites de (2). — Les seules droites de cette surface
sont, outre la droite a I'infini des plans perpendicu-
laires a O z, les quatre droites (L), (L"), (Dy), (D.) :
les deux premiéres sont les inverses du cercle méridien
et du cercle équatorial de (T) qui se croisent en Q, et
les deux autres les inverses des deux cercles qui se
croisent eu Q et qui appartiennent aux deux plans
bitangents au tore qu’on peut faire passer par ce point.

Cercles de (). — Ce sont les cercles des quatre
familles que nous avons signalées : les cercles (A) sont
les transformés des paralléles du tore, les cercles (A,)
les transformés des méridiens, les cercles (T,) et (I'y)
les transformés des cercles situés dans les plans bitan-
gents au tore.

Par tout point M de (X) passe un cercle de chaque
famille : un cercle (A) et un cercle (A’) qui sont
orthogonaux et qui n’ont que ce point commun M, un
cercle (T';) et un cercle (T';) qui se coupent en outre
au point M’ inverse de M dans Vanallagmatic de pole 1,
et appartiennent a la sphére bitangente a (X) en M
et M'.

Les seules autres coniques tracées sur (¥) sont des
hyperboles situées dans les plans sécants perpendicu-
laires & O z et coupant cette droite entre J et K.

Biquadratiques de (X). — Toute quadrique pas-
sant par un cercle ou une conique de la surface la
coupe en outre suivant une biquadratique de premiéré
espéce. De méme toute quadrique qui contient deux
des cinq droites de (Z) situées dans un méme plan.

Toute quadrique passant par deux droites, non en
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méme plan, prises parmi les quatre droites a distance
finie, détermine sur (X) une courbe gauche du qua-
trieme ordre de seconde espéce, par laquelle on ne
peut faire passer que cette seule quadrique.

Une quadrique contenant une conique non circu-
laire de (X) coupe en outre cette surface suivant une
biquadratique qui a quatre points communs avec le
cercle de l'infini, donc suivant une biquadratique
sphérique, et réciproquement.

Anallagmaties. — On sait qu’une cyclide cubique
quelconque est anallagmatique de cinq maniéres, les
déférentes étant des quadriques homofocales. Ici, nous
avons affaire & une cychide particuliére qui posséde une
seule anallagmatie générale, avec 1 pour pdle et le
paraboloide comme surface déférente, et a laquelle
correspondent les cercles (I'y) et (T'y) dont les axes
sont les génératrices du paraboloide. Les quatre autres
anallagmaties se réduisent en quelque sorte a deux
anallagmaties doubles, dans lesquelles les sphéres
enveloppées se raccordent avec (Z) le long des cercles
de courbure, les déférentes se réduisant aux para-
boles (=) et (='), focales du paraboloide.

Les normales a (X) s'appuient sur ces deux para-
boles.

Intersection de (2) et du paraboloide. — Un calcul
aisé permet de mettre I'équation de (X) sous la forme

1 N —a) c_P—9q ? 2 72
j(2X+p—q) | (X 5 + Y2+ 722+ pg
+8(gYr— pli—apgX) =o);
Pintersection de cette surface et du paraboloide se
compose donc de la section plane contenue dans le plan

polaire de I
2X+p—g=o0
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et d'une biquadratique appartenant a la sphére imagi-
naire de centre I

j— 2
(X——E—;—Z> + Y2+ Z2+pg = o.

(X) considérée comme transformée du parabo-
loide. — Etant donnée une génératrice A du parabo-
loide, 1l existe un systéme et un seul de génératrices
de méme espece qu’elle, A, et A}, orthogonales, et
équidistantes de A; on peut s’en rendre compte en
considérant le contour apparent de la quadrique par
rapport au plan directeur paralléle & ces génératrices,
qui est une parabole de foyer 1 et de méme sommet
que le paraboloide; a ces génératrices A, et A| corres-
pond un cercle (T'y) dont A est 'axe; inversement a un
cercle (T'y) correspond une génératrice A.

Par tout point M du paraboloide passent deux géné-
ratrices auxquelles correspondent un cercle (T'y) et un
cercle (I'y); ces cercles ont deux points communs m
et m/, inverses 'un de l'autre sur (I) dans l'anallag-
matie de pole I; ces deux points sont, comme on voit,
symétriques par rapport au plan tangent en M au para-
boloide.

Addition a la quatriéme partie. — M. Labrousse,
professeur au lycée Saint-Louis, a bien voulu me
signaler les propri¢tés suivantes, sur’ lesquelles je
reviendrai prochainement :

1° Si § déerit sur (H) une biquadratique sphé-
rique (h) de centre O, le point orthoptique v décrit
sur la surface (Sy) une biqguadratique spherique (R');
st (h) est sur la sphére de Monge, (h) et (k') coin-
cident;

2° Si Uon considére les cones du second degré de
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sommet O qui ont pour directrices les biquadra-
tiques (h'), les coniques sphériques déterminées par
ces cones sur la sphére de Monge sont identiques
aux traces, sur la méme spheére, des quadriques
homofocales a (H);

3° Dans le cas particulier ou (H) est de révo-
lution, pour que les points orthoptiques w, o' relatifs
a deux génératrices A et A' soient réels, il faut et il
suffit que le point commun aux projections de ces
droites sur le plan xOy soit extérieur au cercle

224 y?— (2a*+ c?) =o.

QUESTIONS.

2464. ABC étant un triangle et X une droite orientée,
appartenant. au plan de ce triangle, on construit les droites
Xa, X4y X¢, symétriques respectives de X par rapport a BC,
CA, AB.

Démontrer que le centre du cercle orienté qui touche X,
Xy, X, est sur le cercle circonscrit 8 ABC.

CLoDION.

2463. Soit I' la courbe lieu des projections du centre d'un
hyperboloide a une nappe H sur les génératrices d’'un méme
systéme. La projection de T sur tout plan principal de H est
rencontrée, par une tangente arbitraire a la conique princi-
pale correspondante, en quatre points dont 'un est le centre
des moyennes distances des trois autres.

A. LABROUSSE.
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[M!2e]
SUR QUELQUES APPLICATIONS
DU PRINCIPE DE CORRESPONDANCE GENERALISE ;

Par LE CommanpanT BARRE.

1. Position dela question. — Nous nous proposons,
dans ce travail, d’indiquer deux applications du prin-
cipe de correspondance généralisé qui ne nous parais-
sent pas avoir été remarquées et semblent cependant
de nature a constituerunmoyen commode de recherches
géométriques. Les propositions que nous avons en vue
constituent deux théorémes généraux dont le premier
est un cas particulier de la proposition donnée par
Zeuthen au n°102 de son Ouvrage Lehrbuch der abzih-
lenden Methoden der Geometrie. Le second de ces
théorémes est le corrélatif du premier.

Nous les énoncerons ci-aprés, en les faisant suivre
immédiatement, chacun, de quelques-unes de ses appli-
cations.

II. — Premier théordme général et ses applications.

2. Tutorime I. — Soit T'y, une courbe plane de
classe m et, dans son plan, une autre courbe T de
classe p. On suppose qu’il existe entre les tangentes
de Tp et celles de Tp une liaison algébrique indé-
composable ainsi définie : a chaque tangente deT,,
correspondent p tangentes de I'p et a chaque tan-
gente de T, w tangentes de T',. Le lieu des inter-
sections des tangentes correspondantes de Ty, et de
[, est une courbe d’ordre mp + pw.

Ann. de Mathémat., 5 série, t. II. (Mars 1924.) 16
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La démonstration est entiérement calquée sur celle,
bien connue, de la génération des coniques par inter-
section de faisceaux homographiques de droites.

Soient, sur une droite A, un point M, d’abscisse
comptée a partir d’une origine arbitraire, point
considéré comme défini par lintersection de A avec
une tangente a I'y,, P un point d’abscisse «' défini par
les tangentes a I',.

A un point M quelconque de A correspondent m
tangentes a r, et, par suite, m u tangentes a Fp et mp.
points P sur A. Inversement a chaque point P corres-
pondent pw points M. La relation entre les abscisses

z et 2’ de ces points est donc de la forme

(1) azx'mb P 4+ bx'mi—1zre | = o,

équation de degré my enz' et pw en x et dont ledegré
ne peuts’abaisserque pour des droites particuliéres (').
Cela posé¢, un point quelconque de A sera sur la
courbe lieu des intersections des tangentes correspon-
dantesde T, et deT, s’il est a lafoispoint M et point P,
autrement dit si c’est un point double de la correspon-
dance (1). Son abscisse sera donnée par la relation

(2) axmb+re g pmbpro-1 4 ] = o,

(') On pourrait craindre que la relation entre z et z’, tout en
etant de degré mu en z' et pw en x ne soit pas de degré global
mup + pw. Cela peut, en effet, arriver pour certaines droites Mais,
si 'on projette la figure sur un plan, non paralléle a 'une de ces
droites, la relation entre les points correspondants sur la projec-
tion sera du type général (1). Par suite la démonstration relative
au degré de la courbe sera applicable & la courbe projetée et la
courbe étudiée sera bien du degré annoncé. On en conclut, par
surcroft, que le caractére exceptionnel visé ci-dessus, pour la
relation (1), ne saurait se présenter pour toutes les droites du plan.

Mais il existe, par contre, une difficulté, qu’il est bon de signaler.
Si le lieu trouvé ne peut se décomposer en deux courbes distinctes
sans qu'il en soit de méme pour la relation qui lie les tangentes
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qui, pour la droite générale du plan, est bien de degré
my + pw, ce qui démontre la proposition.

3. Remarques. — 1° 1l peut arriver qu’a une tan-
gente commune a I, eta r, corresponde cette tangente
elle-méme : dans ce cas elleforme une branche du lieu,
sans intérét en général, et qui devra, par suite, ordinai-
rement étre considérée comme parasite. Il conviendra
donc toujours, dans application du théoréme, de voir
sile fait se produit et d’en déduireles réductions corres-
pondantes.

2° Rien n’empéche, dans ce qui précéde, de supposer
que T', coincide avecT,,. Mais alors toutes les tangentes
sont communes; 1l existera donc normalement un
certain nombre s de tangentes a cette courbe qui se
correspondent a elles-mémes. Le vrai lieu sera alors
seulement de degré

r=m(p+wv)—o.

Ces tarigentes sont les analogues des « points unis »
des correspondances ponctuelles transformant une
courbe en elle-méme. Nous les appellerons tangentes
untes.

associées (ainsi qu’on le voit trés simplement en remarquant qu’a
la description de chacun des lieux partiels dont I’ensemble constitue
le lieu total correspond évidemment, pour chaque couple de tan-
gentes, une relation algébrique distincte), il est trés important de
remarquer que rien ne s’oppose a ce que le lieu trouvé soit multiple.
C’est la méme courbe comptée plusieurs fois. Mais pratiquement il
sera presque toujours assez facile de s'assurer si une telle réduction
a lieu ou non. Tout d’abord le degré véritable du licu ne saurait
étre qu’un sous-multiple de celui du lieu trouvé par la méthode. Si
ce dernier est de degré premier, la particularité ne peut se produire
que si le lieu se réduit a4 une droite, comptée un nombre de fois
égal a celui du degré du lieu trouvé. Nous en verrons ci-aprés un
exemple (n° 7. Casou le point O est un point d’'inflexion).
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Cas d’une correspondance involutive. — Si, i une
tangente T de I',, considérée comme appartenant au
premier systéme, correspond un groupe (T') de tan-
gentes T’ de la courbe ', du second systéme, tel qu’a
chaque tangente T', considérée ensuite comme appar-
tenant au premier systéme, correspond un méme groupe
du second systéme comprenant la tangente T et tel, en
outre, que, pour toute autre tangente de ce groupe,
considéré comme formant un groupe (T) du premier
systéme on retrouve le méme groupe (T'), nons dirons
que la correspondance est involutive.

Dans le cas d’une correspondance involutive, le lieu
véritable est décrit deux fois et comme, dans ce cas, on
a nécessairement u =1, son degré sera :

1
r=-(amu —gs).
2

Ceci montre, en passant, que, dans ce cas, s est néces-
sairement pair ou nul. On déduit de ce qui précede le
théoréme suivant.

4. Tacorime 1. — Supposons, sur une courbe T,
de classe m, réalisée entre les tangentes une corres-
pondance telle qu’c une tangente considérée comme
appartenant a une premiére famille correspondent
u tangentes a la courbe considérées comme formant
une deuxiéme famille et, & chacune de celles-ci,
w tangentes de la premiére famille. Soit s le nombre
des tangentes unies de la correspondance.

Le lieu des intersections des tangentes correspon-
dantes sera en général de degreé '

r=m(yp-+wo)—a7,
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1l se réduira au degré
1
r=- (2mu —oa)

en cas de correspondance involutive.

5. Application. — Une foule de théorémes élémen-
taires bien connus peuvent étre démontrés en appli-
quant ces propositions. Citons, par exemple :

1° La définition de la polaire d’un point par rapport
4 une conique comme intersection des tangentes aux
points d'intersection avec une droite passant par un
point fixe.

(let : m =2, p =7, p=w=1, 5=12.)

2° Le cercle orthoptique. T,, coincide avec I'p;
m=2, u=w=2 et 5=4 (les quatre tangentes
isotropes ala conique).

Nous allons en donner quelques applications moins
banales.

6. Soient O un pointdans un plan, AB et CD deuz
segments portés par des droites distinctes de ce plan.
On demande le lieu des points M de ce plan tels que
OM ait méme conjuguée harmonique par rapport
aux angles AMB et CMD.

Soient O, et O, les conjugués harmoniques de v, et
de w,, respectivement par rapport a AB et aCD. Les
divisions w, et O, sont homographiques; de méme w, et
O, et par suite O, et O,. L’enveloppe de O, O, est donc,
sauf les cas exceptionnels énumérés dans la note ci-
dessous ('), une conique (C). Le point M peut étre

(') 1° Le point O est situé, soit sur la droite qui porte le seg-
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considéré comme l'intersection de la droite OM du
faisceau O avec la tangente O, O, a la conique C.

M

0

La correspondance est biunivoque, et 1’on a :

B =w=1,
m =1 (T, réduite au point O),

p =2 (I, estlaconique G).

Il reste a déterminer la valeur de o. Or, si aucune des
tangentes issues de O a la conique (C) ne se corres-
pond a elle méme, s=o0. Pour que cette correspondance

ment AB, soit sur celle qui porte CD. Dans ces cas I’enveloppe de
0, O, se réduit au conjugué harmonique de O par rapport au seg-
ment collinéaire de ce point et le lieu de M est une conique.

2° La droite Ow a méme conjuguée harmonique par rapport aux
angles AOB et COD. L’enveloppe dec O, O, se réduit encore a un
point et le lieu de M a une conique qui peut d’ailleurs dégénérer
dans certains cas exceptionnels.
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ait heu, il faut et il suffit que O, et O, soient alignés
sur O et par suite que O, et O, coincident respective-
ment avec w, 6t w,, ce qui ne peut arriver que si w,
coincide avec I'une des extrémités de AB et w, avec
Pune des extrémités de CD. Ceci exige que le point O
se trouve sur 'une des quatre droites AC, AD, BC
ou BD. Dans ce cas il est a peu prés évident que la
droite en question est bien une droite O, O,, c’est-
a-dire une tangente a (C) passant par O et 'on a (*)
5 = 1. Dans tous les autres cas ¢ =0 et le lieu est une
cubique.
Dans le cas exceptionnel

r=142—1=2
et le lieu est une conique. En résumé :
Dans le cas général le lieu est une cubique
(r=1+42—o0).

Les tangentes issues de O a la conique (C) donnent
le point O; donc :

Le point O est un point double de cette cubique
qui passe enoutre par les quatre points A, B, C et D.
Dans le cas particulier o le point O est sur l'une
des droites AC, AD, BC ou BD, le lieu véritable se
réduit a une conique passant en O et par ceux des
quatre points A, B, G, D non alignés avec C.

Remarque.— Lorsque G et D sont confondus avec

(1) A moius que O ne se trouve a l'intersection de deux de ces
quatre droites. Mais alors la droite Ow a évidemment méme
polaire par rapport 2 AOB et & COD, les deux cotés de ces angles
coincidant deux a deux et l'on se trouve dans le deuxiéme cas
d’exception réservé ci-dessus. Le lieu dégénére en deux droites
AC et BD et est d’ailleurs de caractére exceptionnel.



( 208)

les points cycliques, on retrouve une propriété intéres-
sante connue des strophoides générales, a saveir
qu’elles peuvent étre considérées comme le lieu des
points M du plan tels que U'on voit sous des angles
égaux(ousupplémentaires)deuzx segments OA et OB
définis par trois points non en ligne droite (').

[Le point O est le point double de lacourbe a laquelle
appartiennent d’ailleurs A etB (). ]

7. Soit Ty une cubique générale; par un point
fize O de 'y on méne une sécante OM, M, coupant
la courbe en deux points M, et M, variables. Lieu
de Uintersection des tangentes en My et M, a la
courbe.

La classe est ici : m =6. La correspondance est
visiblement (3) (1,1) et involutive. Le nombre des
tangentes unies 5 est 4, correspondant aux points de
contact des qualre tangentes a la courbe issues du
point O, autres que la tangente en ce point. Ces tan-
gentes unies se confondent d’ailleurs avec les quatre
tangentes qui déterminent leur point de contact.

La tangente en O est la limite d’une sécante pour
laquelle O, tend vers O tandis que O, tend vers le point
d’intersection O' de la tangente en O avec la courbe;
O’ étant différent de O. La tangente en O’ est alors

(') Si les trois points sont en ligne droite la strophoide dégéonére
en un cercle et cétte droite. C'est le cas d’exception signalé dans la
note de la page 205. La recherche directe du lieu cst alors une
question de géométrie trés élémentaire.

(?) Voir, par exemple, NIEWENGLOWSKI : G€ométrie analytique,
t. 11, ch. IX, Exercice 7, 1™ partie.

(*) Ondit que deux points, M et M’, sur une courbe algébrique,
sont en correspondance (pg) si ces points M et M' sont liés par
une relation algébrique telle qu’a un point M’ correspondent
P points M et qu’a un point M correspondent ¢ points M'.
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associée & la tangente en O et leur intersection donne
précisément O'. Ce point appartient au lieu. Il en est
de méme des quatre points de contact des tangentes
uniles.

Ceci suppose, comme d’ailleurs I'évaluation du
nombre des tangentes issues de O, que ce point n’est
pas un point d'inflexion. Nous examinerons ce cas ci-
apres : le supposant écarté, on a donc

r=%(2><6~—4)=4.
Donc :

Si le point O est un point ordinaire non in-
flexionnel d’une cubique générale, le lieu est une
quartique.

Lorsque le point O est d’inflexion, la tangente
d’inflexion est une tangente unie, mais, de plus, elle
est la limite des tangentes unies voisines lorsque le
point O tend vers le point d’inflexion. De telle sorte
qu'on doit la compter pour trois tangentes unies.
Appliquant ce résultat on trouve que le lieu est une
cubique. Mais on sait, par la théorie des courbes du
troisiéme ordre ('), que ce lieu est une droite, la
polaire du point d’inflexion qui a, par rapport a la
courbe, la méme définition que la polaire d’un point
par rapport @ une conique. Cette droite est comptée
trois fois (¢f. note du n® 2). Cela tient a ce que, de
chacun de ses points, sont issus trois couples de tan-
gentes dont les cordes de contact vont passer au point
d’inflexion.

(') Propositions IX et XI du Traité de MAC LAURIN sur les
courbes du 3¢ degré et corollaires 1 et 2 de la proposition XI. (Cf. E.
DE JoNQuIkRES, Mélanges de Geométrie pure; voir aussi: BALMON,
Théorie des courbes planes. Traduction O. CHEMIN. )
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8. Examen du probléme précédent dans le cas
d’une cubique cuspidale. — Dans ce cas, la classe est
égale a trois; le lieu est une droite lorsque O est un
point d’inflexion. Cette droite est d’ailleurs la tangente
de rebroussement.

Dans le cas ou O est un point quelconque, la droite
qui le joint au point de rebroussement, bien que non
tangente, joue le role de tangente unie; d’autre part il
existe une tangente a la courbe, issue de O, en dehors
de la tangente en ce point; on a donc s =2 et, par
sulte, r == 2.

Le lieu dans ce cas est une conique, passant par
le point de rebroussement et par le point de contact
de la tangente issue du point O.

9. On pourrait multiplier ces exemples. Nous nous
bornerons, pour terminer 'examen desapplications du
premier théoréme général, avoir ce qu’il donne dans le
cas d’une courbe unicursale avec correspondance (1,1)
entre les tangentes.

La correspondance peut alors étre représentée par
une relation homographique entre les valeurs du para-
métre en fonction rationnelle duquel sont exprimées
les coordonnées des points de la courbe, soit :

att'+bt +ct'+d=o.

Il y adonc, dans ce cas, deux tangentes unies et, si m
est la classe de la courbe, le degré r du lieu est

(p=w=1):

r=a(m—u)
dans le cas de non-involution, et
r=m-—i1

dans le cas d’involution.
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Ainsi, par exemple, pour un point O ordinaire, non
inflexionnel, d'une cubique crunodale ('), le lieu qui
fait I'objet des paragraphes 7 et 8 est une cubique

(r=4—1).
III. — Second théoréme général et applications.

10. Tatorime III. — Soit C,, une courbe plane de
degrém,et, dans son plan, une courbe C, de degrép.
On suppose qu’on ait établientreles points de Gy, et
de Cp une liaison algébrique ainsi définie : a chaque
pointde Cp, correspondent u points de Cp et a chaque
point de G, correspondent w points de Cy,. L'enve-
loppe des droites joignant les points correspondants
de C,, et de Cp, est une courbe de classe mp. +p .

Cethéoréme est le corrélatif du théoréme 1. 11 donne
lieu aux mémes remarques et 'on est, de méme, conduit
au théoréme suivant :

11. Tutorkme IV. — Supposons, sur une courbe C,,
d’ordre m, réalisée une correspondance ponctuelle
(@, ®) comportant un nombre s de points unis.

L’enveloppe des droites de jonction des points
correspondants sera,en général,de classe

r=m(p+w)—o.

Ce nombre se réduira a
1
r= - [2 mp—q)

en cas de correspondance involutive (qui se définit
absolument comme dans [a question corrélative).

(1) Cest-a-dire possédant un point double 2 tangentes dfslinctes.
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12. On pourrait, de ces théorémes, donner tout une
série d’applications, ainsi que celaa été fait plus haut,
pour les propositions corrélatives.

Nous nous contenterons de signaler qu’ils permettent
de retrouver les propositions bien connues des corres-
pondances (1, 1) surles coniques.

[P:6e]

SUR LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT
(Suite) (');

Pan E. LAINE.

11. Par une T. C. convenablement choisie, on peut
donc toujours ramener une équation différentielle du
second ordre a la forme

R = o.

Il en résulte comme plus haut qu’une équation diffé-
rentielle du second ordre n'a pas d’invariants par rap-
port au groupe des T. C.

Il est facile de voir que cette propriété ne s’étend
pas au dela du second ordre. Ainsi les seules équations
du troisiéme ordre qu’on puisse ramener, par une
T. C. prolongée, a la forme

d3Y
axs =%

sont nécessairement, comme le montre un calcul immé-

(') Cf. N. A., janvier 1924, p. 131; février 1924, p. 177.
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diat, de la forme

ddy
OL——;; +Ar3+Br2+Cr+D =o,
ou A, B, C et D sont certaines fonctions des seules
variables =, y, p (*).
La méthode des T. C. ne permettra donc d’intégrer,
a partir du troisiéme ordre, que des classes particuliéres
d’équations différentielles. Mais on pourrait chercher a
généraliser cette méthode de la fagon suivante :
Prenons, pour simplifier, le cas du second ordre, et
so1t

Y
(23) Y(z,y,p, r)=0 (BT ¢°>

une équation différentielle. Proposons-nous de déter-
miner trois autres fonctions X (z, y, p, r), P(z, y, p, )
et R(z, y, p, r) telles que les équations

(24) 3X=K(;[’-y’P’r>v Y=Y(-7‘,}’,]7,I'),

) P=P(x, y, p, r), R=R(x, y,p, r)
entrainent, pour un choix convenable des coefficients
iy ko, ey P2, les deux relations différentielles

(25) { dY —PdX = \(dy —pdr)+ k(dp — rdr),

dP — RdX = pu(dy — pdr) + u(dp — rdx),
les fonctions X, Y, P et R étant supposées essentielle-
ment distinctes. On voit comment l'existence d’un tel
systéme de fonctions permettrait d’établir une corres-
pondance entre les intégrales de deux équations diffé-
rentielles, 'une en (X, Y, P, R), autre en (, y, p, r),
déduite de la premiére par les formules (24). L’équa-
tion (23) serait ainsi ramenée immédiatement a la

(') Cf. S. L, loc. cit., p. 85.



forme

comme dans le cas des équations du premier ordre.
Si les équations (25) pouvaient étre vérifiées, les
équations (24) définiraient une transformation qui,

. oY T
sans étre une T. C. prolongée <$ ;io>, c’est-a-dire

sans conserver les contacts du premier ordre, conser-
verait les contacts du second ordre ; on aurait bien ainsi
généralisé la notion de transformation de contact. Nous
allons voir que cette généralisation est impossible.

Nous voulons que les fonctions X, Y, P et R soient
distinctes, d’aprés leur signification méme. Mais il est
bien facile de montrer, en particulier, que les fonctions
X et Y doivent étre distinctes en vertu des équa-
tions (25) si A, et A, ne sont pas tous deux nuls. En
effet, si X et Y n’étaient pas distinctes, 'expression
dY — P dX ne contiendrait que deux variables indé-
pendantes, et admettrait par suite un facteur intégrant;
il existerait donc une fonction U de z, y, p, r, telle
que, en désignant par a et 3 des coefficients respective-
ment proportionnels a A, et A,, on aurait

dU =a(dy — p da )+ B(dp — rdz),

d’ou, en identifiant les deux membres et éliminant «

et {3,

ij_ JU 0U_;. oU
dr—o, ﬂ+l)3;',-(¥)_o’
et par suite,
oU Jdu oU
5-1‘--—0, Ty—-o, 7’;=0' dU"—_O.

Les fonctions X et Y sont donc nécessairement dis-
tinctes.
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Ceci posé, les équations (25) montrent que 'on a au
moins deux relations de la forme

Y =9(X, 2, 5, p), P=4(X, 2,5, p);

donc si X ne dépendait pas de r, il en serait de méme
.. dX
de Y : par suite 5~ 0

Prenons alors comme nouvelles variables indépen-
dantes z, y, p et X. On tire de la premiére équa-
tion (25)

de

J
P=-, < =—Mp—Ar i=)\n o

b dy

= )\‘2»

d’ot, en éliminant A, et Ao,

op a9 do

(26) Ir+p@+r5;:0'
On aurait de méme
‘% +p3—]qf + rg—;t =o,
ou, puisque
y=p=22,
(27) d(;:gx +pd;2;y + rd)d:j:p = o

Dérivons par rapport a X I'équation (26), o r est
une certaine fonction de X, z, y, p; la comparaison
avec (27) donne de suite

% _

dp_o

et I'on déduit ensuite de (26)

9o _ % _
5; 0, 0}’_0’
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et enfin
Y= ?(X),

ce qui est impossible. Ainsi toute transformation plane
qui conserve les contacts du secoud ordre estune T. C.
prolongée.

Plus généralement, on montre, par un raisonnement
identique, que toute transformation plane qui conserve
les contacts d’ordre n conserve aussi les contacts
d’ordre n — 1. On en déduit, par récurrence, que toute
transformation plane qui conserve les contacts d’ordre n
est une T. C. prolongée.

Cette proposition est un cas particulier d’un théo-
réme que M. Goursat a établi en utilisant les propriétés
des systémes de Pfaff (*). Il en résulte qu'il est impos-
sible de généraliser dans cette direction la théorie des
transformations de contact; cette théorie ne fournit
donc une méthode générale d’intégration que pour les
équations différentielles des deux premiers ordres.

(La fin prochainement.)

[R9D]

CHOC DE DEUX SOLIDES AVEC FROTTEMENT;
Par Josern PERES.

1. Dans un article récent (2), j’ai utilisé quelques
remarques géométriques simples pour la discussion du
choc de deux plaques mobiles dans un plan lorsqu’il y
a frottement au point de contact (unique). Passons au

(') Goursar, Lecons sur le probléme de Pfaff, n° 4.
(*) Nouvelles Annales, décembre 1923, p. 8.
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choc de deux solides quelconques : des considérations
géométriques, a peine plus compliquées, permettent
de présenter la discussion sous une forme trés intuitive
et de retrouver, de facon peut-étre plus élémentaire,

les résultats de I’élégante et trés compléte analyse de
Darboux (').

2. Soit donc un solide quelconque (S) qui vient en
contact avec un obstacle fixe (£). Nous prendrons des
axes de coordonnées rectangulaires O xyz, 'origine O
étant le point de contact et axe Oz étant la normale
commune en O a (S) et () [sens positif extérieur a
Uobstacle]. Nous appellerons a, b, ¢ les coordonnées
du centre de gravité G de (S), &, 7, { les composantes
de la percussion qui s’exerce sur (S); «, 3, y seront
les composantes de la vitesse du point G et p, ¢, r
celles de la rotation instantanée du solide, avec les
indices o et 1 au début et a la fin du choc. Enfin m
sera la masse de (S) et

Az2+By?+ Cz2—2Dyz —2Bzxr —2Fzy =

sera ’équation de D'ellipsoide central d’inertie de (S).
On a les équations

oy — o, 1]
\ ! 0 m

(1) /31—{50=,—;“’
| :
Y1 — Yo = —n;z—;
A(pr—po) — F(gi—qo)—E(ri—ry) =cn — by,
(2) —F(p1—po) +B(q1— qo) —D(ri—r¢) = al — ct,

—E(p1—py) —D(g1—go)+C(ri—ry) = bt — a,

(1) Bull. Sc. math., t. 1, 1880, p. 146-160.
Ann. de Mathémat., 5° série, t. I1. (Mars 1924.) 17
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et les formules (2) peuvent étre résolues sous la forme

L 1df (M s,
pr—po= L V)

2 Jd
. af (A,
(2") g,—qo=i.ﬂ_l;p_“_'_),
A TIOR
2 ov

J () u, v) étant la forme quadratique adjointe de celle
qui définit Dellipsoide d’inertie et A, p, v étant les
seconds membres des (2).

Introduisons la vitesse, par rapport & (£), du point O
de (S); elle a les composantes

U=a+rb—gqge, V=B+pc—ra, W=7y-+qga—pb,

avec, au début ou a la fin du choc, les indices o ou 1.
Les équations précédentes entrainent

I ’ I YN
U,——Uoz%%—;bfv()\, p.,v)—;cfp,(A, My v)
_ O[B4y
——l)s 2m

3 (en—bL at—ct, b5 —an))

et des formules analogues pour V, —V,, W, — W .

En désignant par <‘9(E, 7, §) la forme quadratique
(définie positive) qui est entre crochets, il vient donc
enfin
r
U, —u, = %m0,
i
dp (5 m, &
(3) Vi -V, = 2E Y,
d¢ (§. v,
W, — W, = ‘P_“dy_c_).

=

Pendant l'intervalle de temps trés court que dure le
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choc, les composantes de la vitesse du point de contact
passent des valeurs Uy, V,, W, aux valeurs U,, V|,
‘W,. Soient U, V, W (sans indice) les valeurs de ces
composantes 4 un instant quelconque ¢ du choc; on
peut écrire, pour toute partie du choc, des formules
analogues aux précédentes, de sorte qu’en envisageant
I'intervalle ¢, ¢ + dt, on aura

dU _ dp(X, Y, Z) dv 09 (X,Y,Z),

dt X ’ dt — Y ’
(4)
dW _ de(X,Y,Z)
dr JZ ’

X, Y, Z étant les composantes de la réaction au con-
tact a 'instant ¢.

3. Les formules (4) s’interprétent immédiatement
comme dans le cas du probléme plan.

Soit M le point de coordonnées U, V, W par rap-
port aux axes choisis; il décrit, pendant le choc, une
courbe (M) partant du point M, (U, V,, W) pour
aboutir en M, (U,, V,, W,). Envisageons l'ellipsoide
d’équation _

o(z,y,3)=1 (")

La demi-droite qui porte la réaction X, Y, Z a l'ins-
tant ¢ le rencontre en P et le point O se projette ortho-
gonalement en R sur le plan tangent en P al'ellipsoide.
D’apres les formules (4) :

La demi-droite OR est, a chaque instant, paral-
léle a la tangente a la courbe (M) et donne le sens
dans lequel cette courbe est décrite par le point M.

(') On vérifiera facilement que 'un des axes de cet ellipsoide
est porté par la droite OG.
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Nous choisissons, une fois pour toutes, le sens de

déplacement du point M pour sens positif sur la
courbe (M). Nous pouvons alors dire que :

1. La demi-droite OR définit, a chaque instant,
en direction et sens, la demi-tangente positive

i (M),

4. Le probléme posé se présente alors de la fagon
suivante :

A Vinstant £, ot commence le choc on connait les
vitesses et, en particulier, Uy, V,, W4 (') : on connait
donc le point de départ M, de la courbe (M). Nous
vérifierons dans la suite que cette courbe est alors
bien détermince si 'on admet les lois classiques du
froltement et suppose connu le coefficient de frotte-
ment.

Le choc sera terminé lorsque, sur cette courbe, on
arrivera au point M, de cote

W;=—eW,,

e étant le coefficient de restitution (connu).

Ce point M,, dont nous aurons a vérifier Pexistence,
éiant déterminé, le probléme est résolu. U,, V,, W,
sont connus; les formules (3) déterminent alors la
percussion et les formules (1) et (2) l'état final des
vitesses.

5. Avant d’aller plus loin il faut préciser comment
est définie la courbe (M) et en examiner sommaire-
ment l'allure.

(') W, étant négatif.
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Pour cette étude, nous nous plagons dans le cas ou
la vitesse de glissement n’est pas nulle pendant le choc
(ou pendant une partie du choc que nous envisageons);
U2+ V2 est donc différent de zéro ou, géométrique-
ment, le point M n’appartient pas a axe O 3.

Dans ces conditions, la position du point M déter-
mine celle du point P puisque, d’apreés les lois du frot-
tement, P> doit étre dans le plan zOM, OP faisant avec
O Pangle de frottement du cé6té opposé a M. Le
point R en résulte et les paramétres directeurs de la
droite OR s’exprimeront a l'aide des coordonnées
de M.

Les diverses courbes (M) possibles (qui correspon-
dront a diverses valeurs des vitesses initiales) sont
donc déterminées par un systéme d’équations diffé-
rentielles. Pour écrire ces équations, les coordonnées
cylindriques sont trés indiquées : o, w, 3 étant les coor-
données cylindriques de M (z n’est autre que W), on
ale systéme
d
® (@) = O() = 5o’

o dw ds

les dénominateurs étant les composantes de OR sui-
vant le rayon vecteur, la perpendiculaire a O3 et au
rayon vecteur, 'axe Oz. Il serait aisé d’expliciter ces
dénominateurs, mais nous n’en avons pas besoin pour
la suite.

Les courbes (M) définies par (5) forment une con-
gruence et par un point M, (py £ 0, wy, 5o), non situé
sur O z, passe une seule de ces courbes (). Si O (w,)
est nul, les relations (5) montrent que » restera cons-

(1) Pour en étre certain, il suffit de noter que la tangente 4 une
courbe (M) est toujours bien déterminée par la position de son
point de contact M et en dépend d’une facon continue.
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tant et que le point M se déplacera sur une droite, le

point P restant fixe; c’est d’ailleurs évident géométri-
quement parce que la condition

O(wy) =0

exprime que la position initiale de OR, OR, est dans
le plan 20M,, la courbe (M) étant alors nécessaire-
ment la parallele a OR, menée par M,. Si, au con-
traire, O (w,) n’est pas nul, on prendra dans les équa-
tions (5) w pour paramétre etl'intégration seraramenée
aux quadratures

[, . o)
O (w) _ o (
w, . Z = Zo+ . po(w)dw

P = po€

La courbe (M), ainsi déterminée, est décrite dans un
sens (indiqué par OR) tel que

dw
O(w)

soit positif. Elle reste réguli¢re et ne rencontre pas Oz
tant que v n’atteint pas une valeur qui annule O ().

6. Ces valeurs remarquables de w peuvent étre
définies géométriquement.

Pour y arriver nous envisagerons les projections (m)
des courbes (M) sur un plan perpendiculaire a4 Oz;
pour fixer les idées, ce sera le plan passant par le
point B ot la partie positive de 'axe Oz rencontre
Pellipsoide. Ce plan (plan de figure) coupel’ellipsoide
suivant une ellipse (E) dont le centre 4 est a I'inter-
section du plan et de la droite qui joint origine au

point le plus haut H de Pellipsoide ().

(') Point le plus haut, c'est-a-dire dont la cole z est maximum.
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La demi-droite OP coupe le plan de figure en p ('),
le point M s’y projette orthogonalement en m.

s

D’aprés ce qui précéde, on peut énoncer les résultats
suivants :

II. Pendant le choc, le point p restera sur le
cercle (C), de centre B, qui constitue U’intersection
du plan de figure et du cone de frottement; les
points m et p sont constamment en liéne droite
avec B et sont de part et d’autre de ce point.

III. La demi-tangente positive en m a la courbe (m)
correspondante a méme direction et méme sens que
la perpendiculaire hr abaissée de h sur la polaire

Il nous arrivera ainsi plusieurs fois par la suite de parler comme
si I'axe des s était vertical et dirigé vers le haut; peu importe
évidemment, |’orientation de cet axe ne jouant aucun réle dans la
question.

(*) It n’est pas inutile de noter que, la réaction normale étant
toujours positive, le point P est sur le demi-ellipsoide situé, par
rapport 3 0Oy, du coté des z positifs. La position de p détermine
entiérement P.
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de p par rapport a (E) (*). Par un point m, distinct
de B, passe une seule (m) (?).

Une racine de ©(w) correspond évidemment a un
point p tel que hr soit paralléle a la droite mBp. Cette
derniére droite ¢tant alors perpendiculaire a la polaire
de p, le point p appartient a I'hyperbole d’Apollonius
relative a B et a (E). Cette hyperbole passe par B et o

et on vérifie que :

IV. Lorsque p décrit U'hyperbole, la droite hr a le
sens Bm ou le sens Bp suivant que p appartient ou
non a Uarc d’hyperbole Bh (*).

Le cercle (C), dont le rayon est proportionnel au
coeflicient de frottement, coupe ’hyperbole en deuz ou
quatre points suivant la valeur de ce coefficient. Nous
appellerons ces points points (imites. 1ls correspon-
dent aux racines (deux ou quatre) de I’ équation

O ( w)=o0.
Sur la figure nous avons représenté deux cercles (C):

I'un en trait pointillé donnant deux points limites p’
et p’, Pautre en trait mixte correspondant a une valeur

(') Les dcux premiéres relations (4) entrainent évidemment que
la demi-tangente a4 (m) dauns le sens de parcours soit donnée, en
sens et direction, par la normale extérieure en p a 'ellipse, homo-
thétique et concentrique a (E), passant par ce point. C’est un
énoncé équivalent & celui du texte.

(*) Cf. note (') de la page 221 et aussi paragraphe 9.

(3) L’arc d’hyperbole a envisager est bien BA puisque le sens Bp
change au passage par le point B, tandis que, au passage par le
point A, c'est le sens Ar qui se modifie. D’autre part, quand p

décrit Parc Bh, I'angle Bph reste obtus et la demi-droite Ar, qui
fait un angle aigu avec /p, a donc méme sens que Bm; ce sera
nécessairement 'inverse quand p n’appartient pas a l'arc Bh.
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plus grande du coefficient de frottement et donnant
quatre points limites p’, p”, p”, p".

Fig. 2.

7. Admettons que le glissement initial soit tel que p,,
position initiale de p, coincide avec 'un des points
limites : m se déplacera sur le prolongement de poB
et, d’aprés I'V : A

m s’éloigne de B lorsque p, coincide avec un point

limite appartenant a Uarc d’hyperbole Bh, il s'en
rapproche sinon.

Revenons au point M. Il décrit, comme nous I'avons
déja vu, une demi-droite a partir de sa position initiale
M,. Ce que nous venons de dire du point m montre
que le déplacement du point M finira par 'amener
sur Oz (glissement nul) sauf si le point limite appar-
tient a 'arc BA (*). Dans ce dernier cas le point P, de
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Vellipsoide (correspondant a p, ) est nécessairement au-
dessus du plan de contour apparent horizontal de cet
ellipsoide (). OR, qui donne le sens et la direction de
la droite (M) est donc au-dessus de zOy.

Résumant les résultats précédents nous pouvons dire
que :

V. Lorsque p, coincide avec l'un des points limites,
la trajectoire (M) (qui est une demi-droite) ren-
contre l’axe des 5 ou s’éléve indéfiniment au-dessus
du plan des zy.

8. Plagons-nous maintenant dans le cas ou p, n’est
pas confondu avec I'un des points limites. Lorsque m
décrit la courbe (m), la droite Bm tournera autour
de B dans un sens défini par Ar; le point p correspon-
dant décrira donc un arc du cercle (C) en se dépla-
¢ant toujours dans le méme sens jusqu’a atteindre un
point limite.

Le sens du déplacement du point p est facile a déter-
miner en construisant ir pour une position particuliére
de p. 1l est marqué par des fleches sur la figure : dans
le cas de deux points limites (cercle en trait pointillé)
il est tel que p tende vers le point p'; dans le cas de

(') Nous ne nous préoccupons pas ici du fait que, dans le pro-
bléme réel de choc, la courbe (M) doit étre limitée au point M, de
cote connue — eW,; nous étudions en somme, jusqu’au para-
graphe 10, les courbes (M) et (m) comme définies, ainsi que leur
sens de parcours, par les relations différentielles indiquées ou par
les propriétés géométriques équivalentes. Nous revenons, au para-
graphe 10, pour la discussion générale, au probléme de choc.

(%) Contour apparent correspondant a la direction Oz. Les
points B et H de I'ellipsoide sont au-dessus de ce plan de contour
apparent; d’autre part, le méme plan a pour trace sur le plan de
figure une droite paralléle a la normale en B a I’hyperbole, cette
droite ne peut rencontrer I'arc BA. L'énoncé du texte est ainsi
Justifié.
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quatre points limites (cercle en trait mixte) p tend
vers p' ou p” suivant qu’il appartient & 'un des arcs
pUp' poup’ppT.

Reste a examiner l'allure de la courbe (M) lorsque
p tend ainsi vers un point limite (p’ ou p”). Le résultat
est intuitif : la demi-tangente positive a une courbe (M)
dépend d’une fagon continue de la position du point P
qui correspond & son point de contact; la courbe (M)
se rapprochera donc de celle que I'on obtiendrait pour
p coincidant avec p' ou p”. On est ainsi conduit aux
énoncés suivants :

V1. Lorsque p tend vers un point limite p' ou p",
le point M tend vers un point de Uaxe Oz pourvu
que ce point limite n’appartienne pas a U’arc Bh.

VII. Lorsque p tendvers un point limite p' appar-
tenant a l’arc Bh, le point M s’éloigne indéfiniment,
sa cote tendant vers + .

Justifions d’abord I'énoncé VI. Lorsque p tend vers
le point limite, la demi-tangente a (m) tend a prendre,
d’aprés 1V, le sens opposé au rayon vecteur Bm. Ce
rayon vecteur finira donc par aller en diminuant : il
aura une limite qui ne peut étre différente de zéro car
le point m tendrait alors vers une position limite m'etil
passerait par m' deux courbes (m) : celle que nous envi- ’
sageons et la droite Bm'. C’est impossible d’aprés III.
La courbe (m) aboutit donc au point B. Son arc s est
fini puisque la tangente est continue.

Revenons a la courbe (M). %-f, pente de sa tangente

par rapport au plan 2Oy, tend vers une limite finie, a
savoir la pente de la droite OR construite & partir du
point limite. 5 reste donc fini et le point M tend vers
un point M’ de I'axe Os. :
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On démontrera, d’'une fagon analogue, le théo-
réme VII : le rayon vecteur finit par augmenter et le

. 5.1 . . FP dz ..
point m s’éloigne indéfiniment; —. ayant une limite
[¢

positive, la cote 5 du point M tend vers - co.

9. Les raisonnements précédents laissent de coté le
cas intermédiaire ou le cercle (C) passe par /. Le
point p' est alors en h et il faut examiner a part I'allure
de (M) lorsque p lend vers /.

La remarque, fondamentale dans ce qui précéde, que
la tangente a la trajectoire de m est bien déterminée
par la position de ce point (distinct de B) parait en
défaut lorsque, m étant sur le prolongement BA/
de AB, le point p est en h. Mais, en suivant par con-
tinuité le déplacement de p sur le cercle, on voit qu’a
un point m ainsi situé correspondra, pour tangente, la
perpendiculaire au diamétre conjugué [par rapport
a (E)] de la tangente en A a (C). Les courbes (m)
sont donc réguliéres au voisinage des points de BA/;
¢’est seulement le sens de parcours qui différe des deux
cOtés de BA'.

Si donc, dans le cas envisagé dans ce paragraphe,
on suppose que p tende vers A, la trajectoire de m
aboutit & un point m’ (distinct de B) de la demi-
droite BA'. Mais la courbe (M) s’éléve indéfiniment :
en effet, la tangente a cette courbe tend a devenir
paralléle (et de méme sens) a la droite OR correspon-
dant au point H; cette droite a méme sens et direction
que la partie positive de Os.

dz

ds
tend donc vers o et, comme s reste fini, 5 tend
vers -+ oo.



(229 )
On voit que dans tous les cas, et ce sera fondamental
pour la suite, on a le théoréme suivant :

VIIL. Si l'on suit une trajectoire (M) correspon-
dant a un glissement initial non nul, on arrive en
un point de laxe Oz (glissement nul), @ moins que
la trajectoire ne s’éléve indéfiniment dans le sens
des z positifs.

10. La discussion générale sera maintenant trés
simple.

Admettons d’abord qu’a I'instant initial i/ 2’y ait
pas de glissement : Mg est un point de 'axe Oz et 'on
a le choix entre deux hypothéses :

a. Pas de glissement pendant le choc.— Le point M
se déplace sur I'axe des z dans le sens positif et le
point M, y est déterminé par sa cote. Le point P est
fixe en H, point le plus haut de P’ellipsoide. La solution
obtenue ainsi convient donc si angle sOH est infé-
rieur on égal a 'angle de frottement.

b. Un glissement s’établit pendant le choc. — Le
glissement initial devant étre opposé a la composante
tangentielle de la réaction initiale, il faut que le point p
soit, au début du choc, en 'un des points limites et il
faut que ce point limite p' appartienne a I'arc d’hyper-
bole B4 pour que (IV) le sens de déplacement cor-
respondant soit opposé a Bp.

Le point p restera d’ailleurs en p' dans la suite du
choc puisque, s'il se déplagait sur le cercle (C), le sens
de son déplacement (fléches de la figure) ne pourrait
que le ramener au point p'. La courbe (M) sera donc
une demi-droite s’écartant de Oz et s’élevant du coté
des 5 positifs. Sur cette droite on fixera sans difficulté

le point M,.
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La solution ainsi obtenue convient si le point H est
extérieur au cone de frottement (') de sorte que les
hypothéses a et b s’excluent.

11. Supposons maintenant qu’il y ait glissement a
Iinstant initial. Si sur la courbe (M), déterminée
comme nous l'avons vu au paragraphe 5, on peut
trouver le point M, de cote — eW,, il n’y a nulle dif-
ficulté. Sinon, d’aprés le résultat VI1I, en suivant cette
courbe on arrivera nécessairement a I'axe Oz. Il faut
donc diviser le choc en deux périodes : la premiére
améne a une position M’ du point M pour laquelle le
glissement s’annule; on se trouve alors dans les con-
ditions du paragraphe précédent et’on aura glissement
ou non-glissement suivant la valeur du coefficient de
frottement.

12. Dans tous les cas, comme on vient de le voir, la
solution de la question de choc posée sera unique et
bien déterminée.

Le cas particulier ot l'ellipsoide © a un plan de
symétrie passant par O 3 se présentera souvent en pra-
tique : le point B est alors un des sommets de lel-
lipse (E) et I'hyperbole d’Apollonius se réduit a I'axe
correspondant et a une droite perpendiculaire. Il n’y a
rien d’essentiel a changer, par ailleurs, a I'analyse
précédente. ,

Il y aurait, au contraire, quelques modifications a
faire aux raisonnements précédents pour les appliquer
aux cas ot Os est un des axes de P'ellipsoide ¢ (B coin-
cidant avec H). Mais ces modifications sont trés évi-
dentes et il n’y a pas lieu d’y insister.

(') Puisque le point limite p' doit étre sur larc d’hyper-
bole BhA.
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Nous n’insisterons pas non plus sur I'étude du choc
(avec un seul point de contact) de deux solides (S)
et {S') tous deux libres. On procédera comme au para-
graphe 8 de notre précédent article, pour le cas de deux
plaques libres et il n’y aura rien a changer a la théorie
précédente que la définition de lellipsoide ¢.

GORRESPONDANCE.

M. Philbert du Plessis. — La courbe envisagée au
paragraphe IV de I'intéressante étude de M. Estéve
(Sur la formule d’Holditch (N. A., mai 1923,
p. 290)] avait fait I'objet d’une étude spéciale de
M. d’Ocagne dans les Nouvelles Annales (1891, p. 87).
On trouve précisément dans cette étude la propriété qui
termine le paragraphe IV de l'article de M. Estéve.
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L’Auteur réunit dans cct opuscule, que tous les étudiants
méditeront avec fruit, les notions fondamentales de géométric
projective utilisées dans son Cours de Géométrie de I'Ecole
Polytechnique : propriétés du rapport anharmonique; divi-
sions et faisceaux homographiques; génération des coniques
et quadriques; théoréme de Desargues; poles et polaires.
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Signalons, entre autres détails intéressants, la méthode si
intuitive employée pour rattacher au théoréme de Desargues
la notion de polaire.

Les théories esquissées dans ce petit Livre sont souvent,
dans les Cours de Spéciales, dispersées en divers Chapitres.
Cct exposé d’ensemble, fait d’un point de vue purement géo—
métrique et ou M. M. d’Ocagne n’a pas manqué d’exercer les
précieuses qualités d'élégance qui caractérisent tous ses
ouvrages, présente aux éléves les notions essentielles sous la
forme la plus frappante, la plus aisée a retenir. Il rendra grand
service ct le lecteur en retirera, non seulement un profit
direct, mais, ce qui est peut-¢étre mieux encore, un grand
plaisir et un exemple de la plus fine qualité.

H. V.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2388.

(1919, p. 39.)

Dans un quadrilatére complet, les orthopéles de chacun
des cbtés, pris par rapport au triangle formé par les trois
autres c6tés, sont quatre points collinéaires avec les ortho-
centres des quatre triangles obtenus en prenant les cétés
irots a trois.

En déduire que, dans un triangle, l’orthopéle d’'une
droite appartient a la perpendiculaire abaissée de l'ortho-
centre sur la transversale réciproque de cette droite.

R. GOOKMAGHTIGH.

SoLuTiON
Par I'AUTEUR.

Considérons le quadrilatére complet formé par un triangle
ABG et une transversale A'B'C’. D'aprés des théorémes
connus, les orthocentres des quatre triangles obtenus en
prenant BC, CA, AB, A’B'C’ trois a trois appartiennent a la
directrice A de la parabole = tangente a ces droites, et A est
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I’axe radical des cercles de diamétres AA’, BB', CC’. Or ces
cercles ne sont autres que les cercles podaires de A’, B’, C’ par
rapport au triangle ABC, et, d’aprés le théoréme de T. Lemoyne
(N. A., 1904, p. 400), ces cercles ont méme puissance par
rapport a 'orthopodle de A'B'C’ par rapport au triangle ABC;
cet orthopole appartient donc a A, ce qui démontre la pre-
miére partie de I’énoncé.

La deuxiéme partie résulte ensuite de cette proposition
connue que la transversale réciproque de A'B'C’ par rapport
au triangle ABC est paralléle a Paxe de =.

Autres solutions par MM. Bouvaist, THEBAULT, SERBAN, A. GHEORGHIN.

2422.

(1919, p. 360.)

On consideére les ellipses U qui ont un méme foyer F et
un méme sommet B du petit axe. Trouver :

1° L’enveloppe de ces courbes; »° le liew des sommets A
et A' du grand axe;3° le lieu du centre de courbure en B;
40 le lieww du centre de courbure au second sommet B' du
petit are. J. NEUBERG.

SoLtTION
Par René MaRrcHAY.

1° Le grand axe des ellipses est constant et le foyer mobile
" décrit un cercle. Soit donc, en généralisant un peu la ques-
tion, a trouver enveloppe des coniques qui ont un foyer fixe F,
dont Pautre foyer F' décrit une circonférence (F’) et dont
'axe focal est constant.

M étant commun a deux de ces coniques qui correspondent
a deux positions infiniment voisines F’ et F; du foyer mobile,
on aura

MF &= MF' = 2a = MF &= M}/,
d’ou
MF'= MF';

MF’ est donc normale a (F’). L’enveloppe cherchée est donc
une conique ayant pour foyers F et le centre de (F’). Dans le
cas présent cette enveloppe est l'ellipse de foyers B et F et de
grand axe 3a.

2° Soit G le centre d’une cllipse U. Son lieu est le cercle (C)

Ann. de Mathémat., 5¢ série, t. I. (Mars 1924.) 18
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de diamétre FB; on en conclut que les extrémités du grand
axe décrivent un limagon de Pascal (cardioide ayant en F le
rebroussement). :

3° et 4° Le centre de courbure D en B est a l'intersection

de BC et du cercle circonscrit a BFF’; I'angle ﬁ est donc
droit et le lieu de D est la perpendiculaire élevée en F a la
droite BF.

Soit enfin D’ Ie centre de courbure en B'; on a

B'D’'= BD.
Or B’ décrit le cercle de centre F et de rayon BF, le lieu
de D' est donc une strophoide droite.

Autres solutions par P’Auteur et MM. Bouvaist, CONVERS,
EpmonpsoN, Roy.

2423.

(1919, p. 260.)

On considére les coniques U qui ont méme azxe focal 2 a
méme foyer ¥, et lesecond foyer F' en un point quelconque
d'une droite donnée. Trouver :

1° Le lieu des sommets A et A" de ’axe focal; 2° l'enve-
loppe des directrices d, d’': 3° I’enveloppe des coniques U.

J. NEUBERG.

SorLuTioN
Par G. Rovy.

1° Le centre O des coniques U décrit une droite Ay homo-
thétique dans le rapport i de la droite A lieu de F', le centre
d’homothétie étant F. Les sommets A et A’ étant tels que
OA=0A'=a,
ces deux points se déplacent sur une conchoide de Nicoméde.
2° Soient D et D' les points de rencontre de d et d’ avec

I'axe, on a o
OF.0D =— OF.OD' = a2,

le lieu des points D et D’ est donc formé de deux conchoides
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de Sluze jumelles, mais ce lieu est la podaire des enveloppes
de d et &' par rapport 4 F qui sont, par suite, des paraboles.
Déterminons leurs foyers. Si I désigne I'intersection de d avec
la paralléle 3 A; menée par K tel que, O, étant la projection
de F sur A,

0,F.0;K = a,

et si Fy estle point de rencontre de OF avec la perpendicu-
laireen T a d, ona

0,F.0,K=0F.0D

et les deux points O et Oy ont méme puissance par rapport
au cercle w de diamétre IF. On a donc

Ow=0w

et la perpendiculaire au milieu de O0; passe par w, elle passe
aussi par le milieu de KI et

01 O = —I(—].
Les triangles rectangles FOO, et F,[IK sont donc égaux et
O,F = KF,.

La parabole cherchée, enveloppe de d, a donc pour foyer F,
et pour tangente au sommet la parallele a A menée par K.
Si E et E’ sont les points de rencontre de d et d' avec FO,,
on a
EE". Ff):: 2a?

et par suite EE' est constant et I'enveloppe de d' se déduit de
celle de d par translation.

3° 8i M est le point caractéristique d’une conique U, on
voit facilement que MF’ est perpendiculaire sur A tel que

MF’'+ MF= 2a ou | MF'— MF | = 2a.

Et I'enveloppe est constituée par le lieu des points tels que
la somme de leurs distances ou la différence de leurs distances
a un point et a4 une droite est constante : on sait que ces
lieux sont des arcs de parabole dont les limiles sont faciles a
déterminer. ‘

Autres solutions par P’Auteur et MM. Bouvaist, CONVERS,
EpMoNDSON, MARCHAY.
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2434.

11920, p. 39.1

Etant donnés une sphére S, l'un de ses diamétres A,
deuxr de ses tangentes A, et A, paralléles a A, dont les
points de contact soient diamétralement opposés, enfin les
grands cercles Cy et C, de cette sphére, dont les plans,
menés par le diamétre perpendiculaire au plande Ay et A,,
sont inclinés a 45° sur A, on considére le conoide droit I,
de directrice A, qui passe par les cercles Cy et Cy, puis les
conoides droits Ty et Ty, circonscrits & S, qui ont respecti-
vement pour directrices Ay et A,. On demande de calculer
lesvolumes des solides constitués par :

1° La partie du conoide T limitée aux cercles C, et Cy;

2" La partie du méme conoide intérieure aw cylindre
circonscrit a la sphére S et d’axe A;

3° L'ensemble de la sphére et des conoides Ty et I'y
limités respectivement ¢ leurs directrices Ay et A,.

M. p’OCAGNE.
SoLuTION
Par M. PHiLBERT nU PLEssIs.

Prenant pour direction de la verticale celle de l'axe A,
pour plan de front celui qui contient cet axe et les tangentes A,
et Ay, considérons les projections horizontale et verticale de
la figure définie dans I'énoncé.

Dans un plan horizontal quelconque, on a les génératrices
mym, et nyn,y duconoide T, d;ry et dysy du conoide Ty, dyry
et dys; du conoide I'y, et l'on voit que, si 5 est laire du
triangle omyny, ¢’ celle du secteur eirculaire op,d,q;, ¢” celle
du triangle mixtiligne d;rycys;, et si R est le rayon de la
sphére, on a, pour les trois volumes demandés,

V'=

[N
a
=X
}_
e
=
9,
NS
N
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Les aires =, 5’ et ¢” sont faciles a déterminer. En effet, on a

immédiatement
RS R2— 2 32
oey =z, eyny = (JR*—2 32, tangw = v ,
d'on

o=z y/RT— 232,
R2 — 2 32
¢' = R2arc t,ang\i—z———-'

D’autre part, puisque

ys, = Rsinf et
5" = R2(sinf cosf — w cos?0).

os, = Rcos¥,

D’ailleurs, comme tangentes issues d’'un méme point a une

méme sphére, on a
’ z=d,d|,=d;s;= Rsin9,
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d’'on
dz = R cosb db,

0 variant de o a ; quand z varie de o 2 R,

Finalement, on obtient

vz
v =4f zy/R2—232dz,
0

wl=

)

2 __ 2
V' = 4R? [ arc tang —‘/J‘—_—z-f— dz
0 -~

n

R3+6R3f (sinf cos?6 — 6 cos36)d6.

J-\

V=

Nous allons calculer successivement ces trois intégrales que
nous représenterons par I, I’ et I,

1° Pour le calcul de I, il suffit d’effectuer le changement de
variable défini par
R2 — 232 = u?,
pour lequel

—2zdzs = udu.
Il transforme I'intégrale en

R
=1 2y = B2
I [udu 6

Jo
Par suite,

V =

b-’l N

2° Passons au calcul de I'. Si I'on pose

\/B’—'zz’ _
— =
d’ou
R
T=—7>
(2 + 2)?

on a, en intégrant par parties,

farc tangt.dz = 3, arctanﬂt—~f l+l’

dt
= z.arctang?— R

1+ t’)(t’—q—z)%
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R .
Or, pour 3 =0 et 2= —, on a respectivement ¢ = et
2
t = o. Il s’ensuit que

_R/

(e2+1) (22 + 2)2

Effectuons dés lors le changement de variable défini par

\/t?+2=t+m

ou
(= 1=u
= g |
Vau
pour lequel on a
1+ u? 1+ u)? —(u—+1
pa= 12 p, WO g Ty
2U 2U 2\/2u;/u

Comme, d’autre part, pour t=o0 et (=%, on a u=1
et u = o, il vient, par ces substitutions,

=R
—Rf |—+—u1=7.

V'=mnRs.

Dés lors,

3° Les formules classiques de la multiplication des arcs per-
mettent bien aisément de mettre 'intégrale 1” sous la forme
T
1

2
=1 f [sin® - sin36 — 6(3 cosd -+ cos36)] b,
0

ou, si 'on applique une intégration par parties au terme con-
tenant § en facteur,

[— ,—I_(‘E cosf +sin30) — §<9 sinf +sin36)
b

Wiy

— —;(27 cosf + cos36)]

wiad @

Il

[— é(g cosf +cos36)— —-(9 sinf +sm30)]

0 T
3

9
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Portant cette valeur dans I'expression de V’, on a

40

V'= — Rs3.
9

[l est assez curieux que les volumes V et V", bien que
s'appliquant a des solides dans la délimitation desquels
interviennent des corps ronds, soient indépendants du
nombre m; quant a V', I'intérét qui s’y attache tient a
I’extréme simplicité de 'expression ou figure ce nombre =.

2457,

(1922-1923, p. 190.)

On donne une conique, deux points A et A' sur la courbe,
un point P dans son plan. Si AM et A'M’ sont deux cordes
variables de la conique telles que la droite MM’ passe au
point P, les droites AM et A'M’' rencontrent une droite fixe
menée par ce point en des points| et I' qui sont en involu-
tion sur cette droite. G. F.

SOLUTION
Par J. RoDrRIGUEZ BACHILLER.

l.a correspondance entre I et I est évidemment algébrique
et (1, 1), donc homographique. Pour vérifier qu’elle est
involutive, joignons A’ qui coupe la conique donnée en N,
puis PN’ qui détermine sur la conique donnée le point N;
il reste a montrer que la droite AN passe par I'. C'est ce qui
est évident parce que le théoreme de Pascal appliqué a I'hexa-
gone AMM'A'N’'NA prouve que les points de rencontre des
cotés (AM, A'N") = [, (MM',NN') =P, (M'A’, NA) =T, sont

en ligne droite.

Autres solutions par MM. BouvatsT, HARMEGNIES, PIEDVACHE.
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[K!'9a]
SUR LES DROITES MOYENNES D'UN TRIANGLE ;

Par Raour BRICARD.

1. Le principe de la géométrie de direction de
Laguerre consiste (dans le plan) a considérer une
droite comme support de deux semi-droites, distin-
guées par leurs sens. En regardant avec Riemann le
plan comme formé de plusieurs feuillets superposés,
entre lesquels on établit certaines connexions, on peut
aller plus loin, et une droite apparait comme support
de n'®m-de-droite, le nombre n pouvant étre arbi-
traire.

Pour simplifier 'exposition, je supposerai dans ce
qui suit n égal a trois. Le théoréme de Morley, sur les
trisectrices d’un triangle ('), se présentera comme
application immédiate. Je dirai ensuite quelques mots
du cas général.

2. Soient Py, Py, P, trois feuillets plans superposés
a un méme plan P. Désignons par D,, D,, D, trois
droites orientées, appartenant respectivement a Py, P,
et P, et superposées a une méme droite D oriéntée du
plan P (semi-droite de Laguerre). On dira que les D;
sont des tiers-de-drociteorientés, ayant 1) pour support
commun. Une droite non orientée de P peut aussi étre

(') N. 4., 1922-1923, p. 234.
Ann. de Mathémat., 5 série, t. IL. (Avril 1g24.) 19
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considérée comme support de six tiers-de-droite
orientés ().

Il est commode de pouvoir donner aux indices qui
distinguent les feuillets P; des valeurs entiéres quel-
conques, étant bien entendu que les feuillets P; et P;
coincident, sil’on a

=] (mod. 3).

De méme pour les D;.

3. Dans le plan P, tragons un axe Oz, par exemple
horizontal et dirigé de gauche a droite, et fendons les
P; suivant Oz. Soudons le bord supérieur du feuillet
P; avec le bord inférieur du feuillet P;,,. De la sorte,
un point M, partant d’une position initiale contenue
par exemple dans P, et tournant autour de O dans le
sens positif, passe successivement dans P, et P, el
revient dans P, aprés avoir fait trois tours.

4. Angle de deux tiers-de-droite. — Soient D; et
A deux tiers-de-droite, supposés d’abord passer par le
point O. On désignera par la notation << (D, Aj) le
plus petit angle dont il faut faire tourner D, dans le
sens positif pour 'amener en coincidence avec A;. Cet
angle est toujours compris entre O et 6. Il est clair

que I'on a
3 < (Di, Aj) + < (Aj, Dy) = 6.

En particulier, Oz étant considéré comme apparte-

(') Les droites dont il sera question dans cet article étant
presque toujours orientées, ainsi que les tiers-de-droite, jomel-
trai le plus souvent de le spécifier.
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nant a Py, Tangle < (Oxz, D;) sera dit orientation de
D.. .

Si D; et A, occupent des positions quelconques,
Vangle < (D;, Aj) est par définition I'angle des tiers-
de-draites paralleles a D;, A et de mémes sens, menés
par le point ©.

5. Trisectrices d’un angle. — Soient encore les
tiers-de-droite D; et A; passant par l'origine. Il existe
un tiers-de-droite unique L;, passamt par Porigine et
tel que I'on ait

(2) <(Dy, Lp) = x < (Dy, A)),
\), \

L; est la ¢risectrice de angle < (D, Aj).

Si, laissant fixes les supports D et A, on fait varier
les indices /et j, on reconnait aisément que les diverses
trisectrices L, ont pour supports les six rayons d’un
hexagone régulier.

L’angle << (Aj, D;,) a également une trisectrice M,
définie par
(3) < (8 M) =% <(4, D

Ajoutant (2) et (3) en tenant compte de (1), on
obtient

< (D, L) + < (A;, My) = %(,,: — o

On peut-aussi écrire, en introduisant les supports -
des divers tiers-de-droite qui figurent dans la notation
précédente,

< (D, L)+ < (A, M) =am,

ce qui s’interpreéte ainsi : angle < (D, A) et 'angle
- < (L, M) ont la méme bissectrice Cette remarque
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facilite le tracé de I'une des trisectrices L, M, quand on
connait 'autre. :

Les définitions données permettent de considérer les
trisectrices comme Liers-de-droite. Mais, pratiquement,
on peut ne faire intervenir que les supports des trisec-
trices, c’est-a-dire considérer celles-ci comme des
droites orientées, dans le plan ordinaire. Cela résulte
du fait que A; est bien déterminé par la connaissance

de D, et de L. On a en effet d’aprés (2)
< (Dyy ;) =3 <(Dy, Li).

Si l'on fait varier 'indice &, L restant fixe, le second
membre et par cons¢quent le premier ne varient que
par multiples de 67, ce qui ne modifie pas A;.

On a supposé D; et A; passant par Porigine. Le cas
général se raméne a ce cas particulier par une transla-

tion.

6. Expressions analytiques. — Pour le traitement
analytique de la théorie qui nous occupe, il est indiqué
d’employer les coordonnées isotropes. On sait que,
(X, Y) étant les coordonnées cartésiennes rectangu-
laires d’un point, les coordonnées isotropes de celui-ci

sont les nombres
r=X+ Y, y=X-Yy,
d'ou lon ure

. 1 , 1
N=—(z+y), Y=_S(@—y)

Soit D une droite orientée du plan P, passant par
Porigine. Désignons paro I'angle < (O, D), compris
entre o et 2w. La droite support de D a pour équation
en coordonnées cartésiennes

—-singX +cosp Y = o,



(245)

et en coordonnées isotropes

. z —
—sing(x —+ ¥ )+ coso l.‘y=o,
ou
(cosp — ising)xr — (coso + ising) y = o,
ou encore
e~ 9x —el?y = o.
Posons

el = u.

L’équation obtenue s’écrit
xr — u?)/ = 0.

Ondira que u est le parameétre dela droitcorientée D.
I.a droite orientée opposée, qui a le méme support, «a
pour paramétre — u.

Considérons maintenant un ters-de-droite Dy,
passant encore par lorigine. Soit L la trisectrice
(orientée) de Vangle << (Oz, D;). Comme on I'avu, la
connaissance de L détermine parfaitement D;. Silon

pose .
<(Ox,L)=0, e’e:{,

le support de D; a pour paramétre e’ =3 el a pour
équation
r— 1)y =o.

La droite non orientée représentée par I'équation
précédente est le support de six tiers-de-droite.

Précisons. Donnons-nous t* = k. Si Pon désigne
par ¢ Pune des racines de cette équation binome, lcs

c¢inqg autres sont
—t, *wt, Ew

en posant

2_771

w=e 3

Les tiers-de-droite correspondant a ¢, w ¢, w?¢ sont
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dans des feuillets différents. Les trois tiers-de-droite
correspondant & — ¢, —w¢, — w?{ sont opposés aux
premiers.
Un tiers-de-droite quelconque, ne passant pas par
l'origine en général, a pour support la droite d’équation

Z‘—lﬁ}/—a=o,

ou a est une constante (satisfaisant & une condition
facile a former, si 'on veut que ladroite soit réelle).

Le tiers-de-droite correspondant a une valeur donnée
de ¢ sera désigné parla notation D (¢, a). On dira que ¢
est le paramétre de ce tiers-de-droite (le paramétre de
la droite orientée du plan P, support de D, est ¢3).

7. Droite moyenne de trois tiers-de droite. —
Soient trois tiers-de-droite D(¢,, ay), D(¢,, a.),
D(¢;, ay), d’orientations toutes différentes, D(¢;, a;)
ayant pour support la droite

r—tly —a;=o.
Considérons la droite ayant pour équation
(1) le—tly—ai ¢} till=0 (i=1y,2,3).

Pour développer cette équation sous une forme qui ne
soit pas trop prolixe, posons
G—t;=(ij).
On a les identités
e g e ll=0)Cn(3),

[l e8 2 tr || =t2e2t3(21)(31)(32),

” a; t} Fll=a1t3t3(32) + a2t 3 (13) +aztiti(21),

~
o
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et (4) s’écrit .

(5) (21)(31)(32) (z — t3t3e3y)
= a123t3(32) + ast3t3(13) + azt? ¢ (21).

Cette droite est le support de deux droites orientées,
au sens ordinaire. L'une de celles-ci a pour paramétre
i tats.

Je 'appellerai la droite moyenne des trois tiers-de-
droite D(¢;, a;) et je la désignerai par la notation
A(ty,a,;ts,ay; ty, az). 1l suffit dans bien des cas
d’écrire A (ty, t,, t3).

Cette droite moyenne, définie par (4) ou (5), dépend
en apparence du choix des coordonnées. On peut
reconnaitre par un calcul simple qu’il n’en est pas
ainsi, et qu’elle ne dépend que des tiers-de-droite
D(t;, a;). Mais cette vérification est inutile, car la
propriété d'invariance dont il s’agit résulte de la cons-
truction géométrique de A(¢,, ¢y, ¢3), qui sera exposée
plus loin.

8. Propriétés de la droite moyenne. — 1° Si les
D (¢, a;i) concourent, A(¢t,, t,, t;) passe par leur
point commun. En effet 'équation du support de A est
une combinaison linéaire des équations des supports

des D(¢;, a;).

2° SiD(t, a,)etD(¢t,, a,) ont un méme support
(a Uorientation prés) non pdralléle au support de
D(ts,as), A(ty, tay t3) est la trisectrice d’un angle
dont les cétés ont mémes supports que D(t,, a,) et
D(t3, a;3).

I1 résulte d’abord du 1° que A concourt avec les
deux supports considérés. En second lieu, D(¢4, @) et
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D(t,, a,) ayant le méme support, on a

ta = aty,
@ ¢lant une racine sixiéme de I'unité (autre que 1). Le
paramétre de A est

ttaty=atlty= (aty)2(a-1ty).

A est donc la trisectrice de angle

< [D(aty, ay), D(alt3, a;)],
ce (qui établit la proposition, a~' étant comme o unc
racine sixiéme de l'unité.

30 I'tant donnés quatre tiers-de-droite D (¢;, a;)
(i =1, 2,3, 4), lesquatre droites moyennes que l'on

\

obtient en les combinant trois a trois sont concou-
rantes. ‘

Clest la la propriété fondamentale. 1l suffit de
P'établir pour les trois droites
A(’?r t3) {'4)7 A(tih ll, tb)a A(tl, t21 tb)-
Or les ¢quations de leurs supports sont respectivement
(32)(42) (43) (x — 1323k y) = azt] t3(43)
“+ azt}ti(24) + uyt3t3(32),

(13) (33) () (> — 33y ) =aztit(41)
+ ayt2t3(34) + a,t3t3(13),

(21) (41) (42) (=132t} y) = as t3t3(42)
“+ ayt?ti(14) + a,tti(2r).

Multiplions les équations respectivement par
(30, 3(42), t3043),

et ajoutons. On trouve, par un calcul simple, que le
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résultat se réduit'a o —=o, ce qui établit la propo-
sition. '

9. Droites moyennes d’un triangle. — Soient
Dy, D,, D, les droites supports (non orientées) de
D(t; a;). Chacune d’elles supportant six tiers-de-
droite, il semblerait a priori que le triangle D, D,D,
donnit lieu a la construction de 6* droites moyennes.
Mais le nombre des droites moyennes distinctes est
bien moindre. En premierlieu, comme les ¢; ne figurent
dansles équations que par leurs carrés, il suffit de donner

- 9T i

a4 chacun d’eux les valeurs ¢;, w¢;, u)?t[(w_—: eT>'
En second lieu, on reconnait que A(¢,, ¢, ¢3) ne
change pas, si ’on multiplie tous les #; par @ ou par w?,
ce qui permet, dans la recherche de toutes les combi-
naisons, de donner a ¢, par exemple une valeur fixe.
De la sorte, le nombre cherché se réduit a 32=g-
Ainsi un triangle a neuf droites moyennes (non
orientées).

On peut écrire comme il suit les symboles de ces.

neuf droites

Aty ty, L3 ), A(t, wty, t3 ), A(t,wily &3 ),
(T) A(th wt?v wzta)) A(th l‘.’y wt:‘l )7 A(th 12, wztS))
A(ty, w2y, witz), A(l), w2l w2tz), A(l, wiy, wiz).

On reconnait immédiatement, en considérant les
paramétres de ces droites, que les trois droites figurant
dans une méme colonne sont paralléles et que trois
droites figurant dans trois colonnes différentes sont
paralléles aux cotés d’un triangle équilatéral. -

I1 est clair qu’unsymbole A(¢,, ¢,, t5) ne change pas
de signification si 'on y permnte d’une maniére quel-
conque ¢, t; et ;.
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10. Construction d’une droite moyenne. — Soit a
construire la droite moyenne A(¢,, 3, t3) des trois
tiers-de-droite D (¢;, a;) (i =1, 2, 3)(voir fig.). Adjoi-
gnons a ceux-ci letiers-de-droite D (wt,, a,). D’aprés
le n° 8, 3°, A(¢,, ¢y, t;)concourt avec les deux droites

A(ty, wty, ty) et Ay, wiy, t3).

Désignons par A,, A,, A, les sommets du triangle
formé par les D (¢, a;). La premiére des droites

(t, tp.t5)

indiquées ci-dessus est une- certaine trisectrice de
I'angle A;A A, (n° 8, 2°), et l'on sait la construire
avec précision.
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De méme la seconde droite est une trisectrice de
Iangle A; A A,. A(¢y, ¢, t3) concourt aussi avec

A(th wztl) t2) et A(th oy, t3)'

La droite moyenne cherchée passant par deux points
connus peut ainsi étre construite. :

On abien vérifié qu’elle ne dépend pas du choix des
coordonnées.

En regardant de plus prés la construction précé-
dente, on voit que A(¢y, 3, t;) concourt avec

A(ty, wty, t2) et A(l, wiy, t3),
AL, w2ty ty) et A(ty, w2ty t3).
Ay, wty, ty) et ALy, wiy, t3),
A(ty, w2y, £1) et A(ls, w2y, 83),
A(ts, wiy, t;) et A(t;, wis, &),
A, o2tz ty) et Atz w2y, by).

Ainsi une droite moyenne passe par six points de
rencontre de trisectrices.

11. Triangles de Morley. — Prenons dans le
tableau (T)(n° 9) deux droites moyennes dont les
symboles appartiennent respectivement a la premiére
et a la deuxiéme colonne, par exemple

A(ll, tg, t3) et A(t], wtz, la).

Quel que soit le choix, il existe dans ces symboles
deux des paramétres ¢, £y, ¢; dontles coefficients sont
proportionnels. Ici ce sont ¢, et ¢;. Dans la troisiéme
colonne, on trouve le symbole A(¢, w?¢,, t;) présen-
tantla méme particularité. Associons aux deux symboles
choisis en premier lieu 'un des deux autres symboles
de cette colonne, par exemple

A(ty, ty, w2ts).
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On a choisi, en définitive, les trois droites
A(t,, tz, t3), A(th wtg, 13), A(li. tz, wgt;;).

On vérifie que, dans deux quelconques de leurs
symboles, les couples (¢, ¢,) ou (¢, t3) ou (¢, t;) ont
leurs coefficients proportionnels. Je dirar que le
triangle équilatéral formé par ces trois droites est
un triangle de Morley du triangle A, A, A,

Comme on I'a vu, on peut choisir arbitrairement
deux des coOtés d’un tel triangle dans les deux premiéres
colonnes de (T), et il y a encore deux choix possibles
pour le troisiéme coté. Le nombre des triangles de
Morley est donc égal a 32 < 2 =18.

Cela posé, en raisonnant comme au n® 9, on voit que

A(ty, ta, t3) et A(ty, wiy, t3)
concourent avec les trisectrices

Bs=A(t, ta, wty) et yy=A(ly, wiy, 3);

A(l‘, lz, 13) et A(Il, tg, (.02[3)
concourent avec les trisectrices

Y2:A<t1, t;;, 0)213) et ?1 = A(tg, 3, (02[3);

A(ly, wiy, t3) et Aty 1y, wity) = A(wt), Wiy, wiy)
concourent avec les trisectrices
Y3 = A(tg’ U)tl, (l)tg) et ﬁ2= A(t1’ wh,ta).

By et vy, sont deux trisectrices, respectivement de
Pangle A;A A; et de I'angle A3 A A,. Le produit de
leurs parameétres est égal a £3t}. Ce sont donc deux
trisectrices conjuguées, en entendant par la que ces
deux trisectrices sont symétriques par rapport a la
bissectrice de I'angle A, A;A;. On le reconnait immé-
diatement en se reportant & la signification des para-‘
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métres. De méme 3, et ¥y, 3, ety, sont des trisectrices
conjuguées des angles A, et A, du triangle A, A, A,.
Alnsi : i '

Un triangle de Morley a chacun de ses sommets
aux points de rencontre de deux trisectrices du
triangle A, A,A,, chaque angle intervenant par
deux trisectrices conjugudées.

En particulier, si les trisectrices {3; et y; sont les six
trisectrices intérieures (cas de la figure ), elles se ren-
contrent deux a deux aux sommets d’un triangle de
Morley. Le théoréme est évident si A;A;A; est équi-
latéral, et il s’étend par continuité a un triangle quel-
conque.

Clest la le théoréeme de Morley dans le cas le plus
simple. ’

I1 est intéressant de tracer la configuration compléte.
On ne pourrait malheureusement le faire ici qu’a une
échelle trop réduite pour la clarté.

12. Extension de la théorie au cas général. — Si
Pon écrit I'équation d’une droite sous la forme

r—*My —a=o,
on peut considérer cette droite comme support de

an niémes_de-droite orientés, correspondantaux 2 n pa-

rameétres
=1, Fwt...,"cwei-lE,

ot ® est une racine primitive de '’équation binome
wt—1=o0.

On a supposé le plan P recouvert de n feuillets
Po,...,P,_,, fendus suivant Oz, le bord supérieur du
feuillet P, étant soudé au bord inférieur du feuillet
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Py (Pa=Py). Les ni*ms-de-droite opposés de para-
meétres == w”t sont dans le feuillet Py,
Etant donnés n ni¢me_de-droite

D(¢;, a,~‘)=‘x—-t,‘-‘”‘y’—-a,~=o (i=1,2,...,n),

on appelle droite moyenne des D(t;, a;) la droite
orientée du plan P dont le support a pour équation

lea—t"y —a; t}...03%V]|=0 (i=1,2,...,n),

et qui a pour parameétre {,¢{y. .. ¢,.

Si I'on se donne seulement les supports des D(¢;, a;),
le nombre des supports de droites moyennes est égal
antt,

Le théoréme fondamental du n° 8 s’étend au cas
général : étant donnés n +1 niémes-de-droite, les
n—+1 droites moyennes obtenues en les combinant
n a n sont concourantes. Cela résulte d’un calcul de
déterminants.

Cette propriété permet dc construire les droites
moyennes de n n*é"-de-droite donnés, en opérant
d’une maniére analogue a celle qui a été exposée pour
n=23.

[0'2e]
SUR UNE GENERALISATION DES THEOREMES DE JAMET;
Par R. GOORMAGHTIGH.

Un Mémoire publié en 1887 par M. V. Jamet dans
les Annales de I’Ecole Normale supérieure (') con-

(') Série 3, t. IV, supplément.
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tient trois théorémes remarquables qu’on peut énoncer
ainsi :

8¢ deux courbes triangulaires symétriques d’in-
dices n, et ny, ayant méme triangle de symétrie (ou
deux courbes de Lamé d’indice n, et n, ayant mémes
axes) se touchent en un point, leurs courbures en ce
point sont dans le rapport de (ny — 1) @ (ny, — 1).

Si deux surfaces tétraédrales symétriques d’in-
dices n, et n,, ayant méme tétraédre de symétrie
(ou deux surfaces de Lamé d’indices n, et.n, ayant
méme azxes) se touchent en un point, leurs indica-
trices en ce point sont homothétiques, le rapport

d’homothétie étant (ny — )§l (ny—1 )%

Si deux courbes tétraédrales symétriques d’in-
dices n, et n.,, ayant méme tétraédre de symétrie, se
touchent en un point, leurs plans osculateurs en ce
point coincident et leurs courbures sont dansle rap-
portde (ny—1)a(n,—1).

1. Considérons maintenant (') les courbes ayant
pour équation, en coordonnées cartésiennes,

3

(-]) ) Eai[ﬁ(x7}’>]n=0’

1

S1s f2, fsdésignant trois fonctions quelconques des deux
variables z, y. A chaque valeur de I'indice 7, il corres--
pond une courbe (1) ayant en un point donné une tan-
gente donnée. Dérivant (1) par rapport a x, onal’équa-

(') Une note présentée a I’Académie des Sciences (18 novembre
1918) résume les résultats qui suivent ainsi que quelques autres
généralisations des théorémes de Jamet.
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tion

(2) E“i[fi(»”y}’)]""‘(g'g+g—fy'>=o,
1

qui, combinée avec (1), donne lieu aux relations

(3) ag| filz, y)]n—? — as[ fo(z, yr|! — as [ fs(z, )’)]"’l’
Py (z, y,¥") Dy(z, y, ¥') Py(x, ¥, ¥)

dans lesquelles les fonctions ® ne dépendent que de x,
»,y’ . D’autre part, dérivons encore (1) par rapportaz,
nous aurons l'équation

‘"—”EWM (e Ly

+2 ail fi(z, y) o=t
1

9tfi i o OSi y  eN
X<dx2 dxdy + 0)/23 5)—}’)—0,

qui, par des calculs faciles et eu égard a (3), peut se
mettre sous la forme

J
nK + L+ - = o,
P
ou p désigne le rayon de courbure de (1) au point
(x, v) et ou K, L, J sont des fonctions de z, y, )" seuls.

La derniére relation donne lieu aux théorémes sui-
vants :

Soient f\, fs, fs trots fonctions données de deux
variables; si trois courbes

2 Ii‘_fi(.’(‘, Y )]" =0,
1

d’indices ny, ny, ny se touchent en un point, leurs
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rayons de courbure gy, ps, ps.corr espondanta ce point
sont liés par la relation

No— 113 n3— ny ny— ny
(4) : -+ + =0
o1 P2 ¢3

St quatre des courbes considérées sont tangentes
en un méme point, le rappor tan)carmomque de leurs
courbures en ce point est égal a celui de leurs
indices.

2. ArrLicarions. — a. Coordonnées barycen-
triqgues. — On déduit des développements précédents
des propriétés identiques pour les courbes dont I'équa-
tion en coordonnées barycentriques s’écrit

3
-

2‘ ai[ fi(r, po, p3))?"=o.
1

Quand les fonctions f sont linéaires et quand on prend
ny=1, 1:p; est nul, et la relation (4) donne le
théoréme de Jamet.

b. Courbes ax®—+ by™ +- ¢ = 0. — Soient A et B les
points ou la tangente en un point M de la courbe

(5) axl+bym+c=o0

coupe les axes Oz, Oy, D et E ceux ou la normale
coupe ces axes, A/, B’ les points ou cette normale
rencontre les perpendiculaires élevées en A sur Oz et
en B sur Oy; posons A'D = ¢, B'E = p. Pour étudier
la courbure de (5) au point M, prenons

il

Sz y)=2"  filzix)=y, filz,y)=1

Lorsque n, = m, (1) donne la courbe (5); pour n, =1
Ann. de Mathémat., 5° série, t. 11. (Avril 1924.) 20
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m .
et ny= -, ona des paraboles- dont les équations ont
les formes
L m
azr"+by+c=o0, ar+by'+c=o;

d’aprés une propriété connue, on aura donc
p I ’

1 1 ( ’ 14 ) I 1 ( m.)
— = = I— — ] —_— = = [ — —
v p m 9 l

el, par suite ('),

1=/ 1—m
£1 I4 q
c. Courbes dyr} + hyry = a. — Soient (a,b,),

(@2b,) les coordonnées de deux points Fy, F, du plan
cl posons

Si(z,y) =V (z—a, )+ (y —b,)?,
So(x, y)=V(x —as )i+ (y — by, filz,y) =13

on obtient alors les courbes dont I'équation en coor-
données bipolaires a la forme

(6) M+ Al = a.

Pour n = 1 el n = 2 cette équation représente res-
pectivement une ovale de Descartes et un cercle. Soient
M un pomnt de la courbe (6), F| et I les points ou les
perpendiculaires élevées sur ME, et MF; en F, et F,
rencontrent la normale en M ala courbe, I et I, ceux
oules perpendiculaires élevées en I, et F, sur lanormale
coupent les droites MF, et MF,, N et T les intersec-
tions de la normale avec F, Fy et F| F,. Les points N
et T sont les centres de courbure du cercle et de 'ovale
de Descartes, qui correspondent aux cas de n =2 et

(') R. Goverroy, Journal de U'Ecole Polytechnique, 1892, p. 37.
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n=1et qui touchent la courbe considérée en M; on
aura donc, G désignant le centre de courbure de la

courbe (6) en M,

_l_._ n—I1 +2—n
MC = “MN MT

Pour n = -3, la division MNTC est harmonique.

3. Les développements du paragraphe 1 s’étendent
sans difficulté au cas des surfaces; on obtient alors ce
théoréme :

St trois surfaces
< wlfi(z, y, B+ falz, y, 3)]R
+a[fa(z, y, 5) ]+ fulw, ¥, 5)]P=o,

correspondant aux indices n,. n., n; se touchent
en un point, leurs directions asymptotiques en ce
point sont en involution et leurs courbures moyennes
gy, 2, 33 sSont liées par la relation.

(ne— ng)o,+ (ny— n;)og 4+ (ny— ny)s3 = o.

Si T'on suppose les fonctions f lin¢aires et si 'on
ose ny = 1, on retrouve encore le théoréeme de Jamet.
P 3

4. Considérons enfin les courbes gauches ayant pour
équations cartésiennes

al[fl(‘”y _y: Z)I”—i— ai[,f?(x) .}/a z)]” -+ '13[f3(‘z‘a }’, z)]n_—_ 07
Bal92(2, ¥, 2))% + Balos(z, 3, 3) 1"+ Bulou(ry yy 3)]" =0,
ou f et o désignent des fonctions données.

Si par un point M, o se touchent trois de ces
courbes, on méne une paralléle ¢ a l'un des axes de
coordonnées et que, sur les binormales des trois
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courbes, on prend, a partirdeM, les segments MB,,
MB,, MB, égaux a leurs rayons de courbure, les
plans menés par By, By, By perpendiculairement a
MB,, MB,, MB; déterminent sur 8 les segments.
MD,, MD,, MD, liés par la relation

ng— Ny n3—n, ny—ne

MD, MD,  MD,

= 0.

Considérons en particulier deux triangles de I’espace,
ainsi que les courbes I', intersections des cones 'pfoje-
tant de deux points fixes quelconques deux courbes tri-
angulaires symétriques d’indices n, ayant les triangles
donnés pour triangles de symétrie; deux courbes Ty,
et T, tangentes en un point ont méme plan osculateur
en ce point. Si, dans le théoréme qui précéde, on
suppose f et o linéaires et qu'on pose ng=1, on
voit que les courbures de T',, et T'y, sont dans le
rapport de (ny, — 1) a (no — 1). Le théoréme de Jamet
s’obtient quand les triangles et points donnés sont des
faces et les sommets opposés d’un tétraédre.

[0!4f]
SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES
DE CERTAINES SURFACES GAUGHES;

Par Cu. BIOCHE.

La détermination du degré d’une ligne ou d’une
surface, définie par certaines conditions géométriques,
est ordinairement assez délicate. Les énoncés généraux
ne peuvent pas toujours s’appliquer, parce qu’il se
présente, trés fréquemment, des particularités; de
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sorte qu’'on peut étre conduit (et cela est arrivé a des
mathématiciens éminents) a des résultats erronés.
Cest pourquoi je pense que les remarques suivantes
peuvent présenter de I'intérét. '

1. M. Emile Picard a montré que, sur une surface
gauche dont les génératrices appartiennent a un com-
plexe linéaire, il existe une courbe (que j’appellerai
courbede M. Picard), dont les tangentes appartiennent
& ce complexe, cette courbe est le lieu des points dou-
bles de 'homographie existant entre le péle d’'un plan
passant par une génératrice et le point de contact de ce
plan avec la surface; c’est une asymptotique dont le
degré et la classe sont égaux a la classe d’une section
plane de la surface.

2. Considérons d’abord le cas ou les génératrices
n’appartiennent qu’'a un seul complexe linéaire et ou
ce complexe est spécial, c’est-a-dire ou les droites du
complexe sont celles qui rencontrent une droite A.

Le pole d’un plan passant par une génératrice est
le point d’intersection de celle-ci avec A. Il n’existe
plus, sur la surface, d’asymptotique dont les tangentes
appartiennent 2 un complexe linéaire (sans quoi les
génératrices appartiendraient a une infinité de com-
plexes linéaires) et il n'y a pas de relation entre le
degré d’une asymptotique et la classe d'une section
plane.

Par exemple, sur la surface qui a pour équation

z=06xy —5x*,
les section; planes sont de sixiéme classe et les asympto--

tiques sont données par

A
}’=$2+7;’ .z=x4+6Axﬁ.
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A étant une constante arbitraire. 11 peut méme
arriver que les asymptoliques ne soient pas algébri-
ques; le cas se présente, par exemple, pour la surface
du quatriéme degré qui a pour équation

s =2y — 6x?
et dont les asymptotiques sont données par

y = %I,Am’, 2= x'LA 22— 22,

3. Si les génératrices appartiennent a une con-
gruence linéaire, il y a une infinité de courbes de
M. Picard, dont chacune correspond a un des com-
plexes contenant cette congruence. Ces courbes sont
les asymptotiques.

Si les directrices de la congruence sont distinctes,
chacune de ces courbes a pour degré et pour classe la
classe d’une section plane de la surface, Mais elle peut
se décomposer en deux courbes de degré moitié. C'est
ce qui arrive, par exemple, pour la surface d’équation

-_(ry
\ T
dont les asymptotiques sont des cubiques gauches, les
sections planes de surface étant de la sixiéme classe.

4. Si les directrices de la congruence sont confon-
dues, les courbes de M. Picard se décomposent, cha-
cune d’elles comprenant la directrice de la congruence
et une courbe qui ne rencontre plus chaque généra-
trice qu’en un point. Par exemple, pour la surface
ayant pour équations

z=2xy — %,
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les sections sont de sixiéme classe, la droite de P'infini
dn plan z = o est directrice d’une congruence singu-
hére, et les asymptotiques sont les courbes de qua-
trigme ordre et de quatriéme classe données par

y=x3+A, z=uax*+2Ax,

5. On peut déterminer une surface gauche par la
condition d’admettre pour asymptotique une courbe G
et d’avoir des génératrices rencontrant une droite D.

Si les tangentes a la courbe C appartiennent a un
complexe linéaire, les génératrices de la surface ren-
contrent la droite D', conjuguée de D par rapport au
complexe. Elles appartiennent donc & une congruence
linéaire — a directrices distinctes si D n’appartient pas
au complexe, a directrices confonducs si D appartient
au complexe — et lés asymptotiques, pouvant se
déduire les unes des autres par une transformation
homographique, sont des courbes de méme degré et de
méme classe que C.

Si les tangentes a C n’appartiennent pas 4 un com-
plexe linéaire, il n’y a pas de lignes asymptotiques
appartenant a un pareil complexe, cela résulte de ce
que je viens de dire; etalors il n’y a pas d’égalié
entre le degré ou la classe des asymptoliques et le
degré ou la classe, soit de C, soit des sections planes.
On le voit sur le premier exemple que j’ai cité (§2);
la surface considérée a été obtenue en prenant pour G
une biquadratique de quatriéme classe.

6. Si la courbe G est de degré m, de classe K, la
droite D ne rencontrant pas G, cette droite est direc-
trice multiple d’ordre K de la surface, et celle-ci est de
degré m + K.:Si D rencontre C en p points, et est
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située dans ¢ plans osculateurs, la surface n’est plus
que du degré m+ K — p —gq.

Il peut arriver que le degré obtenu, comme je viens
de le dire, soit double du degré effectif ; par exemple;
si I'on prend pour C la courbe

X =2, Y =21, Z=)>

et pour D la droite de I'infini du plan X = o, on obtient
une surface du troisiéme degré

)

. Y
X= v

)

au lieu d’une surface du sixiéme degré, parce que les
points de la courbe se correspondent deux a deux
de facon que le plan osculateur en I'un d’eux passe par
Vautre. ’

7. Or ce fait se présente pour les courbes C de degré
pair, tracées sur une surface du second degré et ayant
pour tangentes des droites appartenant a un complexe
linéaire.

En effet, une courbe possédant ces propriétés est,
comme Pa montré¢ Halphen, transformée homogra-
phique d'une courbe donnée par

X = )\3“*‘{5, Y= ).“, 7= )\ﬁ, )

a, 3, étant des entiers, premiers entre eux, et impairs
si la courbe est de degré pair. Le plan osculateur en un
point a pour équation

(0 —B)X —(2+B)MY 4+ (a+B)ASZ — (2 —B) =B =0,

Soit ' la.valeur du paramétre correspondanten un point
ot leplan osculateur recoupela courbe, posons X' = A u,
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I'équation qui donne « est
(a—B)Us+B— (24+B) Ut (2 +B) UB— (2 — B) = o.

Elle a trois variations; elle admet 1 comme racine
teiple, et si o et 3 sont tous deux impairs (pour
que a—{ soit pair), on voit que I’équation obtenue
en changeant u en —u n’a plus qu’une variation.
L’équation proposée n’a donc qu’une racine négative,
et il est facile de voir que celle-ci est — 1.

La droite qui joint des points pour lesquels les
valeurs de A sont opposées, engendre la surface qui a

pour équation
x+f

Elle peut étre considérée comme obtenue en prenant G
comme asymptotique, D étant la droite de I'infini du
plan X =o.

Si o et 3 avaient été l'un pair, 'autre impair, la
surface obtenue aurait eu pour équation
'Y >a+6

Xo—B = (’z

[R1d]
SUR LA DERIVEE RELATIVE D'UN VECTEUR ;
APPLICATION AU THEOREME DE CORIOLIS ;
L Par J. SUDRIA. '

Dans un grand nombre de questions ou inter-
viennent des vecteurs fonctions de paramétres, il est
commode de distinguer l'une dé Vautre la. dérivée
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absolue d'un tel vecteur (c’est-a-dire la dérivée prise
dans un systéme de référence fixe) et la dérivée rela-
tive (prise dans un systéme de référence mobile).
Cette notion de dérivée relative présente un intérét
didactique; s1 elle est voisine de celle de vitesse rela-
tive, elle diliére de celle-ci, non ‘seulement par les
paramétres intervenant dans la question, mais aussi
par ce fait que la dérivée d’un vecteur est la diftérence
des vitesses de I'extrémité et de I'origine de ce vecteur.
Parmi les trés nombreuses applications qui peuvent
étre faites de cette notion, nous citons la démonstra-
tion du théoréme de Coriolis que I'on verra plus loin.

Généralités. — Rappelons que la dérivée d’un vec-
>
teur U fixe dans le systéme de référence entrainé est

le produit externe [‘3, (T], 0 étant la rotation instan-
tanée de ce systéme, et le paramétre variable jouant le
role de temps. Il suffit de faire la figure montrant les
positions d’un vecteur a I'époque ¢ etaYépoque ¢ 4 At
ainsi que la position, i ce dernier instant, du vecteur
du systéme entrainé coincidant a I'époque ¢ avec le
vecteur considéré, pour démontrer les principes sui-
vants :

. D > .
1. La dérivée absolue D_]: d’un vecteur U, fonction

. A . , ., dU . .
du paramétre p est égale a la dérivée @ relative a un
systéme de référence mobile, augmentée de la dérivée
du vecteur coincidant, d’ou :

DG dE > >
ﬁ; = ?1—9— +[Q, UJ.

2. Si pour une valeur du paramétre variable un vec-



(267)
teur s’annule, pour cette méme valeur la dérivée

absolue et la dérivée relative de ce veeteur sont équi-
pollentes.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE CORIOLIS.

Soient M, et N les positions d’un point mobile aux
époques ¢, et ¢, M la position a 'époque ¢ du point du
systéme de référence entrainé, qui coincidait avec le
mobile a I'époque ¢,. Rappelons que les dérivées abso-

——>
lues (premiére et seconde) de MyN sont respectivement
) . > >
la vitesse et l’accélération absolue Vet J,, celles de
—> . , . > >
M, M, la vitesse et 'accélération d’entrainement V. et J .,
—
tandis que les dérivées relatives de MN sont la vitesse
> >
et Vaccélération relatives V, et J,.
Ona

—_— —_— —>

MoN = MM + MN.

Prenons les dérivées absolues des deux membres en
—
utilisant pour le vecteur MN le principe 1; il vient :

> > > > —>|
Va=V.,+V,+-[&2, MN .

Prenons encore les dérivées absolues et, taisant £ =1,
utilisons pour le dernier terme le principe 2 :

Ja=d+ 3+ lg, V] [2 . ].

Finalement :
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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

EPREUVE THRORIQUE. — [. Lignes asymptotiques, dé finition,
équation différéntielle, propriété caracterlanue Cas des
surfaces reglees

II. Ondonneun plan (P)et, dans ceplan, une droite ' x. -
Soit une surface (S), un point quelconque M pris sur (S)
la normale en M, MI, limitée au point de rencontre | avec
(P) etla perpendwulatre IH sur z'z.

On demande de trouver les surfaces (S) pour lesquelles
MI = HI.

On est conduit a une équation aux dérivées partielles
de premier ordre.

Des considérations géométriques simples permettent
d’avoir une intégrale compléte. Pour l’obtenir par le
calcul il seracommode de prendre une nouvelle fonction z'
définie par

(1) 3= x4 y2+ 3k

Caractéristiques et développables caractéristiques.
Intégrale générale. Y a-t-il une intégrale singuliére?
Surface intégrale passant par la parabole

(2) y==k, Z2—2UuUxX—v =0

(k, u et v sont des constantes). )
Surface intégrale inscrite dans la surface

(3) by(o*+32) — 43t —y =o;

courbe de contact.
Nota : On prendra des axes rectangulaires, 1 aze des y
dans le plan (P).

SoLuTioN pu ProBLEME (par M. A. Sade). — L’équation aux
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dérivées partielles des surfaces (S) est
(r+gqar=0+pt+g?)a,

et, en introduisant les dérivées partielles p' et ¢' de la nou-
velle fonction 2', il vient
§32+ (p'— 22?2+ (qg'—2y)2= q',
ou, enfin,
P’
s=pr+qy—"—,

4

équation du type de Clairaut. Une intégrale compléte est donc
donnée par
2 =sar~+2by— a?,

N

c’est-a-dire par les sphéres (tangentes a 'z et ayant leurs
centres dans P)

(4) (x— a2+ (y—b)2+ z2= b2,

ce qui était évident géométriquement.
L’intégrale générale est I'enveloppe des sphéres (4) quand
a et b sont liés par une relation arbitraire

(5) b=o(a),
on la définit donc en joignant aux équations précédentes
(6) xr —+y EIT-Z = a.

Les caractéristiques sont déterminées par (4) et (6). Ce
sont les cercles de contactdes cones circonscrits aux spheéres(4)
et ayant leurs sommets sur 2.

La parabole (2) appartient évidemment a 'un des cones
précédents qui constitue la surface intégrale demandée passant
par la parabole. Un calcul aisé conduit a ’équation

(k2—u?)y2+ k2z?—ouk yx + ky(ur— k*—v) =o.
Une spheére (4) touche la surface (3) au point zy3 si

z—a _y—b 1
2wy 3t a(y—1)
Y
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et I'élimination de a et b entre ces équations et I'équation (4)
donne une relation qui, avec (3), définit la courbe de contact

de (3) et de lasurface intégraleinscrite. On trouve pour cette
courbe, en plus de 'axe 2’z (1),

1

= -, r2—322= -,
y=3 i
ou bien

y:Z, 322+ 3= 5,

A~y

les surfaces intégrales correspondantes étant respectivement
22y + (y2+32)(y—1)=o,
rry +(yr+ 32—y )(y —1)=o.
(Nancy, octobre 1923.)

EPREUVE THEORIQUE. — I. Calculer la valeur de ’inté-
grale de variable complexe

1
T odzs
. "’

pour un chemin d'intégration déterminé que l’on pourra
choisir a volonté ne passant par aucun des péoles de la

Sfonction placée sousle signe f Donnerensuitel’expression

générale des diverses valeurs de cette intégrale qui corres-
pondent a tous les chemins d'intégration.

IT. Soit S la surface définie en coordonnées rectangu-
laires par les équations paramétriques

& = u cosv + sin?y,

. T .
y=using — —-8sin2y — ¢,
’ 2

13}
|

=g (u. v).

(') A coté des surfaces dont les équations suivent, noter aussi
Ay + (437 + 437+ ) (¥ —1) = 2 qui est osculatrice & (3) sui-
vant z'x.
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On demande de trouver l'expression la plus générale
de la fonetion ¢(u, v) pour chacun des trois cas suivants :

1° Pour que les deux familles de courbes u = const.,
v = const. soient orthogonales sur la surface S.

2° Pour que ces deux familles de courbes sotent conju-
guées sur la surface S.

3° Pour que ces deux familles de courbes soient les lignes
de courbure de S.

INDICATIONS SUR LA soLuTiow. — I. La question est unec appli-
cation immédiate du théoréme classique des résidus. Pour le
calcul de la premiére détermination il est commode de prendre
le chemin rectiligne en évitant le passage par le pole réel Lo
au moyen d’une demi-circonférence ayant ce point pour centre
et limitée a V'axe réel; on trouve ainsi facilement le résultat
en faisant tendre vers zéro le rayon de cette demi-circon—
férence.

II. La premiére condition conduit a

dp 09
duwow

La seconde conduit a

A (u —2cose P
g Tl Yowoe =9

dv

. . 4 .
qui s’intégre facilement en prenant 5:'? comine inconnue 1inter-
médiaire.

Quant a la troisiéme condition. elle est formée par la réunion

” . L0 .0

des deux premiéres; I'hypothese 55 = © entraine d—f =o0, ce
qui donne le plan, solution n’ayant pas de sens et il reste
les seules fonctions 9 indépendantes de ¢ qui, vérifiant les

deux conditions, donnent la vraie solution.

EpReEUVE PRATIQUE. — Soit, en coordonnées rectangulaires,
S la sphére ayant pour équation

2+ y?+32—2Rz=o0.
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Lescoordonnées d'un point quelconque M de cette sphére
s'expriment paramétriquement par les formules

z = Rsin2v cosu,

%
. . 0Svs —,
¥ = Rsinavsinu, 2
<
z=R(1+ cosap), —TZulTw

(o vest Vangle de OM avec Oz et ul’angle du plan z0M
avec le plan z0x). Montrer que l'angle w que fait OM
avec O.x est donné par la formule

cosw = siny CoS U,

Soit C la nappe du céne de révolution de sommet O
(origine des coordonnées) dont les génératrices font avec
la direction positive Oz un angle aigu donné .

1° Calculer U’aire de la portion de S intérieure a C.
2° Calculer le volume intérieur a S et a C.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Soit m la projection de M
sur le plan des 2y. On obtient la formule par ’application de
la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique au

. . T
triedre OMma« dans lequel on connait deux faces u et — —v
2
. . . T
ainsi que le driédre compris 5

Les coordonnées u, ¢ sur la sphére étant orthogonaleson a
de suite ’élément de surface de la sphére

ds = 2R2sin2v du dv,

et I'élément de volume, cone de sommet O et de base do,

,_ 2R3 .
dV = —— (1+cos2v)sin2v du dv.
J

On a alors a calculer deux intégrales doubles étendues au
domaine en u, v défini par les inégalités de I’énoncé et I'iné-
galité

siny cosu2 cosa.
Si 'on pose
1+ COS2v = w,
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on est ramené aux intégrales doubles trés simples

R3
—R2f[dudo), —g-ffwdudw,

cos?a

y cos?u
On arrive ainsi aux deux intégrales simples

e cos’a 2R3 ,Fe costa \?
a2R? I — du, —_ 1— —— ) du,
_a cos?u 3 J_« cos®u

c’est-a-dire 3 un calcul classique d'intégrales de la forme

w variant de 2 (( — > a o, puis « variant de —a a a.

fcos*zPudu. (Bordeaux, novembre 1923.)
J
EenEuVE THEORWQUE. — [. Question de cours. Théorémes

généraux relatifs aur fonctions de variables complexes ;

a. f(a):.,,l—-ﬂ‘/k‘—fﬂ dsz;

Z—a

b. expression des dérivées successives:
¢. Série de Taylor; développement autour d’un zéro ou
d’un pble; développement de Laurent.

1L, Probléme : 1° Intégrer l'équation aur dérivées par-
tielles
pP— g =¢é%sin(x~ y)

20 Déterminer la surface qui passe par la courbe

. 4 =J/v
(G) .
ercos?xr =1.

3° Pour cette derniére surface déterminer les rayons de
courbure principaux en un point. Exprimer R+ R, et
Ry — R, en fonctiondes angles «, B,y de la normale avec les
axes.

4° Lignes de courbure de la surface.

INDICATIONS SUR 1A SQLUTION. — 1” On trouve

cos(z —y)—2e-i=f(xr+y).
Ann. de Mathémat., 5° série, t. IL. (Avril 1924.) 21
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2° On trouve
z + L(coszcosy)=o.

3° et 4°
Ri+ Ry= ——, R, — R, 25in@siny
cosy cos
z-Z ==L r_z Lk
Ltang(4 2) _ltang<4 2>+IA.

EpreuVE PRATIQUE. — 1. Calculer

fff[(¢§x+z)?—45]dxdydz,

a U'intérieur du volume
z2+ yr—103 <o, 22+ yr+ 32— 55 < o.

1. 1° Déterminer une courbetelle que le rayon de cour-
bure R égale 4y%. Prendre celle des courbes pour laquelle
le point de contactde la tangente paralléle a Oy est rejeté
a l'infini.

2° Relation entre R et la portionde normale limitée a O x.

INDICATIONS SUR LA soLUTION. — I, On trouve

1=— %’5 X 54

I[I.1°On a

ds dy 3

de ~ sina da =47t

d’olr
1 4
Y= Sova x = 4langa -+ 3 tang3a.
2" On trouve
R = 4MN.
(Alger, novembre 1923.)

ErREUVE THEORIQUE. — . On considére l'équation aux

dérivées partielles
Jdz

9
(B) pr+gqy=S(s3) (p=;;’ q=d—;-,’ v=1)’+9’)-
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* Montrer que, sur chaque surface intégrale de (E), les
courbes conjuguées des courbes caractéristiques sont situdes
dans des plans paralléles.

2° Déterminer la fonction' f(v, z) de maniére gue les
courbes caractéristiques de (E) soient des lignes asympto-
tiques des surfaces intégrales. On trouvera pour (E) deuzx
Sformes possibles : la premiére, (E,) renfermera z sous une
forme simple; pour la seconde, (E;), on trouvera

S0, 3)=V(v)2(3),

oix V(v) est une fonction bien déterminée de v, et ©(3),
une fonction arbitraire de z. ’

3° Indiquer une intégrale compléte de (K,); faire con-
naitre une propriété géométrique des cénes circonscrits
aux surfaces intégrales de (E\) et ayant leurs sommets
sur Os.

4 Choisir ¢(z) de maniére que U'équation ( Ey) corres-
pondante posséde une infinité de surfaces intégrales (S)
dépendant d’un paramétre arbitraire et qui soient, toutes,
hélicoides, d’axe Oz et de méme pas.

5° Calculer la courbure totale de (S) en un point M
situé a une distancer de O 3.

1. Quelle relation faut-il établir entre les coefficients
plx) et q(z) de l’équation différentielle linéaire

(&) Y'+py+qy=o,
pour que (A) posséde deux intégrales y, et y, satisfaisant
a la relation y,= xy,?

Application. — On donne p(x) = :_11_: — a2; déterminer q(x)
de maniére que (A) posséde la propriété précédente et
intégrer ensuite [’équation

” (l ’ o
yalz—2)rra@y=ve

[ot q(x) aura lavaleur particuliére qu'on aura obtenue.]

INDICATIONS SUR LA soLtTION — L. 1° Les courbes conjuguées
des courbes caracléristiques sont définies par p8x 4+ gy :
elles sont dans les plans z = const.
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2" On trouve pour déterminer f(v, z) la condition
(1 —=f2)(f—avf,)=o0,
On obtient (E;) en prenant

Sf=2+4(pr+q2),

et (E;) en prenant B
f=Vvel(z).

3° 3 = ax + by + Y(a?+ b?) (résultat classique). Les cones
sont de révolution autour de O z (dans I'hypothése ot ¥ ne se
réduit pas a une constante).

4° On exprime que les équations différentielles des caracté-
ristiques de (Ky) admettent lintégrale premiére

(1) —py+qr=h.

On trouve ho’ =0 ou o(z) ==k, en écartant le cas des
surfaces de révolution : & =0, ¢(3) quelconque. [ Le cas est
banal; quelle que soit la fonction o, (E,) posséde les intégrales
z = const. et 2?4+ y2= o(3), de révolution autour de O 3. |
Pour ¢(z)==4, les équations finies des multiplicités caracté-
ristiques de (E,) sont

x = kcosz + Btsina, p =1"1cosa,
(2) y =hksina + Bt cosa, g =t-tsina,
z =Y

(=, B, Y, constantes arbitraires; ¢, paramétre variable). Pour
les grouper de maniére qu'elles apparticnnent & une méme
surface S, il faut prendre dy = Bda; et, si I'on veut que S soit
une intégralede (1), on doit faire § = A, d’ou ¥ = ha + const.,
¢équation qui jointe a (2) représente la famille de surfaces
demanddées, chacune d'elles étant rapportée aux deux para-
métres 7 et a. '

s0 I —_ D(P’ q) t

R, R, D(z, y) (1+ p2+ g2
_ 1 Dip,q) . D=z y)
T (1+p2+g2)2 D(t,2) " D(t )
- '—]l'!
- (r’+h!——l.'1)‘l'
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N. B.— L’équation (E,) est de la formc;q) =®(2,y,3);

les courbee caractéristiques sont des droites, paralléles au plan
des zy et dépendant de deux paramétres arbitraires.

I1. On trouve

—[Pa
2p’ 4+ pt—fg=o0 avec y = f’ *
Application :
1 I 1
g =— = — = +1; y=—=lx+2+(Ac+B)e*].
= i T
EPREUVE eRATIQUE. — Calculer Uintégrale dé finie

—1 Logsz
[
1 (1 +z2)?

prise successivement le long des quatre chemins indiqués
ci-contre. (La figure montre ces chemins Gy, Gy, Cj;, G4
traversant respectivement [’azxe imaginaire au-dessus du
point i, entre i et o, entre o et i, au-dessous de —i).

3
La détermination initiale de L.og z esto, celle de (1 + a?)?

est 2 \/;

INDICATIONS SUR LA soL: TION. — L’intégrale indéfinie est

—zji)"i — L(z+ Vi z’)

En étudiant la variation de cette fonction le long de chacun
des quatre chemins on trouvera les valcurs correspondantes
de l'intégrale

:i<‘%2_ +1>; alog (V2 —1 —1\:/—%;
2log (y2 —1 +7, -—:i(:/%-*—l).

7

(Poitiers, juin 1923.)
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EpREUYE kcriTe. — Une surface S est représentée par les

équations paramétriques
r=u (3('?—-u’— 1))
3

= 1 1Y),
ry v<3u v 3)

I =2uv.

1> Montrer que les courbes u = ¢ et v = ¢' sont orthogo-
nales et que ce sont les lignes asymptotiques de lasurface.

2° Déterminer les lignes de courbure. Montrer qu’elles
sont planes et trouver ’enveloppe de leurs plans.

3° Déterminer les rayons de courbure principaux et les
centres de courbure principaux en un point de la surface.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Les lignes de courburesont
u—+v=x, U—v =
les rayons de courbures principaux étant

|2
[3(1(?+v‘2)+ 3]

— Ry=-+Ry= .
2

On trouve pour plans des lignes de courbure

.l‘+_}/—3)~z+)\3+%7\:0,

1

.'t~y+3yz+}.13+3

= 0.

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer Uéquation différentielle
e
2y — @iy =y =y S
Déterminer une courbe intégrale qui passe par le point

I
v.’L’=0, }’=;‘
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INDICcATIONS. —:On trouve
: 1+ ¢ 1 t 8
z=1t(t+ C =(t+C) — 4+ = — = 4 —
( ) r=( )—— .t
et I'on vérifiera la condition imposée pour C ¢gal 3 o ou i\/i.
(Marseille, juin 1922).

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2448.
(1920, p. 280; 1922-1923, p. 188.)

Etant données deuz courbes planes quelconques, une
courbe de grandeur invariable se meut dans leur plan
commun de facon & avoir avec chacune d’elles une corde
commune de longueur constante. Trouver, pour une posi-
tion de la courbe mobile, le centre instantané de rotation
du plan qu'elle entraine.

SeLuTiON
Par M. Faucueux.

Soit AB la corde commune a la courbe fixe (C) et ala
courbe mobile(c).

Dans le mouvement du segment AB par rapport a (C) le
centre instantané de rotation est le point de rencontre P des
normales en A et B & C. Dans le mouvement de (¢) par rapport
a AB le centre instantané est le point de rencontre p des nor-
males en A et B a (¢). Le centre instantané du mouvement de
(c) par rapport a (C) est donc un point de la droite pP.

C’est, de méme, un point de la droite p;P; en nommant
p1 et Py les points, analogues a p et P, définis par la seconde
courbe fixe (C;). Le centre instantané cherché est donc a
P'intersection de pP et p, Py.

Autres solutions de MM. BocvAIsT, PIEDVAGHE.

2408.

(1919, p. 160.)

Sur la normale en un point M d'un paraboloide on
prend un point P : on peut mener de ce point quatre
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autres normales & la surface; le point P se déplacant sur
la normale en My, U’enveloppe des sphéres qui passent par
les pieds des quatre normales est un ellipsoide de révolu-
tion dont le centre est sur l’axe du paraboloide avec
Uabscisse
zy+(pEgq)
2

et dont l'azxe est paralléle a la projection de la normale
en My sur le plan tangent au sommet de la surface.
G. FONTENE.
SovuTiON
Par M. R. Bouvaisr.

L’équation de la sphére cherchée est

(2h+p+q)
Y T ap ]
o= (A +p)(A+gq)=o.

X2y 432 — (X +p+q)r —

_z(al—&—p-f-q)_
2q N

Quand A varie elle enveloppe la surface de révolution
4[z=+y’+z’—x(xo+p+q)

- Yo 330
(ﬁ+q)( %) MJ

2p
I ASNEL )L
(Z2+Zrapag) =0
qui a pour centre :
_Ztptyq
==l
Yy =2=0,

et pour axe
- r= o+ p—+q
2
3
rY _ 23 _,
Yo L)

ce qui démontre la proposition.
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[D2b]
SUR UNE EXTENSION DES SERIES DE BERTRAND ;

Par Léon POMEY,

1. On sait former (voir E. Borer, Lecons sur les
séries a termes positifs, et C. Joroan, Cours d’Ana-
lyse, 2° édition, t. I, p. 288 a 300) des séries numé-
riques de moins en moins rapidement convergentes.
Les plus connues sont celles de J. Bertrand

S S pIpeeT

_ P —_—
ni-ip n.(Logn)i+¢ daed 2. Ay (Logy, n)p
en prenant pour 2 une constante >oeten posant

Log . Logn = Logsn Log Log,n = Log;n,
k-] g -] ’ el Lol -]

Ay n =Logn.Log,n...Log,n.

Rappelons qu’on |les utilise notamment pour recon-
naitre si une série donnée Iu, est convergente; en
effet soit X¢, 'une de ces séries convergentes; d’apres
un théoréme classique, si a partir d’une certaine valeur

u (4 + , .
de n on a constamment l’:—“ 5—:)‘—‘1'-, la série Su, sera
n n

~aussi convergente; on développe donc les deux rap-

Un+y

(4
ports et —:f—' et 'on compare leurs valeurs respec-

n
tives en négligeant les termes d’ordre supérieur (ce qui
conduit en particulier a larégle de Gauss). D’ailleurs
pour effectuer ces développements, on peut se servir

Ann. de Mathémat., 5 série, t. I1. (Mai 1924.) 22
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des formules connues (voir Jorpan, loc. cit.) que voici

LogP (n—+1)=Logf n <1+ l >, .

" nAn,n
(n—+1)p e—1
(n—+1).Ap(n—+1).Loghl (n-+1)
nA,,,n.Lo-g,P"n
{ 1 l—l-p €

aen

—_— - —_—— —_
n n Logn nA,n  n?

2. Cela posé, employons cette méthode pour démon-
trer Uexistence d’'une série peu différente par sa

T 1 . . .
Jorme de la série EF—p mais moins rapidement
convergente, avec cette particularité que U’exposant
1 -+ p soit variable e TENDE VERS L'UNITE.
- 1 N
Telle est, par exemple, la série 2——-—;— y onr
n‘+ log logn

est une constante positive arbitraire.

En effet, pour établir sa convergence, appelons u,

son terme général 1 et formons le rapport a1
1+.._'_ Un
n logy

-
On trouve par quelques calculs que le lecteurrestituera,
sans grande peine, la relation

Unvi _ | T + r
un n  logsn.logs(n—+1)

X [logniogs(n +1) —logen.log(n+1)] +. ..,
et pour le crochet, le développement

1 logan
108
n n

Ynit .
T n nlogy(n+1) 7



(283 )

© . \
Comparons ce rapport au rapport —%‘-‘ relatif a la
n
, . N 1
série de Bertrand IS¢, convergente, ou v,= ——
nlog*n

avec a=1-+p > 1. 11 vient

Yn+1  Un+1 r i a -+
Yn up nloga(n—+1) nlogn

(uantité qui, a partir d’une valeur suffisamment grande
de n, devient et reste positive quelles que soient les
constantes r et g,

Donc la série Su, est bien chnvergente.

3. On pourrait opérer d’une maniére analogue avec
les autres séries de Bertrand, en remplagant de méme
dans chacune la quantité fixe ¢ par une quantité qui

tende vers zéro (comme nous venons de le faire en

remplagant ¢ par d

dans la premiére de ces séries).
loga n

Les nouvelles séries ainsi formées permettront a leur
tour, comme les séries de Bertrand, de former par la
méme méthode de nouveaux critéres de convergence

analogues a celui de Gauss.

[E1f]
QUELQUES DEMONSTRATIONS DE LA RELATION
DES COMPLEMENTS

r(a)T(1—a)= —

sinta’

Par Anpré BLOCH.

La relation des compléments, découverte par Euler,
joue un réle essentiel dans la théorie de la fonction
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gamma ('). Elle est un peu plus cachée que les autres
propriétés élémentaires de la fonction gamma, parce
qu’elle équivaut au développement en produit de sinz,
qui est lui-méme un peu plus caché que les autres pro-
priétés delafonction sinus.z. Notre objet estd’en donner
quelques démonstrations probablement nouvelles (2).

Rappelons que

I'(a) = lim n« 1.2.3...n = ue—1 et duy.
= a(a+1)...(a+n) o

Nous n’uatiliserons d’ailleurs que la définition comme
intégrale définie. Rappelons aussi que

F(a)l‘(:«—a):f A
0

1+

Dans la premiére des deux intégrales qui viennent
d’étre écrites, la partie réelle de @ est supposée posi-
tive; dans la seconde, elle est supposée comprise entre
o et 1. Ces suppositions et les suppositions analogues.
seront quelquefois sous-entendues dans ce qui suit.
D’ailleurs, en vertu de la relation de récurrence

I'(fa+1)=al(a),
il suffit d'établir la relation des compléments lorsque

. ; . 1
la partie réelle de a est comprise entre o et -, pour

2
qu’elle soit par la méme générale.
Les démonstrations les plus habituelles de la relation
des compléments sont au nombre de trois. La premiére
consiste naturellement a utiliser le développement en

(') On trouve des notions sur la fonction gamma dans tous les
cours d’Analyse. Il a été publié plusieurs monographies sur ce sujet.
Citons seulement : La Fonction Gamma ( Théorie, histoire, biblio-
graphie), par M. Godefroy, Gauthier-Villars, rgo1.

(?) La plus grande partie des résultats démontrés en passant au
cours du présent article sont dus a Euler.
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produit de sinwa} ou bien, si I'on part de la définition
comme intégrale définie et que 'on ait égard a la
seconde des égalités écrites ci-dessus, le développe-
ment en série de fractions de son inverse. La seconde

donnée dans tous les cours, consiste a déterminer par
- ©
L. .o, xa-tdr
le calcul des résidus la valeur de lmtegralef T
0
La troisiéme enfin, consiste & montrer que cette der-

k

niére intégrale est bien égale a lorsque a est

nna
rationnel, ce qui se fait aisément puisque I'on est
ramené a la quadrature d’une fraction rationnelle; la
différence des deux fonctions est alors une fonction qui
admet une infinité de zéros dans une aire ou elle est
holomorphe : elle est identiquement nulle (si 'on se
borne aux valeurs réelles, la continuité suffit pour éta-

blir ce point) ().
PreEMIERE pDEMONsTRATION. — Posons

[” ﬁ%dr:f(a).

Joy I+
L. I

On a évidemment par le changement de z en o
S(a)=/f (1 — a). Il suffit donc de considérer les
valeurs de @ dont la partie réelle est comprise entre o

1
et —-

2

Ona:

®  pe—1
f(a):)\“f T g
0

1+ A2

Ao, s .
. et intégrant deoaoo :

® @ xra—1 R
f’(“’=fo / TESN I v Rlbas

. q. A
d’ou, en multipliant par

(1) Voir pour ces démonstrations : MERAY, Lecons nouvelles sur
Uanalyse infinitésimale, tome 11
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De méme
1
2

1 > re A 2zt
: _/(a)f(;—a>.=[ j(; (l-—(—)ﬁ(l—l-l.z‘)dldx.
Soit

! _z
1 1+x 11—
¢(x)=(l+)\)(I+)\x)= T+ 1+ oz
On a )
f L0y d) = 1087, f AP0y =
¢ rt 0 14 22

On a donc en premier lieu
» 0
xa—1logur
fia) =J X I08T
o x —1
1

© T3
srlima)= [T e,
2 0 T —1

</

d’ou
® ra-1lopo
parefip—a)= [T g
0 2y
® /12a—1 o
=f i‘_;j'[ﬂl’dm,u*(m).
0

On a en second lieu

f\n)f(é -—a> =w£w "I:a‘]l dr =27 f(2a).

1+ x?

I1 suit de la:

a8 — i poa,
Posons 4
™

1l vient
e (2a) =4 ¢*(a) [1—9(a)],
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d’ou en dérivant :

49(2a)¢'(2a) = 89(a)e’(a)[1—2 ¢ (a)]
et
o2(2a) _* 9'i(a)
—et(2a) 1—¢(a)

Orcherchonscequedevientle second membrelorsque
atend vers zéro; f(a) dans le voisinage de I’origine est

[ . .
la somme de 2 & d’une série entiére en a; f(a) est

S (a)
Sf(a)

tend verszéro, eto’(a )égala —

donc équivalent a é et a— ;‘- Par suite, ¢ (@)

=f'(a)
SHa)

y vers 7. Le second

membre tend donc vers 2.

On aura donc dans une région suffisamment voisine
de l'origine (pour qu’aucun rapport ne prenne une
forme indéterminée) :

9 (a) _ “’"<§> N "’(;‘i)

= == —— ————— =, ..=T2
1—9%(a) '—‘9’(;) ) l_?,<%>

On a par suite, dans la méme région :

”
o =—"72p;
Fod : ¢
ou
9(a)=Acosma—+ Bsinra;

faisant @ = o, on trouve

A=o, B=r;

K
donc
o(a)=sinra.

Cette derniére égalité, établie dans une région suffi-
samment proche de 'origine, s’étend partout a l'aide
de 92 (2a) = 4 v%*(a) (1 —92?(a); ce qui termine
la démonstration. :
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Faisons une remarque supplémentaire. On a

* ze-tlogzx T2
—_— 2 —_— ___..
/ xr —1 = a)= sin?wa’

<0
on en conclut en intégrant :

a1 pa
/ ——————dr=7wcolra
o 11—

Druxieme pEmonsTraTION. — Considérons 'intégrale

r“smﬂ
| = dr,
22+ 2.6 oS0 + 1

ou la partie réelle de @ est comprise entre — 1 et + 1
et 6 entre — et .
Posons
“sinf
(o, )= — .,
#( ) x2+ 22 cosh 41

On vérifie, par un calcul facile, 'identité

)g Dy
=2 4 x? -5 3

T oahr T o dut
d’ou 'on conclut

o2 /” i /“‘ g * g
PR — et ar o - a+1 2 pa+2 2 .
i =/, gy da —+ 300 zatt o2 dx +[} e o dx

La premiére intégrale est 1; les autres s ‘obtiennent
en intégrant par parties :

f LL'a+l:—’§d1‘=—-(a+])f ztgde =— (a+1)l,
0 - 0

o g
ra+? —Z dy . &
ox?

v

=—-(a+z)f xf‘*"?é’dz':(a—f-l)(aﬁ—z)l.
0 Jdx
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Donec

(3]
_———— = — ) P = a?l.
de?"[l Jla+1)+(a+1)(a+2)]] = a2l
Par conséquent
I = Asina,

car I est fonction impaire de .
Il s’agit maintenant de calculer A. Nous montrerons a

o a__ 3 6 ,
cet effet que _(ze=Dsind g tend vers zéro,
X2+ 22 cosb + 1

o
quand 9 tend vers =.
Ce dernier point résulte de ce que

/‘“’ (z2@—1)sin® d Y(xa— 2 + z-a)sind
“o

r = drx,
2+ 22 cosf —+1 22+ 22 cos O +1

0

ce qui est inférieur en valeur absolue a

— —-a)
lemelf ('::)f ©de

(la derniére intégrale a bien un sens, car pour x =1,

I'élément différentiel est fini).
L

P leul - sinf dz

our calculer ———————F— On pose
z22+ 22 cosO—+ 1

[

Z =— cos + sinf coto;
on trouve ainsi que cette intégrale est égale a §.

Donc Asina —98 tend vers zéro quand § tend
vers T :

T

sinazn
Finalement :

0
zasinf P .
- dr = — sina 0.
A x2 4 oz cosl + 1 sinaT
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1
. ™ N 5 .
Faisant § = 5 et posant z = ¢%, il vient :
a+1
w 2 ! -
dt = ;
Jy t+1 . a +1
s

2

c¢’est bien la formule qu’il fallait démontrer.

Troisteme pEmonstraTiON. — Nous serons plus
concis au sujet de la troisiéme démonstration.
Posons :

f(0)=f e—““"’ecos(usine)ua—ldu:f o(u, 0)us—1du,
0 o

g(f)):f e-"“’esin(usinﬁ)u“—ldu:f Y(u,0)us—1du.
o ()

La partie réelle de a est supposée positive, § compris
) k] T
entre — = et -+ —-
On a
%o, N0

=u-—) — U

99 Ju 00 ou

Grace a ces égalites, on trouve, en intégrant par
parties :

S(0)=—ag(8), &(0)=a/f().
D’ou, eu égard a ce qui passe pour i =o :
fgﬂ):l\a)cosae, 5;(6)=I‘(a)sina0.

Telles sont les valeurs de nos deux intégrales. Remar-
(quons que la définition de g(8) conserve un sens
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lorsque la partie réelle de a est comprise entre — 1
et o, et il est aisé de voir qu'on a encore dans ce cas
la deuxiéme formule ci-dessus.

. ™
Faisant § = Sona

A(a) =f ua—1 cOSltdIl:l‘(a)cog’i;_l_,
0

E(a)=f ue~t sinudu =TI(a)s
0

La partie réelle de a est comprise entre o et 1 dans
A(a); entre — 1 et 1 dans E(a).

Considérons sous forme d’intégrales : T (a); A (a);
E(a) d’une part; I'(1—a); A(1 —a); E(1—a) de
I'autre. Formons le produit d’une intégrale du premier
groupe par une intégrale de 'autre; nous employons a
cet effet g procédé utilisé dans notre premiére démons-
tration, et d’ailleurs classique. Nous obtenons de la
sorte :

a -1
I‘(a)l‘tl—a)_ Tz
A l+x
A(a)A(:—a):l—r,
E(«)E(l—a):z,
2
1 'x”i_l—x_:—
A(a)E(I—a;:—f ——— dx,
A 11—
a—1
I n:oxz
2 —a)= - dx
E(a)T(1—a) " 7 4%

o 2
I‘(a)A(l——a):i[ T de.
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Considérons par exemple I'une ou Pautre des deux
derniéres formules : elle s’écrit en tenant compte de la
premic¢re et des valeurs trouvées pour A(a) et E(q):

l‘(a)l‘(l—a‘)cosﬁ—a = ll(?) I‘(l—g>-
2 2, 2

2
On a donc

I'a)T(1i—a)sinta = <—> 1‘(1—-.g> sin 22
2 2 2

La relation des compléments est donc démontrée.

On peut remarquer aussi qu’elle résulte directement,
¢tant données les expressions de A(a) et E{a), de la
deuxiéme ou delatroisieme des six formules. Mais nous
avons attendu jusqu’ici pour faire remarque : c’est que
les deuxiéme, troisiéme ¢t quatrieme formules sont
moins immédiates a obtenir que les trois autres. En
effet, Papplication brutale du procédé indiqué plus haut
conduit alors a des intégrales dénuées de sens; il con-
vient donc, pour obtenir ces trois formules, de le modi-
fier. On peut par exemple introduire dans l'une des
intégrales une exponentielle e=%* ou l'on fait ensuite
tendre o vers zéro. On peut aussi, au lieu de considérer
les intégra]és prises de zéro a oc, les supposer prises
de 0 a une certaine limite finie (que I'on fera croitre
ensuite indéfiniment), et employer le mode de raison-
nement utilisé ailleurs pour le cas particulier des inté-
grales de Fresnel (Bulletin des Sciences mathéma-

tiques, t. XLVI, p. 34).
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[P'6e]
SUR LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT
(Fin) (1);
Par E. LAINE.

II. — Equations aux dérivées partielles et trans-
formations de contact de l'espace & trois
dimensions.

12. La théorie que nous venons d’exposer en détail
dans le cas du plan s'étend d’elle-méme al'espace a trois
dimensions.

On appelle élément linéaire (z, y, 3, p, g) 'ensemble
d’un point (z, -, 5) et d'un plan

piX—z)+qY—y)—(Z—3z)=0

passant par ce point.
Lorsque z, y, =, p et ¢ sont des fonctions d'un para-
métre variable telles que I'on ait

(28) dz — pde —qdy =o,

les o' éléments correspondant aux différentes valeurs
du paramétre forment une multiplicité m,; 'ensemble
des points appartenant a cette multiplicité en est le sup-
port ponctuel.

Lorsque z, y, z, p et q sont des fonctions de deux
paramétres indépendants vérifiant la méme équa-
tion (28), les ? éléments correspondant aux diffé-

(') C€f. N. A., janvier, février et mars 1924.
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rentes valeurs des paramétres forment une multiplicité
m,; I'ensemble des points appartenant a cette multipli-
cité en est le support ponctuel.
Suivant que le support ponctuel est un point, une
courbe, ou une surface, on affecte la lettre m d’un indice
supéricur ¢gal a o, 1 ou 2. Par exemple :

Une m{ est I'ensemble d’un point et des plans tan-
gents a un cone ayant son sommet en ce point;

Une m} est I'ensemble des points d’une courbe, &
chacun desquels sont associés Lous les plans passant par
la tangente a la courbe en ce point;

Enfin une m? est 'ensemble des points et des plans
tangents d’une surface, chaque plan tangent étant asso-
¢ié i son point de contact.

L’équation
Sz, y, 5, p,q)=o0

définit «? éléments. On peut la considérer aussi comme
une équation aux dérivées partielles du premier ordre;
intégrer cette ¢quation revient alors a associer de toutes
les maniéres possibles les o3 ¢léments qu’elle défimit
de fagon a obtenir des m,. Les m? donneront les inté-
grales considérées habituellement : les m} et mj, les
intégrales au sens de Lie (n°3).

Solent
X=X(r,py, 5, p,9),
Y=Y(u y, 5 p q)
(29) S L=Lz, y, 5 p09)

I

Pla,y, 2,p,9)
Qlz. ¥, 5, p, q)

;
Q

des équations qui établissent une correspondance entre
les ¢léments des espaces (z, ¥, 5) et (X, Y,Z). Ondit
que ces équations définissent une transformation de
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contact (T.C.) quand il existe une fonction non
nulle p(z, y, 2, p. q) telle que 'on ait identiquement

(30) dL — P dX —QdY = ¢(dz — pdzr — g dy).

Alors a toute m, ou m. les équations (29) font cor-
respondre une M, ou une M,, et inversement. A deux
m ayant un élément commun, elles font correspondre
deux M ayant aussi un élément commun.

De cette définition on déduit, comme dans le cas du
plan, les propriétés des T.C. de I'espace, et des fonc-
tions X, Y, Z, P, Q et p qui les caractérisent. Nous ne
reviendrons pas sur ce point.

La méthode déduite de la théorie des T. C. pour
I'intégration des équations aux dérivées partielles
du premier ordre est aussi une extension directe de la
méthode exposée aux n® 6 et 7; nous nous contente-
rons de l'indiquer rapidement.

13. A toute équation du premier ordre
Slx, ¥y 5, py q) =05

les équations (29) font correspondre une autre équa-
tion
F(X,Y,Z, P, Q)=o,

la T. C. (29) conduit d’une intégrale de I'une a une
intégrale de 'autre; en particulier, siles équations con-
sidérées ont une intégrale singuliére, ces deux inté-
grales se correspondront. '

Proposons-nous d’intégrer l'équation aux dérivées
partielles du premier ordre

(31) . L(z, y, 3, p, g)=0.

Il résulte de la théorie des T. C. que Z étant donné
arbitrairement, on peut, d’une infinité de facons, lui
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adjoindre quatre autres fonctions X (z, y, 5, p, q), Y,
P et Q telles que les équations (29) définissent une
T. C. Cette T. C. raméne alors I'équation (31) a la

forme
Z =o.

Or, on a immédiatement les M, satisfaisant a cette
derniére équation; ce sont :

1° Les MJ obtenues en posant
7= 0, X = a, Y= b,
a et b désignant des constantes arbitraires; il leur cor-

respond, pour l'équation (31), l'intégrale compléte
obtenue en éliminant p et g entre les équations

lix,y, 2, p,q)=o0, X':‘I'v.ywzv[)sq’=ay
Y(x,y,5,p q)=0b.
2° Les M} obtenues en posant

oo J
7 — -\ —_ » 'Y (P
7 =o, e(X,Y)=o, I Y —Qd\

» désignant une fonction arbitraire; en éliminant p et g
entre les trois équations ‘
Z("’y Yy & P q) = 0,
[ X(z, ¥, 2y 9)s Y(w Y5 pg)]=
dco
I)Y Q d\
on obtient I'intégrale générale de I'équation (31).
3° Enfin la M2 obtenue en posant

Z=o, P =o, Q=o;

il lui correspond, si elle existe, I'intégrale singuliere

de (31).

14. Nous n’insisterons pas davantage sur ce pro-
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bléme, renvoyant, pour plus de détails, aux « Lecons »
de M. Goursat. Nous signalerons pourtant une diffé.-
rence essentielle entre les deux domaines, plan et
espace a trois dimensions, relativement a la théoric
des T. C.

Comme nous I'avons vu plus haut (n° 8 et 9), ce
n’est qu'a partir du troisieme ordre qu’il existe des
équations différentielles telles que 'on ne puisse passer
de I'une al’autre parune T. C. prolongée. Dans I'espace
a trots dimensions, cette circonstance se présente dés le
second ordre, et ce sont seulement les équations aux
dérivées partielles du premier ordre qui n’ont pas
d’invariant pour le groupe des transformations de
contact.

Il est facile d’en donner un exemple simple. Prolon-
geons jusqu’au second ordre la T. C. définie par les
équations (29). En désignant par r, s, ¢, R, S, T, les
dérivées partielles du second ordre, on trouve pour R
une expression de la forme

Ar+aoBs+Ct+ D + E(rt—s?)

R= Ayr—+o2Bis+Cit + D+ bl(rt—ﬂ)'

1l en résulte que les seules équations que 'on puisse
ramener, par une T. C.; a la forme

R =o,

sont du type de Monge-Ampere; encore ne forment-
elles, parmi les équations de Monge-Ampére, qu une
classe trés particuliére.

15. Nous étendrons, en terminant, a 'espace a trois
dimensions, la pro(gmsition démontrée aun® 411. Suppo-
sons qu'il existe, dans cet espace, une transformation

Ann. de Mathémat., 5 série, t. 1. (Mai 1924.) 23
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qui conserve les contacts du second ordre et change
une multiplicité d’éléments (z, v, z, p, q, T, 5, t) satis-
faisant aux équations

ds— pdx — qdy = o, dp —rdx —sdy=o,
dq —sde —tdy = o,

en une multiplicité d’éléments (X, Y, Z, P, Q. R, S, T)

vérifiant les équations analogues

dL — P dX—QdY =o, dP —RdX —SdY =o,
dQ —SdX —TdY =o;

il y a la une généralisation de la notion de multiplicité
identique a celle que nous avons faite dans le plan
(n° 10), et I'on voit, comme au n°® 11, le parti que 'on
pourrait tirer 'd’une transformation de [ce genre pour
I'intégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre. Cette transformation sera définie par un
systéme de huit fonctions distinctes X, Y, Z, ..., T,
des variables indépendantes x, y, z, ..., t, telles que
P'on ait identiquement

" dL— P AN —QdY = N(dz—pdr—qdy)
“+ M(dp—rdx —sdy)
+ h(dg— sde —tdy),
dP — RdX —SdY= p(dzs—pdr—qdy)
(32) ¢ “+ ma(dp —rdx — sdy)
+ u3(dqg — sdx — tdy),
dQ—SdX —TdY = v (ds —pdr—qdy)
+ va(dp —rdx —sdy)
i + v3(dg — sdx — tdy),
les trois coefficients A n’étax;l pas tous nuls, non plus
que les trois coefficients ., ni les trois coefficients v.



(299)
Nous allons montrer que les équations
X=X(x, Yy Py g, 1y S, t)v Y= Y(‘T, Yy2, P9 7S, t)v
T=T(x, 5,5 p,q, 1,5 ¢)
définissent nécessairement une T. C. prolongée, c’est-
a-dire que les fonctions X, Y, Z, P et Q sont nécessai-
rement indépendantes de r, s, ¢.

Les équations (32) montrent qu'il existe trois rela-
tions de la forme

Z=F1(X7 Y,x,)’,Z,Pa q), P=F2(X’ny1y> 2, P, 4),
Q=F:(X, Y, 2,5, 2, p,9)
Si les déterminants du second ordre déduits du

tableau
” X, X, X

Y, Yo Y,

ne sont pas tous nuls, il n’existe pas entre X et Y
de relation indépendante de r, s, ¢. On peut alors
prendre X et Y comme variables indépendantes a la
place de I'un des couples (r, s) ou (s, ¢). Supposons

par exemple
D(X,Y)

D) 7O

nous prendrons comme variables indépendantes z, y,
5, py ¢, X, Y, ¢. On tire alors de la premiére équa-
tion (32)

OFy _ JF, _ OF,  JF
TP Ty T g T
JF, aF, JF, oF,
3 G e g =
JF . JF
Fg: ()_Xl.’ }‘3: '(-)—Y-l’

et de la seconde,

Iy O 00 O
U TP T TPg T
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ou, en vertu de la troisieme équation (33),

J*F, - P F, S JtFy —o
Xoar TP 3K T axp Ty T

(34

En dérivant par rapport a X la premiére équation
(33), ou r et s sont certaines fonctions des variables
indépendantes, on a, aprés comparaison avec (34),

ar JF, ds JFy _
il i

En utilisant la seconde équation (33), on aurait de
méme
ar I)F, ) s /)F1

aN dp N dy T

Puisque P'on a, par hypothése,

D(X,Y)
D(r,s) o
on en dédunt
o, e
;ﬁ_ﬁ_ = )) —1)7/—- :(b,

et les équations (33) donnent alors
1

Ik, IF, aF,
—_ =0 _—=
ay 0 7z

lles fonctions N, Y et Z ne seraient donc pas dis-
tinctes.

Il nous reste a examiner le cas ou il existe entre X
et Y une seule relation indépendante de r, s, ¢. 1l est
inutile en cffet de s’arréter a 'hypothése oi il existe-
rait deux telles relations, car on voit immédiatement
que la transformation considérée est alors une T. C.
prolongée.

Nous démontrerons d’abord un lemme.
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16. Lemme. — Si, entre six fonctions X, Y, 7, P,

Q et p des variables indépendantes z, y, s, p, q, r,
s, t il existe une relation de la forme

(3%)  dL—1PdX —QadY = p(dz—pdr—gdy),

ces six fonctions sont nécessairement indépendantes
de r, s, t, pourvu que » ne soit pas nul identique-
ment ().

En effet, Péquation (35) montre qu’il y a , entre les.
variables z, y, 5, X, Y et Z, au moins une relation
indépendante de p, ¢, ry s, 03 il ne peut d’ailleurs en
exister plus de trois.

Supposons d’abord qu'il en existe trois; X, Y et 7
seront alors des fonctions des seules variables z, y el s,
ct en identifiant les deux membres de (35), on aura,
pour déterminer P, Q et g, les trois équations

J7 , IX Y _
J;-“' «I;—Ql_);: —op=o,
%_]’Q_Qﬂ__‘_p(]:o,
ay dy dy

JZ L, 0X JY
P s

Or, p et ¢ sont des variables indépendantes; il en
résulte que, 51 g £ 0, ces trois équations sont distinctes;
elles déterminent donc P, Q et g en fonction de z, y,
z, p, et gq.

Supposons en second lieu qu’il n’existe qu’une rela-
tion de la forme

L=9o X, Y, 2,5, 3);

(') GoumsAt, Lecons sur le probléme de Pfaff, p. 305.
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I'équation (35) doit étre identique a

. dZ——dt,():O7
ce qui exige
Jp ) de de
s RS & e P — i
P=x Q= r°=57° PP =55
Je .
. —P‘]—@’
et par suite
7 de de dp
d—i+1)ﬁ_0‘ ()7,4—(1(;—0,

Ces deux dernicres équations peuvent étre résolues
par rapport @ X et Y; sinon, comme elles sont dis-
tinctes, puisque ;—z¢o, on en tirerait une relation
entre les variables indépendantes. On aura donc bien
X, Y, et par suite Z, P, Q et ¢ en fonction de z, y, z,
petg.

Supposons enfin qu’il existe, entre z, y, 5, X, Y
et 7, deux relations; on peut toujours les mettre sous
la forme

Z =9(X, 2, y,3), Y =9:(X, x, y, 5).

Si X n’est fonction d’aucune des variables r, s, ¢, on
JIX

a, par exemple, — < 0. Prenons comme nouvelles
Jp

variables indépendantes x, y, 3, X, ¢, r, s, t. L’équa-

tion (35) donne alors, par identification,

.

oz, oY
(X~ P—Qx=o

YA JaY

= Q5 =0
o IY
dx dx
JL Y
5~y

— PP

=—p9;
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on en tire

Q(d_Y+ N\ _ oz JL
oy 952)“5} 753>

comme on ne peut avoir a la fois

JL oY

% oz ©

puisque ¢ [n’est pas nul, on voit que Q, et par suite P
et p, s’expriment en fonction de X, z, y, z et ¢, de
sorte qu’en définitive X, Y, Z, P, Q et g sont indépen-
dantes de r, s, t.

Si X était fonction de 'une des variables r, s, ¢, on
prendrait comme variables indépendantes z, y, z, p,
¢, X et deux des variables », s, t. On aurait encore les
équations (36), d’ou I'on tirerait

aY aY /A oz
(5 +r %)

0z Poz) T 0 TP
Q(oY dY>__()Z+ oL
dy+qdz BRI

ces équations ne pourraient étre compatibles que sil’on
avait

et par suite

17. Le lemme démontré, revenons a I'hypothése
signalée a la fin du n° 15, d’apres laquelle il existerait,
entre X et Y, une seule relation indépendante de r,
s, t; nous la supposerons, pour fixer les idées, résolue
par rapport a Y, de sorte qu’on aura

Y=0oX, 2,7 %P 9)
Z=0,X,2 9 45 p,9q)
P=0(X,2,% 5 p,9)
Q=0X, 2y, 3p,9)
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Si X ne dépend d’aucune des variables r ou ¢, il eu
est de méme de Y, Z, P, Q. La premiére équation (32)
montre alors que A, et 4; sont nécessairement nuls et,
d’aprés le lemme, X, Y, Z, P et Q sont indépendants
der, s, t.

Supposons que X dépende, par exemple, de r. Pre-
nons pour variables indépendantes z, y, =, p, ¢, X,
s, t. La premiére équation (32) donne, par identifi-
cation

()01 o
— —0, 0, = =
X T BX T
0 Jo N
0_‘_‘ —0, 8 = ) — koIt — A3,
L or
8, Jo L
—(Ty-~6;;(5/=~)\,q—/.2s—)\3t,
()91 do ~
- — L =
dz Sz = M
b, do
N do

dq - 3(@ = s

Les trois derniéres ¢quations montrent que %y, Ay et
)y ne dépendent ni de s, ni de ¢, et la troisiéme équa-
tion montre alors que %y =0, 43 = o0. Le lemme s’ap-
plique encore, et l'on est conduit & une contra-
diction. ’

En résumé, daps I'espace a trois dimensions comme
dans le plan, toute transformation qui conserve les con-
tacts du second ordre est une T. C. prolongée. Il est
done impossible de généraliser, dans cette direction, la
théorie des T. C. en vue de son application a I'intégra-
tion des équations aux.dérivées partielles d’ordre supé-
ricur au premier.
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SUR CERTAINS PROBLEMES BE FROTTEMENT ;
Par H. BEGHIN,

Les Nouvelles Annales ont publié récemment un
article de M. Thiry (Etude d'un probléme parti-
culier ot intervient le frottement de glissement,
mars 1923). Cet article est relauf aux difficultés que
présente 'application de la Mécanique classique aux
problémes de frottement.

Les cas d’indétermination el d’incompatibilité, ren-
contrés dans les problemes de frottement, ont éié
signalés par M. Painlevé (Legons sur le frottement,
1895; C. R. Acad. Sc., t. 121, 1895, p. 112; t. 140,
1905, p. ~o2; t. 141, 1903, p. 4or; 546); ils ont été
discutés également par M. Lecornu (C. R., t. 140,
1903, p. 633, 847), par M. de Sparre (C. R., 1. 141,
p- 310; Bull. de la Soc. math., t. 3%, 1906, p. 41,
108; t. 33, 190~, p. 141); voir aussi plusieurs articles
de F. Klein, R. v. Mises, F. Pfeiffer, L. Prandtl,
G. Hamel, J. Wellstein dans le Zeitschr. Math. u.
Phys., 1,58, 1910, et . 61, 1g13.

Quoique ces questions aient ¢té ainsi longuement
discutées, il semble qu’il y ait place encore pour
quelques réftexions.

Tous les auteurs sont d’accord pour estimer que la
loi de Coulomb n’est qu’une grossiére approximation,
approximation précieuse cependant puisque, avec des
moyens simples, elle permet I'étude de phénoménes
fort complexes, et 'on ne peut nier que cette étude —
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mémeapprochée — présente unintérét pratique certain.

Je ne dirai que pen de chose de 'incompatibilité
qui fait Pobjet principal des articles cités.

Le fait ‘que ces cas singuliers entrainent des discon-
tinuités dans les vitesses, donc de Jvéritables percus-
sions sans vitesse relative’ normale des solides en con-
tact, avait paru difficilement admissible. La loi de
Coulomb sembla mise en défaut, mais on put lever
I'objection en tenant compte de I'élasticité des solides
naturels.

Je me bornerai a citer un exemple concret qui, a
mon avis, présente 'avantage de'mettre le plus pos-
sible la loi de Coulomb hors de cause.

Je suppose un individu marchant a la vitesse ¢ sur un
sol soigneusement cimenté. Il tient a la main Pextré-
mité B de sa canne, 'autre extrémité A touchant le sol
a quelque distance en avant.

Si P'inclinaison de la canne est- inférieure a une
certaine valeur, 'observateur poursuit sa marche sans
incident. Mais, s1 la nature du sol vient & varier, si,
par exemple, une partie du sol est humide, I'autre
séche, 'observateur, arrivant a la vitesse ¢ sur une
région moins glissante, est instantanément arrété par
sa canne.

- L’expérience est facile a faire sous cette forme gros-
siére, et a répéter, sous une forme plus précise, au
moyen d’une tige AB articulée en B a un corps qu’on
déplace a la vitesse ¢ sur’le sol.

Lorsque la canne arrive en glissant a la imite des-
deux rigions, la composante tangentielle T et la com-
posante normale N de la réaction ont les valeurs T, et
Ny ; je pose
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L’incompatibilité se manifeste aussitot, si l'incli-
naison de la canne est suffisante, sous la seule condi-
tion que, pour toute valeur de N supérieure ou égale

R . ; T
a Ny, sur la seconde région du sol, le rapport N’ dans

Ihypothése du glissement a la vitesse ¢, soit supérieur
& fo. Cette condition se réalise facilement, puisque
Pexpérience montre que ce rapport croit avec N.

Le mécanisme de l'arc-boutement qui se produit
ainsi est simple a imaginer : les éléments matériels du
sol et de la canne s’entrainent mutuellement; la canne
tourne infiniment peu autour de son extrémité B, se
comprimant de plus en plus, jusqu’a ce que la réaction
qu’elle exerce en B sur le corps auquel elle est arti-
culée, soit suffisante pour produire I'arrét.

Dans les cas d’indétermination qu’ils examinent,
les auteurs s’efforcent généralement de faire un choix
parmi les différentes solutions fournies par la Méca-
nique classique. Je ne crois pas qu'il y ait lieu de
choisir entre ces solutions, qui toutes me semblent
acceptables au méme titre et réalisables, plus ou moins
facilement d’ailleurs, certaines d’entre elles pouvant
naturellement étre instables.

Soient, par exemple, deux murs presque verticaux
surplombant légérement, 'un en face de 'autre. Entre
ces deux murs, je place une barre horizontale AB :
cette barre reste-t-elle en équilibre? La Mécanique
classique.indique comme possibles : 1° une chute ver-
ticale avec I'accélération de la pesanteur; 2° I'équilibre
avec, comme réactions en A et B, les composantes
changées de sens du poids P suivant les droites JA et
IB, I désignant un point arbitraire situé entre le
point O, milieu de AB, et le point C commun aux
génératrices supérieures des deux cones de frottement.
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Qu’indique I'observation? Sil’on se borne a appuyer
légérement la barre sur les murs avant de ’abandonner,
elle tombe. Si on la coince fortement, elle reste en
équilibre, et les réactions, qui' sont dans un rapport
étroit avee I'état de compression de la barre, dépendent
évidemment de effort plus ou moins grand avec lequel
on I'a coincée. Si méme le coefficient de frotiement
est assez grand, et si la barre est facilement déformable
(il s’agit, bien entendu. de déformations infiniment
petites), on concoit que la barre puisse, pour ainsi
dire, rouler sans glisser sur les murs en se déformant,
pendant quion essaie de la coincer, revenant par suile
en arriére au moment ou on 'abandonne, puis tombant,
sans qu’on [,)uissc.jamais la maintenir en ¢quilibre par
cette methode.

Je reprends aussi le probleme de la canne, en le
modifiant légérement @ Au lieu de Particuler en son
extrémité B, je la suppose articulée en son milien O a
un corps se déplacant a la vitesse ¢ sur le sol.

Sila canne fait avec la verticale un angle inférieur a
Pangle de frottement, la mécanique classique indique
ou bien qu'il y a incompatibilité, ou bien que le mou-
vement se poursuit avec une réaction nulle au contact
du sol. L’observation confirme ces deux solutions : le
mouvement peut se poursuivre sans difficulté, mais si
la canne vient & exercer la moindre pression sur le sol,
il y a arrét brusque. Clest ce qui se produira, par
exemple, si la barre est abandonnée dans un certain
état de compression : en se détendant, elle amorcera
fatalement 'arc-boutement.

Soit de méme un probléme de M. Chaumat indiqué
par M. Painlevé (C. R., t. 140, 1905, p. 4o1). Dans
un plan vertical, un disque circulaire est en contact
avec une droite inclinée parfaitement polie Oz et avec
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une horizontale O) dépolie qui lui est tangente en son
point le plus haut. 11 est abandonné sans vitesse, mais
on lui applique un couple N.

Soient r le rayon du disque, P le poids, f le coeffi-

cient de frottement, a Pangle 20y, je suppose

f> tanga.

Si le couple N est supérieur &
fPr

Sfeota—1’
on vérifie facilement que la Mécanique classique
fournit deux solutions : ou bien une descente du disque
le long de Oz, ou bien l'arc-boutement. C'est la des-
cente qui se produira. si I'on abandonne le disque en
Pappuyant légerement sur 'horizontale Oy ; mais, si
on lapplique plus fortement, on amorcera ainsi
I'arc-boutement.

On pourrait multiplier les exemples; je me bornerai
a dire quelques mots du probléeme de M. Thiry, Pour
donney plus de valeur a I'indétermination constatée, il
me semble préférable de supposer les liaisons unilaté-
rales, le corps que I'on étudie reposant sur le mur ver-
tical et sur le sol a la maniére d’une échelle. Peut-étre,
en effet, pourrait-on objecter, dans le cas de liaisons
bilatérales, que, chaque contact se trouvant ainsi
doublé, on rassemble dans un méme énoncé quatre
problémes différents? On serait tenté dy voir une
cause d’'indétermination.

Ainsi modifié, le probléme reste indéterminé,
lorsque le centre de gravité se trouve dans celle des
deux régions hachurées qui est a gauche de la figure
(p-215). Il estintéressant de signaler aussi une infinité
de solutions, lorsque le centre de gravité se trouve sur
la branche mnon figurée de 'hyperbole H, : dans ces



( 310)

solutions, le corps glisse en B et se souléve en A dans
une direction variable.

Enfin, lorsqu’il y a équilibre, le calcul des réactions
‘ne donne-t-il pas une infinité de solutions?

Ces cas d’indétermination n’ont rien qui doive nous
surprendre : la Mécanique classique n’analyse pas
les déformations infiniment petites, mais elle n'en
méconnait pas Uexistence : lorsqu’on dit, en Méca-
nique classique, qu’on abandonne tel solide dans telles
conditions de position et de vitesse, il n’est pas question
de V'état initial de ses déformations infiniment petites,
on ne se donne que sa position d’ensemble et I'état
initial de ses vitesses dans un déplacement d’ensemble.
Mais, sil’on veut que les problémes que I'on résout aient
une portée pratique, il est indispensable d’admettre
un état initial arbitraire de déformations infiniment
petites, sous réserve, bien entendu, que ces déforma-
tions soient assez petites pour ne pas mettre en jeu des
forces infiniment grandes, telles que celles qu’on ren-
contre dans les chocs et percussions : En d’autres
termes, on doit pouvoir négliger 'énergie propre de
cette déformation.

Dans ces conditions, n’est-il pas remarquable que la
Mécanique classique puisse si souvent nous donner une
réponse unique indépendante des déformations initiales
et de la maniére dont les corps sont susceptibles
de réagir? 8’il arrive, dans certains cas, que nous
rencontrions plusieurs solutions, c’est que les
données sont insuffisantes : elles auraient da porter
sur les déformations initiales des corps et sur leur
nature élastique.

Cet état initial ne peut, en effet, se maintenir sans
modification, puisque les forces qui le maintenaient
artificiellement disparaissent a I'instant initial et sont
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remplacées par telles ou telles réactions. L'état des
déformations évolue done, plus ou moins géné par les
frottements, et I'on congoit que, suivant le point de
départ de cette évolution, il puisse tendre vers des états
différents comportant soit I'un, soit autre des mouve-
ments d’ensemble fournis par la Mécanique classique.

Les problémes de choc avec frottement présentent
des difficultés particuliéres : lorsque deux solides se
heurtent, si la distribution des vitesses dans chacun
d’eux avant le choc est conforme a la cinématique des
solides invariables, il n'en est évidemment plus de
méme pendant le choc : il est vraisemblable, en effet,
que, si, par exemple, un solide heurte un obstacle fixe
rigoureusement indéformable, les'éléments du solide
qui se trouvent au contact de I'obstacle se trouvent
immédiatement arrétés, puis cette zone influencée par
le choc s’étend de proche en proche, sa limite se propa-
geant a l'intérieur du solide avec une certaine vitesse
jusqu’a ce que les points les plus éloignés soient eux-
mémes averlis du choc.

La Mécanique classique, qui n’analyse pas ces défor-
mations, est tenue de suppléer a cette analyse par des
hypotheéses : invariabilité de Uorientation du plan
tangent commun, rigidité des solides a l’instunt ot
cesse la percussion de contact. L’intégration des
équations du mouvement, pendant la durée du choc,
permet alors de résoudre un certain nombre de
problémes simples en faisant abstraction| de ce ‘qui se
passe pendant le choc.

Si le frottement est pris en considération, le probléme
se complique. La Mécanique classique, comme on I'a
vu dans plusieurs articles récents ('), suppose appli-

(') H.V., juin 1923; J. PERES, déeembre 1923 et mars 1924.
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cables les lois habituelles du frottement ; son coefficient
est supposé constant. Pour orienter la force de frotte-
ment & chaque instant, il faut alors suivre la variation
de la vitesse de glissement. Le systéme de quantités de
mouvement et cette vitesse de glissement sont exprimés
a chaque instant comme si chacun des corps conservait
sa rigidité, quoique cette rigidité soit évidemment
incompatible avec le choc lui-méme. o

Cette hypothése revient a admettre que les régions,
au voisinage immeédiat du contact, sont seules déformées
et que ces déformations sont toutes orientées a peu prés
normalement au plan tangent, malgré I'obliquité de la
réaction. On peut dire anssi que la Mécanique classique
raisonne sur des solides rigoureusement invariables
recouverts d’une écorce imfiniment mince, seale défor-
mable normalement a son plan tangent. Les déforma-
tions de cette écorce aux points ou elle est heurtée sont
permanentes dans le cas de corps inélastiques ; elles sont
uniquement fonctions de laréaction, et s’annulent avec
elle, dans le cas de corps parfaitement élastiques. Dans
quelle mesure les corps de la nature se comportent-ils
comme ces corps théoriques, ¢’est surtout a l'expérience
qu’il appartient de se prononcer.

BIBLIOGRAPHIE,

InvrronucTion a4 1A METHODOLOGIE MATHEMATIQUE, par
M. Stuyvaert. 1 vol. 22 < 15 de 258 pages, Gand,
Van Rysselberghe et Rombauat. Prix : 20'.

Dans un Chapitre préliminaire de son excellent Livre,
M. Stuyvaert expose le but et le programme de la Méthodo-
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logie mathématique. Cet enseignement, qui doit assurer la
formation des futurs professeurs, comprendra l'examen des
principes de la science et I'étude, trés approfondie et compléte.
de questions de mathématiques élémentaires; étude ol i'on
aura l'occasion dc comparer les divers modes d’exposition,
ou l'on discutera les difficultés, ou 'on s’attachera enfin a
mettre en évidence les relations entre théories diverses. Et,
parce qu’en un cours annuel on ne peut étudier a fond que
quelques questions, 1'auteur réunit dans cette Introduction,
qui en donne une vue d’ensemble, « les premiéres notions rela-
tives aux questions traditionnelles en Méthodologie ».

La plus grande partie du Livre se rapporte a 'Arithmétique,
la Théoric des nombres et ’Algébre. Quelques Chapitres sont
naturellement consacrés aux principes de I'’Arithmétique, aux
diverses extensions de la notion de nombre, a I'introduction
de T'exponentielle. Par ailleurs, I'auteur développe assez
largement la théorie des congruences el donne les notions
essentielles sur la théorie générale des corps et domaines de
rationalité et d’intégrité: il consacre en particulier quelques
pages a I'’étude des entiers complexes.

Sous le titre de Probléemes antiques, un fort joli Chapitre
comporte, d’abord I’étude des constructions possibles par la
régle et le compas (avec application au probléme de Delos, a
la trisection de l'angle et a la construction des polygones
réguliers), puis la démonstration de la transcendance de © et
de €.

Les deux derniers Chapitres du Livre sont enfin consacrés a
la Géométrie. On y trouvera l’'examen du systéme de postulats
de Hilbert, quelques pages trés claires sur les géométries non
cuclidiennes et leur interprétation, une trés fine discussion
axiomatique de la géométrie projective générale et les notions
essentielles sur la métrique cayleyenne.

L'Ouvrage réalise ce qu'on pouvait attendre de la compé-
tence de l'auteur; jamais superficiel, éducatif et attachant
par la variété des points de vue, utile aussi parce qu'il aborde
bien des questions intéressantes qui sont un peu en marge des
programmes classiques, ce Livre a sa place marquée dans
toute bibliothéque. J.P.

Ann. de Mathémat., 5° série, t. II. (Mai 1924.) . 24
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QUESTIONS.

2466. Soit, sur la sphére de rayon 1,la courbe de Viviani
qui a pour équation
w =0,
w et O étant respectivement la longitude et la latitude d’un
point M de cette courbe. Prouver que la sous-normale sphé-
rigue au point M (c’est-id-dire un arc d’éguateur limité au
méridien de M et au grand cercle normal en M a la courbe)
est égale a w. J. Darp.

2467. Les diagonales d’'un quadrilatére convexe inscriptible
le partagent chacune en deux triangles.

1° Le rapport des produits des rayons des cercles inscrits a
ces triangles, qui touchent une diagonale, a celui des rayons
des cercles inscrits qui touchent I'autre diagonale égale le rap-
port des deux diagonales du quadrilatére. Réciproque.

2° Méme propriété pour les cercles exinscrits qui touchent
les diagonales elles-mémes (et non leurs prolongements).

3° Méme propriété pour les huit autres cercles exinscrits,
convenablement partagés en quatre groupes de deux cercles (1)

V. TuEsAvuLT.

2468. Si les cotés a, b, ¢ d’un triangle vérifient la relation

3at= b2+ c?:
1° a?=bc cos; cot A = cotB —+ cotC;

2° La distance du point de Lemoine au coté BC égale le
quart de la hauteur AA’;

3% La droite des pieds des symédianes issues de B et de C
est perpendiculaire a la symédiane issue de A et contient le

(') Cette question est a rapprocher de 2461 (V. A., 1923-192§,
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centre du cercle circonscrit au triangle et celui du cercle
d’Apollonius relatif a BC. V. THEBAULT.

2469. Q étant une quadrique donunée, soit AB; CA; BCy un
hexagone formé avec six génératrices de Q, appartenant
alternativement a 'un et I'autre systéme. Soient z le point de
rencontre de BC, et de B;C, o' le conjugué harmonique de «
par rapport au segment BC;. Soient 8, P, vy, y' les points
analogues (8’ est sur CAy, Yy’ sur ABy).

Démontrer qu’il existe une cubique gauche, tracée sur Q et
passant par «, 8, v, «’, 8, ¥. : R. B.

2470. Soit PQR un triangle équilatéral circonscrit & une
parabole, QR touchant la courbe en son sommet S, PQ la
touchant en M, PR en N. Soient F le foyer de la parabole et
KL la corde focale perpendiculaire a I'axe, K et M étant du
méme coté de P'axe. Soient B le point commun a SK et FM,
C le point commun a SL et FN. Soit enfin A le point commun
. a BN et CM.

Démontrer que :

1° FM passe par R, FN par Q; ,

2° Le triangle évidemment isoscéle ABC est rectangle
en A;

3° AQ et AR sont les deux trisectrices de I'angle BAGC;
BP et BR celles de 'angle ABC; CP et CQ celles de I'angle ACB.

J.-A. MoReN.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

EPREUVE THEOMIQUE. — I. On considére la courbe gauche
définie par les formules

x =chs ex4-e—? er+ e—*
chz="—", shs = —— ).
y=shs 2

1° Former U’équation du plan osculateur au point de
cote z et celle de la trace de ce plan sur le plan des xy.
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2° Lorsque z varie, cette trace enveloppe une courbe
plane; calculer les coordonnées du point de contact de la
trace et de son enveloppe en fonction de z; vérifier que
ce point est sur la tangente a la courbe gauche au
point z, y, 3.

3" Construire la courbe enveloppe précédente.

I. Ellipsoide d’inertie.

INDICATIONS SUR 1A soLtTioN DE I. — La premiére partie se
traite immédiatement et I'on trouve la trace

—Xshz+Ychz+3=o0,

d’on, pour le point de contact avec 'enveloppe,

X =chz —zshs, Y =shz— zchz;

on retrouve le méme point en cherchant la trace sur zy de
la tangente a la courbe gauche au point z, y, 2.

EpnEUVE PRATIQUE. — Soit l’équation différentielle

Y'+o2y +oy=o.

1° Déterminer la solution telle que, pour x = o, on ait
y=o, ¥ =1. Construire la courbe intégrale correspon-
dante (vy).

2° Sofent A, le point de 'axedes x d’abscisse nwetS, Uaire
comprise entre la corde A, Apyy et l'arc Ap, Apyy de (7).
Calculer Sy,; calculer, avec l'approximation des tables a
cing décimales, les limites pour n infini des sommes

S|+ Sat... 8, | S|+ Sa|+. o+ | Sal

3° Sur l'arc ApAp—1ily a un point d’inflexion B,. Soient
M un point de la courbe voisin de B, et R le rayon de
courbure de (y) en M. Montrer que le produit |R X MB,|
tend vers une limite ), quand M tend vers B,. Ftudier
comment varie \, avec l'entier n et calculer sa valeur
minima.

INDicATIONS SUR LA soLuTioN. — L’intégrale cherchée de
Péquation différentielle proposée est 3 = e—*sing.
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On trouve ,

I1+e T
Sp = (_ e—‘ﬂ)n —_—

et 'on a a calculer les limites des sommes de deux progressions
géométriques de raison —e-T et e~ T,
RSN . . 5 N T
Pour la troisiéme partie le point B, est d’abscisse nm + —,
2
le produit indiqué, ou mieux son carré, se calcule sans diffi-

PR . . o
culté. Cest une fonction de z qui prend la forme ~ quand M
: 0

tend vers B, et I'on peut trouver sa limite par application
répétée de la régle de 'Hopital. Le reste est immédiat.
(Bordeaux, novembre 1923.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Construire la courbe (C) qui
représente les variations de la fonction

(1) fle)y=ex(x+1).

Evaluer U'aire limitée, au-dessus de I’axe des x, par la
courbe (C).

2° Vérifier que, x étant positif, la différence

flz)—f(—=)

est toujours positive et trouver la partie principale de
cette différence quand x, pris pour injfiniment petit prin-
cipal, tend vers zero.

30 Soit My un point de la courbe (C) d’abscisse positive
donnée z; la paralléle a ’axe des x menée par M, ren~
contre (C) en un autre point dont on nommera — xry l’abs-
cisse; on a donc f(— x3) = f(21).

Soient de méme — x; tel que f(— x3) = f(xe); — x, tel
que f(—xy) = f(xs), ....

Quelle est la limite de la suite des nombres ainsi
définis : &y, Toy X3y ..oy Tny o ooe

4° Un point matériel P, de masse unité, est mobile sans
frottement sur un axe Oz. Il est attiré par Uorigine pro-
portionnellement a la distance, la force correspondante

étant F = — -2‘— z (x abscisse du mobile); il est de plus
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soumis a une force dirigée en sens inverse de la vitesse
0 dz et égale a L o1
T de & 2

Montrer que, lorsque la vitesse est négative, elle est liée
a labscisse par la relation

(2) <%)2=ex[f(_;r)——C].

C étant une constante et f{x) étant la fonction précé-
dente (1). Qu'y a-t-il a changer a l'équation (2) st la
vitesse du mobile est positive. '

Indiquer sommairement, sans chercher a intégrer (2)

les circonstances du mouvement. [Conditions initiales :

, dx
pour t =o0, x = z; donné, 7=

INpicATIONSs. — 1° L’aire vaut e. 2° La partie principale
2 . . (e . . .
est §.T3. 3° On vérifiera immédiatement que la suite envisagée

est décroissante; la limite [ est nulle car elle vérifie
Sy =f(=10).

4° Ne présente pas de difficultés; on retrouvera, dans I'étude
du mouvemeut de P, la suite précédente.

EPRRUVE PRATIQUE. — Soit la courbe représentée parameé-
triqguement par
r = R(p —sing),
y=R(1—cosg)
(azes rectangulaires). On la fait tourner autour de Oz.
1© Aire engendrée par un arc OM de cette courbe (M
étant le point de paramétre v).
2° Coordonnées du point My pour lequel l’aire précé-
dente est égale a 8nR2.
3° Volume engendré par l'aire plane comprise entre
l’arc OMy, Oz et l’ordonnée de M, en tournant autour
de Oz.
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INpicATIONS. — L’application des formules classiques con-
duit pour déterwminer le parameétre o, du point M, a I'équa-
tion

2c0832 _ 6 cos ¥ +1=o0.
2 2
(Marseille, juih 1922.)

EpREUVE THEORIQUE. — I. Intégrer l'équation différen-
tielle
Y'— 4y + 5y =excosx.

II. Construire, en employant par exemple les coor-
données polaires, la courbe y*— x* + 2y*— Sxy + 222 =o.
Chercher si la courbe admet des asymptotes.

La courbe coupe Oz en un point A d'abscisse /2. Aire
comprise entre OA et la courbe.

II. y° Construire les projections sur le plan zOy des
courbes tracées sur la surface S qui a pour équation

3 =2y + y?
et qui coupent a angle droit les sections de S par les

plans paralléles a z0y.

2° On considére le solide limité par S et la surface
zt+ yt—2x =0,
volume de la portion de ce solide pour laquelle on a

y>o, z > o0.

EpPREUVE PRATIQUE. — I. Un point M est soumis & son

. oM ,. . .
poids mg et a une force mg - dirigée de M vers un
point fixe O.

1° Surfaces de niveau et lignes de forces du champ
ainst défint. .

2° Le point M est mobile sans frottement sur une droite
verticale D, située a la distance a = OA du point O.
Peut-il étre en équilibre stable. Etudier le mouvement
de M abandonné sans vitesse en A.
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3° Le point M est mobile avec frottement sur D, le coef-

.. 1 . .
JSicient de frottement est i Mémes questions que dans 2°.

Il. z etant évalué en radians, dire combien l'équation
4fsinz —2x —1=o0 a de racines. Calculer la plus petite
racine positive & g5 prés. (Lyon, juin 1923.)

EpREUVE THEORIQUE. — L. 1° Intégrer ’équation
Bzr+ ) yde+(y*—ax2)xdy =o:

a.considérée comme équation hamogéne; b. en (ui donnant
un facteur intégrant fonction de y seul.
2° On considére les cercles C d’équation

22+ )i (1 — R2)x —2hy + (1 + h)2=o0,

) etant un parametre variable: Soient D le lieuw de leurs
centres, I' leur enveloppe, C, le cercle particulier obtenu
pour A = — 2; dessiner les courbes D, I'| Cy sur la méme
JSigure; préciser lintersection et la disposition mutuelle
de T avec D et C,. .

3° Chaque cercle C coupe T en deux points P et Q :
montrer que PQ passe par un point fixre A et que le pro-
duit AP AQ est indépendant de ).

4° Le point A est le point d’abscisse positive sur I’ ot la
tangenteestparallélea Oy : calculer a 115 prés Uaire com-
prise entre U’arc OA de T et sa corde.

II. Une plaque carrée homogéne de coté a = 1™ et de
masse M = 10%¢ est mobile autour d'un de ses cotés qui est
fize. A l’instant ou sa vitesse angulaire est w = 2w radians
par seconde; la plaque s’arréte brusquement en heurtant
un obstacle fire parle coté opposé a ’axe derotation. La
durée du choc étant = = 0,01 seconde, quelle est la valeur
moyenne de la force de percussion correspondante, sup-
posée normale au plan de la plagque?

(Toulouse, juillet 1923.)



( '321 )

[0'4f]
ASYMPTOTIQUES NON RECTILIGNES D'UNE SURFACE BEGLEE‘
ET EQUATION BE RICCATI CORRESPONDANTE ;

Pan BeErTRAND GAMBIER,
Professeur a la Faculté des Sciences de Lille.

1. On sait que sur une surface réglée S non dévelop-
pable les asymptotiques non rectilignes découpent sur
deux génératrices D,D’, voisines ou non voisines, deux
divisions en homographie : un calcul classique trés
sumple montre en effet que, s1 les equatlons paramé-
triques de S sont

(1) x=a+av, y=0b+bv, zZ=c+cyv,

ou a,b,c, a,,b,,c, ne dépendent que de u, l'équatjbn
différentielle des asymptotiques est de la forme

dv .
(2) J«u=U0‘T+—U,v+U,,
ou U, U, et U, sont des fonctions de « seul : la pro-.

priété en résulte.

2. Cerésultatadmis, silesasymptotiques A, A, ..., A,
découpent sur D et D’ les couples correspondants
(M, M"), (M,,M)), ..., (M,,M,), ..., les droites MM’,
MM/, ...,M,M, ... joignant les points homologues de.
cette homographxe engendrent une quadrique'et comme
cela subsiste, méme si D’ se rapproche indéfiniment de
D, a la limite les tangentes asymptotiques .MT,
M, Ty,...,M,T,, ... autres que D, menées a S aux
divers points de D engendrent une quadrique ¢ néces-
sairement osculatrice a S tout le long de D.

Ann. de Mathémat. b série, 1. 1L (Juin 1gaj.) - 25
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3. Je ferai remarquer que dans la solution du pro-
bléme d’analyse d’agrégation 1923 (), j’ai indiqué une
méthode différente, ne supposant connu aucun résultat
de calcul, pour arriver a démontrer que les tangentes
MT,M,T,, ..., M, T,, ... engendrent une quadrique ¢.
Cette méthode est basée sur la considération des qua-
driques contenant D et une autre génératrice D', qui
se rapproche indéfiniment de D, puis sur la considé-
ration de la quadrique contenant D, et deux généra-
trices D/, D’ distinctes de D, qui se rapprochent ensuite
indéfiniment de D, mdependamment Pune de I'autre.
J’ai ainsi démontré les deux résultats suivants :

a. Il existe un systeme linéaire »* de quadriques
Q, se raccordant avec S tout le long de D.

b. Dans ce systéme, il y a une quadrique q et une
seule osculatrice & S tout le long de D; les généra-
trices de q, de systéme oppose a D, sont les tangentes
asymptotiques a S tout le dong de D.

4. Je crois instructif de montrer que cette seconde
méthode permet de démontrer directement, sans aucun
calcul, que quatre asymptotiques A, A,, A,, A;,
quelconques non rectilignes, découpent sur les généra-
trices D, D', ... quatre points de rapport anharmonique
constant, d’ou résultera bien que ¢, étudié comme
fonction de « sur une asymptotique, satisfera a une
équation de Riccati de la forme (2). Les deux méthodes
différent donc en ce que I'hypothése de 'une est au
contraire la conclusion de l'autre et inversement.

1l suffit de démontrer qué les asymptotiquesA, A4, ...,
A, ... découpent sur D et D" des couples (M,M'), ...,

(1)Voir Nouvelles Annales, 5° série, t. II, 1923-1924, p. 144-157.
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(M,,M) en homographie; ou encore, si 'on considére
le rapport anharmonique

-

(3) o = (MM M, M),

ce rapport est une fonction de « dont nous calculerons
la valeur, o+ Ap, en série ordonnée suivant les puis-
sances de Aw, quand on passe a la génératrice u + Au :

/ do®  Au? /d?
(%) o+ Ap = +Al—u<—‘3)+ “ (g—P\ﬁ—...,
/

du 1.2 \du?

et il suffit de montrer que le coefficient de Au est nul,
quel que solt u, pour montrer que p est constant. En
effet, supposons D’ infiniment voisine de D, corres-
pondant a la valeur « -+ Au, ou Aw est considéré
comme infiniment petit principal. Chaque segment
MM M, M, ..., M,M,, ... est alors infinipent petit du
premier ordre; sur la tangente MT prenops une lon-
gueur My égale, par exemple, a MM' et tracons la géné-
ratrice 8 de ¢, de méme systéme que D, issue de y; A
perce chaquetangente M, T, ..., M, T, ... aux points
1y Mhay ooy Pny ---, chaque segment M, u, est lui aussi du
premier ordre, donc la distance w, M, est du second
ordre. Le rapport anharmonique

p+4p  ou (MMM, M,),

ne différe donc du rapport

(g peps)= (MMM M) =

que d'une quantité du second ordre, cela exige

“
du

.

Le rapport o est donc une constante : tout le reste en

A

découle. C. Q. F. D.
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[0'5a]
' SUR LES VOLUMES TOURNANTS;

Par A. BUHL,

1. Ceci est la suite de Particle précédemment publié
Sur la Géométrie de la formule de Stokes.

Les travaux fondamentaux sur le sujet sont toujours
ceux de M. G. Keenigs qui, pour un contour fermé C
donné, a considéré le complexe formé par les axes aux-
quels correspondent des volumes tournants équivalents.
Cest dans un ordre d'idées analogue que je considére
les familles de surfaces portant des C qui, avec deux
axes derotation donnés D etD’, engendrent des volumes
tournants équivalents ou en rapport conslant.

L’étude est intéressante, d’abord parce qu’elle livre
quelques apercus probabwlement nouveaux sur les
hélicoides et les surfaces de révolution, ensuite et
surtout, parce qu’elle conduil & un systéme d’éqnations
différentielles qui est de ceux qui sont identiques &
leur systéme adjoint (ou du moins qui se raméne
facilement a ce type aprés avoir fait abstraction des
termes purement constants): On sait que ces systémes
ont été particuliérement étudiés; on pourra se reporter
aux Surfaces de Gaston Darboux (t. I, 2° édition,
Ch. II') et au Coursd’Analyse de M. Edouard Goursat
(t. I, 2° édition, p. 482) encore que le systéme envi-
sagé plus loin soit fort simple et puisse étre intégré par
des considérations des plus élémentaires.

Les systémes différentiels identiques a leur adjoint
ont d’ailleurs actuellement un regain d’actualité qui
leur vient de la théorie du déplacement paralléle géné-
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ralisé¢ de M. T. Levi-Civita ( Rendiconti del Circolo di
Palermo, 1917, p. 173). Au fond ce n’est pas une
coincidence fortuite qui lie ce grand sujet avec les lignes
¢lémentaires qui suivent; il y a, dansles deux cas, une
invariance stokienne concernant une intégrale double,
mais ici, je laisse de coté de tels points de vue pour
lesquels je renverrai a mes Mémoires Sur UElectro-
magnétisme et la Gravifique (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, années 1921 et suivantes).

2. Equation auz dérivées partielles des surfaces
S sur lesquelles on peut tracer un contour fermé C
donnant, quant a deux axes de rotation D et D'
quelconques, deuzx volumes tournants de rapport
constant. — Reprenons lexpression générale du
volume tournant di & une cloison.S :

a g Y

D) V=2-n:ff A w v |de.
S

r—a y—b z—c

Cette expression est celle de I'article précédent et de
mon opuscule Géométrie et Analyse des intégrales
doubles (p. 25). Ici 'axe de rotation passe parle point
(a, b, ¢) eta pour cosinus directeurs A, i, v. Dans ces
conditions, on peut écrire immédiatement, pour définir
les surfaces S, I'équation

o B i x B 1|
(2)m| X © v =n| ¥ @ ) VA
r—a y—b z—c¢c z—a y—b z-—¢

Les axes de rotation sont évidemment

D passant par (a, b, ¢) avec lescosinus directeurs 2, p, v,
11 » (', &, ¢) oo Vol
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Hs sont quelconques mais, pour éviter toute difficulté,
onsupposera n’étudier gue des contours C non traversés
par D ou D’. Dans (2), m et n sont des facteurs de
proportionnalité constants. Manifestement (2) est une
équation aux dérivées partielles linéaire et homogeéne,
du premier ordre, puisque =, 3, ¥ peuvent y étre
remplacés par les coefficients directeurs de la normale
as.

L’étude de (2), en lui laissant la forme absolument
symétrique qui vient d’étre indiquée, ne serait sans
doute pas sans intérét. Ici nous prendrons des coor-
données telles que D et D aient les équations :

r=a,
(D) {
z =y.tanguw,

(D) §w=_%
z=—y.tangw.

Les axes de rotation D et D’ ne cessent point ainsi
d’étre quelconques 'un par rapport al’autre, mais leur
perpendiculaire commune eslL prise pour axe Ox
cependant que leurs projections sur Oy s admettent
Oy et Oz pour bissectrices.

Pour fixer les idées, on peut imaginer que 'angle w
est aigu. Nous le ferons tendre vers I'angle droit au
paragraphe 4.

Alors I'équation (2) devient

x B 1 o B '
3)m 0 cosw sinw | =n o — cosw sinw |.
' @—a ¥y 3 T+ a ¥ z
Posons
: m—+n=u, m-—n=yv,

il est & peine besoin de dire que c’esf la une notation
nouvelle en laquelle u et v n’ont avecun rapportaves les
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cosinus A, i, v, de (1) ou (2), qui ne reparaitront pas
explicitement dans la suite. Ainsi (3) peuts’écrire

cosw sina . ®ov v
{4) — Bsinw — Yy Ccosw _|{=o,
vy nz a x :
et, en posant
Yy =rmsinn, 3z = [cosm,

le systtme différentiel ordinaire, aconsidérer pour
tégrer (4), est

dx .
VT [ cos2m .l —vsin2w.m),
. d
(3) ?{-1—; =vz—ua,
dz
;l—t- =—pr +va.

Cest ce systéme (5) qui, en variables z, y, 5 et
abstraction faite des termes va et — ua, est identique
a son adjoint. Des calculs trés simples donnent pour
son intégrale générale

apy

x= A coskt + s
\ 2
{6) n= Avlsinkt+u( —1)at+B,
1 k T\ A2
; w Bze
z =—1\zsxnkt—\z W —-1) at + C,
avec )
= ( k2= p2costw + visinm,
7)

b - .
.| Bysinzw = Cucos?w,

Les constantes arbitraires A, B, C se réduisent a deux
d’aprés la seconde équation (7); il pourrait bien y en
avoir une troisiéme accompagnant ¢ de maniére purement.
additive mais elle disparaitrait en méme temps que. ¢,
variable auxiliaire destinée a I'élimination. Aiusi le
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probléme général ici posé peut étre considéré comme
résolu et de fagon fort élémentaire, mais il reste a en
étudier bien des particularités géométriques intéres-
‘santes.

3. Surfaces S portant des contours C donnant,
quant a D et D', des volumes tournants équiva-
lents. — Traitons directement cette question ('). Avec

m=1, n=—1i, d'ou p=o0, v=2
I’équation (3) devient
ay — Bx —.a cotangm = o.
En coordommées semi-polaires, on a les surfaces
intégrales

a
tang w

(8) 3= 6+ o(r).

Ce sont des hélicoides.
L.e méme résultat est facile a tirer des équations (6)
et (7) qui donnent

x=Acoskt, kn=o2Asinkt. {=2at+ C, =o2sine

Les droites D et D’ étant génératrices d’un méme
systéme sur I’hyperboloide de révolution

z‘l
(9) 1"+)”'—m =a?,

on peut énoncer ce théoréme :

Si un contour fermé, tracé sur Phélicoide (8),

(') Proposée au Certificat de calcul différentiel et intégral, a
Toulouse, en juillet 1923. On voit que le probléme est susceptible
de conduire & d’autres plus généraux et ‘dont le niveau atteindrait
vite celui de I’Agrégation.
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tourne dans Uespace autour de deux génératrices
d’un méme systéme, passant en deux points diamé-
tralement opposés du cercle de gorge de Uhyperbo-
loida (9), les deux volumes tournants sont équi-
valents.

Si l'on avait pris m = n onaurait trouvé un hélicoide
analogue & (8) mais ayant Oy pour axe.

4. Cas de Pangle o droit, m et n étant quel-
congues. — lIci Uéquation (3) est

« B

r—a y

« B

r+a y

m =n

ou
avy — (v —pa)=o.

Le systéme différentiel

vy - pa—vz

dz dy dz
o
donne les surfaces intégrales

v

(10) (s =t ) srr=se.

. . N ., 3
Ce résultat peut-encore se déduire trés aisément des
formules générales (6)et (7).On a

k=v. B=o, z=A’cosvt-—Fa{—f, ¥ =Asinv¢,
d’on I'intégrale

2
(.x—a ?) + y2=A2
Enfin la troisiéme équation (6), multipliée par cosw,
peut prendre la forme 3=0C, et l'on retrouve les
surfaces (10) qui sont évidemment-de révolution autour:
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de la droite
v = ap, y=o.

Si D et D' sont coplanaires et paralléles avec
Uaxe d’une surface de révolution S, un contoar G,
tracé sur celle-ci, donne, pour les axes de rotation
D et D', des volumes tournants de rapport constant.
Cesvolumes sont égauzx si D et D' sont équidistants
de Uaze de S. "

Pour imaginer une figure, admettons que D et D’
soient d’un méme coté de Paxe de la surface et a des
distances de cet axe

1’3
s=al( 1), 8'=a(‘——+1 .
v \V

On conclut immédiatement de 1a, pour le rapport des
volumes tournants,

| =
It

N

S

O3] o2
.

P

3. Cas des axes D et D' concourants; a est nul,
w, m et nsont quelconques. — Cette fois 'équation (1)
conduit au systéme différentiel

xdr ‘cﬁ d

X

peosZm L —vsinfw.n v w

quiadmet les combinaisons

zdr + cos?w.{d{ + sin?w.ndn =o,
pdry+vdl=o0

el, par suite, les intégrales
2 - cos?w. {2+ sinw.n?, un + v
On a donc les surfaces

(11) Z!+— ¥+ 2= ¢ (P cosw.y + v sinw.z)
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qui sont encore des surfaces de révolution. L’axe est la
droite
xr =0 - = - tanguw.
7 y I\L il

Ces résultats se déduisent encore tréssimplement du
systéme (6) oul’on annule a.

I’axe A de la surface (11) est donc dans le plan de
D et D'; il passe par 'intersection de ces axes de rota-
tion. Si Q est 'angle AOy, disposé comme DOy, la
seconde équation deA se traduit évidemment par

X m—n
(i2) tangQ =
m—+n

tang w.

Si deux droites D et D', se coupent sur U'axe A
d’une surface de révolution S et sont coplanaires a A,
tout contour tracé sur S donne, quant aur axes de
rotation D et IV, des volumes tournants de rapport
constant. Ces volumes sont égaux quand A est { une
quelconque des bissectrices de D et D'.

Il est assez curieux de retrouver ic1 la formule (12)
qui est bien connue, mais dans des sujets fort éloignés
de la théorie des volumes tournants. Elle donne lieu a
d’intéressants et utiles développements trigonomé-
triques et se rencontre en de nombreuses questions
d’Astronomie parce qu’au fond c¢’est une formule rela-
tive aux triangles sphériques rectangles. 11 suffit de
poser

r tan "p.
m o Anety

pour lui donner la forme

_tangQ = cos{ tangw.

6. Cas général. — 1l n’est pas difficile d’obtenir,



(332)

dans le cas général, des résultats géométriques aussi
¢légants que ceux des cas particuliers précédents.' St
I'onreprend les équations (6), on peut en tirer dlverscs
combinaisons, par exemple

(13) wy + v+ (p2—v2)at =Bp -+ Cy;
de méme
pcostw. .l —v sibnzw.n =—kAsinks,
kx — -(-l—,%l = kA coskt. -

Ces deux derniéres équations donnent
(14) A(pcos?w.f —vsintw.n)2+ (kiz.— auv)t= keAL,

Ceci est, pour le systéme (5), une intégrale indépen-
dante de t.

On en aura une autre en éliminant ¢ entre (13) et
la premiére équation (6), ce qui donne, en utilisant(14),

kopn -+ k’z‘—apv+/{3p+C‘l
a vi—pt kzA a vi—p?

- Le terme transcendant de cette égalité peut étre
remplacé par
k(pcostow.l—v sinim.'q).

krx — apy

arc tang

Reprenons maintenant les variables j et z; considé-
rons le déplacement

X_—.z'———,

k2
(3) Y= ycosQ—+zsinQ,

Z =— ysinQ + 3c05Q,

en lequel Q est défini par les relations

(16) peosw =k cos®,  vsinw = ksinQ
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et, pour intégrale générale de I'équation (3), nous
pourrons écrire

k2

a(vi— u?)sinw cosw

('17) Y = arc Langé + f(X2+22),

en désignant par f une fonction arbitraire.

7. On voit que le problénte le plus général ici posé
conduit a de simples hélicoides a disposer convenable-
ment par rapport aux droites D et D'. L'équation (17)
peut étre présentée différemment, par exemple sous la
forme
a(p?—v2)sinw cosw
22 cos?w + vZsin2w

(18) Y=

arc tang-)zi 4+ f(X2 4 Z2),

Celle-ci est propre a redonner les résultats particu-
liers précédemment obtenus mais par des transforma-
tions qu'on aimerait assez a justifier directement et
c’est précisément cela qui nous a conduit a nous
assurer d’abord des cas particuliers.

Ainsi soit w=o0, d’'ou 2Q ==, d'aprés (16). On a

X'=.'I,‘, Y:z, Z=——J/

et, dans ces conditions, on retrouve (8) et les conclu-
sions du paragraphe 3. )

Soit encore 2w == avec p et v quelconques.
[>’aprés (16) on aura encore 2Q == et A =v. La trans-
formation (15) deviendra

X:z-—ﬁ, Y:z, Z:—_y
7 ‘
et 'on retrouvera (10) ainsi que tout le paragraphe 4.

Enfin soient a nul, v, u, v quelconques. Alors (18)
peut prendre la forme

X2+ Y2+ Z2= W(Y)
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ou
T2+ Y+ 32 = o(p cosw.y +vsinw.z).

C’est I'équation (11). Les conclusions géométriques
sont d’ailleurs analogues a celles du paragraphe 5. Les -
relations absolument générales (16) ne le sont pas plus

que (12).

8. Généralités divcrse;s. — Les résultats de ce petit
Mémoire ont été exposés sous des formes sensiblement
équivalentes par M. Pierre Papillon, éléve de la Faculté
des Sciences de Toulouse, dans un travail, fort digne
d’éloge, destiné a 1'obtention d’un Diplome d’études
supérieures de Mathématiques. M. Papillon a d’ailleurs
rattaché le sujet a d’auntres.

Ainsil’hélicoide (18) admet évidemment I'axe

X =o, Z=o

ou, en coordonnées z, y, 5,

a

z = - T »
p2 cos?w + v?sinZw

VSinW.y = [1C0SW.3,

Quel est le lieu de cet axe, quand les volumes tour-
nants relatifs aux droites axiales D et D’ sont dans un
" rapport variable?

L’¢limination du rapport de u a v donne immédiate-
ment la surface

X a z
= Snwcosm _7%—_? ’

Cest le conoide de Pliicker. L’étude du lien
existant entre I’hélicoide et ce conoide permet alors de
revenir aux généralités classiques concernant le mou-
vement hélicoidal, le théoréme de Schénemann et
Mannheim, etc., toutes choses que l'on trouvera
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notamment dans la Théorie des Surfaces de Gaston
Darboux (t. I, 2° édition, Chap. VII), dans les Lecons
de Cinématique, de M. G. Kenigs (Chap. I et X;
note 1X), ou dans les Principes et Développements
de Géométrie cinématique de A. Mannheim (p. 127
et 258). '

On apercoit ainsi la possibilité¢ de faire une théorie
purement géométrique de tout ce qui a été déduit,
dans les pages précédentes, de lintégration du sys-
téme d’équations différentielles (5).

Nous comptons revenir sur le nouveau point de vue
dans un prochain article qui contiendra d'ailleurs des
références bibliographiques plus détaillées.

[R7f] , .
ETUDE D'UN PROBLEME SUR LE PENDULE
A LONGUEUR VARIABLE

(Agrégation, 1922) ;
Par RENE THIRY

(Strasbourg).

Parmi les épreuves proposées pour la composition de
Mécanique au concours d’Agrégation de 1922 se trou-
vait la question suivante :

On donne deux axes de coordonnées rectangu-
laires Ox, Oy (Oy verticalvers le haut). Un pendule
simple est formé par un fil inextensible et sans masse
dont une extrémité est fixrée en un poinl A de Oy;
a lautre extrémité se trouve un point matériel M
de poids mg, dont la position déquilibre est le
point O. Ce fil passe atravers un anneau horisontal
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trés petit dont le centre peut occuper une position
quelconque entre O et A. Si lanneau est fixé de
maniére que son centre occupe un point B de Oy, la
longueur véritable du pendule est OB =b. On fait
alors osciller ce pendule dans le plan zOy, on
“désigne par a« son angle d'élongation maximum et
Lon suppose a assez petit pour que, dans toutes les
expressions dépendant de a, on ne conserve que la
partie principale. Calculer la période du mouve-
ment qu'on appellera période du pendule et Uénergie
totale qu’il a fallu dépenser pour le mettre en mou-
vement a partir de sa position d'équilibre (énergie
du pendule).

Comment se modifie la période et Uénergie lors-
qu’on modifie la position de U'anneau en le dépla-
cant a la main sur Oy? On étudiera d’abord le cas
ou l'on éléve et abaisse Panneau d une longueur treés
petite = @ partir de B asses rapidement pour que,
pendant ce déplacement, langle du fil avec Oy puisse
étre regardé comme constant; on désignera cet
angle par 9. On suppose ensuite, le déplacement =
restant tres petit, que le mouvement de lanneau est
uniforme et que la durée du déplacementc est égale
a la période du pendule. On étudiera enfin le cas
ot la durée du déplacement comprend un grand
nombre de périodes (la fraction de periode, si elle
existe, étant par suite négligeable), sa wvitesse
restant asses faible pour que le déplacement pen-
dant une période soit trés petit, et les variations de
cette vitesse cétant également asses faibles pour
gu'elle puisse étre regardée comme constante pen-
dant la durée de chaque période. La position finale
de Uanneau étant C(OC = c¢) on examinera en par-
ticulier ce qui se passe si ¢ augmente indéfiniment
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(ce qui exige que OA soit considérable) ou si c tend
vers zéro. Peut-on trouver entre la periode et l'éner-
gie du pendule une relation indépendantede c? ().

Je me. propose d’étudier plus spécialement la pre- -
miére . partie de cette question, celle qui est relative &
undéplacement du point B «assez rapide pour que, pen-
dant ce déplacement, I'angle du fil avec Oy pulsse étre
regardé comme constant ».

I4

1. Si a un instant donné le fil BM fait un angle 9,
avec la verticale et posséde une vitesse angulaire 6, etsi
dans la suite du mouvement le point B reste fixe (a une
distance b, de ), le pendule oscille comme un pendule
simple ordinaire et le calcul élémentaire classique
donne, pour la périodé, pour I'élongation maximum,
pour I'énergie et pour la tension du fil, les valeurs sai-
vantes

To: AT I)—O,
b
a2 =0 -+ - )'7
(v £t &
R mgb mgbof[,. b,
E,= "%“5: 5; 0[00 ;*eogJ’
Go=mg,

-en se bornant a lapproximation, indiquée dans
Pénoncé, des petites oscillations.

(') On comprend généralement sous le nom de pendule simple
@ longueur variable le cas od, le point B restant fixe, la longueur
du pendule varierait par suite du déplacement du point A. Ce pro-
bléme ne coincide avec celui qui nous occupe ici que dans le cas
ou la variation de la longueur du pendule est fonction linéaire du
temps ou, ce qui revient au méme, lorsque le mouvement de I'an-
neau est uniforme. -

Ann. de Mathémat., 5° série, t. 1I. (Juin 1924.) 26
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Ceci posé, un premier raisonnement, presque imposé
par la rédaction du probléme, se présente a I'esprit.

Supposons que nous tenions I'anneau a la main a un
moment ou les conditions f,, §,, b, sont réalisées. Le
fil agit alors sur une des sections de 'anneau par le
plan d’oscillation a la facon des deux brins de la corde
dans la poulie fixe et ’anneau est soumis aux deux
forces ® et @ égales toute deux a la tension &, du fil a
cet instant (voir fig. 1). Pour que l'anncau reste

\}o
A

| T,

immobile, il faut donc que la main exerce sur lui une
force I équilibrant les deux forces précédentes. Sibrus-
(quement nous déplacons 'anneau d’une quantité tres
petite ¢ et sy nous admettons que le déplacement soit
tel que la tension varie peu et que 'angle § conserve a
peu prés la méme valeur, la force F fournira un certain
travail (') qui modifiera d’autant I'énergie du pendule.

(') Ce travail sera eflectivement fourni au pendule si ¢ est
négatif, il sera au contraire récupéré par la main de 'opérateursi s
est positif.
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Ce travail se calcule immédiatement, il a pour valeur
algébrique
—e.Bo(1 — cosb).
En s’'en tenant toujours a la méme approximation,
on aura pour l'énergie du pendule lorsque le point B
se sera arrété a la cote by ¢ la formule

(2) E,=Eo_'f‘75'eg.s.

A partir de la, on calcule immédiatement le nouvel
angle d’é¢cart maximum

202 6.2
(3 a2 =02 — | 20 L0
(3) “y =29 be g 3

(au méme degré d’approximation) et enfin la nouvelle
période
\

bo—+z ’ e \. :
4 Ty=o2= ) - — ~ _ .
(4) T, ?7‘\/ - T°<]+bo> T°<'+zb0)

On ne saurait dire, @ mon avis, que ce raisonnement
. . . . ’
soit bien satisfaisant. 1l faut en effet, d’une part, quele
splaceme 1 -~ : ) . >
déplacement soit assez rapide pour que Vangle reste
sensiblement constant; mais, d’autre part, un déplace-
ment trop rapide (vers le haut par exemple) entrai-

el

nera nécessaivement pour B des périodes de grande
accélération, commenous le verrons tout al'heure, etil
est a craindre que le fil ne reste pas tendu, ce qui serait
en contradiction avec I'hypothése faite que la tension
varie peu pendant le déplacement. Dans quelles limites
ces conditions, en apparence opposées, sont-elles com-
patibles, c’est ce que je me propose d’étudier ici. On
pourrait peut-étre exposer de facon plus synthétique
les réflexions qui vont suivre, mais il m'a paru plus
intéressant, dans 'étude d’une question d'examen, de
laisser subsister les différentes phases de I'analyse du
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probléme telles (u’elles se sont présentées naturellement
a mo. ’ '

2. Commencgons d’abord par établir les équations
générales du mouvement de M en supposant que les
variations du point B aient lieu suivant une loi donnée
quelconque ' '

b:f([).

Les coordonnées du point B étant z = bsinf,
¥ = b(1 —cosf),onen calculera facilement les dérivées
secondes par rapport a ¢ et les équations fondamentales
de la dynamique du point s’écriront :

m[bcosh.0"— bsin6.072

+207¢c0s0.0"+ 5" sin0] =— € sinb,
m[bsinb.0"+ bcosh.02

~+26"sin0.6'+ b"(1—cos0)]= T cosh —mg.

(3)

On les remplacera par.deux combinaisons évidentes
éliminant, 'une la tension, 'autre la dérivée §" :

’

(602004 (84 g )sind =o,
6
(6) ) G:liz[b()"2+b”<coso—-x>+g0050]-
u . .
Sil'on se borne a ¢tudier des parties du mouvement
pendant lesquelles § reste trés petit, on peut remplacer
ces équations par les suivantes :

08"+ 20°0'+ (0" + £)6 = o,

) } G:m[g+ b,0’2—%<1;”+ g)@?].

Nous allons maintenant supposer d’abord que le
déplacement ¢ soit réalisé avec une vitesse constante.
Nous placerons I'origine des temps au début du mou-
vement de I'anneau et nous appellerons =, la durée du

v
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déplacement. A Vinstant initial §, §', b auront les
valeurs 8,, 6, &, et nous nous proposons de calculer
les valeurs correspondantes 92, 8,, &» a la fin de la per-
turbation.
Pendant la durée du déplacement, on aura

N b=b1+kt

(la vitesse & ayant une valeur finie quelconque), et
puisque nous supposons T, trés petit, nous pourrons
chercher § sous forme d’un développement en série

0 =0,+0{¢+ a2+

Le calcul du coefficient a, se fait immédiatement a
I'aide de I'équation différentielle et1’on trouve, au bout

du temps ¢y,
s b'r: [7|'+‘/\'T|,
(8) . 02—61+01 Tiy

o D /
’e;=a;_9_f"_:l_”‘_°!n,

en négligeant les puissances de =, supérieures a la pre-
.miére.

On en tire de suite, toujours avec la méme approxi-
mation :
02
ke,
&
El— _g[?b:(}:z_e}‘l Ty

&

2

w

It

2 2
231 oy

(9)

E,

Les formules que nous trouvons ainsi ne sont nulte-
ment d’accord avec les formules (2) et (3) trouvées
plus haut. 1l n’y a pas lieu de s’en étonner; en effet, il
est impossible que I'anneau passe brusquement du
repos & un mouvement uniforme. H faut nécessairement
qu’il y ait un mouvement varié aussi bien au départ
qu’a larrét. Pour produire ce mouvement varié il
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faudra faire agir sur I'anneau des forces d’autant plus
gfandes que Yon voudra établir plus rapidement le
régime uniforme et, en particulier, si I'on voulait réa-
liser le passage brusque du repos initial au mouvement
uniforme puis au repos final, il faudrait introduire une
percussion au départ et une autre a 'arrét.

A, 9, b, sont les valeurs aprés la premiére percus-
sion; 8y, 8,, b, les valeurs avant la deuxiéme, ce ne sont
nullement les valeurs a prendre au début et a la fin de
la perturbation totale. A

Remarquons encore que, pendant la période de
mouvement uniforme, la tension reste trés voisine de
la valeur mg.

3. Proposons-nous maintenant d’étudier U'effet de la
période de mouvement varié (nous le supposerons uni-
formément vari¢) qui doit nécessairement précéder la
phase uniforme. .

En reportant Porigine des temps au début de cette
période (dont nous supposerons la durée égale a 74) et
en appelant f,, 8}, b, les valeurs des paramétres a cette
époque, on aura )

,b=bo+§yzz,

v devant étre tel quau bout du tenrps =, la vitesse & de
régime uniforme soit réalisée, ce qui donne yt,= 4.

La méme méthode de recherche de 6 sous forme
d’un développement en série donne par un calcul
facile

I
- by = by + ;-*:3,
(10) 8 = 0o+ 0,70 — T ¥ fyr2, )
2b, .
f
g +7 — +3‘( ! 9
o =0, — £1 o st
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St 'on voulait se rapprocher du cas théorique de la
percussiorf instantanée, il faudrait dans ces formules
faire tendre t, vers zéro, ce qui donnerait (en tenant
compte naturellement des variations de )

‘b1=bo,
(11) ' 101 =16,, ,
/0’,:0;,—1)—‘1/1-.

Une étude complétement analogue donnerait pour
caractériser l'effet de la percussion d’arrét (en appe-
lant §,, 8, &, les valeurs des paramétres avant la per-
cussion et 3, 6, by leurs valeurs immédiatement aprés)

les formules
b3 = biy

(2 By = B,

0,
En sautant les intermédiaires, on aurait pour I'en-
semble du déplacement

Sb3=bo+s,
€ €,

(13) 0=t (1= ) = 700
r g (i &) 8

(03‘9'*(‘ bo)+/cboe°’

et I'on en déduirait, par un calcul que je pense inutile
‘de reproduire,

m
(14) . E3=Eo——2'g’93 H

_ce qui, cette fois, concorde entiérement avec la for-
mule (2) obtenue au début de cette étude.

Mais ce résultat n’est pas encore satisfaisant; en
effet, pendant la’ période variée (celle du début par-
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. .
exemple), on aura pour la tension
C=m [g+be'2—%(*(+g)0’].

Or 'si 7, tend vers zéro, ; augmente indéfiniment
(puisque vyto,=/A); la tension subira donc des varia-
tions considérables et, en particulier, si y est positif,
elle s’annulera certainement ().

Autrement dit, le fil aura une tendance a se rompre
A une des extrémités du mouvement et a se détendre a
Pautre. Ceci est incompatible avec les conditions du
probléme qui suppose la liaison du fil jouant en per-
manence.

4. 1l est par conséquent impossible d’assimiler a des
percussions les périodes de mise en marche et d’arrét,
ces périodes ne peuvent étre instantanées, elles doivent
occuper une partie notable de la durée totale du dépla-
cement. '

Entre les quantités v, k, 7, et 7, on a les relations

d’ou l'on tire

On prendra alors ¢ arbitrairement, tel qu'on soit
assuré que la tension ne s’annule pas et 'on choisira
pour 7, et 7, des quantités positives satisfaisant a la
derniére des relations précédentes.

On peut alors reprendre le calcul de 8, 8, by en

(1) Siy était négatif pour la percussion de début, le déplace-

ment aurait lieu vers le bas ct ce serait a la percussion d’arrét
"que la tension s’annulerait.
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fonction de 8, 0, b, en se servant alors des formules
(10) au lieu des formules (11) et en remplagant de
méme le groupe (12) par un groupe analogue. Le
calcul est possible mais est un peu long; il conduit a la
formule (2) et cette fois sans aucune impossibilité
mécanique. On peut le simplifier en supprimant la
phase de mouvement uniforme (ce qui revient a poser
<y=0) et en réalisant le déplacement a I'aide de deux
mouvements, 'un accéléré, l'autre retardé, de méme
durée, se succédant immeédiatement. Je laisse au

lecteur le soin de faire les calculs sous cette forme.

5. On peut du reste réaliser en une seule formule
cette siccession de deux mouvements, I'un accéléré,
P’autre retardé, en prenant pour la fonction b= f(¢)
un polynome du troisiéme degré dont la dérivée soit
nulle au début et a la fin de la perturbation. Si 'on
appelle = la durée totale du déplacement, il suffit de
poser

{13) b:b0+%h‘tt2—ht3,
1 étant une constante quelconque reliée a ¢ par la con-
dition
1
~hed=c¢.
(16) 5 h= €

Dans un tel mouvement, la valeur absolue de 'accé-
lération aura pour maximum la quantité

=3k
- On prendra arbitrairement la valeur de £, I'équa-
tion (16) déterminera = et la valear de y (égale

a3 :/uh") nous mettra certainement a ’abri de toute
variation trop grande de la tension du fil.
"Ici, si nous effectuons les calculs comme précédem-
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ment en nous bornant aux termes en ¢, il faut pousser
nos développements jusqu’aux termes en 3.

Comme précédemment, nous chercherons § sous
forme d’un développement en série

0 =00+ 0, ¢+ ast2+azti+a,th+....

L’équation différentielle donnera facilement les valeurs
des coefficients

&8 3h=
=TT Tk
_ 6Nbo— 20} 3h= ,
(17) A®B= e ;b_(,e"’
220, hty T ghe 9 ht<?
NPV Y Sy Sy 3 B0+ 463 Bo,

et en donnant a ¢ la valeur = et en négligeant les puis-
sances de t supérieures a la troisiéme on aura

= e — 2 _g2 9 83
. ( 8) OI 00+0 2[)0 ﬁbo ’
. .
[} &0 220 ho)]
o = Bl &Y%, (£ °>¢3
1 =0o— s — L, <6b§ 26,/]

d’ou enfin, au méme degré d’approximation (*),

282 02
\ a} = 22 — [——b" —+ %] g,
/ 0 e

(19)
(E,:Eo—m_f-ega,

et ces formules sont entiérement d’accord avec celles
que nous avons pressenties au début (2).

(') Les termes en © et 1 qui correspondent a des puissances
fractionnaires de ¢ disparaissent.
(?) Il est & remarquer que peandant ce déplacement la vitesse

3 p
moyenne V = é = /’—l-;— reste trés faible; il semble donc que

Fauteur de I’énoncé a voulu dire que le déplacement devait avoir
une durée courte plutot qu'une grande vitesse, comme le mot
rapide pouvait le laisser supposer.-
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6. Je ne dirai que quelques mots de la syite du pro-
bléme, pour laquelle de semblables difficultés ne se
présentent pas. Les déplacements y ont lieu en effet
avec des vitesses et des accélérations trés faibles et
Ieffet des périodes de mise en marche et d’arrét devient
tout a fait négligeable.

Si nous supposons le petit déplacement = réalisé
pendant une période avec une vitesse constante trés

petite &, en appelant w la quantité \/bio et en posant
k

—_— —::.IL,

by
I'équation différentielle deviendra
(»0) (t + ht)8" + 220" 4+ w20 = o.
Nous en chercherons une solution sous forme d’un

développement en série de fonctions suivant les puis-
sances de 7,

0= Dy(t)+ hdy(1) +h2Dy(2) +...,

en supposant que pour = o (début du mouvement),
on ait

By(0) =0y, Dy(0) =0, di(0)=d,(0)=...=o.

Un calcul facile donnera pour ®, et ®, les expres-
sions

. 0, .
$y= 0y cosw? + 2sinwt,
w

30 3 I,
(21) ¢,=[Z-£—Zeot—-zﬁot2]cosmt -
9 A “ »
-+ [— % %’-t+ %"’%ﬂj sin w?,

B : Y P 2T
d’ou par suite & la fin de la période Ty = — les nou-
4 .
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velles valeurs de § et de &' (en négligeant toujours les
puissances de z supérieures a la premiére),

‘ 0 = 90—': 4—;)0(300+T09'0),

(22)
/ ' € ’ .
( by =0, — m(f)eo“‘Tom?eo),

ce qui donne enfin, pour le nouvel angle d’écart
maximum et pour I’énergie,

22 =a2 {1 — .%i),
. ° 25,
©3)

D’autre part, la nouvelle période du pendule sera

1

:\? €
T1=T0 (l-’-z;) NTO (l +m)'

On en déduit immédiatement la relation
(24) E,.T,=E,.Ta.

Enfin, si I'on réalise un déplacement fini tel qu'on
puisse le décomposer en déplacemenits trés petits rem-
plissant les conditions précédentes, on aura pendant
toute la durée du mouvement

(»5) . E.T = const.

En particulier, si anneau est déplacé trés loin vers
le haut, la période augmente indéfiniment et par suite
I'énergie tend vers zéro. Si, au contraire, anneau se
rapproche du point O, la période diminue et I'énergie
grandit, mais ceci entraine également une augmenta-
tion de langle o et I'on ne peut trop se rapprocher
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de O sans que les approximations faites sur les petites
oscillations cessent d’étre valables (). )

(') On peut encore retrouver la formule (23) en utilisant les
résultats de la premiére partic du probléme. Le raisonnement sui-
vant m’a été signalé par un de mes éléves, M. Hourt.

Décomposons l'intervalle ¢ en un grand nombre de parties suffi-
samment petites pour que chacune d’clles soit parcourue par I'an- )
neau en un temps trés court. Soit de une de ces parties correspon-
_dant a I'époque ¢ du mouvement. Dans le déplacement d.c 'énergie
du pendule s’accroit algébriquement de la quantité

—G gz-d.—. ~ —mo'fds,
d’aprés la formule (2).
Pendant la période totale T I'accroissement d’énergie sera donc

T o
E,—B,=— [ 2Swkds  puisque  de=kdt.
o 2

Or,

mgb6? X Ly . . T
"q est égal a I'énergie potentielle E, a I'instant £. On a

El E,= fTE”I.-dt~ kT £
RIS, BT T '(F)’

E E
<?”> désignant la valeur moyenne de la fonction .b_" pendant une

donc

période. Cette expression pourrait se développer en série suivant
les puissances de 4,

E E
<_") = <_"> + Ak ...,
b b/,

E
et le premier lerme serait la valeur moyenne de .b_" dansle cas ou £

serait nul, c'est-a-dire ou le pendule conserverait la longueur b,.
Or, dans ce cas, le calcul de la valeur moyenne se fait immédia-

E,
tement et donne la valeur —— (E désignant comme dans le corps

de l'article I’énergie totale du pendule de longueur b,).

D’o1 la formule
E —E — ek,
T Ee=—gg

qui n’est autre que la seconde des formules (23).



QUESTIONS. ’

2471. On considére des cubiques circulaires T formant un
faisceau ponctuel linéaire. L'enveloppe de feurs asymptotes
réelles est un hypocycloide a trois rebroussements, dont le
cercle tritangent (K) est égal, sans lui étre identique, au
cercle (K') lieu des foyers singuliers des courbes I'.

Si O est le centre du cercle (K'), les diréctions asympto-
tiques de I' issues de O coupent la courbe en six points a dis-
tance finie situés sur une conique S. Les coniques S forment,
lorsque T varie, un faisceau ponctuel. Pour que les cercles (K)
et (K’) soient confondus, il faut et il suffit que ce faisceau
soit équilatére. A. Lasroussk.

2472. Soit B un point variable sur une chainette donnée,
de base #’x et de sommet A. On abaisse de B la perpendicu-
laire BG sur z'z, et de C, la perpendiculaire CD sur la tan-
gente en B a la chainette. On sait que lc lieu de D est une
tractrice. ’

De C comme centre avec CD comme rayon, on décrit un
cercle qui rencontre BC en E. Démontrer que le triangle
mixtiligne ABD qui a pour cotés 'arc AB de chainette,
I'arc AD de tractrice et le segment BD est équivalent au
triangle mixtiligne BDE qui a pour cotés les deux seg-
ments BD, BE et I'arc de cercle DE. R. ESTEVE.

2473. Soient w et 0la longitude et la latitude d’un point M
de la sphére de rayon 1. Déterminer la courbe lieu de M par
la condition que, o étant I'angle qu’elle fait avec le paralléle,
on ait constamment

. o = 0.
Montrer que. M;(w;8;) et Ms(m,;0,) étant deux points
quelconques de la courbe (C) ainsi déterminée, on a

arce M,’.\Ig = Wy — Wy

et que l'aire comprise entre 'arc, les méridiens de ses extré-
mités et Uéquateur ¢gale 8; — 6.
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Calculer le rayon de courbure et le rayon de torsion de la
courbe (C). J. Darb.

2474. Etant donnée Yéquation

R4+ 2+ 1=0

dans laquelle n est un entier *plus grand que 2, la somme
des (n2 + n — ()™ puissances des racines de cette ¢quation
est nulle. . L. Trts.

2475. Par quatre points d'une quartique gauche unicursale I'
(quartique de Steiner) situés dans un méme plan, on fait
passer une conique S. On considére le cdne de base S et ayant
pour sommet un point M de I'. La plan diamétral conjugué
de la tangente MT a ' en M passe par un point fixe lorsque M
décrit T. A. LABRoUSSE.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2327.

(1917, p. 220.)

Si¢ sur chaque rayon vecteur OM d’'une lemniscate de
centre O, on porte, & partir de O, une longueur égale au
rayon de courbure de la courbe en M, le lieu des extré-
mités des longueurs ainsi obtenues est une hyperbole
équilatére. F. BALiTRAND.

SoLuTION

Par M. PHILBERT pU PLEssIs.

On sait que la lemniscate peut étre regardée comme la
podaire, par rapport a son centre O, de 'hyperbole équilatére
qui lui est bitangente en ses sommets et admet, par suite, pour
asymptotes les tangentes O et Oy en son point double.

Soit A un point quelconque de cette hyperbole équilatére (1),

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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milieu du segment ST dé la tangentd compris entre les asymp-
totes-Oz et Oy; le point correspondant M de la lemniscate
est lc pied de la perpendiculaire abaissée de O sur ST, et,
puisque, dans le triangle rectangle OST, OA est médiane et
OM hauteur, ces deux droites sont symétriques par rapport &
la bissectrice de I'angle Oy, c'est a-dire & I'axe commun de
la lemniscate et de hyperbolé: v

Si Neest le quatriéme sommet du rectangle construit sur OM
et MA, MN est lanormale i la lemniscate et Fon sait que, si G
est le centre de courbure correspondant, on a

MN OA
MO= =5 =5 O

Si donc on porte sur OM le vecteur OP égal a MC, on voit
que le lieu du point P est symétrique, par rapport a I'axe de
la lemniscate, de la courbe homothétique de 'hyperbole équi-
latére, relativement au centre O, pour un rapport d’homo-
thétie égal a 3 C’est donc bien aussi une hyperbole équilatére
d’asymptotes Oz et Oy.

Autres ysolutions par I'Auteur et MM. Durour, BALITRAND,
Favcneux, R.-S. pe Beires, LeMaire, LoNg, Rosk.

2328.

(1917, p. 3a0.)

Etant donnée une lemniscate de centre O et de som-
met A, on méne un rayon vecteur quelconque OM et l’on
projette le sommet A sur ce rayon vecteur en P.

1° Démontrer que l'aire du secteur de lemniscate ADM
et laire du triangle OAP sont égales. En déduire un
moyen de diviser un secteur de lemniscate en deux parties
équivalentes, avec la régle et le compas et sans supposer
la courbe tracée.

2° La perpendiculaire élevée en O a@-OM et la normale

(') M. d'Ocagne donne, dans son Cours de Géometrie de I'Ecole
Polytechnique (t. I, p. 143), une démonstration géométrique fort
simple de cette propriété..
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en M a la courbe se coupent en Q. Démontrer que Uaire
du triangle MOQ est double de celle du triangle AOP.
F. BALITRAND.

SOLUTION

Par M. J. LEMAIRE.

1° L’équation de la lemniscate étant

p*= a?cosarw,
. nous avons
w
. I - a? .
aire OAM = — p?dw = T sin2 o,
°

2

p et o désignant les coordonnées de M; d’autre part,

aire OAP = éOA.OP sin

5

1 . .
= - atcoswsinw = -4—sm'zw,
B

ce qui démontre la premiére partie; si OM” est le rayon vec—
teur partageant le secteur OMM’ de la lemniscate en deux
parties équivaléntes, et si AP’ et AP” sont perpendiculaires
sur OM’ et OM”, on doit avoir

2 aire OAP" = aire OAP + aire OAP’,

et par suite
2P"H"= PH + P'H’,

H. H', H" désignant les projections sur OA des points P, Pr
et P”. De la la construction suivante de OM", quand on a OM
et OM' : on trace le cercle de diamétre OA, ct par le milieu
dela corde PP’, on méne la paralléle a OA, quiiéoupe I'arc PP’
en P’ : la droite OP" partage le secteur OMM' en deux parties
équivalentes. Nous avons supposé les points M et M’ sur le
méme arc OA de la lemniscate, mais la construction s’applique
encore si les points appartiennent 'un @ un arc OA, Vautre a
I'arc symétrique par rapport a OA. -
2° Le lieu du point M’ tel que

OM.ONM'= a?

Ann. de Mathémat., 5¢ série, t. IL. (Juin 1924.) 27
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est I'hyperbole équilatére de sommet A et de centre O; la
tangente en M’ a cette hyperbole coupant les tangentes an
point double 4 la lemniscate en B et C, M’ est le milieu
de BC, la normale MQ 4 la lemniscate et la normale en M’ a
I'hyperbole forment un triangle isoscéle IMM'; si «» désigne
I'angle MOA, on peut écrire

NN N NS '

OMQ = IM'M = go°— OM'C = 90°— 2M'OB = 2w,
d’odr

0Q = OM.tangaw,

et par suite

aire MOQ

% 0Q.0M = ;_()_i\-’l‘2 tangow
= {;azsinzw:z.aireAOP.

‘Autres solutions de 'AuTEUR et de MM. R.-S. DE BEIRES, Fau-
CHEUX, Rosk.

| 2442,

11920, p. 200.)

Etant donné un réseau tangentiel des coniques, les
cercles principaux des coniques du réseau dont le foyer
décrit une droite sont orthogonaux a un cercle fize.

Ce théoréme comprend comme cas particulier le théo-
réme de M. T. Lemoyne relatif aux cercles podaires des
points d'une droite, par rapport a un triangle (N. A.,
1904, p. 400). R. B.

SoLuTioN
Par M. M.-F. Eaan.
Soit
UZ + vy +w=o0
I’équation d’une droite, I’équation tangentielle d’une conique
ayant ses foyers en F(&, 1) et F'(§, n') sécrira

(1) (Bea4ne4+w)(Fu+7q"04+w)+ A(u2+ v2) =o.

L.a puissance d'un foyer par rapport au cercle principal

s
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est A, et le centre de ce cercle est le milieu de FF', son équa-
" tion est donc

(2) <x'——z>(z--5'>+<y-—n)‘~<y—n')+x=o.

(On retrouverait cette équation en cherchant la podalre de la
conique par rapport 4 F ou F'.)
Si I’équation de la conique est donnée sous la forme

(3) aw+betrcuttofow+agwu+2huv=o,

on a
B+ '+ A 1 E+E o+
a ~ b ¢ 28 of

et I’équation du cercle principal devient
(4) c(zx?+y?)—2gx —2fy+a—+b—Ahc=o.

Supposons maintenant que F décrive I'axe des z. On
a7, = o, dolt Ac = b. L’équation (4) est alors linéaire en a, ¢,
J, &, ce qui démontre la proposition énoncée.

-Le théoréme de M. Lemoyne envisage le cas ou trois tan-
gentes de la conique sont données.

Autres solations de MM. R. Bouvaist, Faucneux, Roy, SIGARD.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Construire la courbe C lieu du
point M de coordonnées

) "(ezu'—)u)v
(1) ‘

' —-ae"‘ ’

quand u varie de — % d + . .
2° La tangente en M & la courbe coupe Ox en T, la tan-



( 356 )

gente en un second point M’ coupe Oz en T'. Vérifier .

que TT' = ar¢ MM'.

3° t représentant le temps, trouver la fonctmn u —f(l)
pour que les équations (1) soient celles d’un mouvement
tel que, pour chaque position du mobile M, le vecteur
vitesse soit égal a MT en grandeur, direction et sens.

4° Enchoisissant 'origine des temps on trouve u =—t.
Etudier ce mouvement. Calculer ’accélération et ses com-
posantes normale et tangentielle a U'instant t. En déduire
le rayon de courbure a C. Etudier sa variation et cal-
culer les coordonnées du point ou ce rayon de courbure
est minimum.

® Former l'équation différentielle des courbes qui satis-

Sont a la propriété géométrique de la 2° question. Inté-
grer cette équation.

EpREUVE PRATIQUE. — 1° Intégrer le systéme d’équauons
difiérentielles
d>z dy
— 22— —r—1= o,
dae . dt
d? d
Y .2 =o,
de> dt

2" Déterminer lesfonctions x ety qui vérifient ces équa-
tions et qui s'annulent, amst que leurs dérivées premiéres,
pour t=o.

3° Ces fonctions représentent les équations paramétri-
ques d'une courbe. Aire limitée par l'arc compris entre
Uorigine et le point t ==, l’ordonnée de ce point et l’are
des . (Marseille, juin 1923.)

EPREUVE THEORIQUE. — I. Etablir, sous des conditions de
convergence qu'on énoncera, la formule de développement

Lz /i+2?)

- 2 13z 13520
ry= z ST 3T TS5 a6, T

Etudier la fonction y, et construire sa courbe représen-
tative.
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Montrer qu’il existe des polynomes simples P (z),
Py(x), Py(x), tels que y vérifie l'équation différentielle

(1) yP(x)+y' Pi(z) +y"Py(x) =o0.

Fort de la connaissance d’une solution particuliére,
achever Uintégration de cette équation. N’est-il pas pos-
sible d’eflectuer cette intégration directement, d’aprés la
méthode méme qui corduit le plus simplement a la
formation de l'équation (1)?

1. On pose
xr = 2C0S W, @w=psinw,

Calculer les dérivées partielles f.. et fy.d'une fonetion de
la forme f(z, y)= ¢ (g) [on appellera ©'(p) la fonction
dérivée de © (p), par rapport a p|.

Déterminer o(2) de maniére que Uexrpression

Sedy —fydr
Vit flia+ 2
soit une différentielle totale.
Soient f une fonction admettant cette différentielle,
S la surface qui, en coordonnées rectangulaires, a pour
équation z = f(x, y). Exprimer les coordonnées d'un de
ses points en fonction de sa cote z et de 'angle w.
Déterminer les lignes asymptotiques de S par l'équation
polaire de leur projection sur le plan xzOy. Calculer
Uangle sous lequel ces lignes coupent les sections de la
surface par les plans 5 = const.

EpREUVE PRATIQUE. — Solent (rois azxes rectangulaires
Ozyz, et quatre points
A(), o, 1), B(—X, o, 1),
C(o, k, —1), D(o, — X, —1).

Comment faut-il choisir \ pour que la figure ABCD soit
un tétraédre régulier. Cette condition étant réalisée :

1° Evaluer les hauteurs du tétraédre et ’aire d’une de
ses faces.
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2° Evaluer l'aire de sa section par un plan
z=h (—1<h<i).

3° Trouver, par deux méthodes, le volume du tétraédre.
(Poitiers, juin 1923.)

~ EereuvE THEORIQUE. — 1° Intégration de l’équation aux
dérivées partielles . :

P("'?}'7‘)£ + Q(=, y, Z)g; = R(=z, 7, 3).

2¢ Ltant donnés deux axes rectangulaires, on considére
une courbe C, la tangente en un point quelconque M qui
coupe l’axe des y en T, l'ordonnée du point M qui coupe
l'aze des x en P.

Déterminer les courbes C telles que I'aire limitée par
le segment OP, Uaxe Oy, l’ordonnée PM et l’arc de
courbe compris entre ces deux paralléles soit égale au
produit de l'aire du trapéze OTMP par un nombre po-
sitif donné K. Les aires dont il s’agit ont des valeurs
algébrigues, :

Il pourra étre utile, pour intégrer l'équation différen-
ticlle du probléme, de changer de variable indépen-
dante et de poser x = e! (on se bornera aur abscisses posi-
tives). ‘ .

Discuter les résultats suivant les valeurs de k.

MeEc\NIQuE. — Une barre homogéne de masse m, de
longueur |, tourne dans un plan xQy autour de lune
de ses extrémités placée en O.

La barre non pesante, est sous Uinfluence d'un champ’
de forces. La force du champ agissant sur un élément de
longueur infinitésimale, de coordonnées r, y, de masse
infinitésimale m, a pour composantes sur les azxes rectan-
gulaires Ox, Oy :

X.-=my, Y =nmz.

1° La barre étant dans une position quelconque définie
par Langle § quelle forme avec Oz, montrer que Uaction
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du champ sur la barre peut étre réduite & une force
unique. Troucer les composantes de cette force sur les
axes et son point d’application.

Déterminer les positions d’équilibre de la barre.

2° On abandonne la barre sans vitesse initiale sur la
partie positive de Ox. Trouver une équation permettant
de déterminer en fonction du temps Uangle § que forme
la barre avec Ox.

Calculer la vitesse angulaire de la barre en fonction
de sa position, indiquer Uallure et les limites du mouve-
ment de rotation de la barre. (Nancy, juin 1923.)

EPREUVE THEORIQUE. — . Trouver une série entiére y, se
rédutsant & l'unite pour x = o et vérifiant I’équation dif-
férentielle

(1) . Yy '+ 2y +xy =o.
Quel est Uintervalle de convergence de cette série?
On transforme l'équation (1), en posant y = — . Intégrer
£

U’équation. en s obténue et retrouver, par ce moyen, la
série déterminée précédemment.

II. Soit le plan
rcosp +ysine + ks = f(9),

ou k désigne une constante et f(9) une fonction donnée du
paramétre variable ¢. Déterminer l'aréte de rebrousse-
ment de l’enveloppe de ce plan. Démontrer que cette
courbe est une hélice. Calculer, en fonction de v, son arc,
sa courbure et sa torsion.

III. Sur la chainette définie par I’équation

y =chx,

on enroule un fil, de telle maniére qu'une de ses extré- -
mités M se trouve au sommet S, l’autre extrémité étant
. fizée au point P, d’abscisse a. L'axe Oy étant supposé
veértical et dirigé vers le haut, on attache a U'extrémité M
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du fil une petite masse pesante et on l’abandonnre sans
vitesse initiale.

1° Calculer les coordonnées de M au temps ¢.

2° Calculer la tension du fil en fonction de l’ordonnée
de M. )

3° Calculer, en fonction de a, les coordonnées du
point Q qui limite Uoscillation de M. Lieu de Q quand P
décrit la chainette.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére la courbe T, dont les
coordonnées d’un point (x, y), exprimées en fonction
d’un paramétre t, sont

(t+2)(%+1t+2)
t+3 ’

—t+1
=+ (i 2 —_—
r ( +l)‘/t+3

1° Calculer, & un centiéme prés, les coordonnées des
points réels ow la tangente est paralléle a l'un des axes,
ainsi que les valeurs de 't correspondantes.
2° Calculer, @ un centiéme prés, les rayons de courbure
aux points de paramétre t égal a —2, & —1 et @ +1.
(Clermont, juin 1923.)

xr==t
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[B12d]

DEMONSTRATION D'UNE FORMULE D'HAMILTON ;
Par B. NIEWENGLOWSKI.

1. Je me propose, principalement, d’établir une
formule due a Hamilton. Dans la théorie des quater-
nions i1l y a un assez grand nombre de formules a
retenir ; on simplifie souvent les calculs en opérant
comme en géométrie analytique quand on choisit des
axes particuliers. C’est ce que je vais montrer en pre-
mier lieu.

2. Rappelons d’abord que, dans la théorie des qua-
ternions, on utilise trois unités imaginaires désignées
par les lettres £, j, &, et que I'on pose

‘ 2=yt =,
(')?..A S o ke i M e il e
j=—ji=kh, Jhk=—Aky =1, i =—1ih =/,

Si les coordonnées rectangulaires d’un point M sont
x, ¥, 5, onfait correspondre au vecteur OM, 'expression
u=ix+jy—+hs

et on dit : le vecteur u.
Soit
‘ w=1ix'+jy + kz'
un second vecteur. On pose
w' =(ix+fy+kz)(ix'+jy' + kia'),
et si I'on effectue en tenant compte de l'ordre des
Ann. de Mathémat., 5° série, t. 1I. (Juillet 1g24.) 28
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facteurs et des é¢quations (1), on trouve
uu'=— (zx' +yy'+ 33" ) + i(y3' — sy")
+ J(zx' — x3") + k(xy' — y2').
L’expression qu’on vient d’écrire se nomme le pro-
duit des deux vecteurs u, «'. On a donné a ce produit

le nom de quaternion.
On pose encore

uw' = S(uw')+ V(uu')
avec
S(uw'y =— (xx’ + yy'+ 33'),
Viuw')=1iys' — zy")+ jzz' — 25" ) + k(xy'— y'x);

V (uw') est un vecteur ; S (uw') un scalaire.
Silon calcule de la méme fagon ©'w on trouve

wu=S(uw)—\Viuu),

et Pon dit que wu' et -u'u sont conjugués. En parti-
culier si «'=u, on a

W= — (22 + 2+ 32).
3. Soit s un scalaire, c’est-dire un nombre réel et
soit « un vecteur, st I'on pose

q =5+ u,

¢ est un quaternion et les formules (1) permettent de
détinir le produit de plusieurs quaternions, produit
évidemment distributif et associatif. Le conjugué de ¢,
que 'on note Ky est donné par 'égalité

Kg=s—u;
si, en particulier, ¢ se réduit au vecteur u, on a

Ku=—1.
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En général, il vient

q.Kg=(s+u)(s—u)= s+ us — su — u?
= 52— u? =5+ 2?2 4 y?4 32,
en prenant
wu=1ir+jy-+ka.
On pose
Tq=ys*+ 2"+ y+ 32,

et cette quantité se nomme le tenseur de ¢ ou de Kg.
On a donc
gKg = (Tg).
En posant
Tqg =R, s = Rcosl
et
x = alRsind, y =bRsinb, 3 = cRsino,
d’ou
L4+ Y+ 32= (a?-+ b2+ ¢2)R2sin?0,
on aura nécessairement a2+ b2 4 c2=1, de telle sorte
que a, b, ¢ sont les cosinus directeurs du vecteur
OM = u, et Rsinf la longueur OM.
Dans ces conditions
q = R(costh + Asinh)
ct
Kg = R(cosl — i sinf),
ou
A=1ia —%-jb -+ /\'c,
et par suite
A= — .
L’expression cosf + % sinf se nomme le verscur de
g et on le désigne par Ug.
On a
q= Tq. Uq.

4. Ces résultats rappelés, considérons un nouveau
systéme d’axes rectangulaires OXYZ, et supposons les
deux systémes de méme disposition. En adoptant les
mémes notations qu’en géométrie analytique, si I'on
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pose
e=tla +jb + ke,
B=ia +jb + ke,
y=1ia"+jb'+ k',
on aura
() a?=fl=vy2=—1,
ap=—fx=y, fr=—18=2 yr=—ar=4

Les trois vecteurs unitaires «, 3, v ont les mémes
propriétés que ¢, j, k.

Soit « un vecteur OM. Si z, y, = sont les coordon-
nées de M dans le premier systéme et X, Y, Z les
coordonnées dans le second systéme, on a

wu=ix+jy-+hks= ilaX+dadY+al)
X+ Y =02
+h(e X+ Y+ "2),
c’est-a-dire )
w=2X+3Y+~vZ
On voit que les nouveaux axes jouent exactement le
méme réle que les axes primitifs. Or, ils peuvent étre
arbitrairement choisis; on peut donc, pour établir
toutes formules relatives a des quaternions, donner
aux vecteurs qui s’introduisent une position particu-
liére par rapport aux axes, en interprétant convenable-
ment le résultat. Par exgmple, pour calculer u2 on peut
supposer w porté par Ox et prendre u=1r (r étant sa
longueur), d’ott u?=— 72, résultat général.  ~
Soit, pour traiter un autre exemple, a faire le produit
d’un vecteur u par un verseur cosf 4 hsin6, Laze L
du verseur étant perpendiculaire au vecteur u. Pre-
nant « porté par Oz et A==4, ona

ir(cosd + ksinl) = ircosd —jrsinb
et
(cos® + ksin0)ir=ircost + jrsinf.
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Doncle produitdu verseur cos§ 4+ % sin f par « s’obtient
en faisant tourner le vecteur de 'angle § autour de 'axe
du verseur; pour faire le produit de u par le verseur
on fera tourner de I'angle — 6.

Remargue. — On voit encore que

(cos0 + Asin®)u = u(cos® — Asinl);

si donc ¢ est le premier verseur, en remarquant que
(cosf 4k sin0) (cos® — Asinf) =1,
le second verseur sera ¢=' et 'on pourra écrire
o = up-1,
d’ou 'on déduit
Uy = U;
mais cette identité n’est vraie que si 'axe du verseur ¢

est perpendiculaire & u, ou, comme on dit encore, si
le vecteur u est dans le plan du verseur v.

8. Nous établirons encore une formule utile.

Soient o, §, y trois vecteurs quelconques. D’aprés
ce que nous avons-expliqué plus haut, sans diminuer
la généralité nous pouvons supposer

2 =1ir, B=1r'(icosb+ jsin®), y=r"(ia+ jb+ kc),

r, r'y r" étant la longueur de ces vecteurs.

On a

a3 = rr'(— cos0 + ksing),
donc

aBy =— rr' cosb.y + rr'r"sind k(ia + jb + kec),

c’est-a-dire

aBy=—rr'cosb.y + arr"(ir' cos® + ;' sin0)
—irr'r’(acosh + 6sin®) — crr'r'sind,
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ce qui peut s’écrire ainsi
ady=a8(3y)— BS(yx)+vS(aB) —crr'rsing,
ou si on préféere
(3) ViaBy)=2S(8y) — ES(ya) + v S(ah),

S(aBy) =-—rr'sinber”.

On voit que S(aBy) ===6 fois le volume du té-
traédre donlt les trois vecteurs sont trois arétes partant
d'un méme sommet. Or, si (2, y, 2), (2, y, 5'),
(2",5", 5") sontles cordonnées des extrémités M, M', M"
des vecteurs donnés, un calcul direct facile donne

xr oy 3
S(afy)y=—| 2" ¥ 3|,
x// y“ z”

on retrouve ainsi une formule de géométrie analytique.
On peut remarquer qu’il résulte de la formule donnant
Vg Bar \
Viaf~) que

V(z3y) = V(vBa).

6. Pour arriver a la formule d'Hamilton que nous
avons en vue,.nous devons traiter le probléme suivant :

Etant donnés les coordornées x,y, s d'un point M
et les cosinus directeurs d’un are OR, on fait
tourner le point M d’un angle autour de U'axe OR,
trouver les coordonnées du point My avec lequel M
vient coincider, la rotation effectuée.

Premier cas. — Les droites OM et OR sont perpen-
diculaires. La solution est immédiate. En supposant
h=1ia+jb+ ke
et

()Tf:u, OM; = u,,
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on a
) wy= (cosf + Asinf)u,
c’est-a-dire ’
ixy+ jy1+ kz
= [cosl + (ia + jb - kec)sinO|{ix +jy + A3z).

Si 'on égale de part et d’autre les coefficients de i, J, £,
on trouve immédiatement

‘x1=w0050+(bz—c_y)sian,
“4) ¢ y1=ycosb + (cxr —asz)sinl,
( 3= zc0sh 4 (ay—bzx)sinb,

le terme réel ax + by + ¢z est nul en vertu de I'hypo-
thése que OM et OR sont perpendiculaires.

Second cas. — OM n’est pas perpendiculaire a OR.
Les formules (4 ) ne conviennent plus.
Soit P la projection commune des points M, M, sur,

I’axe OR. On a

Sotent Om et Om, deux vecteurs équipollents a
PM et PM,. Si lon fait tourner autour de OR le vec-

]
teur Om de 'angle g etle vecteur Om, del'angle — -,

I’un et ’autre viendront coincider avec un méme vecleur

Om,. Si l'on pose cosh + Asinf = ¢, on posera

0 .6 i 0 .0
COS — + Asin— = o2, cos — — Asin- = ¢ 2,
2 2 2

“et 'on aura

d’ou

1
(3) v20m.v
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car
-1
Omav, 2= 0m,.

~ En désignant OP par A, u et u, désignant les vec-
teurs OM et OM,, on a

Om = u— h), Omy= uy— I},

en portant ces expressions dans la relation (5) on
obtient, aprés un calcul simple,

1 1

(6) uy=vup 2,
c’est la formule cherchée.
Si P’on change § en — 8, on aura pour u,

11
uy=v 2uv?,
C'est sous cette forme: qu’Hamilton écrit sa formule,
mais comme il représente par ba le produit de @ par b,
c’est la formule (5) qui, avec nos notations, traduit sa
pensée.
Pour calculer x4, ¥4, z,, effectuons les calculs indi-
qués: '

0 . b (] . 0
cos — -+ Xsm—)u:ucns— ~+ Ausin —,
2 2 2 2

0 .0 [} .0
(u cos— -+ Au sm—) (cos— — Asin —)
2 2 2 Py

=ucos’9 +()\u—u7\)singcosg — AuAsin? (-)»
2 22 2

mais ’
hu = S(hu)+V(hu),
uh=S(Au)—V(hu);
donc
e —uh=2V(hu).

Pour calculer Au’ on peut prendre les deuk vecteurs
2, u dans le plan des xy, mais on peut se servir de
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I'identité (3), en remarquant que S(hul)=o, et par
suite
Auh=V(hur)=2%S(ur) +u,
car S(A?) =-—1. On a donc

i 1
Iuy 2= ucos’g + V(du)sin0— [2X S(ud) + u] sil_l*g-

Or

VOu)=1i(bz—cy)+j(cx —asz)+kilay—bz),
S(hu)y=—(azx +by+c3),

ce qui permet d’écrire
lxy+jyi+ka
=(ix+Jy+ kz)cosd
—+[i(bz—cy)+Jj(cx—as)+k(ay—bzx)]sinh

+a(ia+ jb + ke) (az+ by -+ cz)sint -

En identifiant on obtient

‘ ry=zcosb+(bz—cy)sint+2a sinﬁg(a.z‘%—by—#cz),

() {yi=ycosb+(cx—asz) sin0+2bsin’g(ax+by+cz),
z = ,5‘cose+(ay—bx)sinO-&—‘zcsin?g(az+by+cz).

Remarques. — Si OM et OR sont perpendicu-
laires, on a az + by + ¢z = o et 'on retrouve les for-
mules (4).

Si § ==, on a des formules évidentes ¢ priori et qui
expriment que P est alors le milieu de MM,.

7. Nestjustede rappeler encore que les formules (4)
et, par suite, les formules () peavent s’obtenir trés
aisément sans le secours des quaternions.
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En conservant les mémes notations, transportons
I'origine des coordonnées au point P, par une transla-
tion égale a OP. Soient X, Y, Z et X\, Yy, Z, les
coordonnées de M et M, par rapport aux nouveaux
axes. Prenons un troisiéme systéme d’axes définis ainsi :
PZ ala méme direction et le méme sens que PM; PZ
est confondu avec I'axe OR; enfin P est perpendicu-
laire & PE et PZ et orienté de facon que le triédre PEnZ
soit de méme espece que PXYZ et Ozys. Sig,n, {sont
les coordonnées nouvelles de M,, on a

E=rcosl, 1, = rsinl, {=o0

avec = PM. Les cosinus directeurs de P% par rapport

.

. X Y 7
aux premiers axes sont - —, -5 ceux de PZ sont, par

hypothése, @, b, ¢ et ceux de P+ ont pour valeurs
v ? ) i l

VL—eX eX—al a¥bX
” r >
On a donc
Xx——:/'coso;}:—f-rsinou,
¢'est-i-dire

(3" Xy=Xcos8+ (6Z —cY)sinh,

el pareillement pour Y, Z,. On obtient ainsi les for-
mules (4) et I'on passe ais¢ément de ces formules aux
formules (7) en remplacant X, Y, 7Z par z — x,,
¥ =0 s—35 et Xy, Yy, Zy par &y — x¢, ¥i— Vo,
Zy— 3o, OU Zy, ), 5o désignent les coordonnées de P
par rapport au premier systéme, ¢ est-a-dire

ro=alax + by +c3),
Yo=b(ax +by + c3),
z9g=clax + by +cz).
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SUR LA DEFINITION DE LA FONCTION e%;
Par EuciEne FABRY.

La méthode classique pour définir la fonction expo-

. . . L. 1 \”
nentielle consiste a chercher la lIimite de (l—k;;)

pour m infini, et a démontrer que cette limite est
donnée par une série dont la valeur numérique est

. . . . @&\ ™
représenlée pare. On démontre ensuite que (1 —+ ;;)

. R 1\ mx L.
a la méme limite que (l —+ ”~l> y et que cette limite
\
est aussi représentée par uue série qui donne

xr2 ah
=14 & 4 — L
R n.
Une autre méthode consiste a représenter par f(x)
la fonction délinie par cette série, a étudier ces pro-
priétés par des combinaisons de séries, en particulier

Sl +y)=f(x)/(y).

En donnant a x et y, successivement, des valeurs
entiéres, fractionnaires, incommensurables, on en
déduit

S(x)=ex.

Je veux montrer que 'on peut simplifier ces démons-
trations, en suivant une marche inverse plus directe,
et en partant de la fonction a.

Supposons @ >>1. Si'x est entier positif, a® est un
produit de z facteurs égaux. Siz est un nombre frac-
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tionnaire, on a la racine d’un produit. Si z est incom-
mensurable, on peut former une suite de valeurs com-
~ mensurables, et représenter par a® la limite des valeurs
correspondantes. De ces définitions on peut déduire la
propriété fondamentale

ar+y = a%¥.ay,

ou z et y sont deux nombres positifs ou négatifs.
Pourvu que @ > 1, a” augmente avec z; car, si y > o,

ar*+y= a%*.ary > a’*.

at — |

augmente aussi avec z. Le but de ce calcul

étant de former la dérivée, nous éviterons de 'utiliser.
Il s’agit de démontrer directement que

a* —1 - ay — i
>

z Ty

-~

(1)

»

sia>1,x >y >>o. .
Supposons d’abord que z et y aient un rapport com-

mensurable :
x
z_Y_
P q9
ou p et g sont entiers. Soit
a: =0,
a* = ar:= br, a)y= b1.

L’inégalité (1) a démontrer devient :

bP —1 > b7 —1
P q

(P>q)

ou, en divisant par b — 1, qui est positif :

qOP - bP2 - - b4 1)> p(bT- 1+ b1 2 ...+ b 1),
GqOP=1 - bP2 4 4 b1) > (p — q) (b7 + b2 +,..+ b +1).
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En considérant chaque produit comme une somme
de ¢, ou de p —g, termes égaux, le premier membre
renferme ¢ (p—¢) termes, dont ¢ sont toujours égaux
entre eux; le second membre renferme de méme
(p — q)q termes, dont p — ¢ sont, chaque fois, égaux.
Chacun des termes du premier membre est supérieur a
chaque terme du second membre, et I'inégalité est dé-
montrée.

Si le rapport des nombres x et y n’est pas commen-
surable, on peut choisir des nombres u et ¢, ayantavecz
des rapports commensurables, tels que

r>u>y>v,
on a alors
ar’'—1 _ at—1 a’-——1
= > 3
x 112 1%

on pourra former des suites de nombres u et ¢ dont la
différence tendra vers zéro, ce qui permet d’étendre
Pinégalité (1) au cas ou y et 2 ont un rapport incom-
mensurable.

Si z prend des valeurs positives décroissantes et
a¥* —1

tendant vers zéro, décroil et tend vers une limite

que nous représenterons par A.

Si Pexposant prend des valeurs négatives — z, qui
augmentent et tendent vers zéro, lalimite serala méme,
car

a—*—| [ a*—1

— ax x

Le premier facteur tend vers 1, le second vers A. La
dérivée de a® est la limite, pour 2 =o, de
ax+h — qx alt—1

h =a* o’

cette limite est Aa”.
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1l en résulte que A ne peut pas éire nul, puisque a*
n’est pas unc constante.
La dérivée seconde de a* est A2a”.
La dérivée d’ordre n est Ara*.
En appliquant la formule de Mac-Laurin, on en
déduit le développement en série: :

A2 Angn
e Y

a* =1+ Ax +
Nous représenterons par e la valeur que doit
prendre @ pour que A ==1; par définition, la limite de

el —1
h

b

pour, o = o, sera 1. Alors

. <,~‘2 an
e¥=1—42r4+ ——+...+— —
o

Pour z =1, on en déduit la série qui détermine la
valeur numérique du nombre e.

[0'5a]
SUR LES VOLUMES TOURNANTS;
Par A. BUHL.

(Suite.)

9. Rappel du probléme. — Le probléme le plus
général posé dans 'article précédent consistait a déter-
miner des surfaces telles qu'un contour fermé, tracé
sur elles, donnait, en tournant autour de deux droites
fixes, D et D', des volumes tournants, V et V', de
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rapport constant, c’est-a-dire tels que

mV=nV'

lL.es droites D et D' avaient pour équations

(D) (=
[ z=ylangw;
() gzz‘“
3z =— ytangw.

Dans ces conditions les surfaces cherchées sont les
hélicoides

X - .
(19) Y =/are lallg7-+j('k'-'+l.‘1),

en lesquels
a(up?—v2)sinw cosw
12costw + v2sinZw

Pour le déplacement qui fait passer des x, y, z aux
X, Y, Z on se reportera aux relations (15). Rappelons
encore que

pr=m-+n, V= mo—n.

L’axe de P'hélicoide (19) a pour équations \ = o,
7= o, ou
_ auy
(»0) ) # = o
' vsinwy = pcosw z.

Cetaxe HY, si H est origine pour les coordonnées X,
Y, Z, fait, avec Oy, un angle Q qui se trouve étre aigu
dans la figure que nous imaginons.

10. L'axe HY est axe central pour deux vecteurs
respectivement portés par D et D'. — Sur D portons
un vecteur AD = m et sur D' un vecteur A'D' = — n.
On peut convenir que A et A seront sur 'axe OHz.
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Alors, avec les notations habituelles de la théorie des
vecteurs, on peut avoir

X
Ll

o, Y;=mcosw, Z,= msinw,

o, M;y=—amsina, N; = am cosw,
pour les composantes et lesmoments de AD relativement
aux axes Ozys. De méme, pour A’ D) on peut avoir
Xy = o, Y, = ncosw, Z,=—nsinw,
Ly=o, M;=— ansinw, N;=—ancosw.
Toujours avec les notations connues ('), les équa-

tions de 'axe central des vecteurs AD et A’ D’ sont

3Y—yZ M+2Z N—=zY
o Y z

et, si 'on y remplace Y par Y, 4-Y,, etc., on retrouve
les équations (20). Donc l'axe central de AD et A’D’
n'est autre que HY, azxe de U'hélicoide (19).

Si Pon projette AD et A'D’ sur le plan ZHz normal
a HY, la somme de ces deux projections doit évi-
demment étre nulle et ceci donne

msin(w—Q)=nsin(n -+ Q),

ce qui n'est qu'une autre forme de la relation déja
obtenue
m-—n
n—+n

tang @ = Langw,

De celle-ci.on peut déduire, par des calculs fort
simples,

. l
tang(w + Q) = —— tang (w
o( ) A ’ o( r

(') P. ArpeLL, Traité de Mécanique, t. I, 3* édition, p. 19. —
G. K&nigs, Lecons de Cineématique, p. 36.
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ce qui équivaut & une égalité bien connue ('), qui,
avec des notations analogues a celles de A. Mannheim,
s’écrit
HA tang (D', HY ) = HA  tang (D, HY).

En s’appuyant sur ces résultats, on démontre faci-
lement que, sur lhélicoide central, U'hélice passant
par A rencontre normalement, en A, la droite symé-
trigue de AD par rapport au plan 0 z. On pourrait
évidemment continuer ainsi et retrouver lous les
théorémes attachés a I'hélicoide central d’un systéme
de vécteurs, systéme toujours réductible a deux vecteurs
tels que AD et A’D’. )

A propos de ces nombreux théorémes et de toutes
les références bibliographiques qui pourraient les con-
cerner, il me semble juste de faire un éloge spécial des
Principes et Développements de Géomeétrie cinéma-
tigue dus au regretté Mannheim; sa géométrie de
I'espace débute précisément par un trés grand nombre
de propositions analogues a celles (ue nous venons de
rappeler, propositions auxquelles, en résumé, on peut
joindre la suivante : Les contours fermés tracés sur
Uhélicoide central relatif a deux vecteurs donnent,
en tournant autour de ceux-ct, des volumes de révo-
lution de rapport constant. Et comme on l'a vu,
Uinfinité d’hélicoides possibles correspond alavariation
du rapport des volumes de révolution considérés.

Il ne doitpas non plus étre sans intérét de remarquer
‘que la théorie de'hélicoide central a été ramenée ici a
I'étude d’une certaine équation aux dérivées partielles
du premier ordre.

(") A. MANNHEIM, Géomeélrie cinématique, p. 116. — A, SCHENFLIES,
Geometrie der Bewegung, p. 168.
Ann. de Mathémat., 5° série, t. I1. (Juillet 1924.) 29
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[I2c]

DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE L’INMCATEUR ;
Par G. METROD.

1. Dans la démonstration habituelle de la formule
qui donne le nombre ¢ (m) des entiers premiers avec
I'entier m et non supérieurs a m, on part d’un systéme
complet (mod m) dans lequel on supprime les entiers
non premiers avec m.

On peut appliquer la méthode inverse, c’est-a-dire
former directement le systéme des entiers premiers
avec m; on obtient ainsi une démonstration simple de
la formule de I'indicateur de m. '

2. Soit p* une puissance du nombre premier p.
Dans le systéme de numération de base p, tout entier
inférieur & p* peut s’écrire sous la forme

Ty p*1 —+—z}x_2p°‘"+ oo pxy 20,

dans laquelle les z sont des entiers égaux a p —1 au
plus. Quand on donne aux x toutes les valeurs entiéres
de o a p —1, Iexpression précédente parcourt I'en-
semble des p* nombres inférieurs a p=.

Parmi ces nombres, ceux qui sont premiers avec p
sont ceux pour lesquels z, n’est pas nul; leur nombre
est donc :

¢(p*) =p*t(p—1)

3. Soit maintenant un entier quelconque m décom-
pos¢ en ses facteurs premiers, dont le nombre est v:

m=a*bB... 0
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Considérons 'expression

m m m
22 T1E PE T 2y
si z, parcourt un systéme complet (mod a*), x, un
systéme complet (mod bB), ..., z, un systéme com-
plet (mod %), I'expression prend m valeurs formant
un systéme complet (mod m).
En effet 'expression considérée ne peut étre congrue
a o (mod m) que si elle est congrue a o suivant cha-
cun des modules a%, b8, ..., [* ce qui exige
& =0 (mod a%),
Fy=o0 (mod b8),

B I Y

(mod ).

ll
o

Ty

Pour qu’un entier soit premier avec m il faut et il
suffit qu'il soit premier séparément avec a*, b8, ..., [,
¢’est-a-dire que z, soit premier avec a®, z, avec b8, ...,
x, avec {*. On obtient donc un systéme complet de
nombres premiers avec m en faisant parcourir & , un
systéme complet de nombres premiers avec a%, & x, un
systéme complet de nombres premiers avec &%, ...,
a x, un systeme complet de nombres premiers avec I3

On a donc

o(m)=¢(a*)o(bB)...o(D),
=m (1=2) (1=3) -+ (t_;)-

4. La méthode peut étre généralisée pour calculer
indicateur de 4™ ordre. On sait qu’on appelle indi-
cateur de A*™ ordre de ’entier m le nombre des arran-
gements &k a k avec répétition des entiers o, 1,...,
m — 1 tels que ces k entiers et m soient premiers dans
leur ensemble.
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Considérons d’abord le cas d’une puissance p* d’un

nombre premier p. Un systéme de A entiers inférieurs
a p* peut étre représenté par les k expressions

—1 (1) — (1) (1 (1)
prlazld) 4+ pe2zll), ..+ px,V 4 x'.

P 1 x.ul) + p*- -2 .1‘(,‘) “+... +pxl(/f) _*_xo(k)’

dans lesquelles les 2 sont au moins o et au plus p — 1.

Les x parcourant séparément les entiersdeoap —1,
ces expressions engendrent les p“" systémes de &
entiers (mod p%).

Pour que le plus grand commun diviseur des entiers
d’un tel systéme soit premier avec p* il faut et il suffit
que les nombres z, ne soient pas tous nuls.

On a donc pour l'indicateur de ki*me ordre la for-

mule
ok (pu) = pla=Vk (pk—1)

ok (p*) = p* <' - I_"7‘>

3. Soit maintenant

au

m=a*bB ... I

Le nombre des arrangements complets A a 4 des
enticers d’'un systéme complet (mod m) est mk. L'un
quelconqu(’ de ces arrangements est représenté par ]Ls
L expressions

m m m -
‘1) AT MARPSED!
x )+ a R o '
«® b3

Si les #, parcourent séparément un systéme complet
(mod a%), les 2, un systéme complet (mod b8), ...,
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les x, un systéme complet (mod 2), 'ensemble des
k expressions précédentes parcourt tous les arrange-
ments complets & a & d’un systéme complet (mod m).

Pour que le plus grand commun diviseur d’un sys-
téme de & entiers soit premier avec m, il fauat et il suffit
qu’il le soit avec a*, b8, ..., [*. Unsystéme de 4 entiers
posséde cette propriété lorsque les z, forment un sys-
téeme de A entiers dont le plus grand commun diviseur
est premier avec a%, ..., les x, un systéme de £ entiers
dont le plus grand commun diviseur est premier
avec [’

On a donc pour l'indicateur de A ordre

or(m) = @i (a%) 9 (08) ... wp(l)
. 1 1 1
=nzl.<]_ﬁ> (;__ZB> <1_B>.

6. La méthode peut aussi s’appliquer ala théorie des
entiers et des idéaux d’un corps algébrique.

Soient P un idéal premier d’un corps algébrique,
p un entier de ce corps divisible par P mais non par
P2, Vexpression

PEl oy +p* 2oy s+ .+ p X+ T

parcourt un systtme complet (mod P*) lorsque les z
parcourent séparément un systéme complet (mod P).
On s’en assure en observant que I'expression ne peut
étre congrue a o que si tous les x sont congrus a o
(mod P*).

D’autre part, soit M un idéal composé

M =AxBB ... L)

A, B, ..., L étant des idéaux premiers. Choisissons
dans le corps algébrique un entier a divisible par A
/
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. . M . ..
mais non par A2 et premier avec F; un entier b divi-
2 .
sible par B mais non par B2 et premier avec Bﬁ’ cae
un entier { divisible par L mais non par L? et premier

M
avec

i3 puis posons

m=a*bB ... I\

Cet entier m est divisible par 'idéal M et le quotient

n .
3 st premier avec M.

On voit alors que I'expression

m m
;‘—— bB Zg +. +l)\.7‘,

donne un systéme complet (mod M) lorsque x, par-
court un systéme complet (mod A%), x, un systéme
complet (mod BB), ..., z, un systéme complet(mod L*).
La démonstration se¢ continue ensuite comme dans les
n* 2 et 3. On raisonne de méme pour l'indicateur de
kitme ordre.

7. La méthode que j'indique peut encore servir a
résoudre d’autres questions analogues, par exemple la
suivante qui constitue une extension de la notion de
Vindicateur (Lucas, Théorie des nombres, n° 221).

Trouver le nombre des entiers 2 de la suite

0, 1,2, +.., m—1I

tels que
h—ey, h—ey, ..., h—e;

soient premiers avec mje,, €y, ..., €; étant des entiers
donnés.
On trouvera facilement que ce nombre est :

n(i— ) (1) (- ),

\
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‘a, b, ..., [ étant les facteurs premiers de m; u, le
nombre des entiers e différents (mod a), p, le nombre
des entiers e différents (mod b), ..., u, le nombre des
entiers e différents (mod /7).

[R9ODb]
NOTE SUR LE ClIOG
EN TENANT COMPTE DU FROTTEMENT DE GLISSEMENT;

Par MM. DELASSUS er PERES.

Dans tout ce qui suit nous adopterons uniformé-
ment les notations employées‘dans les deux articles de
M. Pérés (1), que larticle actuel est destiné a com-
pléter sur certains points.

1. Commencons par préciser les hypothéses ou, plus
exactement, les approximations classiques habituelles.

Dans la théorie du choc sans frottement il y a, a
chaque instant du choc, une réaction normale tres
grande ; cette réaction est normale & la liatson défor-
mée par le choc, elle a donc une direction variable
mais (c¢’est un fait d’expérience) elle donne naissance
pour la totalité du choc a une percussion de réaction
qui est normale & la liaison non déformée; la solution
ne fait intervenir que U'instant initial et I'instant final
donc élimine la déformation.

Il n’en est plus de méme pour le choc avec frotte-
ment. 1l faut alors, en général, faire intervenir la suite

(') PERES, N. A., 5 série, t. II, 1923-1924, p. 98 et 216.
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continue des états intermédiaires en tenant compte de -
la déformation ou en la négligeant. Dans la théorie
classique, a laquelle se rapporte cet article, on néglige
ladéformation etl’on applique au mouvement pendant
le choc les lois ordinaires du frottement, la réaction
normale et la réaction tangentielle étant définies par
la liaison non déformée.

2. Les approximations ainsi faites qui, dans le cas
d’un frottement négligeable, conduisent en accord avec
Pexpérience a une percussion totale normale a la
liaison non déformée, reviennent, en somme, a assi-,
miler le mouvement de choc avec frottement & un mou-
vement ordinaire avec frottement, mais il reste
ncanmoins une différence essentielle :

Dans le mouvement ordinaire la vitesse normale W
est constamment nulle ; dans le mouvement de choc il
n’y a pas de mouvement normal, puisqu’on néglige la
déformation, mais cela n’empéche pas W de varier en
passant par une suite continue de valeurs. Au mouve-
ment tangentiel vient s’ajouter ce que I'on pourrait
appeler un mouvement normal de vitesse. Quand le
choc est sans frottement W va constamment en crois-
sant de sa valeur initiale négative W, a la valeur
positive — e W, qui indique la fin du choc; quand le
choc a lieu avec frottement ce mouvement constam-
ment croissant de W n’existe plus forcément, mais nous
continuerons a admettre cue la fin du choc est arrivée
quand W atteint pour la premiére fois la valeur —e W y;
c’est ]a une hypothése et non plus une approximation,
elle est commode comme donnant une définition unicue
de la fin du choc, mais ne pourrait se justifier que
par des expériences qui n’ont jamais été tentées.

3. Du fait que W était constamment nulle pour tout
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mouvement ordinaire résultait que les réactions ini-
tiales de tous les mouvements obtenus en faisant varier
le coefficient de frottement avaient leurs extrémités sur
une méme paralléle au diamétre conjugué D de Oy
dans Dellipse © =1 (cas du plan) ou sur un méme
plan paralléle au plan diamétral conjugué D de Os
dans Pellipsoide ¢ =1 (cas de l'espace) et cela condui-
sait a Uimpossibilité du mouvement chaque fois que la
vitesse initiale de glissement indiquait une réaction de
glissement au-dessous de la droite ou du plan D ().

On est tenté, par généralisation, d’appliquer ce
résultat au mouvement de choc puisqu’on I'assimile a

un mouvement ordinaire avec froltement, mais cette
généralisation est fausse. Pour s’en convaincre, il suffit
de reprendre le cas d'impossibilité du mouvement plan
avec frottement; nous avons des conditions initiales
(C) d’impossibilité du mouvement, 'expérience nous
apprend qu'il y a choc ramenant brusquement aux
conditions initiales du roulement (2); mais ce choc
elfectif débute par ces mémes conditions (C) ; donc,
pour le choc, celles-ci ne sont pas des conditions
initiales d'impossibilité. ]
Cela tient en réalité a Vexistence, dans le cas du
choc, du mouvement normal de vitesse. Deux mouve-
ments de choc 4 débutsidentiques donnent des vitesses
W et W, qui ne sont pasidentiquement nulles de sorte
qu'on ne sait rien sur W—W, ni sur d—“-[—d—“—l> ;
dt dt /o’
comme la propriété de la droite D ou du plan D
résultait de ce que cette quantité était nulle dans le
mouvement ordinaire, on en conclut qu’elle n’existe
plus dans le cas du mouvement de choc. Ainsi :

() DELAssUSs, V. A., 4° série, t. XX, 1920, p. 48).
(3) 1bid., p. 491. :
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Pour le mouvement de choc il n’existe jamais de
conditions initiales d'impossibilité et la discussion
de M. Pérés (plan ou espace) s’applique toujours.

4. Revenons au cas d'impossibilité du mouvement
ordinaire plan. Il se produit au début un choc qui n’est
intéressant que par son résultat final connu d’avance,
mais dont on peut facilement étudier la nature en
remarquant qu’on est dans le cas (¢) de la discussion
plane de M. Pérés puisque M, est sur Oz et p entre
A et K;il y achoca deux périodes G et R amenant
au point M, placé en O. -

Essayons d’étudier le cas analogue de I’espace. On
suppose que les conditions initiales (C) conduisent a
une réaction initiale Xy, Yy, Z, dirigée suivant une
demi-génératrice du cone positif de frottement située
au-dessous du plan D. 11 se produit choc avec frotte-
ment, le point de dép:irt M, étant dans le plan des zy
et tout ce que nous savons a priori sur ce choc c’est
qu’il sera suivi d'un mouvement ordinaire, donc qu’il
transformera les conditions (C) d'impossibilité de mou-
vement en conditions (C') de possibilité de mouvement,

Ces conditions (C') ne sont plus, comme dans le cas
du plan, connues « priori et <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>