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[DIK]

RÉSUMÉ IIKS PRINCIPALES PROPRIÉTÉS
M S POLYNOMES ORTHOGOMIJX ( * ) ;

l*\R N. JU5RA.MESCO.

Les solutions de quelques anciennes questions non

( l ) On a, en cfl'ct,

l ( / \ _ 4 _ i(Ç) -_& l ( / \ •= indice de ^ ,
\g/ \J / \£J g

signature de la forme
quadratique ƒ. g.

S

Donc
H5) = •(/-)•

or, s e^t égal ii o ou à ± i . Il e>t égal à o si - a le même signe aux

deux limites de l'intervalle—oc, -+-oc.
Ce Mgne est celui de (—i)Pky k étant le rapport des coefficients

des termes de plus haut degré de ƒ et g pour x = — oc, de À"
pour a: — oc.

il faut dont, pour que e = o. que ( — I ) F > o : p pair.
(*) Voir pour la bibl iographie : ( ! ) Encyclopédie des Sciences



( «67 )
résolues des Nouvelles Annales de Mathématiques
étant liées avec la théorie des polynômes orthogonaux,
et comme ces polynômes ont une grande importance
dans la représentation des fonctions par des séries de

mathématiques, t. II, vol. V, fasc. 2; P. APPELL et A. LAMHKKT,
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( : i ) H K I N E , Handbuch der Kugelfunktionen (2e é d i t i o n , B e r l i n ,

.878).
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polynômes, nous croyons qu'il ne sera pas sans intérêt
de faire un résumé de leurs principales propriétés
qui ont déjà été décrites dan*> divers Memoires.

1. Considérons une fonction <p (x ) , positive et inté-
grable dans l'intervalle (ör, b). Les polynômes P0(ÛT),

Pt(x ) , . . ., Va(x), . . ., de degré égal à l'indice, qui
\érifient les relations d'orthogonalité

t f ' X )\> P ( r — o (m

I <p(x ) \ y l ( x ) d e = \n— c o i i * « l . ,

s'appellent polynômes orthogonaux.
La propriété Jondamenlale du polynôme ortho-

gonal
\\(T) = clltnT'l-h O/.w-i^'"1 — • • -H" CWi0

est de vérifier les égalités

j,

I o(x ) xK Vn(x) dx = o, k = o, i. >. . . ., (n — i ),

d'où l'on peut déduire des valeurs proportionnelles
pour c/lf0, . . . , cnn.

2. Le polynôme Pn(x) est unique, bien déterminé,
complètement de fini à un facteur constant près, dont



( < 6 9 )

la valeur est donnée par la seconde des relations ( i ) ,

b

/
v(x) PS (a?) dx = T,|.

3. Le polynôme P,t(x) peut s'écrire

g\

- • • gn
• • • gn+l

rn-\ gn
I X

Prenant cn n = i, on a ( ' ° )

F=(or—

^,= / o(t)t*dt.
J a

i. Le polynôme Pn(x) peut se mettre sous la
forme (10)

( b ~ a )" n !

<J/W (x) étant une fonction finie pour x = a, % = b.

e"i. L'équation Pn(x) = o a toutes ses racines ( l 0)
réelles, distinctes et comprises dans Vintervalle

6. Supposons que <]>*(#) reste la même (*°) pour
tous les polynômes Pw(#) et soit ty(x) sa valeur. PM(a?)
esi /e coefficient du tn dans le développement en



série de t de Vexpression ^—11 _£, z étant la racine de
r cp(» dx

l'équation
(z — a)(z — b)

! z x t o
z = x -+- t b — a

qui peut se développer avec la formule de Lagrange.
Cette expression est une fonction génératrice pour
les polynômes Vn (x).

Cas particuliers : i° <p(#) = <|̂ (.r) = i, a = — i,

Z) ÔX

2H{'2tt — l). . .(/l -h \ )
( X) = ——-:

9.{'in — i) '>.{m — i) ( 2 n — 3) J

et Pw(.r) est le polynôme de Legendre.

2° v(.r) = >bn(x) = (i — z? (i — xy-, ). + i > o ,
[x-f-i>o, a = — i, ft = i;

- = .r 4- - ( i — s2), ^ = - ( — i-h / i -f-

'11 i
2tX

X (i — / -f-

étant le polynôme de Jacobi et Ton a, obser-



vant ( i ) ,

m(jr) P„(x)dx = o (m$n).

7. Si o{x) = tyn(x) = (x- a)l(x — bY, X-+-1 > o ,
( JLH-I>-O, le polynôme Pn(a?) rfe Jacobi vérifie
Véquation différentielle (10)

X -f- ui) a : — ÖT(;JL + I ) - - b ( \ - h i ) ] -ƒ•

= O,

r autre solution est

—, ] r ( x — a )->* (x—b) V-

h

X r (ï-a)»+/'(«--è)''+P-(/-.r)-"-1^.
KJ ff

Cas particuliers : i° 'f(x) = ^n{x) = i, a = —i ,
6 = i; le polynôme de Legendre P„(#) vérifie l'équa-
tion différentielle

2° o(ar) = »}/;(j?) = (.r2—-a2/, / + i > o ; le poly-
nôme

(2) Pn(x)= ^ ( ^ - a 8 ) - ' ^ ! ^ * — « 1 ) / l + / ]

vérifie l'équation différentielle

(3) (a?2— or2) - j ~ -h 2iP(i -h O"T"
doc cLx



Comme application, considérons le problème 136") (N. A.,
1881, p. 381; 1917, p. 232) :

Démontrer que l'équation

'xi'xn — 1 )

(n ~ l)(n — / — i)(n — l — 2) (n — l — 3)

2. .4 ( 2 n — 1 ) ( 2 n — 3 )

a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre —a
et -+- a ( Escary).

En désignant p = n — /, le premier membre de cette équa-
tion est le polynôme

VP=XP- -D
P 2(>p -h '1 l — I )

•).(ip - h 'il — I ) ( ').p -i-ll — 3 )

qui vérifie féquation différentielle (3) (où n est remplacé
par />); donc on a

P^ = K( x* — a*-)- 1 - ^ f (.r2 — «2)/;+/] (K == const.),

et donc (§ o) l'équation proposée Pp= o a toutes ses racines
réelles, distinctes et comprises dans l'intervalle (—#, H-a ) .

Une autre application est le problème 1360 (TV. A., 1881,
p. 38i; 1917. p. 232) :

Démontre/' que l'équation

'2 ( 2 Tl - r - I )

•}.( >.n — 1 ) ( 2 /i — 3 )

a toutes ses racines imaginaires, inégales et comprises
dans ^intérieur d'un cercle de rayon égal à a (Escaryj.

Remplaçant dans celte équation x par t\r, on obtient l'équa-
tion (4) qui a toutes ses racines réelles, distinctes, dans



l'intervalle (—«, -+-#); donc l'équation (5) a toutes ses
racines imaginaires, distinctes, de module plus petit que a, ou
intérieures au cercle de rayon a.

Une dernière application est le problème 1687 (N. A., i8g5,
p. 33: 1917, p. '238) :

On sait que r équation

d
(6)

peut s'écrire

(7)

dx»
x"(x — i)"l = o

1

1

'1

1

I

[

3

i

i

3
i

î

[ X X1 . . . X"

démontrer que i'équation

n^ï [ x" ( x — i )" ] = o

peut de même s'écrire

(8)

2.3

3

n(n

i

T4

i

. -+-
i

• 0 (/2

I

r
i

.r

Al - + - 2 J

(Al-hl)(A?-r-'2)

I

(AÎ-4-2)(AÎ-I- 3

( 1 n -4- 1 ) 1 n

Z)<? même r équation



'74 )
peut s'écrire

(n- ii) ... ('in—

n (n -+-1).. . (-2 n — k) "' ( n -h k) ( n -h k -h i} ... 2 n

(Lucien Lévy).

Le, premier membre de l'équation (6) est le polynôme de
Legendre (§' 6, i°), où a — o, 6 = i ; donc (§ 3) peut
s'écrire

g% • •• ïn

gn- 1 gn
1 X

donc l'équation (6) a la forme (7) . Dérivant îe piemier
membre de (7) , on trouve

= : K

n n H- 1

o *i

n - h -2

'2JC

I

Tl -+- I

I

n -H -2
(K = const.).

En retranchant des éléments de la ligne du rang n multi-
pliés par n, les éléments de la ligne du rang (/? — 1) multipliés
par (n — 1); des éléments de la ligne du rang (n — 1) multi-
pliés par (n — i) , le* éléments de la ligne du rang (;? — 7.)
multipliés par (n — 2), et ainsi de suite, en retranchant des
éléments de la deuxième ligne multipliés par 2, les éléments



de la première ligne, on trouve

2 . 3

i

n(n -+-1 )
f

(n

3.4

4T5

1

+ i)(fl + a)

IX

Kj = (const.),

( n -h 1 ) ( n -1- -i)

— i) in

et divisant les colonnes respectivement par 'iy 3, . . . , n, on
obtient la forme (8).

Procédant de la même manière avec l'équation obtenue, on
a, de proche en proche, la forme demandée pour la dernière
équation.

8. Les polynômes orthogonaux Vn(x) vérifient la

relation de récurrence (10)

(9) «-It*•)-(*-«»)

Cas particuliers : i° <p(.r) = ^„(a?) = i, <̂  = — i ,
= i ; les polynômes de Legendre vérifient la relation

(n

Dans le cas des polynômes (4) qui naissent de la série



hypergéomé trique,

P„ = -L xi -Y(i _ #)y-a " f ̂ n+y-1 (, _ a^/n

on a

( -̂  /•< - ( - a H - 1 ) ( •> At -+- a )

[ *2 /i* -f- 2 a n -+- ay — y 1 _x
« — , • • P„

( '2 Tl - h a — i) (ïn + a + i j j

(n -f-y — i ) ( n + a - y )
; — I n - l = = O .

( ( )

9. La limite ( n ) (iw rapport -~^-——pour n->co

tend vers une racine de Véquation

b — a \ 2 /

déduite de la relation (9) qui est une relation de récur-
rence de Poincaré (1 3).

Les courbes de convergence des séries de Poincaré,
£a n P n (#) , à une variable complexe, sont des ellipses
de foyers a et b.

10. La limite de y/P„(.r) pour n ->oo est (9)

dt

t — a \ x t — b)

d'où Von déduit que les courbes de convergence des
séries de Poincaré, ^EanPn(x), sont des ellipses de
foyers a et b.

11. Les polynômes Pn(#) so/i£ les dénominateurs
des réduites d'ordre n du développement de la/onc-



( '77 )

lion

en fraction continue ( n ).

12. Les polynômes Vn(x) interviennent dans la
théorie des quadratures mécaniques (5). La valeur
approchée de l'intégrale

rb

I = / u(x)J(x)dx
J aest

xK, .. ., x, étant les racines du polynôme Pw(.r).


