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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES 

ASYMPTOTHiUES B'IM SURFACE. FORMULES DE LELIEPRE; 

PAR M . BERTRAND G A M B I E R , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lil le. 

1. M. Lelieuvre a donné des formules, devenues classiques, 

pour les surfaces rapportées à leurs asymptotiques 

( • - / ( " S ^ M ' - Ê ' - . " * ) * . . 

I - - / ( • • £ (•• £ - « - ï ) 

les trois fonctions (?/, ç), 0 2 (a, p), i>) étant solutions 

d'une même équation du second ordre 

(PO 
(I) = * ( « , , ) 6,. 

où & est une fonction quelconque de 'a, v. 

On peut rattacher ces formules à la propriété caractéristique : 

Tout le long; d1 une asymptotique, la droite MMr joignant 

deux points infiniment voisins est aussi la droite commune aux 

plans tangents infiniment voisins en M et M7. 

Cette définition, de caractère nettement dualistique, doit être 

confrontée avec les coordonnées pliickériennes de la droite, dont 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Octobre 1925.) 1 



le caractère est aussi dualistique, car on les obtient aussi bien en 

donnant deux points de la droite qu'en donnant deux plans la con-

tenant : la comparaison conduit aussitôt aux formules ( L ) et aux 

formules analogues pour les coordonnées tangentielles de la sur-

face. 

Si nous prenons des coordonnées homogènes (par rapport à un 

tétraèdre de référence quelconque), les coordonnées homogènes 

(xy y, z, t) d'un point d'une courbe sont fonctions de M; le point 

infiniment voisin est défini, par exemple, par 

(x -+- dx, y h- dy, z -+- dz, t -h dt); 

un point de la tangente peut donc s'obtenir, par exemple, en 

retranchant les«coordonnées homologues et divisant par du] on a 

ainsi le point 
/ dx dy dz dt\ 
\ du ' du du ' du ) 

associé au point Zj t) pour définir IÉL tangente. Cela posé, 

sur une surface S, considérons les coordonnées-points y, z, t) 

et les coordonnées-plans (5, 7|, Ç, T) toutes fonctions de u, v. 

D'après ce qui précède, la tangente à la courbe v = const. est 

définie par les deux points 

(2; 

dx dy dz dt I 
du du du du 
x y z t I 

et la tangente conjuguée par les deux plans 

(3) 

Si les courbes v 

cident. 

? -n C x 
¿1 dri dÇ <h 

du du du du 

const. sont asymptotiques, ces droites coïn-

2. Rappelons quelques résultats simples de la géométrie réglée ; 

prénons provisoirement des notations plus commodes pour notre 

but. Soit une droite définie par deux points 

( 4 ) 
X1 X2 

y\ y* „y* y* 



(6) P14) Plh, PU, /?23) P 31) P12 

liées par la relation 

(7) 

A tout système de six nombres (6), définis à un facteur arbitraire 

près de proportionnalité et vérifiant (7), correspond une droite et 

une seule. L'interprétation géométrique des pik est aisée et 

démontre d'ailleurs l'affirmation qui précède, car 

sont les coordonnées d'un point de la droite; or, pour 

¡j. = — xh. on obtient le point (/>14, /?24, ^34? o), de sorte que 

( f y 4? P2\, Pzh) sont, dans le plan x^ = o, les coordonnées homo-

gènes de la trace de la droite sur ce plan. 

Si l'on prend les traces sur les plans x2\ #3, xk, on trouve 

et en vertu de (7) on aperçoit aussitôt que, multipliant chaque 

ligne de (8) respectivement par pz/n /?/<2, p23 et ajoutant, on 

trouve zéro dans chaque colonne, ce qui démontre bien que les 

trois (et par suite quatre) traces sont sur une même droite. Multi-

plier les x par une même constante, ou les y, ou remplacer deux 

points par deux autres sur la même droite, ne fait que multiplier 

les pik par un même facteur. 

Définissons maintenant la droite par deux plans 

/ \ Ui LU i/o H r 

(9) • 
Vl P2 

La trace sur le plan est définie par le systèm« 

x4 = 0, U^OCi H- - f - U?,XZ = O. Vt&l -H ^2^2 #3 = O,. 

(Xa?i-H fxjKi, ^2-+- y-y-t, 

(8) 

Pn O />32 P 4 2 
P\Z Pri o P43 
p14 /?24 /?34 O 
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de sorte que si l'on pose 

(10) qik— Uii>k— ukvi (i, k — I, 2, 3, 4), 

on voit que (<723? <J\21 o ) sont les coordonnées homogènes de 
cette trace. Mais alors les six quantités homogènes 

peuvent servir aussi de coordonnées pliickériennes à la droite et 
l'on a 

(12) £î® = . = i i î = i î i = = ' 
5 />23 />31 />12 

On a les mêmes coordonnées, dans un autre ordre ( 4 ) . Cette 
remarque conduit aux formules de Lelieuvre. 

3. Les courbes 'v = const. étant asymptotiques, les coordonnées 
pliickériennes de la tangente à une telle courbe s'obtiennent au 
moyen des tableaux (2), (3 ) indifféremment. Si Ton multiplie 

y, t par une même expression (fonction ou non de u, e), on 
ne change pas la surface, mais on multiplie les par le carré de 
cette expression. On peut donc, sans restreindre, supposer les 
identités 

(11) ^Hj #34} #23, #31, #12 

(i3) 

ce qui peut s'écrire en posant 

6 

( l ) Bien.entendu ( qu, qu, qu, o) sont les coordonnées liomogènes du plan 
contenant là droite et le sommet du tétraèdre opposé a la face x ^ — a . 
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Si nous supposons les lignes, u == const., aussi âsymptotiques, 

on aura aussi, avec un facteur de proportionnalité p qui résulte 

des opérations déjà 

(16) t d - £ — x d - L ^ o ( — â r i 

dv dv >dv 

et analogues, en permutant circulairement oc, yy z et Ç. Les 

formules (16) se transforment en 

(U ) 
d i x 

Tv 17 
j 0e2 

et analogues. Exprimons maintenant que les expressions 

( 1 8 ) du 1 du du àh 
2 ~dv 

d$2 
>dï 

et analogues sont différentielles totales. On trouve 

(19) J 
^ efi O 3 

" du dv 
n ^ / m 

dy du 

et analogues. Les trois équations (19) et analogues étant multi-

pliées respectivement par 9,, 02, 03 puis ajoutées, on trouve 

( 2 0 ) ( i + p ) 

e2 e3 

djU ¿63 
du du du 
àjh Mh à63 
dp dv dv 

Le déterminant qui figure dans (20) ne peut être nul s'il s'agit 

d'une surface non développable; en effet, d'après (i4)> 82, O3 

sont les paramètres directeurs de la normale à la surface ; la nullité 

du déterminant en jeu entraînerait celle de 

e, 

ou encore du jacobien 

¿e2 o àe-2 9 ^ 
du du 

o àe-2 

êh _ e d8> 03 — du 
, de3 

du 
e d8> 03 — du 01 63 ^ 

D t v r 
•D. (M, v) 



de sorte que le plan tangent à la surface resterait parallèle aux 
plans tangents d'un certain cône au lieu de pouvoir prendre une 
orientation arbitraire. Donc l'équation (20) entraine nécessaire-
ment p = — 1, et par suite nous avons démontré les formules ( L ) , 
en même temps que (19), où l'on remplace p par — 1, fournit le 
résultat exprimé par (1). 

En même temps nous pourrions poser 

(14') e , = - , e 3 = - -
Z Z Z 

et les équations (13) seraient complétées par 

( i3' ) 

^'àu 

t<h 

zàJL dz 
y du 

= 
du du 

dz 
y du 

àt dz' 
y dv dv ~ \ ôv 

dz' 
y dv 

et analogues : ces équations ne diffèrent des premières que par 
l'échange des lettres y, z, t et 7J, Ç, T. On aura donc aussi 

avec ©27 ®3 solutions de l'équation 

( o S = *«(«.••' )»• ' 

4. Sans insister davantage sur les nombreuses conséquences de 
ces formules (voir D A R B O U X , Théorie des surfaces, t. IV, Défor-
mation infiniment petite des surfaces), il y a intérêt à signaler 
quelques formes remarquables de l'équation (1). Prenons d'abord 

k(u, p) ==0; 

chaque fonction 9n 92? 83 est une somme d'une fonction de u seijl 
et d'une fonction de v seul ; écrivons 

(a i ) ôj = Uj 4- Vi, e2 = u 2 +y 2 , ô3 = u3 -+- v3, 
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on a 

i ^==v2U3-V3U2-h J U2 (iU3-U3rfU2—J V^Vs-Va^Vî, 

(22) | ^ == V âUi—Vt u3-h y UsdUi—VidU3-J* V3^Vi — Vi 

[ ^ =V1U2-V tUi-4- / U^Ua— U z d U i - f Vt V2 ¿V*. 

C'est une surface signalée incidemment par Darboux ( Théorie 

des surf aces y t. III, p. 368). On a la propriété intéressante : 

chaque point d1 une asymptotique, /a tangente à Vautre 

ligne asymptotique est parallèle à un plan fixe. 

Les surfaces japplicables sur le paraboîoïde de révolution sont 
définies par les formules (22), où l'on suppose de plus 

(24) = 

où p est le paramètre du paraboîoïde : on obtient des surfaces 
réelles pour p réel ou p imaginaire pure. 

Les surfaces développées des surfaces minima s'obtiennent pour 

(25) Ua + U3 + Uî = y ï+V î -+-V| = 0. 

On remarquera que, si l'on prend pour U*, U2, U3 des poly-
nomes entiers en U de degré 2, pour V1? V2, V8 des polynomes 
entiers en v de degré 2, les courbes w = const. et p = const. seront 
des cubiques gauches. On trouve ainsi certaines surfaces, qui 
appartiennent aux deux catégories précédemment indiquées, en 
prenant (e = ± : 1) 

Î
TT rr I -h k2 — U* TT / r I — A2 H- « 2 __ / - U 

v r I H- — V* - , r I — -+• P2 /T 9 V1 = ev/, ^ > V2 = £ \/ 1 J J — , v , « . / ^ , 

où k est une constante réelle; on obtient une surface réelle, sur 



laquelle u et v sont imaginaires conjugues pour les points réels de 

la surface; cette surface est de degré 12, classe 8; elle est appli-

cable sur le paraboîoïde de révolution réel x2-\-y'2 — 4^* J'ai 

étudié en détail cette surface, ou plutôt les deux surfaces obtenues 

pour s t—• —j— 1, puis e = - — 1, au Bulletin de la Société mathéma-

tique de France, t. L, 1922, p. i 5 3 - 2 i g ; j 'ai montré que l'une 

des deux surfaces, mais non L'autre," est physiquement'applicable 

sur le paraboîoïde. 

' Si l'on prend 

• TT / r i , - I - f -W 2 " /-
Ui= i/i ? L2= sji ? 13 = 

\ v 2 v 2 
i ' 2 7 ) S „ ' „ 

1— I Ç* /— 1 P"2 rr • 
V1 = £ 4fi , » • y 3 = e p } 

on obtient l'une ou l'autre des développées de la surface minima 

d'Enneper; le degré est encore 12,.la classe 8 et les asymptotiques 

imaginaires. 

La surface minima d'Enneper (degré 9, classe 6) est une autre 

surface correspondant aux U, V polynomes du second degré : on 

peut prendre pour elle 

Î
œ = 3 u 3 v 2. u'6 -h 2 v— 6u2v — 6mp2, £ = iu iv, 

y =s:' 3 u — 3 p -+- 2 uz — 1 v* H- 6 iï1 r — 6 u p2, n = — 2 u 1 v, ^ ' 1 z=i2uv; Ç-= 2P2—1, t = — i iuv — 8 m p ( î î 2 + p j ) . 

Cette surface correspond à 

4 y/3 3 p2) 4 / 3 + P2 ) 

© 3 = 1 

Cet exemple suffit pour montrer que les deux équations déjà 
citées 

( 3 o ) ^ = 



sont différentes : l'intégration de l'une se ramène à l'intégration 
de l'autre : j 'y reviendrai un peu plus bas. 

On obtient une surface encore plus simple, de degré 6 et 
classe 4 par les formules 

ix = u — P, . y = M 2 - I - P 2 , z — (u-F-P)3; 

X = — ( U,-F- P ) ( U*1 -H P2 — 4 UV ) , qui correspond à 

3 ( I T S — P 2 ) A Ï 

y/5 7 • y/3 ' y/3 ' 

? = ^ 

P ) 3 

\ ( I Î + C ) ( Î Î 2 + P 2 — 

La surfacé a pour équations, ponctuelle et tangentielle 

( 3 3 ) ( 2 y — = AR J X) = O.-

5. 11 est bon de remarquer que, si les coordonnées homogènes 
tangentielles r4, Ç, T ont été multipliées parle facteur convenable 

E # de sorte que = | et 6i = — > la relation 

A? ̂  4 - Y Y} -H -z Ç 4 - I T. = O 

entraîne 

(34) e'teiH-6268-1-6363-h o. 

On déduit de (34) diverses conséquences intéressantes; si l'on a 
calculé 0i, 92î Ô3?X) y , z y , 2 désignant les coordonnées carté-
siennes), puisque ©i, ®2j ®3 sont proportionnelles à y , on 
déduit de (34) 

^1=- A — < r > . ft, ©3= ¿pOt-HjOj-t-̂ C 

La symétrie entraîne 
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li est facile d'autre part de montrer que, R e\ IV étant les rayons 

de courbure principaux de la surface au point (w, p), c, c', c" les 
cosinus directeurs de la normale, on a 

(37) e i = = c V - R R', 02=c'v/—H R', B 3 = c " v / ^ W . 

Cela résulte de ce que, si l'on considère la ligne asymptotique 
ç = const., 

le déterminant 
| a?' a?" 

où a?'" désignent les dérivées par rapport à se réduit au 
carré de 

* ft àQi â2dl I 

et que les trois mineurs de la matrice 

(39) 
x y z 
x» f 

sont égaux à §9i, SQ2? §83• L a formule classique 

(40) T== -\x' X" x"'\ 

donne donc ici, pour les asymptotiques v = const., 

(41) T ==— (62-+-62 + 62). 

Le même calcul, fait pour les asymptotiques u = const., donne 

(4a) T = + ( 6 1 + 61 + 62). 

D'autre part on sait, d'après la formule d'Enneper (que cette 
méthode redonnerait aisément), que l'on a pour une asympto-
tique 

T = ± sj— RR'. 

Les formules (37) en découlent aussitôt. 
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Si l'on considère maintenant la surface polaire réciproque de la 
proposée, par rapport à la sphère x2-\-y2z2-\- i = o comme 
définie par les coordonnées ponctuelles (ç, -tj, Ç, t ) , et si l'on 
appelle y, y', y" les cosinus directeurs de la normale à cette nou-
velle surface, o et o' les rayons de courbure principaux, on a 
de même 

( 4 3 ) ©1 = y y~- pp', © 3 = 7 " V / — pp'. 

La relation (34), si l'on appelle V l'angle du rayon vecteur OM de 
la première surface avec le plan tangent en M, devient 

( 4 4 ) R R ' p p r = - r - V r r , v . 1 1 si ii4 V 

formule élégante et symétrique liant les courbures aux points 
homologues des deux surfaces polaires réciproques. 

6. Il est bon aussi, pour les applications, de savoir calculer 
Ô3, ®2? 03par les voies les plus rapides quand on connaît 

les expressions paramétriques x, T a priori, On a 

6 i = p Ç, e * = p r „ e3 = p Ç, 

où p est un facteur, numérique ou fonction de (a, v ) r inconnu. 
Donc 

du 2 du 3 du ^ \ l du du) 

donne le carré de p : changer 04, 92, de signe simultanément ne 
change pas la surface. Comme p2 est seul connu, on voit que 0i, 
62? 03 peuvent contenir une racine carrée portant sur une fonction 
de y , s, T et de leurs dérivées : les formules (35) mon-
trent aussitôt que Oi, ©2, ®3 contiendront le même radical. Nous 
avons donné des exemples de surfaces unicursales, où les coor-
données sont exprimées rationnellement au moyen des paramétrés 
asymptotiques et où 94, et par suite aussi ®i, 02, ©3 sont 
aussi rationnels en u et v. Voici un exemple différent, obtenu aVec 
une surface classique, la surface de Steiner, où apparaît un radical. 
Soient les équations 



On vérifie aussitôt qu'en prenant 

f 4 6 ) v ^ = ( f i ± i y , ^ / j ^ y , 

^ V \I + Mf/ \ I —H UV J V 

on a 

(47) V ^ vV 4 - \/z ~ T = 
et cela permet d'obtenir aussitôt les paramètres du plan tangent 

i — i 

et l'on trouve aussitôt que 81, 02? 63 s'obtiennent en multipliant 
V par 

V / ^ 

P 2 ) 3 (1 — uv)* 

(l + MP)5 

7. En dehors de leur intérêt propre, les formules de Lelieuvre 
conduisent à la solution de la question suivante : « Trouver les 
surfaces Si correspondant à la surface S avec orthogonalité des 
éléments linéaires. » Si l'on pose pour abréger 
< 4 9 ) , . . „ _ / • ( . - _ , £ ) * . _ ( . £ _ , £ ) * , 

on constate aussitôt que, si to est une solution arbitraire de 
l'équation déjà citée, 

( E , 6, 

la surface Si 

(5o) a?!=(w, 60, (w, 62), x 3 = (w., 63), 

qui n'est plus rapportée à un système d'asymptotiques mais à un 
système conjugué, correspond à S avec orthogonalité des éléments 
linéaires. 

Si nous considérons en même temps que l'équation ( E ) l'équa-
tion déjà rencontrée aussi 

(E' ) * | = * l ( « , p ) e 

correspondant à la surface S, étudiée en coordonnées tangen-



— 13 -

tielles, on constate que w étant la solution de (E ) qui a fourni Si? 

l'expression 

est solution de (E ' ) : à toute solution de (E) correspond ainsi une 
solution de (E' ) et inversement. Je ne puis que renvoyer le lecteur 
au Tome IV de la Théorie des surfaces de Darboux. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S ( S E S S I O N D E 1 9 2 5 ) V 

Mathématiques Spéciales. 

Une surface du second ordre (H ) a pour équation, en axes 

rectangulaires.: 

( H ) x(x — a) -\-y(y— mz) = o, 

où a et m sont des constantes données. 

Soient Gx et G^ deux génératrices rectilignes de cette surr 

/ace, de même système que Oet ayant pour équation: 

( x — a — \y — o, 
i . 
( A v y — mz = o ; 

Í x — a — ¡±y = o, 

{ ¡xx -+-y—mz — o. 

I. Former Véquation générale des surfaces du second 

ordre H^, qui contiennent les deux droites G\ et G^ et qui 

sont coupées par le plan des xy suivant un cercle. 

Quelle est Vintersection de la surface (H ) et d\tne des sur-

faces 

A et P. étant donnés, quel est le lieu géométrique des centres 

des surfaces II).u? 
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II. Montrer que le contour apparent d'une surface H>p, 
sur le plan xOy, parallèlement à O z, est une conique G dont 

un foyer est à Vorigine et dont l'axe focal est uri axe de 

symétrie de cette surface. 

III. \ et y-étant donnés, trouver les enveloppes de Vaxe non 

focal et des directrices réelles de la conique G. 

IV. Déduire de Véquation des surfaces Hx^ Véquation géné-

rale des paraboloides Pxp-, qui admettent le plan xOy pour 

plan directeur, et passent par deux génératrices de la sur-

face (H),de même système que O^. 

Former Véquation tangentielle de ces mêmes surfaces. 

Quel est le lieu géométrique S des sommets des parabo-

loides Pxa qui passent par un point donné P? 

Quel est le lieu géométrique S des sommets de ces parabo-

loides qui sont tangents à un plan donné TI ? 

S restant fixe, quel est le lieu du point P correspondant? 

S restant fixe, quelle est Venveloppe du plan tz correspon-

dant? 

On examinera, en particulier, le cas où S et 2 coïncident. 

V. Supposant que la génératrice G¡j, se rapproche indéfini-

ment de la génératrice Gx, le paraboloide Pxpi a pour limite 

un paraboloide Rx. Soit A la génératrice principale de Rx, 
qui n'est pas dans le plan xOy. 

Trouver la surf ace lieu de A, quand \ varie. Etudier les 

sections de cette surface par des plans parallèles au plan xOy. 

VI. Deux paraboloides Rx1? Rxa, dont les axes sont rectan-

gulaires se coupent suivant une droite réelle, à distance finie. 

On demande d'étudier la surface engendrée par cette droite 

et de la comparer à (H ) . 

SOLUTION ANALYTIQUE PAR M . H , V . 

I. Etant donnée la nature des questions posées, il est clair que, 
surtout dans les quatre premiers paragraphes, les coordonnées 
tangentielles simplifieront beaucoup l'exposé. 
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La quadrique H, qui n'est autre que le lieu de l'intersection des 
plans rectangulaires passant par les deux droites fixes ( # = a , 
y = o ; x •==. o, y — mz), ou par ces deux autres (x — o, y — o ; 
x = a, y mz ), a pour équations, ponctuelle et tangentielle : 

x(x — a) -hy(y — mz) = o, 

a- w(tnv 4- «>) 4- m^hiua 4- A) = ô. 

Cette dernière s'obtient de suite en remarquant par exemple 
que H fait partie du faisceau tangentiel défini par les couples de 
sommets opposés du quadrilatère formé par les quatre droites 
citées plus haut. 

Les quadriques Hx^, coupant H suivant deux génératrices du 
même système, ont encore en commun avec elle deux autres 
génératrices de l'autre système, complétant un quadrilatère 
gauche (ajîyo). Elles appartiennent donc, soit au faisceau ponc-
tuel défini par H et deux plans tels que a{3y, ySoc; soit au faisceau 
tangentiel défini par H et deux points tels que ay. 

La condition de l'énoncé (section circulaire dans le plan xOy) 

implique que les deux plans a^y, y2a, qui ont des équations de la 
forme 

Xx 4- y — mz 4- — a — Xy) = o, 

¡j.oc -hy — mz 4- p(a? — a — \t.y) — o, 

soient coupés par le plan z =. o suivant deux droites isotropes; 
et comme on peut toujours échanger au besoin X avec pi, on doit 
donc avoir 

X 4 - 6 _ . [JL 4 - p _ _ 

i - (i-p 

d'où en général (X i, pi ̂  — i) 

0 = i, p = — i. 

L'équation ponctuelle de Hx^ est donc, A étant un paramètre 
arbitraire : 

[Xa? 4 - y — mz 4 - i(x — a — X j r ) ] [ 4 - y — mz — i{x — a — (jijk)] 
4- k[x(x — a) 4 - y ( y — m z ) \ = o, 

ce qui se met immédiatement sous la forme 

( I ) F s ) = (K4-X[* — i) (^24-r2 ) —m(X 4-
— Kmyz — K ax 4- a(X 4- z* 4- à 2 = o, 



en posant 
K = A — i(X — n) -4- 2. 

D'autre part, l'un des sommets du quadrilatère a^yS est à l'in-
tersection du plan 

la; -hy — mz H- i(x — a — Xy) = o 
avec la droite 

x — a — \±y = o, 
jj.x-i-y — mz = o. 

De ces trois équations on tire la combinaison évidente 

(X—^)x -h ¿(lj.— X)y = o, 

d'où x= iy puisque les deux génératrices Gx et Ga sont distinctes ; 
le point défini par les trois équations ci-dessus a les coordonnées 
homogènes suivantes : 

( a ) ia, a, ^(i-hîp), . ¿—-¡l. 

De même le sommet opposé à celui-là dans le quadrilatère a pour 
coordonnées 

(Y ) — i a . a, — ( I — i l ) . —i— X. 
' - m 

L'équation tangentielle des quadriques Ïïx^ est donc 

A ' [ a 2 w ( m v -4- w) m*h(ua -H h)] 

iau av-h — + i(jt)«' + (î — 

-'(i — iX)w— (i 4- = 

A ' étant un paramètre; c'est-à-dire, en posant 

K ' = Î(X— JJL) - + - 2 , 
( I I ) v, w^h) 

== P2) + K'auh — a(X -4- ¡x)vh + (Xfx — 14- K') A? 
et2 a2 <22 

H (X -h \x)wu-\- K ' — vw H ( X JJL -— i -4- K ' W 2 = o. 
m m m?v r J 

Les génératrices communes à Hx^ et à H, autres que Gx et G R 

sont les génératrices dé second système 

y == sx, x — a -h- s (y — mz ) — o 

m 
a. - iau -4- av • 
m 



qui passent par les points ( a ) et (y ) . Elles correspondent donc 
à s = zp et par conséquent à 

__ a __ -4- a 
m s im3 

ce sont deux droites isotropes horizontales rencontrant Oz* 
Le centre de H)^ est en évidence sur ( I I ) ; il a pour équation 

= o, 
soit 

( i ) K ' au — a{\ -+- -h 2(Xjji — i K ' )à= o, 

ses coordonnées cartésiennes sont 

, \ « K ' a(X"-+- jx) ( G ) — , y — —777,, z = o, 
' 2(XfJL — . I - h K ) J 2(.XfJL I -h K ' ) 

et il décrit, quand K ' varie, une droite du plan des xy\ cette droite 

joint le po in t^ ? o, o^ au point ^o, 0 

IL On obtient l'équation tangentielle du contour apparent 
horizontal de H)^, en faisant w == o dans l'équation ( I I ) . Gela 
donne 

( D ) c p 2 ) -h K ' a u h ~ a ( k - h \*)vh-±- i -hK ' )A *±=o , 

c'est-à-dire une conique dont les deux foyers réels sont en évi-
dence (l'équation étant de la forme u2 + v2 + / / ' = = o). Ces foyers 
sont : h = o (l'origine) et 

( F ) _ K 'au — a ( l + t t ) p + ( l | i — i + K ' ) i = o . 

Ce dernier point ( F ) est homothétique du centre de H^ , dans le 
rapport 2, par rapport à l'origine O. L'axe focal est donc OF. 
Cette droite OF est un axe de symétrie de la quadrique HA[A, car 
elle passe en son centre, d'une part, et d'autre part sa direction 
est principale ; en effet le plan normal à OF, passant au centre C, 
a une équation de la forme 

a¥sïx — a{\ -+- \x)y -±-h0 = o, 

avec des coordonnées 

U 0 = f l K f , v0 =5=— a(\ + JJL), W 0 = O , 

K en résultant par l'équation ( i ) . 



Le pôle de ce plan a pour coordonnées <ï>'(,0, o ; et ces 
coordonnées elles-mêmes s'écrivent : 

a2 a2 

- 2A2 uQ K'ah0, la^vo—• a(X -H n)h0, — (X ¡x) a04- K' — v0, o, 

c'est-à-dire 
M 0 ( 2 <3 2 4 - h0), hQ), o , o . 

Le pôle est donc à l'infini dans la direction uQ, O, c'est-à-dire 
dans la direction de OF, ce qu'il fallait démontrer. 

III. L'axe non focal de la conique ( D ) est perpendiculaire à OC 
et passe par le centre. Ses coordonnées tangentielles dans le plan 
horizontal satisfont donc aux équations 

K 'au — a(X 4- ¡ji) v 4- i (X[x — i -4- K!) h = o 
et 

(X 4- ¡x)u -4- KV = o. ' 

L'élimination de K/ fournit l'enveloppe de cet axe : c'est la para-
bole 

( G ) a ( X + J J l ) ( i i 2 + ^ ) - H 2 / î [ ( À + [ J L ) l i + ( l - ) ; j J l ) ^ ] — o, 

dont le foyer (A = o ) et la direction de l'axe [point à l'infini : 
( X + ¡JL) u + ( I — XJJL) v — o] sont en évidence. 

Si une directrice a pour coordonnées u, v, h, son pôle a les 
coordonnées ponctuelles <¡4, cpt,, <p/z. On aura la directrice du 
foyer O, en écrivant que : 

c'est-à-dire 
2 a2 u-hK' ah = o, 

2 a2 v — a( X 4- p.) h = o. 

Cette directrice passe donc par le point fixe (^x — o, y = 

Le second foyer F avait pour équation l'équation ( F ) ; la direc-
trice correspondante satisfera donc aux conditions 

_ yi' = rn 
aK r — a(X-f- [ j . ) (X [jl — î-h K') ' 

c'est-à-dire 

i au-j-K' h __ iav — (X -h ¡a) h _ K 'au — a(k 4- ¡x) ç -+- '¿(X)i — i 4- K')fi 
K' ' H a - U ) (Xjx — i 4- K') 
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En retranchant h des trois membres de cette double égalité, il 
vient d'abord 

Tr, / > - M K ==-— (X •+• p)—> 

ce qui était évident d'avance puisque les deux directrices sont 
parallèles; puis en éliminant K 

( P 2 ) a ( X - h -+-A^ [ (X + f J i ) M - f - ( i . — o . 

La seconde directrice réelle enveloppe donc une parabole dont 

le foyer est le point (^x = e t dont l ' a xe passe au point 

à l'infini 
( X -4- FJT)M -+- ( I — X P . ) P = O. 

Cette parabole ( P 2 ) résulte d'ailleurs de la parabole ( P , ) par 

une translation Régale à o, et unehomothétie de rapporta. 

I V . Pour trouver celles des surfaces Hxpt. qui sont des para-
boloides (dont alors un plan directeur est nécessairement hori-
zontal), il suffit ou bien de s'arranger pour que l'équatión ( I ) 
contienne z en facteur dans ses termes du second degré, ce qui 
donne 

K = i — XfJi, 

ou bien de s'arranger pour que la quadrique ( I I ) soit tangente au 
plan de l'infini, c'est-à-dire que l'équation ( I I ) n'ait pas de terme 
en A2, ce qui donne 

K ' = i — Xfx. 

Les paraboloides P>^ ont donc pour équation ponctuelle 

(P^ jJ m(\-H ¡i)zx H- m(i — X{jl )yz -4- ( i — X]x)ax 

— a(X-h ¡í)y — m^z2— 

et pour équation tangentielle 

w, à) == a(u2-h c2) -4-(i— X(jl) ^u/i-h 

— ( X - H J X ) ^ — - « » « ! = o. 



L'équation ponctuelle, mise sous la forme 

mz[(X -+- [X)O7-H ( I — X{JT)J — mz] + [ ( I — X [ J T ) A # — A ( X -4- — A 2 ] = O 

met en évidence les deux plans directeurs p{ = o, p2 = o et le 
plan tangent au sommet p 3 ~ o . Ce dernier sommet (s ) est à 
l'intersection des trois plans p u /?3, c'est le point 

( _ 1 —X{jl __ aÇk - h ¡x) _ 

On l'aurait aussi facilement déduit de l'équation (Pj l ) , où le 
coefficient de h indique le point à l'infini sur l'axe; les quantités 
directrices de l'axe sont donc 1 — Au, — (X o ; le plan tangent 
perpendiculaire a donc pour coordonnées 

^0=1 — Xjjt, — — (X 4- ¡A), w0 = o, /¿o = — a , 

la quatrième coordonnée étant immédiatement déduite de l'équa-
tion (P") . Ensuite le sommet est le pôle de ce plan, et il â  pour 
coordonnées 

d/ <t/ 

r ~ w : 

ce qui redonne les formules ( s ) . 
Si le paraboloïde (P^u) passe par un point fixe, on a, d'après 

l'équation (P ' ) , une relation linéaire entre (1 — et (X + ¡à), de 
la forme A ( i — Xfjt) — B ( X -+- p i ) + C = o . 

L'élimination de ( 1 — X[/,) et (X + pi) entre cette équation et les 
équations (s) donne, immédiatement 

( S ) a(kx B J ) -4- = O. 

Le lieu S du sommet (s) est donc un cercle du plan 5 = 0. 
Si le paraboloïde P reste tangent à un plan fixe, on a, d'après 

l'équation (P " ) , une relation linéaire entre (1 —Xu)-et (Xv+[/.), 
de la forme 

A ' ( i — X j j l) — B ' ( X - h F J T ) G ' = = o , 

d'où encore le lieu 

(S) a ( A ' a ? + B » + C'(a?i+7 î) = o, s = o. 

C'est un cercle 2. 
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Si S est donné, c'est que (A , B, C ) sont donnés (à un facteur 
près) ; on a donc d'après (P ' ) , y, z) désignant le point fixé, 

myz ax — mzx 4- ay — m2 z2— a2-, 
~ A = B ~~ ~ G ~ ' 

des combinaisons évidentes montrent que ces trois rapports sont 
encore égaux aux deux suivants : 

y ( m?- z2 Hh a2) x(m2z2-h-a2) 
~~ A mz -h Ba A a — B mz 

Le lieu du point ( # , y , z) dans ces conditions comprend donc, 
outre les deux plans imaginaires m2 z2 a2 = o, la droite 
d'équations : 

kmz B a -+- Gy = o, 

B mz — A a — C # = o . 

Si le cercle S reste fixe, c'est que (A ; , C ) sont donnés (à un 
facteur près). On a alors, d'après P/;, entre les coordonnées du 
plan fixé iz : 

. a . a 
uhA vw vh— wu „ 

m __ m _ a \ u ^ v ). 
x ' " B7 ~ a s 

des combinaisons simples montrent que ces trois rapports sont 
égaux encore à 

7/ • ON — w ("*•+• _ /¿(w24- P2) _ m 
A ' u 4— B' v A ' p — B'w 

L'enveloppe du plan TU comprend donc, outre les deux points 
cycliques u2 -f- v2 = o du plan horizontal, la droite définie par les 
deux points 

a ( A ' i t + B ' p ) — C h = o, 

m ( A V — B' u) — C' w = ô. 

Un plan passant par cette droite a pour équation 

ux-\- vy 4- ^ ( A V — B + (A 'u -\- B'P) = o, . G G 
ou encore 

u[B'.mz— A 'a — C x] — v[ k' mz 4- B 'a -h- C'y ] x = o. 

On voit donc que, si S et S coïncident, c'est-à-dire si A', B7, C', 
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sont proportionnels à A, B, C, la droite enveloppe du plan tz se 

confond avec la droite lieu du point (#, y, z). 

V. La dernière partie se traite aisément en coordonnées ponc-
tuelles. On a l'équation du paraboloïde Rx en faisant tendre a 
vers X dans l'équation ci-dessus P)^, ce qui donne 

(Rx ) mz[iXx 4 - ( i — X2)y — mz] 4- (r — X2)ax — 2aXy —a2 — o . 

Le plan tangent au sommet est en évidence comme on l'a déjà 
fait remarquer, c'est le plan 

( i — X2) x — a \y — a = o 

(qui est bien normal aux deux plans directeurs). La génératrice 
principale non horizontale est donc 

{ (i—X2)a? —aXy — a = o, 
\fiXx — *X2)y—mz = o. 

En éliminant X, il vient le lieu de A quand X varie : 

4 (¿e 24- . jk2 )2—(mzx — ay)2 — 4 {x2-\- y2)(ax 4- myz). 

C'est une surface du quatrième degré, dont les sections par 
z const, sont des quartiques bicirculaires ayant un point de 
rebroussement à l'origine. Passant aux coordonnées polaires (p, 6), 
l'équation de ces sections est 

4 p 4 — p2(mzcosO — a s i n Ô ) 2 — 4 p a ( ^ c o s 0 4- mz sin 6) = o, 

c'est-à-dire 
( a p — a c o s Ô — mz sinÔ)2 = m 2 £ 2 4 - a 2 . 

Les courbes z — const, sont donc des cardioïdes, podaires de cir-

conférences rencontrant O z, et de rayon j \J ni1 z2 -\-a2. 

VI. L'axe du paraboloïde Rx est dirigé par 

X2 — i , i X 

Deux paraboloïdes à axes rectangulaires satisferont donc à la con-
dition 

(X ] — 1 ) ( — 1) 4 - o. 
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ce qui se met de suite sous la forme 

Í -H XiX2 = ± ( X T — X2). 

D'autre part, il passe en un point (¿e, y, z) deux parabo-
loïdes Rx, dont les valeurs du paramètre X correspondant, sont 
les racines de l'équation du second degré 

^(myz -+- ax) — i\(mzx — ay) a2— myz — ax = o. 

On en conclut 
. . m252-4-a2 

I Aj Á2 = y 
myz -h ax 

/Y . (mzx — ayY m2*2-4-à2 ' ( Ai — A2 )- = 4 7 r« — 4 H 4» 
(mys -t- «a;)2 myz -h ax 

En portant dans la relation ci-dessus, on trouve de suite le lieu 
des points communs à Rxt et Rx2 

(m2 s2 -Ka2)[4(#2-+-y2) — 4 {myz -+- ax) — ( - f - a2)] = o, 

qui se décompose en m2 z2-\~a2 = o et en la quadrique 

II — ~(m2z*-h a*) = O; 

c'est un hjperboloïde à une nappe, qui coupe H suivant deux 
circonférences, d'ailleurs imaginaires. 

Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2483. On pose 
rx dx - r1 x*dx 

I0 = / . ? I2 — / • , . 
\J\ — X^ i/o V I - ^ V 

Démontrer que 

A . LABEOUSSE. 

2484. Si / est la longueur d'une lemniscate, I le moment d'inertie de 
la courbe (supposée homogène et de densité linéaire égale à l 'unité) par 
rapport à son point double, S l'aire limitée par la courbe, on a la relation 

/I = Z, 7!S2. 
A . LABIIOUSSE. 
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2485. On pose 
r l xndx 

1/2 — / X ' a ° 
Jo di — fi 

n et k étant des entiers. Mettre J0, I i , . . . , hk-u s o u s forme de limites de 
produits et démontrer les relations 

ik 
IoU = Ii Iah-i = I21/i+2 = .. . = 1̂ -212A-2 = — TZ 

A . LABROUSSE. 

2486. Si le triangle X Y Z est circonscrit au triangle X ' Y ' Z ' et lui est 
directement semblable : 

i ° L 'orthocentre de X ' Y ' Z ' est le centre du cercle circonscrit à X Y Z et 
les pieds des hauteurs de X ' Y ' Z ' sont les traces de ses côtés sur ceux du 
triangle des milieux des côtés de XYZ . 

20 Le centre du cercle circonscrit à X 'Y ' Z ' est équidistant des orthocentres 
des deux triangles, et ce cercle est bitangent à la conique inscrite à XYZ, 
qui a pour foyers les deux orthocentres et pour cercle directeur le cercle 
c i r c o n s c r i t à X Y Z . E . B A L L Y . 

2487. i° Les orthocentres des divers triangles d'un quadrangle inscrip-
tible à un cercle forment un npuveau quadrangle inscriptible dont les 
tr ianglesontpourorthocentreslessommets du premier.Les deux quadrangles 
sont symétriques par rapport à un point, qui est le symétrique du centre de 
l'un des cercles relativement au centre de gravité des sommets du quadrangle 
inscrit correspondant. Leurs huit sommets se décomposent de quatre façons 
en deux quadrangles inscriptibles tels que les ti iangles de chacun aient pour 
orthocentres les sommets de l 'autre.-Les centres des cercles égaux circons-
crits aux huit quadrangles forment une seconde figure égale à la première, 
possédant le même centre de symétrie, et les centres des cercles circonscrits 
aux quadrangles de la seconde sont réciproquement les huit sommets de la 
première. 

20 Les symétriques d'un point d'un cercle circonscrit à un quadrangle, 
par rapport aux six côtés de ce quadrangle, sont les six sommets d'un 
même quadrilatère, dont chaque côté passe en l 'orthocentre de J'uii des 
triangles du quadrangle. Chaque triangle du quadrilatère est semblable au 
triangle correspondant d'orthocentres qui lui est inscrit. 

3° Inversement, étant donné un quadrilatère, les centres des cercles 
circonscrits auxAquatre triangles de ses côtés forment un quadrangle 
inscriptible à un cercle qui passe au point de concours des premiers. Les 
orthocentres des triangles de ce quadrangle sont respectivement situés sur 
les côtés du quadrilatère. E. BALLY. 
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2488. Le point principal de la tangente en .un point de lhypocyc lo ïde 
à trois rehroussements étant le point, situé sur cetle tangente, où le cercle 
générateur qui passe au contact de la tangente et est égal au cercle inscrit 
à l 'hypocyeloïde touche ce cercle inscrit, on a cette propriété : 

Les points principaux de quatre tangentes à l 'hypocyeloïde à trois 
rehroussements sont les orthocentres des quatre triangles qui ont pour 
sommets les centres des cercles circonscrits aux quatre triangles ayant pour 
côtés ces tangentes. E. BALLY. 

2489. Il y a deux hypocycloïdes à trois rehroussements égales inscrites à 
un triangle donné et dont les cercles inscrits aient un rayon donné. Leurs 
centres sont deux sommets opposés d'un losange qui a pour autres sommets 
l 'orthocentrë et le circumcentre du triangle. Leur rayon est au côté d̂ e ce 
losange comme le rayon du cercle circonscrit au triangle l'est à la diagonale 
des derniers Sommets mentionnés du losange. 

Sur chaque côté du triangle, les deux points principaux sont symétriques 
relativement au milieu de ce côté. Les deux tangentes à ces hypocycloïdes, 
qui ont leurs points principaux respectifs en deux points des cercles inscrits 
qui soient symétriques relativement au centre de symétrie de ces cercles", 
sont deux asymptotes d'une même hyperbole circonscrite au triangle, et 

leur angle est constant (cf. L. BICKART, /. M., 1923, p. 78-79, n° 5280), 
E. BALLY . 

CORRESPONDANCE. 

M. R . G o o r m a g h t i g h . — Sur les courbes gauches Tv dont les 

binormaies sont les normales principales d^ une autre courbe 

gaucheT2. — M. Bricard, répondant à une question de M. G. Fon-
tené (Nouvelles Annàlës, 1920, p. 188), a donné la forme de 
l'équation intrinsèque caractérisant les courbes r , ; on peut donner 
à la condition pour qu'une courbe gauche soit une courbe T¡ une 
forme qui nous paraît plus simple. On sait, en effet, qu'une courbe 
plane peut être tordue, par rotation de ses trièdres fondamentaux, 
de telle manière que les courbures soient conservées; ceci posé, 
on a le résultat suivant : 

Pour tordre une courbe plane de manière qu'elle devienne 

une courbe gauche dont les binor maies soient les normales 

principales drune autre courbe, il faut que la torsion varie 
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proportionnellement à la cotangente de Vangle de contin-

gence de la courbe plane. 

"11 existe entre certaines courbes spéciales F i et F2 des rapports 
qui, croyons-nous, n'ont pas encore été signalés. 

Si r , est uné gé'odèsique de cone1 il en est de même de r 2 . La 

courbe r2 est alors une chaînette tordue et la courbe peut 

s1 obtènir en tordant la développée d?une chaînette d1égale 

résistance. 

La chaînette tordue dont il est ici question jouit d'ailleurs d'une 
propriété remarquable : ses courbes inverses par rapport au 

sommet du cône dont elle est géodésique sont des courbes à 

courbure constante. 

D'autre part, si est une chaînette tordue, le rayon de 

torsion est, en chaque point, égal à l'arc, et les courbures des 

deux courbes et T2 en deux points correspondants sont 

égales. 

Ensuite, en cherchant si les courbes peuvent être des hélices, 
on trouve ce résultat : Les tractrices tordues de manière à 

devenir des courbes T| s ont des hélices de cylindres. 

Enfin, si r2 est une.antiloga tordue, les rayons de courbure 

de T, et T2 en deux points correspondants ont une différence 

constante. R . G O O R M A G H T I G H . 

S O L U T I O N S B E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2455. 
( 1923, p. 189. ) 

On considère quatre sphères de centres O t , Oâ , 0 3 , O4, qui admettent 
un centre radical C et une sphère ( S ) concentrique à la sphère circons-
crite au tétraèdre 01020304. Montrer que le centre de la sphère ins-
crite au tétraèdre déterminé par les plans radicaux de la sphère (S), 
respectivement avec les sphères Oi , 0 2 , 0 3 , 0 4 , coïncide avec le centre 
radical G. 
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Application. — Étant donné un tétraèdre quelconque ( X ) , déterminer 
un point P de Vespace qui soit le centre de la sphère inscrite au 
tétraèdre ( 0 ) dont les sommets sont les projections orthogonales de P 
sur les faces du tétraèdre ( X ) . Y . THÉBAULT. 

SOLUTION 

p a r E . BALLY. 

LEMME : Si les rayons unissant les sommets d'un tétraèdre ( X ) au 
centre de la sphère (C . T ) qui lui est circonscrite sont perpendiculaires 
aux faces ¿Tun tétraèdre (Y), les perpendiculaires abaissées des 
sommets de ( Y ) sur les faces correspondantes de ( X ) concourent au 
centre d'une sphère (ly) inscrite ó ( Y ) . 

D'après l'hypothèse, les faces de ( Y ) sont parallèles à celles du tétraèdre ( T ) 
des plans tangents à (C . r ) aux sommets d e ( X ) . Par l 'homothétie qui trans-
forme ( T ) en ( Y ) , le tétraèdre ( X ) se transforme dans le tétraèdre ( Z ) des 
points de contact d'une sphère inscrite à ( Y ) , et les perpendiculaires 
abaissées des sommets de ( Y ) sur les faces de ( X ) , étant aussi perpendicu-
laires aux faces de ( Z ) , concourent au centre de la sphère qui touche les 
faces de ( Y ) aux sommets de ( Z ) . 

Application.— Rappelons que, relativement à un tétraèdre donné, deux 
points isogonaux peuvent être caractérisés par cette propriélé que les 
droites qui jo ignent l'un d'eux aux sommets de ce tétraèdre sont perpen-
diculaires aux faces du tétraèdre des projections orthogonales de l'autre 
point, sur les faces du tétraèdre donné. 

Si le point P est centre d'une sphère inscrite au tétraèdre ( Y ) de ses 
projections orthogonales sur les faces du tétraèdre ( X ) , les perpendiculaires 
abaissées des sommets de ( X ) sur les faces de ( Y ) sont concourantes, 
d'après la réciproque du lemme, au centre de la sphère (Cx) circonscrite 
à ( X ) , et le point P est donc le conjugué isogonal, relatif au tétraèdre 
donné ( X ) , du centre de là sphère qui lui est circonscrite. 

( L e point qui, dans le plan, jouit de la propriété similaire, est l 'or tho-
centre du triangle, conjugué isogonal du centre du cercle circonscrit et 
centre d'un cercle inscrit au triangle des pieds des hauteurs.) 

- • \ • ' 
Question proposée. — Chaque sommet du tétraèdre ( R ) des plans 

radicaux envisagés est le centre radical commun à la sphère ( S ) et à trois 
des sphères ( 0 ) . Il appartient à l 'axe radical de ces trois sphères ( O ) , qui 
est donc la perpendiculaire de ce sommet de ( R ) sur lé plan des centres des 
trois sphères ( O ). 

Les perpendiculaires sont abaissées des sommets d e ( R ) sur les faces du 
tétraèdre des centres des quatre sphères ( O ) , axes radicaux de ces 
sphères ( O ) prises trois à trois, concourent au centre radical de ces quatre 
sphères, qui est donc, d'après le lemme, le centre d'une sphère inscrite au 
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tétràèdse ( R ) , puisque les perpendiculaires abaissées des sommets. du 
tétraèdre ( O ) ' s u r lesf faces de ( R ) .concourent au centré de la sphère 
circonscrite à ( O ) . 

24 63; 
( 1923-1024, p. 75 ) 

Soient ABC, A ' B ' C ' deux triangles inscrits à une même conique^ Les 
six points ( A A ' , BG), ( A A ' , B 'G ' ) , ( B B ' / C A ) , (BB ' , G 'A ' ) ? ( G C , A B ) , 
(CG' , A f B ' j , sont sur une même conique. R> JE?.,. 

SOLUTION 

par G. ROY. 

Soient D et E les intersections de BG' et CB' avec A A ; ; l 'hexagone 
C ' A ' A B B ' G C étant inscriptible dans la conique donnée, les points 
(CG ' , A B ) , (BB' , A ' G ' ) et E sont en ligne droite ; de même ( C C V A ' B ' ) , 
(BB ' , A G ) et D sont alignés. Les deux faisceaux de coniques circonscrites 
aux deux quadrilatères : (BB ' , AG ) , ( BB', A 'G' ) , - ( G C , A B ) , (GG', À ' B ' ) 
et BB'GC' rencontrent donc A A ' e n des points qui se correspondent dans la 
même involution et par suite les groupes de points, ( AA ' ,BC ) , (AA ' , B/C) , 
( B B ' , C ' A ' ) , ( C C ' , A B ) , ( G G ' , A ' B ' ) ; ( B B ' , C A ) , A , , (BB ' , CA), . (BB f , C 'A/) , 
A ' , (CC' , A B ) , (CG', A ' B ' ) et deux groupes analogues sont situés sur des 
Coniques. 

Autre solution de M. BOUVAIST. 

C E R T I F I C A T D E C A L C U L I H F F É U E \ T I K L E T I N T É G R A L X 1 ) . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Soient a (u, p), h (u> P), c (U, P) trois 
fonctions de u etv possédant des dérivées premières continues. On pose: 

I X = I L — P 2 ) — ¿MPJ du -4- ( I — u2 -4- v2 ) — ci/RJ dv, 

( I ) | y R ^ y i :(ï -F- II2 — v2) aïtv^du H- ^ ( Î 4- u2— P2 ) — buv\^ dv, 

y z — J( àu 4- bv ) du 4- ( bu 4= cv ) dv, 

(*) Ceux des énoncés de certificat/qui sont insérés sans être résolus, sont pro-
posés à nos lecteurs dont nous publierons ultérieurement les meilleurs solutions. 
Ces énoncés seront désignés par un numéro d'ordre précédé de la lettre C. 



les intégrales étant prises ¡le long d'une courbe G quelconque reliant 
les points (1*0, t>o.)j origine\ et (u, 0), extrémité. 

i° Pour que les valeurs de ces intégrales soient indépendantes du 
choix de la courbe G, il faut et il suffit que Von ait 

àa db ___ a -h c de db __ a ç 

\ étant une fonction de u et ç que Von calculera. 
Désormais, on supposera les conditions (2 ) réalisées. 

20 Pour 62 ac, les formules (1) définissent alors les coordonnées 
(rectangulaires) d'une surface S. Calculer pour celte surface les cosinus 
directeurs de la normale et les dçux formes quadratiques fondamen-
tales. 

3° Déterminer S dans Vhypothèse b = o, c = a. 

II. On considère l'équation aux dérivées partielles 

( E ) p1 — iq x"2 — o. 

i° Déterminer les courbes et les développables caractéristiques. 
Quelle est leur nature géométrique? 

20 Déterminer sur chaque surface intégrale les courbes conjuguées 
des courbes caractéristiques. Pouvait-on prévoir le résultat géomé-
triquement ? 

y Trouver les surf aces intégrales de ( E ) , passant par Vhyperbole 
Syz -4-1 = 0,3? — 1 = 0 . 

r rt . 14- 11« -4- P2 
INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. I ° À = 

2 
Q . . í / 2 + ^ - I . 

2" - A : A : 7 . I == u : v : — — — : A. 
1 2 

ds2 = l*[(adu 4- b dv)*-h(bdu 4- c dv)*].. 

S d% dx = i [ du ( dx 4- u dz ) 4- dv ( dy 4- v dz ) J 
À . 

= a du2 4-26 du 4- c dv~. 

R 
3° a = S est une sphère de rayon R . 

( FOZV aussi RAINICH, C.R., 1925, IER s e m e s t r e . ) 

IL i° et 20 Les multiplicités caractéristiques sont définies par les équa-

tions 
x2 ax* a2 

\y= — — 4-c, p ~ ax* q z= 
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Les courbes caractéristiques sont des paraboles dont les plans sont paral-
lèles à Ox et dont les axes sont parallèles au plan yOz ; les développables 
caractéristiques sont des cylindres paraboliques dont les génératrices sont 
parallèles au plan yOz. Il en résulte que les courbes conjuguées des courbes 
caractéristiques sont dans des plans parallèles au plan j 'O . s . 

3° On trouve les deux surfaces 

x^.-h 8 y z = o, (a?2— %)2-+- 8yz = o. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer,^ de préférence par la théorie des 
résidus, Vintégrale 

r W T ^ 
J» 

où a est une constante réelle supérieure à i. Quelle est la partie prin-
cipale du résultat pour a = oo? Pouvait-on la trouver sans avoir cal-
culé I ? Application ; a ~ i ,25. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — On fend le plan z suivant la droite 

{ — i , - h i ) e t dorénavant — s2 désignera une branche de fonction uni-

forme dans le plan coupé, égale à -h i à Porigine, au bord inférieur de la. 

coupure. Si «£ est un chemin fermé tournant autour de la coupure dans le 

sens direct, on a 

f ^ Î - f d z = 41 = - «t*'(Ra + R - . + R«), 

Hc désignant le résidu en c de la fonction à intégrer. On trouve (avec a > o ) 

i a . 2 a2 i 
Ka = — — Va — 1 = Roo=i » 2 2 

le dernier radical étant positif. On en déduit 

I = i (a _ v/^~T)2 . 
4 

Application I = — La partie principale cherchée = — . 

16 r i6a2 

Elémentairement, on calcule commodément l'intégrale, en décomposant 

( J # 2 \ 
a % _ suivant ses éléments simples, en posant ensuite x = cos<p et en 
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remarquant que 

dv iza • J 
— (a > o) 

r2 dy r2 d* • = r71 d 

^ O ^ I . C O S © I - 4 - - C O S ( P I — - C O S 0 — - 1 

a a k a 1 

(Poitiers, juin 1925.) 

G.I.. — ÉPREUVE THÉORIQUE (1). — I° On considère la fonction 

do 

Montrer qu'elle est développable en série de puissances de x, et donner 
V expression des coefficients, à l'aide de la fonction gamma. 

a° Soit 
iv:. 

z = x*e z , 

1 
où x est réel, En calculant Vintégrale 

ewz-wt 

étendue a un contour convenable du plan de la variable 

w — t -h iu ( i , u réels), 

développer en série de puissances de x les fonctions 

J ' cos(px—p3)dp, I s i n ( p # — p5)dp. 
a JÙ 

r d x 
G.2. — EPREUVE PRATIQUE. — T° Calculer J ^ ^ à 0,001 près. 

1 

20 Trouver la relation entre Vintégrale précédente et Vintégrale 

, prise le long d'un chemin cbmplexe coupant l'axe des 
y/i — ? 

quantités imaginaires en un point et un seul, l'ordonnée de ce point 
étant supérieure À UN. 

Nota. — La méthode à suivre pour la première partie est laissée au 
choix des candidats. On pourra s'aider du changement de variables 
i —- x'* = t. 

(Clermont-Ferrand, juin 1925.) 

( l ) Les énoncés de licence insérés sans solution (et qui seront affectés, désor-

mais, d'un numéro d'ordre précédé de la lettre C) sont proposés à nos lecteurs. 

Nous publierons, comme pour les autres Questions, les meilleures solutions reçues. 
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E X E R C I C E S D E M A T H É M A T I Q U E S G É N É R A L E S . 

G.3. — On considère la courbe définie par les formules 

rJ e- de _ r1 a2 dt _ r • 

\/ak -+- tk 

Sans évaluer les intégrales, calculer le rayon de courbure en fonction du 
paramètre t9 dont on fera connaître la signification. Étudier la variation 
dejK en fonction de x. Lorsque x tend vers zéro, quel est l 'ordre infini-
tésimal de JK? Allure de la courbe. 

C.4. — On considère trois axes rectangulaires Ox, Oy, OZ. On mène par O 

un vecteur OD de composantes ( a , c ) et de longueur égale à i . Dans 

le plan perpendiculaire en O à OD, on prend un point M0(a?0, y0, z0). 
Calculer les coordonnées du point Mi déduit de M0 par une rotation posi-

tive d'un droit autour de OD. (On pourra définir OM t comme le produit 

vectoriel de deux vecteurs appropriés.) Même problème pour une rotation 

d'un angle quelconque a. 

G.5. — Vérifier que l 'expression 

i (y — i)x dx h- (3y2 -f- x%) dy ixy dx -+- ( x* — %) dy 
y3 -+- x2(y — 2) y(x% — 2) -h i 

est la différentielle totale d'une fonction / ( x , y). Montrer que les courbes 
f ( x - > Y ) = const. sont algébriques. Construire celles de ces courbes qui 
possèdent, à distance finie ou à l'infini, un point multiple. 

C.6. — Construire la courbe intégrale de l'équation différentielle 

y" — 3/' -f- %y == ex 

telle que, pour x = o, on ait 

. . . ....... ... , _ _ .. 
(^4 suivre). 
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S U R L E M 0 U Y E Ì ! E \ T A D E U X P A R A M È T R E S ; 

PAR EUE C A R T A N . 

1. M. Raoul Bricard a publié tout récemment ( 1 ) un intéressant 
article sur le mouvement à deux paramètres autour d'un point 
fixe O. Il montre que si, à un instant donné de la durée à deux 
dimensions, on donne au solide mobile ( S ) les différents déplace-
ments à un paramètre contenus dans le mouvement à deux para-
mètres considéré, le lieu des axes instantanés de rotation est un 
plan passant par O ; la droite polaire instantanée (perpendiculaire 
élevée en O à ce plan) définit entre la sphère fixe et la sphère 
mobile de centre O et de rayon i une correspondance ponctuelle ; 
de plus, cette correspondance ponctuelle conserve les aires. 
M. Raoul Bricard pose enfin ( 2 ) le problème de savoir si récipro-
quement toute correspondance ponctuelle conservant les aires 
entre la sphère fixe et la sphère mobile peut être obtenue en partant 
d'un mouvement à deux paramètres convenablement choisi. 

2. Il est facile de retrouver les résultats précédents et de résoudre 
le problème de M. Bricard en se servant de la méthode du trièdre 
mobile. Prenons d'abord un mouvement à deux paramètres déter-
miné ; à chaque instant (w, v) de la durée à deux dimensions 
construisons un trièdre trirectangle d'origine O dont l'axe des z 

soit dirigé suivant la droite polaire instantanée correspondante. 
Nous désignerons par ( T 0 ) ce trièdre en tant qu'on le considère 
dans l'espace fixe et par ( T ) ce même trièdre en tant qu'on le 
considère dans le corps solide. 

Le déplacement instantané de ( T ) par rapport au corps 
mobile ( S ) est défini par un vecteur 

Pdu-i-V'dv, Qdu + Q'dv, Rdu -h R' dv ; 

(*) Nouvelles Annales, juin 1926, p. 328-34T. 
(2) Loc. cit., n° G, p. 336. 
Ann. de Mathémat., 6• série, t. I. (Novembre 1925.) 3 
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le déplacement instantané de ( T 0 ) par rapport à l'espace fixe est 
de même défini par un vecteur 

VQdu -h Pq^P, Qçdu -i- Qq^P, J\0du-^W0dv. 

Le mouvement instantané de (S ) par rapport à l'espace fixe 
étant la somme géométrique du mouvement instantané de ( S ) par 
rapport à ( T ) et du mouvement instantané de ( T 0 ) par rapport à 
l'espace fixe, ce mouvement instantané est défini par le vecteur 

( Po - P )du + ( P i - P ')dv, (Qo— Q ) ^ H - ( Q o — Q') dy, 

(Ho— R)du -+- ( R'0 — W)dv; 

l'axe de rotation étant par hypothèse dans le plan commun des xy 

des deux trièdres, on a 

( R 0 — — R')dv == o. 

On en tire évidemment 

dR0 dK0 _ ¿R àRf 

dv du dv du 

Mais les formules classiques relatives au mouvement, à deux 
paramètres (1 ) donnent 

on a donc 

(2) PoQ'o — Q«P'o = PQ — QP'. 

Cette égalité est la traduction analytique du théorème de 
M. Bricard. En effet, le pôle instantané de la sphère mobile, 
rapporté au trièdre ( T ) , a pour coordonnées (o, o, i). Son dépla-
cement élémentaire sur cette sphère a pour projections sur les axes 

Qdu-hQ'dv, —Pdu — P'dv, o ; 

l'aire élémentaire qu'il décrit sur la sphère est donc 

( PQ '— QV')dudv; 

elle 
est, d'après égale en grandeur et en signe, à l'aire élémen-

taire décrite par le pôle instantané de la sphère fixe. 
(*) Voir G. DARBGUX, Théorie des surfaces* t. I, Chapitre V, p. 49» 
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3. La réciproque se démontre facilement. Considérons une 
variété à deux dimensions (qui jouera tout à l'heure le rôle de la 
durée) ; faisons correspondre à chaque point (M, v) de cette variété 
un point P0 sur une première sphère et un point P sur une seconde 
sphère de même centre O que la première, toutes deux étant de 
rayon i. Attachons respectivement aux deux sphères deux trièdres 
trirectangles ( T 0 ) et ( T ) ayant le point O pour origine, leurs axes 
des s positifs passant respectivement par le point P0 et le point P. 
Cela posé, laissons fixe la première sphère et donnons à la seconde 
sphère une position telle que P coïncide avec P 0 ; cela est possible 
d'une infinité de manières; nous nous donnerons suivant une loi 
arbitraire l'angle \ dont il faut faire tourner le trièdre ( T 0 ) autour 
de son axe des z pour l'amener sur ( T ) . La fonction \ étant choisie 
arbitrairement, on définit ainsi pour la seconde sphère un mouve-
ment à deux paramètres, chaque instant 3e la durée à deux dimen-
sions correspondant à un point de la variété donnée. 

Le déplacement instantané de la sphère mobile est la somme 
géométrique de son déplacement par rapport au trièdre ( T ) , du 
déplacement de ( T ) par rapport à ( T 0 ) et du déplacement de ( T 0 ) 
par rapport à la sphère fixe. En conservant les mêmes notations 
que dans le numéro précédent, nous voyons que la composante 
suivant OP du déplacement instantané absolu de la sphère mobile 
est 

d\ 4- ( R 0 — R)du H- (RJ — R')dv. 

La droite OP sera la droite polaire instantanée si cette composante 
est nulle quels que soient du et dv^ c'est-à-dire si la fonction X 

satisfait à l'équation aux différentielles totales 

( 3 ) dk= (R — R 0 )du -h (R'—- R 0 )dv. 

La condition d'intégrabilité est manifestement 

dR ¿R' _ dR0 dRp 
dv du ~ dv du * 

ou 
PQ' — Q P ' = P«Qo —QoP'0. 

La réciproque est donc démontrée et l'on voit qu'il y a une infinité 
de mouvements à deux paramètres fournissant la correspondance 
ponctuelle considérée, Supposée avec conservation des aires. 
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La conclusion n'est cependant rigoureusement exacte que si la 
variété à deux dimensions donnée est simplement connexe. En 
réalité il faut et il suffit que, le long de tout cycle tracé dans la 
variété, on ait 

( 4 ) Ç Rdu-\- R'dv ~ J" RqcIu -h 

Si la correspondance conserve les aires élémentaires, cette égalité 
n'est assurée que pour les cycles réductibles à un point par défor-
mation continue. 

4. On peut donner de la condition (4 ) une interprétation qui se 
rattache du reste facilement à la démonstration donnée de son 
théorème par M. Bricard. Prenons sur la sphère mobile le grand 

cercle des pôles situé dans le plan des xy du trièdre ( T ) et sur ce 
grand cercle le point A qui appartient à l'axe des x positifs. Le 
déplacement élémentaire de ce point est 

o, i\du H- R'dv7 — Q d u — Q'dv; 

en désignant la grandeur de ce déplacement par ds et par <p l'angle 
que fait ce déplacement avec le grand cercle orienté positivement 
autour de l'axe des s, on a 

H du -+- W dv = coscçds. 

Or, si l'on considère une suite linéaire fermée de grands cercles 
orientés et qu'on prenne suivant une loi arbitraire un point A sur 

chacun des grands cercles de la suite, l'intégrale J costfds est 

indépendante du choix de ce point A et ne dépend que des grands 
cercles eux-mêmes de la suite. Ce théorème classique est du reste 
vrai pour toute suite linéaire fermée de géodésiques orientées d'une 
surface quelconque et résulte immédiatement de la formule qui 
donne la variation élémentaire de la longueur d'un arc AB de 
géodésique, à savoir 

¿/(AB) = dsucos(dsn, B A ) -h dsAcos(dsA-, AB j. 

La formule (4 ) exprime donc qu'étant donné un cycle quel-
conque tracé dans la durée à deux dimensions, et les deux suites 
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linéaires fermées de grands cercles orientés qui lui correspondent 

sur les deux sphères, l'intégrale J* coscods a la même valeur pour 

ces deux suites. Or cela est évident géométriquement; au cycle 
considéré dans la durée correspond un mouvement fermé à un 
paramètre de la sphère mobile ; il suffit de prendre à chaque instant 
pour point A sur chaque grand cercle des pôles l'un des deux 
pôles instantanés de rotation pour voir que l'élément coscpds 

possède à chaque instant la même valeur sur les deux sphères. 

o. On pourrait se demander quel est l'analogue du théorème de 

M. Bricard dans le mouvement à deux paramètres d'un plan mobile 

sur un plan fixe (4 ). A chaque instant de la durée à deux dimensions 

on a dans chacun des plans un axe des centres instantanés et, par 

suite, une correspondance des deux plans droite orientée à 

droite orien tée. Cette correspondance conserve la valeur de l'inva-

riant intégral J coscp ds. Rapportons l'axe des centres à son équa-

tion normale 
x cos a + / s i n a — p = o . 

Si nous prenons sur cet axe pour point A le pied de la perpendicu-
laire abaissée de l'origine, donné par suite par l'équation 

— x sina -h y co s a = o, 

nous aurons par diiférentiation. 

cos cp ds =• — dx si n a -f- dy cos a = pda. 

La condition qui remplace la formule ( 4 ) est donc ici 

Jpd% — J podotQ. 

On peut remarquer que l'intégraleJ*pdcL étendue aux droites 

orientées tangentes à une courbe fermée orientée est égale au péri-
mètre de cette courbe ( 2 ) . 

( » ) Cf. R . BRICARD, TV. A., I 9 I 3 , p . 3o2. [ N . de la /?. ] 
(2) Voir sur cette question, Bull. Soc. math., t. 24, I8q6, p. 140-176, et aussi 

H. LKBKSGUE, N. A.f 1912, p. 481 (Exposition d'un mémoire de W. Crofton). 
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SUR H E PROPRIÉTÉ CARACTÉRISTIQUE »ES FONCTIONS 
DE JACOB! H ; 

PAR R E N É G A R N I E R . 

Dans cette Note, nous allons établir la proposition suivante : 

Les fonctions mono gènes analytiques 

de la variable complexe z = x-\-iy qui satisfont à Céquation 

fonctionnelle 
P(x,y) __ X(xy' 

(O 

se ramènent soit aux fonctions de Jacobi sns, cn^, dn^, soit 

à des combinaisons simples, soit à des dégénérescences de 

ces fonctions. 

Tout d'abord, nous présenterons une remarque qui allège nota-
blement la discussion : Si f\z) répond à la question, les fonctions 
qui s'en déduisent par l'une des opérations 

( S i ) ' z\z-h ol ( a , constante quelconque), 

( S â ) z\az ( a , constante réel le) , 

( S . ) *\ iz , 
( S 4 ) ,t\z)\af(z), 

( S , ) f ( * ) \ i f ( z ) , 

( S e ) / ( * ) 1 | f(z)\-\ 
(S7 ) f(z.)\i\f(izQ) |o ( u o , quantité conjuguée de u) 

répondront aussi à la question. 

( J ) Cet article s'adresse spécialement aux lecteurs qui veulent se fámiliariser 
avec les calculs sur les fonctions de Jacobi : réduction des intégrales elliptiques 
à la forme normale de Legendre, intégration des fonctions de Jacobi, multipli-
cation par 2, transformation d'ordre 2. Pour plus de détails sur les calculs, on 
pourra se servir des Principes de la Théorie, des fonctions elliptiques, ..., 
par P. Appell et E. Lacour, 2e édition (Paris, Gauthier-Vil lars, 1922). Chap. IV, 
VII, X, XIII. 
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Cela étant, on déduit de ( 1 ) : P —XX, Q = ÀY, X étant une 
fonction de x et y à déterminer. Posons X = e^ et écrivons que P 
et Q satisfont aux conditions de monogénéité de Gauchy ; il viendra 

/ X â J L - v X V Y ' ' ^ X ' — ' Y ' 

et la condition d'intégrabilité pour p. donne alors : 

Or, cette équation est du type 

par difïérentiations on tire de. (4 ) 

. ( 5 ) X ^ Y ^ X ^ Y ^ o . 

On peut satisfaire à (5 ) en posant X'a = o = X'3 ou Y'2 = o •= Y'3 ; 
on vérifiera d'ailleurs que l'hypothèse X / 2 = o = Y's n'introduit 
aucune solution nouvelle; ces cas écartés, on doit prendre 
X'3 = aXg, Y ' a = - f l Y ' 3 , f l étant une constante, et Ton en déduit 
que, quelles que soient les fonctions X 2 ( ^ ) , Y 3 ( y ) , l'équation ( 4 ) 
est vérifiée par les formules 

( = - c X 2 - d% ' X 3 = a X 2 -+-

\ Y , = — . ^ Y s + r f , Y 2 = — « Y 3 + c 

( « , c, r/, constantes). 
Appliquons ce résultat à (3). Les deux premières solutions 

fournissent immédiatement la fonction 

/ ( . * ) = « V 

et celles qui s'en déduisent parles opérations (S< ), (S i ) , (S 3 ) . Cette 
solution écartée, on déduit de (6) , en prenant X 2 = X 2 (ce qui 
n'introduit aucune restriction) 

. — XX f l+2X'2 = - cX*~ d, X ' = f l X ' + 6 X , 
Y Y" — 2 Y'2 =. bY^d, Y ' = a Y » + a Y 

(ayb, c, constantes réelles). 
Ces équations ne sont compatibles que pour 6 + c = o et elles 
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peuvent être remplacées alors parles suivantes : 

j 2X'2=aX*-t-26X2 — d, 
( 7 ) ( 2Y'«= aX^-ibX2-d; 

dès maintenant, on prévoit donc que les fonctions f ( z ) devront être 
des fonctions elliptiques ou des dégénérescences de ces fonctions. 

Ceci posé, des transformations ( S 2 ) et (S/,) permettent de ramener 

les équations ( 7 ) à l 'un des types canoniques suivants : 

( G ) ) Y ' » = ( H - Y » ) ( I H - A : 2 X 2 ) , Y ' 2 = £ ( 1 — Y 2 ) ( I - + - / 2 Y 2 ) 

| ( e = ± i ; * « < i ) . 

I X ' * = ( i - h X « ) ( ï - + - * 4 X * ) , X ' * = e ( i — X * ) ( N - F » X * ) , 

I 9 ) ) Y'2 = ( I - Y 2 ) ( 1 _ Y2), Y'2=.e(i-t- Y2)(i-/2 Yt) 

f (« = ±ir , . ( . 

i X ' 2 = ( 1 -+- X 2 j* — 4 A2 X « , X '2 = ( I — X 2 )2 4 X 2 , 

( 1 0 ) \ Y '2 = (1 - Y 2 )2 r+- 4 HÏ Y 2 , Y ' 2 .== ( I -H Y 2 )2 — 4 H2 Y 2 

f (o</i<i); 
( X'* = n - X » , X ' 2 = 1 — X 2 , 

( Î I ) 

V ; | Y ' Î = I — Y * , Y ' 2 = I - I - Y 2 ; 

( 1 2 ) X' = i, Y ' = e (£ = dzi); 

(13) X' = o, Y ' = o ; 

Les types (8) , (9) , (10) correspondent au cas où dans ( - ) on 
a a7^0 ; les types (11) supposent a~ oy^b, et (12), ( i 3 ) : 
a = o == b. 

On vérifiera sans peine que les formes (11) conduisent à 

f(z) = tan gz 

et à ses transformées par les opérations (S i ) , (S 2 ) , (S 3 ) , (S* ), (S5) 
et leurs produits; quant aux systèmes (12) ou ( i3 ) , ils donnent 

/ ( * ) = * , 

et ses transformées par ( S ^ , (S 2 ) , (S 3 ) , (S 6 ) , ou f (z) = const. 
Examinons maintenant les types restants. La transformation (S7 ) 

fait passer des formes (9) aux formes (8) et échange entre eux les 
deux systèmes (10); enfin les transformations (S 2 ) et ( S 3 ) per-
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mettent de supposer e = i . Nous n'avons donc que trois types de 

réduction à discuter : 

( I ) X'* = (i — X») (i — Y'2 = ( n - Y» ) (i -f- k* Y»> 

Désignons par snx la fonction de Jacobi, de module k2, {Ae 

périodes primitives 4 K> 2 /K/ ( K e tK r réels);, nous aurons 

X = s n # , Y=z f c Î sn i jK Î 

ou pourra d'ailleurs se borner au signe -+-, moyennant les trans-

formations z \ z 2 K , f(z)\—f(z). Gela étant, posons t=iy; 

il viendra, d'après ( 2 ) : 

/
cna?dn#— ciWdnf. 7 ^ . . 

= L o g e w e l ( x ) e ( o e , ( i ) c o n s t 
b Ht(# -h t) — t) . 

les fonctions H, H 4 , 0 , 04 étant construites non pas avec des 

périodes de zéros 2 R et 2îK/, mais avec des périodes primitives 

de zéros et 21K/. Moyennant cette notation, on a 

sn(x K, i K ' = . ; ; X const. reelle, 
6(a?) 

et, par suite, on peut prendre 

ftz\ = H (*) Hi (ar) 0 (iy) Oi ( iy) -4- e ( * ) Qj (œ) H ( iy) Hj ( iy)  
J K ) Hl(x + iy)Hi(x-iy) 

soit encore 

ce qui donne la solution 
sn z 

f ( z ) = 
JK J cnz 

et ses diverses transformées; actuellement, le module /F des nou-

velles fonctions snz et c n s est encore réel et inférieur à 1. À titre 

de vérification, on trouve : 

sn(a7-+-i) sn rr en ¿r dn £ -+- sn £ en £ dna? 

e n { x - t - t ) Î — sn 2x — sn2* -+- k2 sn 2 # sn2  

Ann. de Mathémat6* série, t. I. (Novembre 1925.) 
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on peut donc prendre X = — | 2K et 21K/ 

étant- les périodes de zéros des nouvelles fonctions sn,s, cn^ : 

( I I ) X'» = (I -+- X» ) (I - /2X2), Y'2 = (1 - •+• ¿2 Y2). 

On posera Z2X2 = i — £2, ce qui donnera, par une transfor-

mation (S2 ) , X = cn# ^le module étant ¿.¿̂  e t l a u r a de 

même, moyennant (S \ ) : 

Y = -h 6 ) ; 

la constante réelle b doit d'ailleurs être choisie de manière que 
Y (y) soit réelle; on prendra donc b = K, et en posant t = ¿'y R 
on-aura ) : 

C s n # d n # — s n i d n * . , , . . 
Ix = / — (cn^a^ + cn/ûii 

J en2 a? — en2 £ 

b H ( a ? - h i ) Hiiar — i ) 4 

lés fonctions H, H<, étant construites avec les périodes pri-
mitives de zéros 4K> 2 R 4 - 2 ÎK ' ; on aura ainsi ( 2 ) : 

, . RZ-FZ/x ~ ï\{x -H K ) HI(O: + K ) , „ en(,T | K, «K ) = e * ^ ^ ^ ^ ^ X const. reelle, 

et, comme tout à l'heure, on trouvera la fonction 

s , . sn z f(z) = , 
17 v en * 

et ses transformées. Mais actuellement, les périodes primitives 
des zéros de sn^ et cn^ sont et 2K~f-2i 'K/ ; le module k2 

(*) On observera que [i. doit .être réel pour, x = o =y; or Soit 

H < K ) H 1 ( K ) = > , ^ ; 

actuellement g2 est un nombre négatif compris entre o et — 1 ; on en déduit 

que X est positif comme, d'ailleurs, © ( K ) , 6, ( K ) et 0 ( 2 K ) e ^ a K ) ; l'argument 

du produit sous le signe Log est donc — 

( 2 ) Voir la note précédente. 
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des deux fonctions précédentes est donc de la forme ( f ) i + e^ 
(9, angle réel). 

On peut obtenir un résultat plus expressif en revenant aux 
modules réels (que nous avions abandonnés pour la commodité 
de l'intégration}. 

En effet, la fonction précédente f(z)> construite avec les 
périodes de zéros sus-indiquées, est encore égale à 

SI! 3 

cnz dnz' 

les fonctions H, H4, 0, 0, correspondant aux nouvelles fonctions 
snz etdns admettant4K et 4 R - } - 4 c o m m e périodes primitives 
de ¿éros, c'est-à-dire encore à 

v snz dn^ 
J ; en s 

les périodes primitives étant 4& e t pour les nouvelles 
fonctions : le module k2 est devenu réel. 

On vérifie d'ailleurs que Ton a actuellement : 

, _ scd( 1 — <ik*s\ -^rk^s)) -Wi Cjd](j — 2£2s2-f-

avec 

s == sna, c = ena, d==dna; Si == sn6, cx ~ en 6, dx== dn b. 

On peut donc prendre 

v / N î s n a : en j d n ^ c srv2# i 
A ( # ) = r — j-—— = = — c n ( 2 # — 2 K ), 

ce qui est bien conforme au début du calcul. 

( I I I ) X ' S = ( I + X » ) * — 4 A 2 X 2 , Y ' * = ( I — Y * ) « - * - 4 A 2 Y * . 

On pose X = ce qui donne 

(*) C f . APPELL e t LÀCOUR, op. cit., p . 446, e x e r c i c e . 12. 



— M — 

ainsi, C étant choisi de manière que X soit réel^ on trouvera : 

s n sn ¿(a? -H G) 

s n sn ï f i r G ) 
2 

ï'K' ? en se rappelant que s n — = e t e n adoptant le module 

On pourra écrire encore : 

, / .x-hC .K'\ ' 
\ l ~ h t T / 

la fonction dn w admettant les périodes primitives de zéros 2 K et iK f . 
Moyennant des transformations (S i ) et (S 3 ) on pourra prendre 
C — K' et, avec un nouveau module compris entre o et 1 : 

en a? 
A = 3 9 

sna?ana? 

d'où, envertude(S3 )et (S5 ) : Y = ± i ^ f^ ^ ; on peut d'ailleurs 

se borner au signe supérieur moyennant (S c ) . On trouve ainsi, en 
posant iy = t : 

X ' — Y ' sn2# -h sn2* — 2&2sn*a? sn2/ 
X « — Y* sn2a? — sn2* ' 

ce qui donne 
__ isnx ânx sn t dn* 
"" k ( sn2a? — su2*) ' 

et par suite 
f ( z ) = en z -h i K ' 

et ses transformées. 

Résultat définitif. — Les fonctions / ( s ) répondant au pro-

blème sont donc les fonctions s n z en* (construites avec 
enz en* v 

un module k2 réel), leurs dégénérescences (obtenues pour 
k2 = o ou 1 ), ainsi que ez, z, 1 et que toutes les fonctions qui s'en 
déduisent par les opérations (S4 ) , . . (S7 ) . 
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O n vér i f i e ra q u e p a r m i ces f onc t i ons se t r ouvent les su ivantes : 
s n z , en z, d n ^ , 

c n z d n - s d n z s n ^ s r i ^ c n z 

sn* ' enz ' dn^ 9 

snz enz • dnz 
en z dnz' d n ^ s n ^ ' s n ^ c n z ' 

s i n * , c o s jst t a n gz, c o s é c z, s écz, c o t gz, 

sh,s , c h s , t h z y c o s é c h ^ , . s é c h * , coth-s , 

i 
ez, z, - e t i . 7 r. 

CONCOURS NORMAL » AGRÉGATION DE 1920. 

Composition de calcul différentiel et intégral 
( Deuxième. partie ). 

SOLUTION PAR M . C . - E . T R A Y N À R D . 

Soient f ( x , y) une fonction développable en série de Taylor, 

au point (x01 A/ Vaccroissement quelle prend quand 

x, y augmentent respectivement de Ay à partir des valeurs 

y0 et df sa différentielle 

f x 0 Aa? -h f y 0 t±y 
au point x0, y0. 

i° En supposant que f^ et fy^ne sont pas nuls, le rapport 

est en général déterminé. Montrer que sous des conditions très 

générales il tend vers l'unité quand kx et Ay tendent simulta-

nément vers zéro. 

) Les notations abrégées pour les quotients sont dues à Glaisher. 
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2° Peut-il arriver cependant que ~ ait une limite finie diffé-
CtJ 

rente de Vunité quand Ax et Ay tendent simultanément vers 

zéro iïune façon spéciale? 

3° Cette circonstance n'a-t-elle lieu que pour des fonctions 

f ( X j y) très particulières? 

^On suppose, bien entendu, dans i°, 2°, 3°, que A#, A j con-

vergent vers zéro de sorte que le dénominateur du rapport ^ 

tende vers zéro par valeurs non nu [les. j 

Pour simplifier les écritures, j'emploierai les notations de Monge 
pour les,dérivées. La fonction f{x,,y) étant développable en série 
de Taj lor , j'ai 

A/ = pkx -h q ky h —£ h • • • ? 

A/ r AA?2 -4-1 s AA? ky -h t Ajr2 

àf ~ i^pAx -+- q A / ) 

11 apparaît à première vue que le rapport 

_ r Aa?* -+- 2 s biX Ly -+- * AJK2 

A (/> A.Z -H q Ay) 

tend vers zéro dans les conditions de l'énoncé; les coefficients 
du numérateur en effet sont finis, ceux du dénominateur ne sont 
pas nuls, soit A un nombre positif supérieur aux premiers, a une 

borne inférieure, supposée non nulle, de 2 j pàx-+- q Av | ^ } a v a j e u r  
r r IA^ ! - H | 

absolue de P est inférieure à - (| Ax| 4-1 A j | ) quantité qui te îd 

vers zéro en même temps que Ax et ky. 

A fortiori, l'ensemble des termes suivant Ptend vers zéro et le 

rapport — tend vers i, sous la seule condition très générale d'exis-

tence de la borne inférieure non nulle a. 
Pour aller plus loin, on peut faire le raisonnement suivant. 
Je transforme l'expression de r en mettant Ax en facteur 
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et je pose = u ; d'où 

/' + '2iîi + iw2 ' ^ r 2 SU -h tu2 

On voit sur ces expressions que Ax et by peuvent tendre vers 
zéro de deux façons : quand v tend vers zéro et quand p-\-qu 

tend vers zéro. 
Le cas de v tendant vers zéro est celui qui a été étudié plus 

haut; on voit qu'il n'exige aucune condition sur la façon dont bx 

et Ay tendent vers zéro. Le cas de p qu tendant vers zéro a 
échappé à la précédente analyse; aucune condition n'est imposée 
à P qui peut tendre vers une limite arbitraire, ce qui s'explique 
aisément en remarquant que 

2v{p -h qu)2 
p àx -f- q ky = • tu2 

c'est-à-dire, si je puis m'exprimer ainsi, que p bx ~\-q Ay est plus nul 
lorsque p 4- qu tend vers zéro que lorsque v tend vers zéro ( < ) . 

Géométriquement, le cas de v tendant vers zéro est celui du 
point y$-\-by tendant vers le point x0, y0 sur un che-
min quelconque; le cas de p q u tendant vers zéro correspond 
à un chemin tangent à la droite 

Z=/Ooyo) 3 />(X — ¿Ko) H-^(Y-t^o) = 0. 

En résumé et pour répondre aux questions posées par l'énoncé : 

i° En général et sous les seules conditions de l'énoncé, le rapport 

— tend vers i quand bx et Ay tendent vers zéro. 

2° Ce rapport tend vers toute limite i 4- k donnée à l'avance 
lorsque bx et Attendent vers zéro, le point x0 -j- bx, y0 -b Ay sui-
vant un certain chemin tangent à la droite 

Z=/(o?ojKo), />(X — q ( Y - - y 0 ) = o 

et qui dépend de la quantité k. 
3° Ces circonstances se présentent pour toutes les fonctions 

( 1 ) U est facile de voir que les quantités qui suivent la fraction ç ont toujours 
pour limite zéro. 
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CERTIFICAT RE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Soit la surface S, définie par Véquation 

O 

i° Trouver le lieu des asymptotes de ses sections par les plans paral-
lèles au plan des xy. Montrer que ce lieu est un conoïde droit. 

2° On considère, en particulier, la section G par xOy. On pose 

cos© = i •, 
J r x 

Calculer x et y en fonction de cp, ainsi que V arc s de la courbe, son 
rayon de courbure et les coordonnées de son centre de courbure. Véri-
fier que le rayon de courbure et l'abscisse du centre de courbure 
s1 expriment rationnellement en fonction de x. Vérifier également la 
relation 

iy~ sin(s — y). 

II. Déterminer toutes les courbes planes qui satisfont à la relation 

(p -f-1) sinV = i , 

0Mp désigne le rayon vecteur et V V angle de ce rayon vecteur avec la 
tangente. Construire Vune de ces courbes. 

III. Un fil élastique, de longueur naturelle ia, est fixé par ses deux 
extrémités en deux points A et B d'un plan horizontal H. La distance 
A B = 2a. On coupe le fil en son milieu et Von attache les deux bouts 
obtenus à un même point matériel M. Quand on amène M en A , la 
tension du fil BM égale le poids de M. En outre, le coefficient de frot-
tement de M sur le plan H est 0,2. Étudier le mouvement de M, aban-
donné en A , sans vitesse initiale. Construire le diagramme des espaces. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION, p a r M . LOUVET . — I . J° L a s e c t i o n p a r 

le plan z = h a des directions asymptotiques données par xk—hyk = o ; 
aucune n'est réelle pour h < 0 . Pour h positif on trouve les directions asymp-

totiques réelles xàz \/~hy — 0 et les asymptotes correspondantes, obtenues 

par les procédés ordinaires, sont 

x ±: \l'h [y -f- =z o. 
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Elles s'appuient sur la droite x = o, y = — ^ et engendrent donc un 

conoïde droit dont l 'équation est évidemment 

( 4 ; + 
2° On trouve 

x = i \/li sin cp, ^ = sin <p cos ? ; 

sin 2 9 s = 2 cp h — i = a cp -h y ; 

d'où' immédiatement 
s in ( i — y ) = sin 29 = iy. 

Le rayon de courbure et l'abscisse du centre de courbure sont respecti-

vement 
(12 — 48 -f- x4 

i6|#| 

IJ. En remplaçant sin V par ^ ? l'équation proposée donne 
V/P2 + P/2 

p'« = p2(p2--H2P), • 
d'où 

' P /pM-2p V P 
et enfin 

2 
P — (W __ > 

toutes les courbes se déduisent de l'une d'elles, par simple rotation autour 
du pôle. 

f I I - L 'or ig ine étant le milieu de AB, on a l 'équation différentielle 

a o 

où l'on doit prendre, devant le dernier terme, le signe opposé à celui de la 
vitesse. Le mouvement consiste donc en demi-oscillations sinusoïdales, 

ayant pour centres les points x — ± ~ qui l imitent la région d'équilibre. 

Dans le cas de l'énoncé, les élongations successives seront — « ( p o i n t A ) , 

3 a a / > 1 U1 » * x 
-7-:» — — (ou le mobile s arrete) . o 5 . y 

EPREUVE PRATIQUE. — Construire la courbe T. 

shiP 
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Développer en série de puissances de x, Vaire ABCD = S, limitée 
par la courbe F, l'axe des et les parallèles AB et CD à 0 y d'abscisses 
x et — x. 

3° Traire ABGD, en tournant autour de Ox, engendre un volume Y 
que Von développera de même en série. 

4° Le volume précédent étant rempli d'une matière de densité UN, 
calculer au moyen d^une série, son moment d'inertie M, par rapport 
à Ox. 

5° Dans le cas où x = i , calculer S, Y , M, à io~3 près. 
On donne 

t. == 3,14 i5g^653, 
àio~9 près par défaut. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION, p a r M . LOUYKT. — O n t r o u v e : 

__ F x ¿r3 1 
[ 77 î7 3TTÎ • • • ( a f l + i ) ( 2 / i + i ) ! J ; 

Y = 2iz j * y2 dx\ 

r i i 

~ ^ T v . " 4 " ' " " h + + + * • • J ' 

jr I : : -y _i_ l L -r*3 : L » 2/?-t-i I. 
L i . 4 ! 3 . 6 ! ^ . ' J 

'o 

M 

Pour x = i , on a : 

a. En prenant qualre termes de la série, 

S == 2, i f4? 

à un demi-ihill ième près par excès; 

b. En prenant cinq termes de la série, 

V = 7 ,O4O, 

à un demi-mil l ième près par défaut ; 

c. En prenant cinq termes de la série, 

M = 3 , 8 9 1 , 

à un demi-mil l ième près par défaut. 

(Clermont, juin 1922.) 
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CKISTIFICAT M MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Un solide de révolution homogène est suspendu 
par son centre de gravité et un point P, marqué sur son axe Gz, est 
repoussé proportionnellement à la distance par le plan fixe Gx\ 

i° Montrer que, parmi les mouvements du solide, il y en a certains (Dil) 
dans lesquels tout point de Vaxe fixe Gzi a, pour un observateur attaché 
au solide, une vitesse constante. Quelles conditions doivent remplir les 
constantes d'intégration pour donner ces mouvements (DU)? 

Étudier complètement les mouvements (DIT) qui donnent une 
trajectoire sphérique de P passant par un point donné P 0 . Il y a deux 
formes fë, S' de trajectoires de P et, pour P0 , deux régions sphériques 
R et IV, la région R ne donnant que des trajectoires % et la région R ' 
donnant à la fois des trajectoires % et . Déterminer ces deux régions 
et montrer a p r i o r ique les trajectoires du genre & ne sortent jamais 
de la région R'. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Les équations du mouvement général 
sont : 

A 2 sin^ eO'2 = ( h K 2 C O S 2 0 ) k sin2 6 — ( 1 — G p cos 6 )2, 

A i]/ sin2 8 = X — C ^ cosô, 

<1'' cos 6 - f - cp' — ¡jt. 

La condition imposée s'écrit 

sin2 6 -+- ô'2 = const. 

et, exprimée en 6, conduit à écrire qu'une certaine fonction de 8 est cons-
tante. Gomme K ^ o, on obtient finalement 

K 2 A 
k — C^O, X = O, H2 = cy2 

et l 'étude des mouvements 0)1 se fait sans difficulté, c'est la discussion d'un 
trinôme bicarré en cosO. Elle donne : 

Si A > o, une trajectoire ^ à boucles avec deux parallèles limites symé-
triques par rapport à Féquateur ; 

Si h < o, une trajectoire sinusoïdale avec deux parallèles limites d'un, 
même côté de l 'équateur. 
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L'inégalité fondamentale 
p2K'2 A 

( AH - K2 cos2 0O) A sin2 60 — ( A _ _ C ) 2 COS2 6 0 ^ o . 

détermine le minimum H ( 0 o ) de h. 
La région R est définie par 

H(6 0 )>o , 

et la région R' est le reste de la sphère. 

Un point quelconque d'une trajectoire quelconque peut être considéré 
comme point initial de cette trajectoire \ il ne peut donc se trouver 
dans R, il est forcément dans R'. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — On donne la position initiale ABCD, A 'B 'C 'D ' 
d'un parallélépipède rectangle solide, mais non homogène, dans lequel 
la densité en chaque point est égale à la distance de ce point au plan 
de la base ABCD. 

On considère les deux droites fixes D et A avec lesquelles sont con-
fondues, à lyinstant initial, les deux droites AB et C 'B ' et le plan 
fixe P mené par la droite D perpendiculairement à la droite A. 

Le solide est lancé, à partir de la position initiale considérée, de 
façon que A décrive la droite D, que C' décrive la droite A et que B 
reste dans le plan P . 

On a 
AB = i, A D = 2, A A ' = 3, 

et la vitesse initiale de A est l'unité. 
Calculer numériquement les éléments de réduction au centre de gra-

vité de la quantité de mouvement du solide à Vinstant initial. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — On prend comme axes ceux, de la 
base ABGD et Taxe perpendiculaire et l 'on détermine facilement le centre 
de gravité G et l'éllips.oïde d'inertie relatif à l 'origine, duquel on déduit 
immédiatement l'ellipsoïde central rapporté aux axes parallèles menés 
par G, soit F (a?, yf z) = i . 

Si p, q, rh £ sont les éléments de réduction en G de la vitesse du 
solide, le point A donne trois conditions, le point G' deux et le point B 
une, de sorte que l'on a six équations qui déterminent -p, q, r , TQ, Ç. 
Les éléments de réduction demandés sont alors : 

n.» m. ™ 1 1 I à¥ M£, MÏ), MÇ ; - — , , - — . 
i dp i âq i àr 

(Bordeaux, jnin 1924.) 

G.7. — EPREUVE THÉORIQUE. — Deux solides de révolution homogène 
pesants et identiques ont même axe de révolution et sont suspendus 
par un point 0 de cet axe commun 0,3. 
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Par des liaisons convenables. les plans z Ox, zOx' des deux trièdres 

Oxyz, 0x'y'zr attachés à ces deux solides sont assujettis à toujours 
être symétriques par rapport au plan de Oz avec la verticale descen-
dante O^i. 

i° Discuter complètement le mouvement quand les deux centres de 
gravité G, G' sont symétriques par rapport à O. 

A0 Les dejux points G, G' étant quelconques, sous la seule hypothèse 
que les distances OG, OG' sont très grandes, former les conditions 
nécessaires et suffisantes que doivent remplir les données initiales pour 
que, dans le mouvement, Oz dirigé vers le centre de gravité du système 
total tende asymptotiquement vers la verticale ascendante. Montrer 
que les conditions trouvées sont compatibles. 

G.8 . — ÉPREUVE PRATIQUE. — Un tétraèdre homogène, pesant O A B C , 
a ses trois arêtes OA , OB, OG rectangulaires et égales à l'unité. Sa 
densité est égale à Vunité. 

Le sommet O est fixe et. le solide ne peut que tourner autour de la 
bissectrice intérieure de Vangle B O A , bissectrice qui est fixe faisant 

Vangle ~ avec la verticale descendante. 
4 

Calculer la durée des petites oscillations autour de la position déqui-
libre stable. 

(Bordeaux, novembre 1924«) 

CERTIFICATS D'ANALYSE SUPÉRIEURE. 

EPREUVE THÉORIQUE. — G.9. — I. On désigne par a, b, c trois quantités 
réelles (a < b < c) et par ex., ¡3, Y trois quantités positives telles que 

Soit encore z0 une quantité complexe dans laquelle le coefficient 
de i est positif. On considère dans le plan de la variable complexe z 
le demi-plan situé au-dessus de Ox et Von forme V intégrale 

Z= f (z — a)*-l(z — b)P-i(z — c)y~idz. 

L'intégration est faite en restant dans le demi-plan et, quand on 
intègre le long de Vaxe réel, on évite les points a, c par des demi-
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circonférences infiniment petites situées au-dessus de Ox. On demande 
de caractériser la portion du plan Z correspondant au demi-plan de 
la variable complexe z. 

I I . Etant considérée l'équation 

à*u d2u 

où c(x, y) est une fonction réelle et holomorphe dans le voisinage 
de X = o, y = o, montrer qu'il existe des intégrales de cette équation 
susceptibles, dans le voisinage de V origine, d'être mises sous la forme 

oà P et Q sont réelles et holomorphes autour de l'origine. Dans le 
développement de P (x, y) qui est supposée s'annuler à l'origine, 

- -H ß/ 

les coefficients a et ß des termes du premier degré sont donnés, et la 
valeur de Q (x, y) à l'origine, Q (o, o ) , a la valeur g, qui est égale-
ment donnée. 

I I I . Dans l'équation de Fredholm 

<pO, + * J u , v ) < ? ( u , v) dudv = y) 

on suppose que le noyau f (x, y\ u, v) est égal à 
\J(x — «)Î+ {y — vf 

On demande si le premier noyau itéré f\(x, y; u, P) devient encore 
infiniy et, dans le cas de l'affirmative, à quelle fonction il est compa-
rable. 

IV . Démontrer que les valeurs singulières de X relatives à une cer-
taine aire et à l'équation 

â2u d*u . , 
-T— -h = A c ( x , y ) u , 
dx* ày2 v ' J ; 1 
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où c(x7y) est positive dans Vaire considérée, ne peuvent être que 
réelles et négatives. 

G. 10. — ÉPREUVE PRATIQUE. — Trouver la valeur de Vintégrale 

dz f \/i — z3 

prise le long du contour c marqué sur la figure, partant de Vorigine 
et entourant une fois le point critique z = i du radical cubique. 

' On partira de Vorigine avec la valeur H- r du radical. 

N. B. — On désignera dans le calcul par a la racine cubique ima-
ginaire de Vunité, pour laquelle le coefficient de i est positif. 

(Paris, juinr, 1923.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Soitpour une équation de Fredholm k(x,y)-
un noyau principal de la forme 

Expliquer la réduction de ce noyau à la forme canonique et mon-
trer qu'il est la somme d'un certain nombre de noyaux canoniques 
orthogonaux deux à deux. (On admettra le théorème fondamental 
sur la réduction d'une substitution linéaire à la forme canonique.) 

G.11, — II. Déterminer la fonction f {x) satisfaisant à l'équation 
intégrale : 

r y f(x)dx 
/ : 1 = COSJK. 

^ (y-xY 

G. 12. — ÉPREUVE PRATIQUE. — L'élément linéaire d'une surface S est 
donné par la formule 

ds1 - 1 -4- 11? 
u*( i— u*y du* 

1 du rlv 

¿¿(1 — «*)-. 

dv* 
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Montrer que cette surface peut être appliquée sur une surface de 
révolution 2 engendrée par une chaînette tournant autour de sa base 

{^c'est-à-dire sur une surface dont Véquation en coordonnées rectan-

gulaires est de la forme -y2 = 

Calculer la torsion en valeur absolue d'une ligne asymptotique 
de S en un point u, v. 

(Bordeaux, 4 juin 1924«) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — J. Théorie de Véquation intégrale de pre-
mière espèce 

f K(#, s)f (s)ds =/(a?), 
Jo 

donner un exemple. 

I I . — Pour une surface ( S ), on a (notations classiques) 

ds2 — E du* -f- 2 F du dv -+- G dvK 

Une courbe (G ) est définie sur cette surface par les équations para-r 
métriques 

Soient, en un point M de (G ) , R son rayon de courbure et 9 l'angle 
de sa binormale avec la normale à la surface (S) au même point. Cal-
culer le quotient 

cos 8 
T T 

à l'aide des fonctions E, F , G, f(t), cp(t) et de leurs dérivées en consi-
dérant ces fonctions comme données. 

G. 13. — ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer les valeurs singulières de X 
pour l'équation de Fredholm 

•<?(?)=/(*)•+-*J (i+^vy + ^y^yiy)*!?' 

Dans le cas où X = I et f ( x ) = arC , résoudre l'équation. 

(Bordeaux, novembre 1924.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — On considère une transformation de contact à 
une équation directrice : 

F (xyz, X Y Z ) = 0. 
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On supposera les espaces xyz% X Y Z rapportés aux mêmes axes. 

i° Etablir les équations qui permettent de trouver Vélément de con-
tact XYZ , PQ correspnn tant à un élément donné xyz, pq. Quelle est 
Vinterprétation géométrique? 

2° A quelle condition les normales aux éléments correspondants se 
rencontrent-elles? Montrer que la fonction F doit satisfaire à une 
certaine équation aux dérivées partielles. On pourra désigner dans 
cette équation par abc, ABC les dérivées de F par rapport à xyz,X YZ. 

3° Former les équations différentielles des caractéristiques. Elles 
présentent de nombreuses combinaisons intégrables, les interpréter 
géométriquement. Montrer en particulier que les points abc, ABC 
décrivent deux cercles dont Vaxe commun passe par l'origine. 

Montrer qu'on peut achever Vintégration des équations différen-
tielles en plaçant convenablement ces cercles par rapport aux axes. 
Interpréter le résultat obtenu, démontrer que pour une caractéristique 
donnée : 

.. a. Les points xyz, X Y Z décrivent deux cercles de même axe ; 
b. Les directions abc, A B C passant par ces points se coupent en un 

point fixe de cet axe. 

En déduire les équations finies des caractéristiques. 
4° Comment alors peut-on intégrer l'équation aux dérivées par-

tielles. 

INDICATIONS. — 2 ° L ' é q u a t i o n e s t 

A B 

3* 
dx 

j b c 
\ Y - y . Z -

G ' 

a b c 

X — x _ Y — y L — z 

dX 
B C 

Y Z -

: o ; 

da 
B C 
b c 

dk 
B C 
b c 

On trouve que A - h a, B b, C -+- c, A2 H- B2 •+• G2, a2 -h c2 sont 
des constantes. 

Le reste est indiqué dans l'énoncé. Il suffit de placer les cercles perpen-
diculaires à Oz. 

4° Méthode classique de Cauchy. 

(Nancy, octobre 1922.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — On considère un plan rapporté à deux coor-
données rectangulaires xy. 

Un point P est placé au hasard dans ce plan, la probabilité pour 
quil tombe entre les abscisses x, x-h bx, entre les ordonnées y>y-h by, 
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est 
kk' e ~ k ' - y* à x Ajr. 

i° 'Un rectangle compris entre les abscisses xxx^, entre les ordon-
nées y 1JK2 étant donné, quelle est la probabilité pour que ce rectanglè 
soit atteint par un point P, là probabilité pour qu'il soit atteint au 
moins une fois dans n épreuves successives? 

20 Chaque point P est entouré d'un rectangle efficace, parallèle 
aux axes, de centre P, de longueur il, de hauteur 1V. Probabilité 
pour que le rectangle de la première partie soit atteint par une por-
tion du rectangle efficace. 

3° On jette au hasard deux points P avec leurs rectangles. Quelle 
est la probabilité pour qiie ces rectangles soient extérieurs, l'un à 
l'autre, la probabilité pour qu'ils se recouvrent partiellement? 

On jette au hasard n points P. Quelle est la probabilité pour qu'ils 
soient tous extérieurs Vun à l'autre? 

4° On jette au hasard deux points P avec leurs rectangles. Comment 
calculer a-t-on la valeur probable de la surf ace recouverte? 

INDICATIONS. — La probabilité p — J J ' k k ' ' \ r 2 d x dy étendue 

au rectangle x1.r2) y\y*. 
Elle se calcule à l'aide de la fonction bien connue 6, 
L'autre probabilité est 1 — (1 — p ) n . 
2° Il suffît de border le rectangle de chaque côté de il en x, de il' en y. 
3° Les centres étant LA probabilité de recouvrement est 

f f f f dr^dr^ 

étendue au.domaine 

I Si— £2 | < 

Elle se calcule à Paide de la fonction G. 

4° Dans le cas de recouvrement, l'aire eàt [2/ — ( — £2 ) ] [ 2 1 ' ~ (^1— 
Il suffit de multiplier par la probabilité et d'intégrer. 

( N a n c y , ju in 1923.) 

G.14. — EPREUVE THÉORIQUE. — On considère dans un-plan un cercle,de 
rayon R. Un point M est pris au hasard dans le cercle. La probabilité 
pour qu'il soit dans une aire infiniment petite est proportionnelle à 
cette aire. 

Définir et calculer les valeurs probables : 

I* De l'aire du triangle AMB, AB étant un diamètre du cercle. 
De Paire duAriangle AMN, A étant pris sur le cercle M et N étant 

pris au hasard {on pourra adopter des coordonnées polaires ). 
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3" M étant supposé fixe, quelle est la probabilité pour que MN soit 
inférieure à une longueur donnée a ? 

4° Quelle est cette probabilité quand MN sont quelconques dans le 
cercle ? 

(Nancy, octobre 1923.) 

CERTIFICAT DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I° On considère un plan rapporté à deux 
coordonnées cartésiennes rectangulaires X\, x2 et ¿m cercle quel-
conque, de centre x\ xt de rayon x%. Montrer que Vangle ¿/d de deux 
cercles infiniment voisins est donné par la formule 

¿08= dXî ^ dXÎ— dxl , 
x\ 

•2° On associe à chaque cercle le point XiX2xs de Vespace non eucli-
dien à trois dimensions dont la forme est Vélément linéaire. For-
mer les équations différentielles des géodésiques de cet espace, en pre-
nant pour paramètre l'arc 0 de la géodésique. Intégrer ces équations. 
Former les équations finies des géodésiques passant par un point 
donné 

3° En déduire la distance géodésique 0 de deux points donnés; 
montrer qu'elle est donnée par 

4'sin» - = ( )2 •+- - Y - )2 # 

Quelle est la surf ace S engendrée par les géodésiques de longueur 
nulle passant en un point donné? 
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4° Caractériser géométriquement la famille des cercles correspon-
dant aux différents points d*une géodésique. Quelle est la significa-
tion pour les cercles correspondants de la distance géodésique de deux 
points, des points de la surface S, des points des régions séparées par 
la surface S? 

INDICATIONS. — On a trois intégrales premières : 

nr>f sy*1 13 t /v>' '2 /y»'2 •l/1 r J ti r • ^r- >¿2 x :ï T —2 — ^li —5 : = ^ — 1 • X 3 X3 X$ 

4° On trouve un faisceau linéaire de cercles. La distance géodésique est 
l'angle. Le reste s'ensuit. 

(Nancy, octobre 1923.) 

BIBLIOGRAPHIE. 

C A L C U L V E C T O R I E L : Théorie, Applications géométriques et ciné-

matiqaes, destiné aux élèves des classes de Mathématiques 
spéciales et aux étudiants en Sciences mathématiques et phy-
siques, par A. Châtelet et J. Kampè de Fériet. 1 vol, X 16 
de 426 pages. Gauthier-Villars, 1924* Prix 5ofr. 

Si l 'Analyse vectorielle a été longtemps négligée en France, il faut 
reconnaître qu'il s'est produit en sa faveur, ces dernières années, un revire-
ment complet. Il n'est guère de Cours de Mécanique et de Physique où les 
méthodes vectorielles n'aient pris une place importante et elles apparais-
sentvmême, plus timidement sans doute, dans l'enseignement des Mathé-
matiques spéciales. Les principes du Calcul, tels que les expose le premier 
Chapitre du présent Livre, figurent en eflet, à peu de chose près, au p ro -
gramme d'admission des grandes écoles; maison peut certainement désirer 
voir les élèves faire quelque usage d'un symbolisme dont ils possèdent en 
fait tous les éléments, dont les avantages ont été souvent signalés et qui 
aide singulièrement l'intuition géométrique. 

L 'Ouvrage de MM. Châtelet et Kampé de Fériet , « rédigé en pensant 
surtout aux classes de Mathématiques spéciales » , et où les auteurs 
reprennent, du point de vue vectoriel , les principes de la Géométrie ana-
lytique, les éléments de la Géométrie différentielle, la Cinématique du 
point et du solide, ne peut manquer d'avoir, à cet égard, la plus heureuse 
influence. En retrouvant ici, très heureusement exposées dans le langage 
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vectoriel, les principales questions du programme, le lecteur pourra faire 
une convaincante comparaison et il se familiarisera sans peine avec la 
technique vectorielle. L'expérience pédagogique des auteurs, la rare 
qualité de leur exposition, assure d'ailleurs la réalisation du désir qu'ils 
expriment dans la préface du Livre « convaincre examinateurs et profes-
seurs que l'emploi des notations et des opérations vectorielles permet 
d'aborder avec aisance et élégance la majeure partie des théories et des 
problèmes que l'on peut demander aux examens d'entrée des grandes 
écoles » . 

Dans l'ensemble, nous l'avons déjà dit, les théories développées appar-
tiennent au programme de la classe de Spéciales. La cinématique du solide 
y est cependant étudiée plus complètement et, d'autre part, une impor-
tante Note est consacrée à la théorie des champs de scalaires et de vec-
teurs, à la définition des invariants différentiels. Les étudiants de 
Licence et d'Agrégation trouveront ain^i, dans ce Livre, un exposé très 
accessible, irès bien gradué, des connaissances nécessaires pour la Physique 
et la Mécanique. J. P . 

N O T A T I O N S ET FORMULES V E C T O R I E L L E S , par A. Lafay. i vol. 
23 X i4 de 36 pages. Gauthier-Villars, 1925. Prix 6 f r. 

Ce petit volume réunit, sous une forme condensée mais toujours très 
claire, les notions fondamentales et l'ensemble des formules. Il permettra 
d'acquérir rapidement une connaissance du Calcul vectoriel suffisante pour 
n'être jamais embarrassé par son emploi, et restera toujours un très commode 
Ouvrage de référence. S. F . 

EXERCICES l)E MATHÉMATIQUES ràÉRALES. 
{Suite et fin.) 

Ci. 15. — Soit le champ vectoriel défini, en coordonnées rectangulaires par 
ses composantes P = x2, Q = y\ R=z2. Trouver le flux sortant de la 
sphère 

Xn yï 3 2 _ x 2y 3 2 # 

Trouver la surface, passanl par l 'origine et orthogonale au champ en 
chacun de ses points. Montrer que les surfaces tangentes au champ' en 
chacun de leurs points peuvent se déduire de cylindres par la trans-
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formation 

X = I , Y — - , Z = - . 
x y z 

C.I6. — Faire la récapitulation de la théorie des courbes gauches sur 5 

l 'exemple suivant : 

i Ï . , 
x = cos t—^cos3£; z — s\nt 

( écr i re expl icitement les trois groupes de formules de Frenet ) . Construire 
les projections de la courbe sur les plans de coordonnées. Montrer que 
cette courbe est algébrique et trouver son degré (voir BOULIGAND, Géomé-
trie analytique, nos 91 et 96). 

C.17. — C a l c u l e r expl ic itement les deux fonctions 

r l ' i t d t , x r l i-
7 ( 0 = / v = / — 3 

( l+ i8 )2 «/<> (1-^2)2 
dt. 

Soit z(t) une troisième fonction de t qui s'annule pour t = o. On consi-
dère la courbe, lieu du.point de coordonnées x(i), y{t), z(t), dans un 
système d'axes rectangulaires Comment faut-il choisir la fonction 

z (t ) pour que t soit précisément l'abscisse curviligne du point correspondant 
de cette courbe. Ce choix étant effectué, construire les projections de la 
courbe sur les plans de coordonnées. Calculer le rayon de courbure et lès 
coordonnées du centre de courbure. 

C.18. — Les composantes d'un champ vectoriel sont de la forme 

X = \(x, y, + y, z); 

Y = y, *); 
Z == l(x, y, s)-h z ¡a(x, y, z). 

i ° Déduire de ces formules que le champ proposé est la somme géomé-
trique de deux autres champs, dont l'un est formé de vecteurs paral-
lèles à une même direction, l 'autre de vecteurs concourants. En déduire que 
les courbes intégrales du système 

dx dy dz 
<*> X = T = T 

sont contenues dans des plans passant par une même droite. 
2° On suppose que X et (JL soient exclusivement fonctions de x - h y - h z 

et de \/x* -hy2 -+- z2' Montrer que les courbes intégrales du système ( i ) 
sont égales» 



- 63 — 

3° Appl iquer ce qui précède au cas où l'on a 

X — x2—yz; Y — j k 2 — z x \ Z = — xy 

et trouver dans ce cas les surfaces normales en chacun de leurs points au 
champ proposé. Calculer le flux de ce champ à travers la sphère 

G. 19. — Trouver les surfaces orthogonales aux surfaces de la famille 

X* y 3 z3 ; 3 Xy Z — a3t 

Existe-t-i l parmi ces surfaces des surfaces du second degré? 

C.20. — Intégrer l'équation 

\ dz . âz 
- ( y -i- Z ) —-H- (z -h X) -r- = X -+- y. 

J àx dy 

Gomment sont engendrées les surfaces intégrales. Montrerque ces surfaces 
coupent à angle droit une famille de quadriques à un paramètre. 

G.21. — On considère une fonction de œ y z et de x2 y2z*2. 
Soient P, Q, B les composantes de son gradient. Intégrer l'équation aux 
dérivées partielles 

ox dy 
Application à la fonction 

x - y •+- z 

fi 
— \/x2 y2 -+- ~z'2 

C.22. — On considère le champ vectoriel 

X= y-h z — x; ,Y =zz-hx—yi Z = x-\~y~z. 

Trouver le lieu des points M où le vecteur du champ est porté par la 
droite OM. Trouver les surfaces orthogonales au champ. Trouver le flux 
au champ émanant de l'ellipsoïde 

x2 y2 • s* 
—|— X-— —U — I 

cl2 ^ b2 c* 

Intégrer l 'équation aux dérivées partielles 

ox a y 



64 — 

SOLUTION de question proposée. 

2474. 

(1924, p. 85i.) 
Etant donnée Véquation 

^ + ^ + i = o 

dans laquelle n est un entier plus grand que 2, la somme des 
(/z2-f-/i — i)ièmes puissances des racines de cette équation est nulle. 

L . T I T S . 

SOLUTION. 

P a r M . J. DE GAUMONT. 

O n a 
(xn)n+1 

^n^-A-n- - -A. V ' 

et, en tenant compte de l ' équat ion d o n n é e , 

( x + jVi + l 
(j) j W f , V H 

X 

— ( _ ï)A/+i (n + + . . . + ( w + i ) + ^.j/ 

O r les f o r m u l e s c lass iques qui d o n n e n t les sommes SI, S2, .. . des .puis-

sances d ' e x p o s a n t s î , 2, . . . des racines d 'une é q u a t i o n e n t i è r e m o n t r e n t 

qu ' ic i : 

S I = S 2 = . . , = SFT—2 = O, 

S « _ i = — — 1). 

La s o m m e des inverses des rac ines de l ' é q u a t i o n proposée est é v i d e m -

ment — 1; enfin r e m p l a ç o n s dans le c r o c h e t de la formule ( 1) xtl par — x —1 

et nous v o y o n s que la somme des puissances d 'exposants / i ' 2 + / î — 1 est 

(__ !)«+!.[_ n __ (n — i)(n -h 1) n(n H-i) — i] = o. 

Autre solution par MM. K. MARCHAY. et G. MÉTROD. 



QUELQUES REMARQUES DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE SUR LES CONIQUES 
CONSIDÉRÉES COMME ENVELOPPES DE DROITES ; 

PAR ILIOVIGI ET WEILL. 

Nous nous proposons de démontrer par des procédés de géo-
métrie élémentaire que la perspective d'une conique est une 
conique. 

P R O B L È M E P R É L I M I N A I R E . — Construire le sommet A dun 

triangle ABC connaissant le côté BC, la moyenne géométrique l 

des côtés AB et AC, et la direction de la bissectrice intérieure 

de Pangle A . 

Si par le milieu M de BC, on mène la parallèle à la bissectrice 
extérieure de l'angle A et qu'on y porte une longueur MD = 
les points A et D sont les extrémités de deux diamètres conjugués 
d'une ellipse de foyçrs B et C. Pour construire A , on connaît, dès 
lors, le côté BC, la direction de la bissectrice de l'angle À et la 
somme A B A C = DB-j- DC des deux autres côtés. Comme on 
a D B - f - D C > B C , on obtiendra dans tous les cas deux positions 
du point A symétriques par rapport au point M ( 1 ) . 

T H É O R È M E I . — E t a n t données deux divisions homogra-

phiques non semblables portées sur deux axes distincts, il existe 

toujours deux points réels d'où Pon voit sous un angle constant 

le segment qui joint les points homologues. 

On sait que les côtés d'un angle constant qui tournent autour 
du sommet F, déterminent sur deux droites D etD', deux divisions 
homographiques, que l'on peut aussi définir à l'aide de trois 
couples d'éléments homologues : i° le point limite I surD (auquel 

( ' ) Le problème comporte quatre solutions mais deux sont toujours réelles et 
deux toujours imaginaires. 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Décembre 1925.) 5 



— — 

correspond le point à l'infini sur D' ) , 2° le point limite J' surD' et 
3° deux points homologues quelconques M et M7. 

Si donc on mène par F {fig-) les deux parallèles FK et FR' àl> 

et D', les angles ÎFR, MFM' et K'FJ' sont égaux et orientés dans 

le même sens. On en déduit que les bissectrices de l'angle IFJ' 

sont confondues avec celles de KFK ' (donc parallèles à celles de 

l'angle D D ) , et que 
[FI.FJ'= IM.J'M' 

(conséquence de la similitude des triangles IFM etJ'F'M'). 

Une correspondance homographique étant définie par les points 
limites I et J' et un couple de points homologues M et MA, pour 
déterminer le point F, on est ramené au problème préliminaire qui 
fournit toujours deux solutions réelles. 

Remarque. — Si les divisions étaient semblables, les points I 
et J' seraient rejetés à l'infini, ainsi qu'un des points F, l'autre 
existerait toujours et serait facile à determiner. 
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T H É O R È M E I I ( 1 ) . — Lorsque les côtés d'un angle constant 

tournent autour du sommet F, la droite qui joint les points ou 

chacun des côtés rencontre respectivement deux droites fixes D 
et D', enveloppe une conique de foyer F et tangente àD et D'. 

En effet, deux points correspondants M et M'sur les deux droites, 
définissent l'angle MFM'. Or il existe une conique et une seule, 
ayant pour foyer F, et tangente aux trois droites D, D' et MM'. 

Le segment déterminé sur une tangente à cette conique, par les 
droites D et D' est vu du point F sous un angle constant qui est 
MFM', ce qui démontre la proposition. 

T H É O R È M E I I I . — La perspective d une conique est une conique. 

Considérons une conique et deux tangentes fixes D et D'. Une 
tangente quelconque à cette conique coupe D et D' en M et M', 
qui se correspondent homographiquement, puisque le segment 
MM' est vu du foyer sous un angle constant. 

Comme la correspondance homographique est projective, les pro-
jections pi et pi/ des points M, Mr se correspondent homographi-
quement sur A et A' (projection de D etD ) et, d'après le théorème 1, 
il existe un point <p d'où le segment JJLJJL' est vu sous un angle con-
stant. En vertu du théorème II, la droite uip.' enveloppe une conique, 
qui est évidemment la projection de la première. 

Comme toute définition générale des coniques, la définition qui 
précède permet de mettre en évidence les propriétés qui caractéri-
sent ces courbes. Donnons, à titre d'exemple, après M. Montel(û), 
la propriété énoncée par le second théorème de Poncelet. 

La réciproque de ce théorème est une conséquence du théorèmell. 

Etant donnés dans un plan un point F et une courbe C, si 

la droite FT, qui joint le point F au point de rencontre des 

tangentes en deux points quelconques P et P' de la courbe, est 

bissectrice de l'angle PFP', cette courbe est une conique de 

foyer F. 

(*) Réciproque du théorème classique : Le segment déterminé sur une tangente 
mobile, par deux tangentes fixes d'une conique, est vu de chacun des foyers sous 
un angle constant. 

( 2 ) P. MONTEL, Sur une transformation géométrique {Revue de VEnseignement 
des Sciences, n°â 81-82, janvier-février 1915). 



S U R U N E S É R I E D E L A G R A N G E ; 

P A R N I E L S N I E L S E N . 

Soit r, plus grand que zéro, le rayon de convergence de la série 
de puissances 

la frontière du domaine de convergence de la série de Lagrange 
S = 00 

.(a) /(*.) = 2 A,[log(i + ®)]« 
.¥ = 0 

est représentée par la courbe 

(3) | lôg(i -f- x) | = r, 

courbe que nous désignons, dans ce qui suit, par G(r), tandis que 
le nombre positif r est désigné comme la constante de conver-
gence de la série ( 2 ). 

Posons maintenant 

(4) x — u iv, x h- 1 = p eiï, 

où u et v, p et 9 sont des variables réelles, nous aurons 

(5) u -+- 1 = p cos6, p = psin6? 

tandis que l'équation de G(/') deviendra, en coordonnées polaires, 

(6) (logp)»-4-e«== r». 

Cela posé, il est évident que C(r ) est symétrique par rapport à 
l'axe réel, et que la valeur maximum de | logp | correspond à 8 — o 
de sorte que nous aurons 

ce qui donnera, en vertu de (5), 

(7) 

quel que soit 9. 
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Dans ce qui suit, nous désignons par A et B les deux points de 
l'axe réel, dont les abscisses sont les valeurs maximum et minimum 
de U. 

De plus, il est évident que les deux lignes 

sont tangentes à C ( r ) , et que les deux points de contact sont situés-
sur le cercle p = i , savoir, en coordonnées rectangulaires, 

(8) (a-hi)*-4-p* = i. 

Quanta ces deux points de contact, ils ont la même projection C 
sur l'axe réel, et ce point C a l'abscisse 

cos r — i ; 

»c'est-à-dire que G est situé entre A et B, pourvu que 

cosr > e~r. 

Or, l'équation transcendante 

( 9 ) = C O S # — = o , 

savoir 

, , „ Xz X5 2X6 

( 1 0 ) + _ _ — 

a, dans chacun des intervalles (2/?TT, 2piz -f- 211), deux racines 
simples a p et qui satisfont aux inégalités 

ipiz -h - > ap> ipiz -4- y , 

(11) { 
K n K 2pn -h 27t — - — - , 

car nous aurons 
y'(x) = e~x — sin# 

de sorte qu'une racine multiple de (10) satisfait nécessairement 
aussi à l'équation 

cosa? = siïiXj 

ce qui est impossible parce qu'aucune racine de cette dernière 
équation ne satisfait aux conditions (11). 
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Etudions maintenant la courbe C ( / ) ; cette courbe est, pour 
des valeurs suffisamment petites de r, un ovale qui entoure l'ori-
gine^ mais, pour des valeurs plus grandes de r, la courbe susdite 
aura deux cornes qui se prolongent de plus en plus, selon que r 

se rapproche de la valeur TT, et qui sont finalement, pour r = TT, 
en contact dans le point u = — 2, situé sur le cercle (8) . 

De plus, soit l e s deux cornes de C(r) sont situées entre les 

tangentes 9 r= zh r, tangentes qui coïncident pour r = et, 

pour r > les deux tangentes sont situées entre les cornes. 

Supposons ensuite r >>ir, la courbe G (r ) est toujours composée 
de plusieurs branches fermées. 

Soit par exemple 
71 < r < 27T, 

C (r) est composée de deux branches différentes, savoir un ovale 
symétrique par rapport à l'axe réel et contenant les deux points 
de cet axe 

u = er—i, u = é > - V ' J 7 

et une courbe fermée, analogue à C ( r ) pour r<^iz, et contenant 
les deux autres points de l'axe réel 

u——e-r—i, u = e^/^-^' — i. 

Soit donc r > 7 i , il est toujours possible de tracer une courbe 
fermée entièrement située dans le domaine limité par C ( r ) et 
entourant le point x = — 1. 

Désignons ensuite par 

(12) — a \ x -+- a<iœ2-h. .. 

une fonction holomorphe aux environs de l'origine, il existe tou-
jours un développement de la forme (2 ) , et les coefficients An 

sont à déterminer par les expressions 

Ao = «0) 



ce qui donnera, pour n > i, 

<•»> ^-¿T CD 
5 = 0 

X ( s + .)!«*+! Dr s " 1 

Quant au coefficient général Aw, posons, dans (2) , 

¿r = eJ — 15 

il résulte, en vertu de (12), 

S — 00 S — ao ' 

(.4) 2 = 2 AsyS '-
s = 0 s = Q 

Posons ensuite 

(15) 2 
5 = 0 

nous aurons la série de puissances, toujours convergente, 

m = 00 

(er-jy = y Kg.,, 

m = 0 

ce qui donnera, en vertu de (i4)? 

s = n — 1 

(16) A " = 7 n 2 ( ^ ' ^ - n K f - T r 1 -
s = 0 

Or les coefficients a, étant quelconques, il résulte, en vertu 
de ( i 3 ) et (14), 

' ( T 1 ) 0 ^ [(i^icfeô)"} 

formule qui est parfaitement analogue à celle de Schlomilch 

où les Csn sont les coefficients de factorielles, définis par l'identité 
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Quant à la série (2), partons de la formule eulérienne 

ex-+-\ jLà O S ) ! 
,v = 1 

où il faut supposer | x [ < izr tandis que les B^ sont les nombres de 
Bernoulli,, il résulte la série de Lagrange 

s~i 

dont le domaine de convergence a la frontière C(TC). 
De même, cette autre formule eulérienne 

ex— 1 1 jLà (is)l 
5 = 1 

applicable, pourvu que \ x\<^ 27c, conduira à la série de Lagrange 

fao) log(i-4-a?) = t _ log(i -+- x) 
x 1 

iVriBJ r l" , 

dont le domaine de convergence a la frontière C ( 2 T C ) . 

Remarquons, en passant, que la formule (20) donnera immé-
diatement cet autre développement 

S— a 

(21) ¡ — f i — = i + y L_i>fJËl[iog(i -4-7 Jog ( I -+- X ) X 2 jLU (25)! L b J 

s — 1 

qui a le même domaine de convergence que (20). 
Quant à la série (2 ) , supposons uniforme la fonction f(x), puis 

supposons plus grande que tz la constante de convergence de 
cette série, la fonction F ( y ) , définie par la formule (1), admet 
nécessairement la période 2TU, savoir 

(aa> F(y-+-2xi) = F(y), 

car il est possible de tracer, dans le domaine de convergence de la 
série (2) , une courbe fermée qui entoure le point x = — 1. 
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Gela posé, il est évident que la constante de convergence d'une 
série de la forme (2), qui représente une fonction uniforme, est 
généralement au plus égale à T, ce qui s'accorde bien avec notre 
remarque surla série (19). 

Mais il résulte de (20), que cette condition (22) n'est pas 
nécessaire, pourvu q u e f ( x ) soit multiforme. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (1925 ) . 

Mathématiques élémentaires. 

Étant donnés quatre points quelconques A, B, G, D, nous dési-

gnons par (A ) , (B) , (C) , (D ) les cercles supposés distincts, 

respectivement circonscrits aux triangles BCD, CDA, DAB, 
ABC, et nous appellerons bissecteurs de deux cercles sécants 

d'une même sphère (ou d'un même plan) S les deux cercles pas-

sant par les points communs aux cercles considérés, faisant 

avec eux des angles égaux, et situés sur la sphère (du le plan) S. 
La notation (a, b) représentera, d'autre part, Vangle, non 

orientédes arcs de cercle ACB et ADB, appartenant aux 

cercles ( D ) et (C) . 

i° Comparer les angles (a, b) et (c, d). 

20 Les points A, B, C restant fixes, sur quel lieu doit se 

déplacer D pour que les angles (DF, a), (d, fe), (rf, c) restent 

invariables? 

3° Ces angles étant supposés égaux aux angles A, B, C du 

triangle fixe ABC, quels sont les lieux des centres des cercles 

inscrits et exinscrits aux triangles D B C , D C A , D A B ? 

4° Montrer que les points!, J, K^ L, communs aux bissecteurs 

de ( A ) et (B ) et aux bissecteurs de (A.)' et (C), appartiennent à 

des bissecteurs convenablement choisis des quatre autres com-

binaisons des cercles (A ) , (B), (C) , (D ) , associés deux à 

deux. 



Si A, B, C, D sont les sommets d'un tétraèdre, il en est de 

même de I, J, K, L. Montrer que chaque arête de Vun de ces 

tétraèdres rencontre deux arêtes opposées de Vautre. 

5° Construire les points A, B, C, D, connaissant les points 

J, K, L. 
6° Montrer que les angles (i,j), (i, k)i (i, /),..., qui corres-

pondent au système des quatre points I, J, K, L, sont égaux aux 

angles (a, b)} (a,'c), . .., qui correspondent aux points 

A, B, C, D. 
70 Lieux des points I, J, K, L, quand A, B, G restent fixeSj 

et les angles (¿2, a), (c/, fc), (ci, c) invariables. 

8° Dans les mêmes conditions, enveloppe des plans JKL, 
IKL, ÏJL, IJK. 

SOLUTION PAR M . BERTRÀND GAMBIER, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lil le. 

I. La figure proposée possède des propriétés remarquables : 
l ' u n e des plus importantes, à savoir la réciprocité intime des deux 
tétraèdres ABCD, IJKL, est signalée implicitement; il importe de 
la signaler dès le début. 

Si les points A, B, C, D se déplacent de façon à occuper des 
positions nouvelles A f , B', C', D', les points I, J, K, L prennent 
des positions nouvelles correspondantes F, J', K', L' : montrer 
que, l'ensemble A', B', G', D' coïncidant, dans un ordre quelconque, 
avec l'ensemble I, J, K, L, l'ensemble I'J'K/L' coïncide avec 
ABCD, démontre la réciprocité, mais d'une façon incomplète : en 
effet on doit encore remarquer que les douze bissecteurs de (A ) , 
(B), (C) , ( D ) coïncident, dans leur ancienne position, avec les 
bissecteurs de ( I ) , (J), (K ) , ( L ) . On a ainsi un système de douze 
cercles sur la sphère n'ayant qu'un total de huit points d'inter-
section deux à deux; en chaque point d'intersection passent six 
cercles répartis en trois couples de cercles orthogonaux; chaque 
cercle porte quatre points d'intersection; les douze cercles étant 
tracés, on sait, par des procédés réguliers, séparer les huit points 
communs en deux groupes (ABCD), ( IJKL). 

Ici, comme dans le problème classique : cercle tangent à trois 
cercles donnés, on peut adopter bien des méthodes; celle qui doit 
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exiger le moins d'ingéniosité consiste à n'introduire que des élé-
ments invariants par une inversion, car une inversion quelconque 
change la figure à étudier en une nouvelle de même définition. 
Nous adopterons une inversion de pôle A (ou B, C, D, ou encore 
I, J, K , L ) . -Nous donnerons ensuite une indication sur une 
méthode différente. 

Une inversion de pôle quelconque donne une figure sphérique 
encore; si le pôle est pris sur la sphère ABCD, on a une figure 
plane. Faisons venir plus particulièrement le pôle en A ; on a 
une nouvelle figure (fig. i ) comprenant les droites CADA , DABA , 

Fig. i . 

B A C a et le cercle B A C A D A transformés de ( B ) , ( C ) , ( D ) , ( A ) . 

L'angle ( a , b) est l'angle des demi-droites tangentes en A aux 

demi-arcs ACB et ADB ; ( a , b) = (b, a) car ces angles sont symé-

triques par rapport au plan perpendiculaire à AB en son milieu. 

D 'autre part, dans l'inversion, deux demi-arcs concourants 

forment le même angle que les demi-arcs respectivement homo-

logues ; les demi-arcs BCA et BDA étant respectivement rem-

placés par les demi-droites BA CA et BADA , (a , b) = ( è , a) = BA, 
angle en BÂ du triangle B A C A D A . L'angle (c, d) devient de même 

l'angle de la demi-droite opposée à C A D A avec la demi-droite 

tangente en CA au demi-arc CABADA : donc (c, d) == BA = (a, b). 



On a donc 
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( i ) _ (a, c)H-(d, ¿ ) = iu; 

A A .A . A 
(a, b) = (C , d) — BA = A B = DE = GD, 

; A A A A 
\ ( a , ç ) = ( < * , b) = G A = D B = A C = B d , 

A A A A 
(a, = (6, C ) = DA = CB = Bc == AD-

On retrouve ainsi une propriété classique : les triangles BaCaDa , 

ABDBC B) D C A C B C Î C D B D A D déduits du tétraèdre A B G D (acci -

dentellement quadrilatère plan ) par les inversions de pôle h., 

B, C, D sont semblables. 

Ecrivons, pA étant la puissance d'inversion de pôle A , 

C A D A = A B . Î G . A D ( A B - C D ) ' 

( Î ) { D A B A = A P F * , ( A G . B D ) , 

on aura 

AB .AG.AD 

Px 
AB .AG.AD 

sin(a, b) __ sin(a, c) __ sin(#, d) 
(4 ) } AB.GD AG. D AD.BG 7 

'(a, b) -h (a, c ) h- (a, d) = 

Chacun des produits AB .CD , AC .BD, A D . B C est inférieur 

à la somme des deux autres, supérieur à la valeur absolue de 

leur différence. L'une des égalités ne peut être remplacée par 

une égalité, ce qui se traduit par 

AB.GD ±: AG.BD =fc AD.BG == o, 

que si les quatre points A , B, C, D non seulement sont dans un 

même plan mais encore sur un même cercle : cette disposition 

particulière est exclue ici. 

Les paramètres de grandeur d'un tétraèdre sont au nombre de 
six (arêtes par exemple), ceux de forme au nombre dé cinq. Deux 
tétraèdres ABGD, A 'B 'C 'D ' tels que l'on ait les deux relations 
de forme 

(SY A 'D ' .BC _ B D .G A' __ C'D.A'P/ 
1 } AD.BG ~~ BD.GA ~ GD.AB ' 
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peuvent être transformés l'un en l'autre, chaque lettre non accen-
tuée correspondant à la même lettre accentuée, par deux inver-
sions précédées ou suivies d'un déplacement; il suffit en effet de 
remarquer que les triangles BACÂDA et BA,CA'DA' pouvant être 
rendus égaux, on peut transformer ABCD en BACADA, puis par 
une inversiçn convenablement choisie passer de BACA DA à un 
tétraèdre égal (et non symétrique) à A ' B'G'D\ Un cas extrê-
mement intéressant, que nous utiliserons plus tard, est celui où 
les sommets A', B7, C7, D7 ne sont autres que B, A, D, C respec-
tivement, dans cet ordre, ou encore G, D, A, B, ou encore D, G, 
B, A. 

II. La relation (a , d) d ) -H (c, d) = TC prouve qu'il suffit 
que (a, dj et (b, d) restent constants, pour que (c, d) soit aussi 
constant. Faisons donc une inversion de pôle A : BÂ et CA en 
résultent, et DA décrit un cercle I A d'axe BACA ; le point D décrit 
le cercle T inverse de TA. 

Les cercles ABC et F offrent une configuration réciproque 
remarquable : appelons-les, au cours de cette solution, cercles 
associés. Deux cercles associés sont tels que chacun coupe ortho-
gonalement toute sphère contenant l'autre : cette propriété, inva-
riante par inversion, appartient au couple : droite BACA et cercle TA. 
Le plan de chaque cercle est donc orthogonal à l'autre cercle : les 
plans des deux cercles sont rectangulaires et se coupent suivant la 
ligne des centres; la sphère décrite sur V comme cercle diamétral 
est donc coupée par le plan ABC suivant un cercle Y' orthogonal 
au cercle ABC. La construction générale de deux cercles associés 
en résulte : deux cercles orthogonaux ABC, Y' sont tracés dans un 

même plan et l'on fait tourner T' de ^ autour de la ligne des 

centres. On remarquera encore que la ligne des centres perce les 
deux cercles associés en quatre points formant une division 
harmonique. 

III. Si Ton suppose 

A A A 
(a, d) = A , ( b , d) = (a, c) = B , ( C , d) =T (a, b) = G , 

on peut remplacer les numérateurs des rapports (4 ) par AB, AC, 
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BC respectivement et l'on a CD = BD = A D et réciproquement. 
Le lieu de D est donc l'axe du cercle ABC. 

Soient O le centre du cercle ABC, G le milieu de AB, O Y l'axe 
du cercle ABC, OZ la droite OC' et O X la parallèle à AB menée 
par O ; le triangle DAB est isoscèle, les centres I et F ( f i g . 2 ) situés 

Fig. 2. 

/ \ 

sur la bissectrice intérieure de D décrivent un lieu plan dans le 
planOYZ pris pour plan de la figure; les centres F, Y' situés sur la 

A 

bissectrice extérieure de D décrivent un lifeu plan dans O X Y . 
Figurons, à côté de la figure perspective, le triangle DAB, en vraie 
grandeur, transporté dans le plan de la figure. C'est une propriété 
bien connue (nous la retrouverons au Ln° IV dans le cas plus 
général d'un triangle non isoscèle) que le cercle décrit sur [F 
comme diamètre passe en A et B, la tangente en A étant DA, et 
que DA = DB = DF = DI L'axe du cercle AIBF est la perpen-
diculaire élevée dans le plan de figure OYZ à IF en son milieu; 
elle coupe OC' en un point to et l'on a 

tu A = o» I = o)F. 
On a donc 

(6) DA2 = DI. DF = D to2— to I2 = D w2 — co A2. 

En retranchant DO2 de DA 2 et de Dto2, on a donc 

(7) OA2 = O to2— wA2. 

Ceci prouve que le triangle OA to du plan OXZ est rectangle 
en A , A g) est donc la tangente en A au cercle ABC, et co est le pôle 
de AB par rapport à ce cercle : <0 est donc un point fixe et la 
longueur to I = w A est constante. Le point I ou le point F décrivent 
donc un cercle de centre co et rayon yjO (o2 — OA2 dans le 
plan Y O Z : ce cercle est associé au cercle ABC. 
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Puisque DF = DF' = DA et que DA 2 = D0 2 - f - OA2 , le lieu de 
F et F est dans le plan X O Y l'hyperbole çquilatère d'équation 

(8) x*- — y2 = OA2. 

Chaque plan DBC et DCA fournit un cercle ou une hyperbole 
équilatère analogues; les trois hyperboles sont égales, mais non 
les trois cercles. 

IV, V, VI . Pour simplifier les notations, désignons les inverses, 
par rapport à A, de B, C, D respectivement par b7 c, d. Figurons 
(fîg. 3) les bissectrices intérieures et extérieures du triangle bcd, 

Fig. 3. 

k 

d'où les centres t, y, k, l des cercles inscrit ou exinscrits au 
triangle bcd; ces six droites sont les transformées des bissecteurs 
des cercles (B) , (C ) , ( D ) ; leur concourance, par groupes de trois, 
en chaque point y, k, / prouve déjà que les plans des bissecteurs 
de (B), (C) , ( D ) se groupent par séries de trois plans ayant en 
commun une même droite : cette propriété, contenue dans celle de 
l'énoncé, nous servira plus loin dans l'autre méthode que nous 
amorcerons. 

bij et bkl percent de nouveau le cercle bcd en des points f et 
j" : c'est une propriété bien connue que le cercle de centre f et 
rayon/rf passe en î, y, c,ci et que le cercle de centre j" etrayonyV 
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passe en A, c, d ; les tangentes à ces cercles en ¿/ sont dj'el dj\ 

de sorte que ces cercles sont les bissecteurs du cercle bcd et de la 
corde cd. Les cercles analogues de centre k\ l'. l!f réunis aux deux 
précédents et aux six bissectrices nous fournissent l'ensemble dés 
douze bissecteurs transformés ; en chaque point i, y, /r, l en passent 
six; en les trois bissectrices intérieures et les cercles de centré y7, 
k'yï\ en y une bissectrice intérieure, deux extérieures, le cercle 
de centre f et ceux de centre k% l". Les points transformés^!, 
J, K, L de ¿, y, k, l sont donc les points signalés par l'énoncé. 

11 sera commode, pour ce qui suit, de regarder qomme con-
fondus en un seul point, transformé du pôle d'inversion, tous les 
points à l'infini du plan ou de l'espace. L'inversion de pôle A a 
donc transformé le tétraèdre ABGD en le quadrilatère ccbçd; on 
sait que ib. ij = ic. ik = id. il ; donc une seconde inversion de pôle i 

et puissance (négative) ib.ij transforme le quadrilatère ce bcd en 

le quadrilatère ijkl; une troisième inversion de. pôle A trans-
forme le quadrilatère ijkl en le tétraèdre IJKL. On a donc 

(b, c) = ( a , d) = (y, *) = (*',/), 

. - {c, a) = (b, d) — (A", i) .= (y, /), 
'(u, b) — {c, d) = (i, j ) = (k, Il 

Au lieu de deux inversions et un déplacement, nous avons même 
obtenu trois inversions consécutives dont la composition trans-
forme ABGD en IJKL. D'autre part l'inversion intermédiaire 
transforme chaque bissectrice intérieure en elle-même, chaque 
cercle de centre y", k\ l' en lui-même, les cercles de centre yv, A1', C 

en les bissectrices extérieures kl, I j , jk respectivement. Donc six 
cercles bissecteurs de ( aobcd) sont transformés chacun en lui-même 
(dans son ensemble, un point du cercle s'échangeant avec un autre 
point du même cercle) et les six autres se répartissent en trois 
couples de deux cercles s'échangeant mutuellement. Ceci constitua 
la réciprocité intime signalée au début : les bissecteurs de IJKL 
sont précisément ceux de ABCD. Les questions V et V I sont donc 
résolues. 

On remarquera que, dans le système ijkl, les cercles y i k l , 

i/7, ijk sont égaux entre eux et deux à deux symétriques par 
rapport à leur corde commune; chaque point i, j, /r, l est ortho-
centre du triangle formé par les trois autres. 
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Si A, B, G, D sont dans un même plan, il est clair que I, J, K, L 
sont dans ce même plan; la réciprocité prouve que si I, J, K, L 
sont dans un même plan, A, B, C, D y sont aussi; de là résulte 
évidemment que si l'un ou l'autre des systèmes (A , B, C, D) ou 
( I , J, K, L ) forme un véritable tétraèdre, l'autre en forme aussi 
un, inscrit dans la même sphère que l'autre. 

La figure ô peut être considérée comme perspective -, sur le plan 
de cette figure, de la figure de l'espace. Le point b est à lui tout 
seul la perspective de AB ; or b est situé au croisement de if et Ik, 

donc AB rencontre dans l'espace IJ et K L ; AC, de même, IK et 
LJ; A D rencontre IL et JK; eî  vertu de la symétrie du rôle des 
six arêtes de ABCD, l'arête CD rencontre IJ et KL, l'arête BD 

rencontre IK et LJ, l'arête BG rencontre IL et JK ^d'ailleurs il 

est très simple de remarquer que j'" désignant le point de rencontre 
de ij et cd, on a j " i. j ' ; j = j" c.j'd de sorte que les deux cercles 
de l'espace A cd et A ij se coupent eu un même point situé sur le 

f" c j'" d 

prolongement de Aj'" à la distance ^ deyw ; le transformé de 

ce point dans l'inversion de pôle A est le point commun à CD 

e t l j J . On remarquera que cd est partagée harmoniquement par 

ij et kl] donc dans l'espace, les points où chaque arête de l'un 

des tétraèdres ABCD ou 1JKL rencontrent deux arêtes de l'autre 

sont conjugués par rapport aux extrémités de cette arête ( 1 ) . Si nous formons le tableau 

A B CD 

A DB 

A D BG 

IJ KL 

IK LJ 

IL JK 

qui indique les deux arêtes de l'un des tétraèdres rencontrant 
une arête de l'autre, inscrite sur la même horizontale, on pourrait 
croire que ce tableau indique une correspondance unique ( A I ) r 

(BJ), ( G K ) , ( D L ) entre les sommets des deux tétraèdres ; mais il 
suffit d'écrire à la place de la seconde colonne l'une quelconque 

(*) On voit aisément, par des conservations de rapports anharmoniques, que IJ 
passe par le point, intérieur au segment CD, divisant le segment proportionnel-
lement aux produits G A . C B et D A . D B . 

Ann. de Mathémat6e série, t. I. (Décembre i9?5.) 6 
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des quatre suivantes, 

IJ K L JI L K K L IJ L K JI 

I K LJ J L K l K l JL LJ I K 

I L JK JK I L KJ L I L I KJ 

pour voir le résultat suivant, conforme à ce quia déjà été remarquée 
à la fin du paragraphe I : les points A , B, C, D étant donnés, 
l'ensemble des quatre points (I , J, R, L ) en résulte sans que res 
noms individuels I, J, K, L à attribuer aux points du groupe soient 
déterminés d'une façon unique ; on a, comme on sait, 24 façons 
différentes de répartir les noms. Choisir les notations de façon que 
l'on ait ( a , b) = y ) , (a, c) = (¿, k), (a, d) = (¿, l), ne laisse 
plus que quatre façons de répartir les noms : on choisit l'une des 
deux arêtes rencontrant AB et CD, ce sera l'arête IJ et sur cette 
arête il y a deux façons de disposer I et J aux extrémités ; cela donne 
les dispositions ( IJKL) , (J ILK) , (KL1J), ( LKJ I ) correspondant 
à (ABCD) . 

Si l'ensemble des douze bissecteurs est tracé, sans que les huit 
points d'intersection aient été affectés d'un nom, prenons l'un deux 
et appelons-le A ; en A choisissons l'un des trois couples ortho-
gonaux qui s'y croisent et appelons B le nouveau point commun à 
ces deux cercles ; C et D s'obtiennent ensuite par le même procédé 
appliqué aux deux autres couples. Les points restants sont I, J,K, L. 

Nous avons indiqué plus haut trois inversions successives qui 
échangent (ABCD) avec ( I JKL ) ou inversement, et cela en gran-

deur et position : les deux inversions extrêmes ont pour pôle A ; 
il existe huit façons d'échanger ainsi ABCD avec IJKL, en respec-
tant l'ordre de correspondance AI , BJ, CK, DL, en faisant jûuer à 
l'un des huit points A , B, C, D, I, J, K, L le rôle dévolu ici à A. 
D'autre part, au lieu d'échanger IJKL avec ABCD, on peut 
l'échanger avec BADC ; commençons en effet comme précédemment 
par l'échange ( IJKL ) , (ijkl) avec l'inversion de pôle A ; prenons 
ensuite, non plus l'inversion de pôle mais celle de pôle y et 
puissance (positive) ( y ï . y6 ) ; (ijkl) devient (bosdc)\ la troisième 
inversion, de pôle A encore, donne (BADC) . Ceci confirme les 
résultats indiqués plus haut sur les correspondances (ABCD), 
( I JKL ) ou (BADC) , ( IJKL) . En mettant bout à bout les deux 
systèmes de trois inversions chacun qui transforment (ABCD) en 



- 87 —. 

( I JKL ) puis ( I JKL ) en (BADC) , on a un total de six inversions 
où les troisième et quatrième opérations se détruisent, de sorte 
qu'en grandeur et position on passe du tétraèdre (ABGD) au 
tétraèdre équivalent (BADC) par quatre inversions de pôle 
( A , i, j } A ) successivement suivant le schéma 

A B G D I J K L 

ÛO b c cl i j k l 

i j k l oo b c d 

b co d c j i l k 

B A D C J I L K 

Il est facile de déduire de là de nombreuses relations métriques. 

D'abord l'inversion de pôle A ayant donné b, c, d sans que les 
noms Î, y , k, l aient été encore décernés aux centres des cercles 
inscrit ou exinscrits dans b: c, d, on peut placer i arbitrairement 
en l'an des quatre centres : pourvu que i et j soient toujours 
alignés avec k avec c; l avec d on aura toujours l'une des 
dispositions ( IJKL ) , (J ILK) , (KL IJ ) , ( L K J I ) qui assurent la 
conservation des angles (a, b) = (i,j), (a,c) = (¿, k ), (a,d) = (i, /). 

On peut, comme cela a été fait pour la figure 3, convenir de placer 
i au centre du cercle inscrit, ce qui fixe aussitôt y , k, l d'après le 
critérium indiqué à l'instant. Il est intéressant de montrer que, ce 
choix fait, si l'on fait une inversion de pôle B, ou G, ou D, ce sera 
la droite BJ ou GK ou DL qui donnera le centre du cercle inscrit 

au triangle A B C B D b ou ACBCDC ou ADBDCD . Pour le voir clairement 
remarquons que nous pouvons disposer de la grandeury?B, puissance 
d'inversion adoptée en B, de f^çon que le triangle A B D B C b soit 
égal au triangle bcd ; si nous transportons le solide constitué par 
ABCD et le triangle A B D B C b de façon que AB recouvre 6 , 

DB, C et CB, dr les points B, A, D, C occupent des positions 
nouvelles que nous pouvons appeler A ;, B', C7, D', et regarder 
comme homologues de A , B, C, D ; l'inversion de puissance pB et 
de pôle A ; transforme k, l enF, J', K ' , L' ; nous savons que le 
tétraèdre A 'B 'C 'D ' (auquel sont supposés liés I', J', K ' , L ' ) est 
égal au tétraèdre BADC (dont les sommets sont pris dans cet 
ordre), auquel sont supposés liés J, I, L, K . D'autre part on peut 
passer de A 'B 'C 'D ' à BADC non plus par un déplacement, mais 
par une série d'inversions (de pôles successifs A', A pour obtenir 
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ABCD, puis de pôles A, y , A pour obtenir BADG; on peut donc 
garder seulement quatre inversions de pôle A ' , i, y, A ) ; dans cette 
série d'inversions un élément quelconque lié à A 'B 'C 'D ' sur la 
sphère qui lui est circonscrite se trouve transporté finalement sur 
l'élément homologue de BADG; cette propriété, qui est vraie même 
pour tout l'espace supposé lié à A' B' C D , se démontre aisément 
en remarquant que les deux sphères A 'B 'C 'D ' et BADG ^ont 
soumises à une correspondance ponctuelle biunivoque qui conserve 
à la fois les angles et les longueurs; dpnc J est l'homologue de F, 
I de J', L de K/ et K de 17; BJ (ou ce qui revient au même A T ) 
passe bien par le centre du cercle inscrit à ABC DB, Ecrivons les 
deux lignes 

A ' B' G' D ' V J' K ' V 

B A D C J ï L K 

et voyons les égalités métriques obtenues par ce fait que les inver-
sions (A , pA) ou (A7, pB) effectuées sur cobcdijkl donnent 
ABCDIJKL ou A ' B ' C ' D T J ' K ' L ' . On a 

( 9 ) • c r f = C D T A N = C ' D ' = CD " -

(10) 

AG. A D Â ' C . À ' i y BD . BG 

On .déduit de là les conditions 

Pk __ pu __ pc PD 
A B . AG. A D B A . B C . B D G A . G B . G D D A . D B . D G 

pour que les quatre triangles BACADA , ABDBGB, DCACBC , CDBDAD 

soient non -seulement semblables mais tous égaux. Chacun des 
rapports ( i o ) est égal à 

, . ' bc __ bd __ ccl 
B G . A D ~ B D . A C ~ C D . A B * 

On a de même, en n'utilisant que les arêtes IJ et L K dont les 
longueurs restent inaltérées, 

Des égalités (12) on déduit de nouvelles expressions des 
rapports pk \ pB : pG : pï} et l'on a en particulier 

(i3) ^a = pi pl __ pl 
} A I . A J . A K . A L B l . B J . B K . B L G l . G J . G K . G L " " D i . DJ . D K . D L 
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En comparant avec (10) on a les égalités remarquables 

( A B . A G . A D ) * ___ ( B A . B G . B D ) 2 _ ( C A . C B . G D ) * _ ( D A . D B . D G ) *  
( l 4 ) A I . A J . A K . A L ~ B I . B J . B K . B L ~ G I . G J . G K . G L ~ D I . D J . D K . D L * 

En égalant diverses expressions du rapport pk : /?B déduites de 
(10) et (12) on a 

A I . A J __ A L . A K _ A G . A D 

B I .BJ " B L . B K ~ B C . B D ' 

qui font intervenir les distances des points A, B aux extrémités de 
l'arête opposée CD du tétraèdre ABCD et aux extrémités des 
arêtes TJ et L K qui rencontrent AB et CD. Les relations du 
type ( i 5 ) entraînent immédiatement les relations ( ï4)- O n peut 
écrire ensuite les relations analogues obtenues en permutant les 
rôles de A, B, C, D et I, J, K, L. 

Chaque rapport (i.5) est égal au rapport dans lequel le segment 
AB est divisé par IJ ou KL. 1 

Nous avons ainsi rattaché l'étude de la figure aux propriétés du 
groupe des inversions et déplacements. Les divers tétraèdres déduits 
de ABCD par les opérations de ce groupe offrent deux configu-
rations canoniques : bcd00 obtenue par une inversion de pôle 
A. B, C ou D et ijki par une inversion de pôle I, J, K, L. Nous 
avons reconnu pour une configuration canonique telle que oobcdijkl 

l'intérêt d'une inversion de pôle k, l\ à signaler qu'une inver-
sion de pôle b par exemple et puissance bi. bj remplace cette con-
figuration (dans son ensemble) par la configuration symétrique 
relative à bij. , • 

A signaler aussi que la construction de I, J, K, L quand A, B, 
C, D sont donnés (ou inversement de A, B, C, D quand I, J, K, L 
sont donnés) se fait beaucoup plus simplement par la construction 
de j , k, l que par des constructions directes dans l'espace ; la 
solution présentée ici remplace elle aussi des théorèmes de l'espace 
par des théorèmes du plan. 

VII . Cette partie se résout comme II : l'inversion de pôle A 
conduit à des points DA, IA, JA, KÂ, LA engendrant chacun un 
cercle d'axe BAGA; chaque point D, I, J, K, L engendre un cercle 
associé au cercle ABC. 
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VII I . L'inversion de pôle A donne la figure bcdijkl qui, dans 
les conditions de l'énoncé, pivote autour de bc ; donc les points 
où BC est coupée par IL ou JK sont fixes : en effet bc est une 
droite fixe du plan ABC et les perspectives sur cette droite fixe, à 
partir de A, des points en jeu sont fixes. Pour la même raison, 
A, B, C jouant le même rôle, Ĉ L est coupée en des points fixes pâr 
IR etLJ, et AB par IJ et K L ; donc le plan JRL pivote autour de 
la droite fixe joignant les intersections de BC et JK d'une part, de 
CAet LJ d'une autre, AB et K L de l'autre. Le cercle JKL et le 
cercle ABC se coupent aussi ën deux points fixes, ayant pour per-
spective les points fixes où bc est coupée par le cercle jkl\ on a 
ainsi deux nouveaux points de la droite autour de laquelle pivote 
le plan JKL. Mêmes résultats pour les autres plans IKL , IJL, IJK. 
Le raisonnement employé prouve aussi que les droites IJ, K L 
engendrent chacune un cône du second degré ayant son sommet 
sur AB et s'appuyant, le premier sur les cercles, associés au 
cercle ABC, lieux de I et J, le second sur les cercles analogues 
lieux de K et L. Mêmes résultats pour les droites IK, JL ou IL 
et JK. 

Remarque. — Soient A, B, C, D les sphères orthogonales àla ( 

sphère ABCD le long des cercles ( A ) , ( B ) , ( C ) , ( D ) respec-

tivement; A et B passent toutes deux en C et D ; soient ( A B ) , 

(AB)7 leurs centres de similitude directe ou inverse; les centres 

de A et B sont tous deux dans le plan tangent en C, ou en D, à la 

sphère ABCD, de sorte que là ligne des centres a, (ï de A, B est la 
droite conjuguée de CD ; a est d'ailleurs pôle de BCD et ¡3 de ACD. 

2 
L'inversion de pôle (AB ) et puissance ( A B ) C change la sphère 
ABCD en elle-même, échange A et B, donc les deux cercles ( A ) 
et (B ) : mais alors le plan polaire de ( A B ) eoupe la sphère ABCD 
suivant l'un des bissecteurs de ( A ) et (B) . Propriétés analogues 
pour (AB)7 , là sphère de centre (AB)7 et de rayon (AB) 'G . Les 
propriétés établies dans cette solution prouvent que les quatre 
sphères A, B, C, D, prises deux à deux, ont douze centres de simi-
litude répartis, comme on sait, en huit 'plans par groupes de six : 
ces huit plans'sont les plans tangents en A, B, C, D, I, J, K, L à 
sphèçe ABCD. Si l'on considère un groupe de trois sphères A , B, C 
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par exemple, le plan de leurs centres est, d'après une remarque 
déjà faite, le plan tangent en D à ABCD; ce plan contient les 
quatre axes de similitude des trois sphères A, B, C; le plan 
tangent, autre que le plan tangent en D, mené à la sphère ABCD 
par l'un de ces quatre axes est le plan tangent à la sphère ABCD 
en l'un des quatre points 1, J, K, L. Les sphères I, J, K, L forment 
un système réciproque de A, B, C, D. On aurait pu baser la solu-
tion sur l'étude directe des sphères A, B, C ,D ; mais les centres de 
similitudes ou axes de similitude ne sont pas des éléments inva-
riants dans une inversion; c'est ce qui nous a fait préférer la 
méthode du texte. 

SOLUTIONS DE PEST IONS PROPOSÉES 

2466. 
(1924 , p . 314.) 

Soit-, sur la sphère de rayon i, la courbe de Viviani qui a pour 
équation 

to = 6, 

& et 9 étant respectivement la longitude et la latitude d'un point M 
de cette courbe. Prouver, que la sous-normale sphérique au point M 
{c'est-à-dire un arc d'équateur limité au méridien de M et au grand 
cercle normal en M à la courbe) est égale à to. 

G . DARD. 

SOLUTION. 

P a r TAUTEUR. 

Menons le grand cercle normal M i et le grand cercle tangent M i à la 
courbe au point M ( i et t sur l'équateur). Le triangle sphérique rec-
tangle M ¿e dont le côté ie définit la sous-normale sphérique, donne 

tangte = sin Me . tang i 'Me , 

tang (sous-normale) = s inô. tangç. 

Or on a, <p étant l 'angle de la courbe avec le parallèle de M, 

dd dd 
tangcp = —-j— = 7T-T-

r au) cos 6 at*> 
( r , rayon du parallèle). 



Appliquée à la courbe 

elle-donne 
i 

tangcp 7 
cost 

Donc , 
tang(sous-normale ) = tangô = tango»,, ^ 

sous-normale = w. . o . 

Remarque. — La courbe de Yiv iani possède, en outre, la propriété d 'être 
également inclinée sur les parallèles et sur la l igne des pôles. Autrement 
dit, on a constamment 

0 . = Y, 

Y étant l 'angle de là tangente à la courbe avec la l igne des pôles prise pour 
axe O z. 

On part de 
dz 

cos Y = —r * . 
' ds 

Or ' 

z = sinô, ds = sjd^-^r dw 2cos 2ô. 

En tenant compte de l'expression de tangcp, on obtient 

cos Y — cosôsincp. ^ 

Appliquée à la courbe de Yiv iani , elle donne 
1 w • • 

cos Y = :—sine? = cos r 
' tangcp 1 ' 

Autrement dit : 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. 

P a r M . EMILE BALLY. 

Le plan normal en un point de la courbe est le symétrique, relatif 
au méridien de ce point, du plan du grand cercle qui passe en ce point 
et au point-origine (po int doub le ) ¿fe la courbe. 

Si A est le point-origine sur le cercle equatorial de centre O, il résulte 
de la définition que les projections orthogonales du point-origine et d'un 
point arbitraire M de la courbe sur la trace équatoriale du méridien de ce 
point se confondent en un même point M ; . 

L e lieu des projections orthogonales de M sur le plan équatorial est donc 
le cercle ( A ) de ce plan décrit sur O A comme diamètre, et la courbe est 
l ' intersection de la sphère avec le cylindre qui a pour section droite ce 
cercle ( A ) . 
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Le plan normal en M à la courbe passe au centre O de la sphère, et sa 
trace équatoriale, normale à la projection orthogonale de la tangente en M, 
est la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente en M' au cercle ( A ) 
(parallèle à la médiane principale du triangle rectangle O M ' A ) , c'est-à-dire 
la symétrique du rayon OA relative au rayon OM f , trace équatoriale 
du méridien de M. 

Autres solutions de" MM. DE CAUMONT, G. ROY, R. SAGAZAN. 

2490.
 ( 

(1919, p. 279.) - . 

On donne à un segment A B de longueur constante toutes les posi-
tions^ dans un plan fixe, telles que les points A , B, et deux points 
fixes A 0 et B0 du plan soient sur un cercle. Démontrer que Von peut 
trouver, d'une infinité de manières, un couple de points M, N, invaria-
blement liés au segment AB et un couple de points fixes M0 , N0 , tels 
que les points M, N, M0 , N0 soient sur un cercle pour toutes les positions 
du segment AB satisfaisant à la condition indiquée. 

Les points M, N sont répartis sur deux droites rectangulaires et de 
même les points M0 , N0 . R . -B. 

SOLUTION. 

P a r I'AUTEUR. 

Soient I, I0 les milieux respectifs de AB et A 0 B 0 , P le point de rencontre 
de AB et A 0 B 0 . On a 

P A . P B - PAo .PBo , 
ce qui peut s'écrire ^ 

ou , 

M, N étant deux points quelconques marqués sur A B et tels que I soit le 
milieu du segment MN, on peut leur faire correspondre deux points 
fixes M0 et N0 , appartenant à A 0 B 0 et tels que I0 soit le mifieu de M 0 N 0 , 
par la relation 

ÏM2— ÏMo = ÏÂ2 — LÀ*. 

On aura donc constamment 

P Ï 2 — P Ï o = I M 2 — Ï M o , 
ce qui se ramène à 

P M . P N = P M 0 , P N 0 . 

Les quatre points M, N, M0 , N0 ne cesseront donc pas d'être sur un 
cercle. 

Soit ensuite w le point de rencontre des médiatrices de AB et A 0 B 0 . 
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On a évidemment 

¡7ï2 - = pT0 — P Ï 2 = u Â l — Î Â 2 . 

En répétant le raisonnement qui précède, on voit que si l 'on marque 
sur col deux points M', N', tels que I soit le milieu de M 'N ' , on peut leur 
faire correspondre sur tol0 deux points fixes M;0 et N'0 tels que l'on ait 

w M ' . w N ' = wM'0. (oN'0. 

Les quatre points M', N', M'0. N'0 sont donc encore sur un cercle. 
Les droites rectangulaires dont il est question dans l'énoncé sont 

ainsi A B et sa médiatrice, A 0 B 0 et sa médiatrice. 
On laisse au lecteur le soin de reconnaître qu'il n'existe pas d'autres 

moyens de déterminer des couples satisfaisants M, N et M0 , NQ. 

2418. 
(1919, p. 240.) 

On sait que le lieu des pôles d'une droite ly par rapport aux coniques 
d'un faisceau tangentiel, est une droite l'. Démontrer que les couples 
de droites l, V, qui sont perpendiculaires entre elles, enveloppent une 
courbe de la troisième classe. 

En particulier, dans le cas des paraboles inscrites à un triangle, 
cette enveloppe est une hypocycloïde à trois rebroussements. 

M . - F . EGAN . 

SOLUTION. 

P a r M . H . DUMAS. 

Les droites l ' sont conjuguées par rapport à toutes les coniques du 

faisceau tangentiel; si elles sont perpendiculaires, elles sont conjuguées 

par rapport à la conique formée par les points cycliques I et J. 
Si le faisceau donné n'est pas formé de coniques homofocales, ce faisceau 

détermine avec les points I et J un réseau tangentiel R. Les droites l et V 
sont conjuguées par rapport à toutes les coniques de ce réseau ; elles 
enveloppent 'donc sa cayleyenne (ou jacobienne tangentiel le) qui est une 
courbe de troisième liasse. 

Si le faisceau est formé de paraboles, la droite de l'infini tangente à 
toutes ces paraboles et tangente double de la conique ( I J ) est tangente à 
toutes les coniques du réseau; elle est donc tangente double de la 
cayleyenne et l'on sait que les deux points de contact sont les points 
formant la conique admettant cette droite pour bitangente, c 'est-à-dire ici 
les points cycliques. 

L 'enveloppe est une courbe de troisième classe bitangente à la droite de 
l'infini auis deux points cycliques : c'est une hypocycloïde à trois rebrous-
sements. 

Autres solutions par l'Auteur et MM. FAUCHEUX, HARMEGNIES et G. ROY. 
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2483. 
(1925-1926, p. 23.) 

On pose 

Démontrer qïie 
A . LABROUSSE. 

2485. 
( 1 9 2 5 - 1 9 2 6 , p . 2 4 . ; 

On pose 
*1 xn dx 

SÏk ' 

r l xnd 

Jo v/1 « 

n et k étant des entiers. MettreI0, Ii, hk-i sous forme de limites 
de produits et démontrer les relations 

71 ( ! ) 
l 0 l / c = 2 l 1 I * - M . = = 3 I 2 I / f + 2 = .- ; = ( ^ — 0 I a - 2 1 2 ^ ~ 2 = 

A . LABROUSSE. 

SOLUTIONS 

P a r M . E . LAINE. 

On peut supposer que k et n sont des nombres positifs quelconques 
(ik > o, n ^ o ) . 

Posons 

x — t 

^ - J (l—t) >dt: 
r ^ r l 

i 2 k i 

V 2 k 2 , - T n 
_ \Jiz 2k 

ik n k 
2k 

De même 
^ n -t— i -+- k r n + /c + i 

j . V^ __ ^ 
n + k ~ 2 k r ( n + 1 ì n 1 r n" f"1 

\ 2 A- / 2 k 
On en tire 

I/l Ift-h-A: — -f-1) 
C1) Il faut rectifier ainsi l'énoncé publié précédemment. 
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Pour k = i, n = o, on a bien 

Ï r - 7 1 
'2 — 7 • 

4 

On voit aussi qu'il suffirait de supposer n > — 1. 

Remarque. — Les intégrales eulériennes se prêtent de la façon la pliïs 
naturelle à l'établissement de relations du genre indiqué dans les questions 
précédentes. Signalons, comme exemple, l ' identité 

r1 dx ir r ™ dx 
I — = = cos - / — = 

Jo J \ — X11 n J0 i/l-4-d sjï — x11 n Jo \fl-+-Xn 

où rc désigne une constante quelconque supérieure à 1. 

Autre solution par J. DE CAUMONT. 

CERTIFICAT DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. G.23. — Une circonférence ( T ) de rayon R 
tourne avec une vitesse angulaire constante to autour d'un diamètre 
vertical fixe O x\ un cerceau (G) (circonférence matérielle homogène) 
de masse M et de rayon r ( r < R ) est assujetti à rouler sans glisser à 

Vintérieur de (T) en restant constamment dans le plan de (V); cette 
dernière liaison est réalisée sans frottement en matérialisant le plan 
de (T) par deux feuillets plans, infiniment rapprochés, entre lesquels le 
cerceau est inséré. 
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On pose (Ox, OJ) = 6,GJ, G À ) = <p, G étant le centre du cerceau, 
J son point de contact avec ( T ) , A un point fixe du cerceau. On 
prendra comme paramètre 6. 

i° Déterminer les positions $ équilibre relatif du cerceau en indi-
quant celles qui sont stables ; 

2° Calculer la force vive absolue 2T du cerceau en fonction de 8 et 
de V; 

3° Ecrire l'équation du mouvement du cerceau et en déterminer 
une intégrale première ; 

4° Ecrire cette intégrale première en supposant que pour t~ o, 
0 O = o, 0;o étant donnée, poser cos 6 = u et montrer que u se détermine 
par une quadrature. Discuter Vallure du mouvement selon la valeur 
de en préciser les diverses circonstances ( le mouvement est-il pé-
riodique? le cerceau peut-il boucler la boucle? etc.; 

5° Calculer en fonction de 8, 6', 8" : 

a. La réaction que (Y} exerce au point J sur le cerceau, en donnant 
sa composante normale (selon JO) et sa composante tangentielle 
(selon JT) ; 

p. La résultante des réactions normales du plan de (Y) sur le cer-
ceau, 

ÉPREUVE PRATIQUE. G. 24. —; On considère deux sphères identiques, très 
petites, qu'on assimile à des points M et MI de même masse m \ ces 
sphères sont pesantes et sont soumises à la résistance de l'air, qu'on 

suppose proportionnelle à leur vitesse v : 

R = — mg - v, 

le coefficient positif k ayant la même valeur pour les deux sphères. 
Soit Ox une verticale descendante. 

i° On abandonne en O Vune des sphères sans vitesse initiale; on 
constate, qu'au bout d'un temps assez long, sa vitesse tend vers une 
limite w(w > o); calculer k en fonction de w. 

•2° A l'instant t = o, on lance la sphère'M, du point O avec une 
vitesse ascendante v0(v0 < o)\puis à un instant t =x (t > o), on lance 
la sphère Mi du même point O avec la même vitesse e0. Donner 
l'expression explicite des abscisses x, xx et des vitesses v> vA des sphères 
M et M t en fonction du temps ; 

3° A quelle condition doit satisfaire T pour qu'il y ait un choc entre 
les deux sphères? 

4* En supposant que z est l'instant précis où la première sphère est 
parvenue à son maximum d'altitude, montrer qu'il y aura choc; 
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calculer l'instant 8 du choc. En supposant les deux sphères parfai-
tement élastiques, calculer leurs vitesses v, V\ etv\ v\ immédiatement 
avant et immédiatement après le choc. 

APPLICATION NUMÉRIQUE. — I° En supposant w — 10 m : sec, calculer k 
(en C. G. S.); en déduire la valeur de la résistance (en kilogrammes 
force) pour v == 5 m : sec, en supposant que m — soo8; on prendra 
g = 980 C. G. S. 

En supposant v0 = — 5 m : sec, calculer les quantités t , 8, v, Pi, v', 
v\ définies au paragraphe 4. 

On donnera trois chiffres exacts. (L i l le , juin 1925 ) 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. G . 2 5 — Intégrer le système 
Â Z 

-r- = 1XZ*. àx 

àz z / «x 3- = 1 + 2+ zx*). 
à y r 

Tréuver l'expression la plus générale de la fonction F (x,y, z) telle 
que la solution du système 

= 1 Cet 
àx ' 

¿p = y, *) 

dépende d'une constante arbitraire. 

C.26. — z désignant une variable complexe, déterminer les points 
singuliers de la fonction 

Calculer la valeur de l'intégrale J*f(z)dz le long des cercles de 

centre O ne passant par aucun point singulier. 

ÉPREUVE PRATIQUE. C.27. — Déterminer les lignes de courbure de la 
surface représentée par les équations 

x = (au bv — %a) y/u, 

y = (au -+- bv — 2 b) \/t>, 

z = (au H- bv) \f 1 — u — v, 

où a et b désignent deux constantes données. 
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G.28. — On considère le quadrilatère curviligne k limité par les 
courbes 

y = aexi y = a'exi 

y = be~x, y = b'e~x. 

Indiquer un changement de variables permettant de simplifier le 
calcul de Vintégrale double I qui représente faire de A, et calculer I 
à laide de ce changement de variables. (Gaen, juin 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. I. — Déterminer la fonction z des deux variables 
x, y de manière que lexpression 

z dx — dy 
zy '— x 

soit une différentielle totale exacte. Donner l expression de la fonction z 
I H- X2 

qui se réduit pour y = o à — • 
1 

ez 
I I . — Quels sont les points singuliers de la fonction f(z) = — — • 

Nature de ces points singuliers. Périodes de l'intégrale 

I f(z)dz, 
M0 

le chemin d'intégration M0 M4 ne passant par aucun point singulier. 

I I I . — En remarquant que y — tang.r est une solution particulière 
de léquation 

y"cos2 x—2y = o, 

trouver Vintégrale générale de cette équation. 
Intégrer léquation 

z! cos x 4- z2 -h z sin x —2 = o. 

SOLUTION. I. — z doit satisfaire à l'équation aux dérivées partielles 

dz àz 

r d ï + ' W * * l s a 0\. 
dont la solution générale est donnée par la formule 

f » - 1 
y —t = ( x + r ) / ^ - ? * ) , 

où f est une fonction arbitraire. 
[ x2 I -4- ( X V 

La fonction z qui se réduit pour y = o à est V —— • 
^ r J 1 — x2 i — (x — y)2 

I I . — La fonction f { z ) admet z = o pourpoint singulier essentiel et 
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^ i pour pôle double. Les périodes relatives à ces points sont respec-
t ivement 

iizei, —ni ei) 

I I I . — La solution générale de l ' équat ion^" cos^x— iy = o est 

y = a tang x -h b (i-+-a? tang x), 

où a et ¿»sont deux constantes arbitraires. On en déduit la solution\géné-
rale de l'équation 

z' cos x -f- z2 H- z sin x — 2 = 0. 

Cette solution est donnée parla formule 
y' i + G ( sin x cos x -h x\ 

z = COS X = - P— : . 
y sin x -f- G (eos x -+- x sin x) 

où G est une constante arbitraire. 

EPREUVE PRATIQUE. — On considère la surface définie par les expres-
sions suivantes des coordonnées x, y, z en fonction de deux para-
mètres u, v : 

v uv 
x = — — y — — , , = arc tang P. 

ch u 17 ch m 0 

Donner les expressions des dérivées partielles p, q de z par rap-
port à x, y en fonction des paramètres u, p. 

20 Déterminer les lignes asymptotiques de la surface. 

dx dy 
SOLUTION. — i ° En formant les expressions de — - j — > dz et éliminant 

x y 
du. dv entre les trois équations obtenues, on obtient 

ch u — u sli u , sh u , 
dz = dx H dy, 

I - B P2 I.-F-TP2 

ce qui met en évidence les expressions cherchées de p, q. 
2° Les lignes asymptotiques sont données par l'équation différentielle 

dp dx H- dq dy = o 
qui se réduit à 

àu*- — dv*-= o . 
1 -h P2 

L' intégrale générale de cette équation différentielle est donnée par la 
formule 

où C est une constante arbitraire. (Gaen, novembre 1925.) 



— 97 — 

SUR M THÉORÈME DE M. MARCEL RIESZ; 
PAR A . S T O Y A N O F F . 

Le théorème dont nous donnons une démonstration ci-dessous 
est dû à M. Marcel Riesz. Il se propose de le publier plus tard avec 
d'autres théorèmes analogues. Comme la démonstration que 
M. Riesz a bien voulu nous communiquer diffère complètement 
par la marche suivie de la nôtre, nous croyons intéressant de la 
publier ici. 

T H É O R È M E . — Etant donnée une équation algébrique 

f ( x ) = o, dont les racines . x n 3) sont supposées 

réelles et distinctes ; désignant par d la plus petite des diffé-

rences 
di = Xi+i —Xi ( i = i , 2, . . . , n — i ) ; 

par . l e s racines de V équation f(oc) = o (les-

quelles sont également, d'après le théorème de Rolle, toutes 

réelles et distinctes) et par A la plus petite des différences 

Ajfc=Çjfc+i— \k ( ¿ = r, 2, rc — 2 ) , 

on a 

(0 [&>d . 

[Nous supposons, pour fixer les idées, 

< < < . . . < Xk < Îk< Xk+l < U+Î < x'k+2 < . . . < În-1 < Xn. ] 

Pour démontrer que A il suffit de démontrer que tous les 
À* sont c'est-à-dire que 

( V ) h-hi—%/c>d ou bien S* 4 - ^ < i-

Deux cas seulement sont à considérer : a. dSxk+K et 
b. d > a?*+l. 

Dans le premier cas l'inégalité ( Y ) est évidemment satisfaite, 
puisque < 

Ann. de Mathémat., 6* série, t. I. (Janvier 1926.) 7 
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Dans le deuxième cas, + d et sont tous deux compris 
entre Xh+\ et Comme dans cet intervalle la fonction 

V ' f ( x ) ¿-ÀX—Xi 
i = 1 

décroît constamment depuis oo jusqu'à — oo ( en s'annulant pour 
x = il s'ensuit que pour démontrer que -f-<i <C > il 
suffit de montrer que 

( 2 ) 

Démonstration. — On a 
n 

I \k-+-d — Xi 
i=i 

Nous avons aussi 

i — 1 
kk—Xi 

Par conséquent, on peut écrire 
n n 

¿=1 ¿=1 
Tl—1 1 
XH I XH i I 

a?* ¿u\k-\-d — Xi+1 ¿U\k—Xi Xk— 30ïl i=1 ¿=1 
n—1 

i i ¿̂-M — ̂  — d 
Çyt-H d — Xi Xn— \k (ik — d — xi+1) 

i~ 1 

qui est > o, 

puisque les deux premiers termes sont toujours positifs et que dans 
les n — i autres termes les numérateurs Xi+i — Xi — d = di — d 

sont >o par hypothèse, et les dénominateurs sont positifs (parce 
que les deux facteurs — Xi et ^ 4- d—Xi+ { ont les mêmes 
signes quel que soit i). 

Comme l'inégalité (2 ) est démontrée, il en suit la vérité de ( Y ) 
et, par conséquent, de (1). 

D É M O N S T R A T I O N DE M . M . R I E S Z . — Nous sommes heureux de 

pouvoir insérer ici cette démonstration, extraite d'une lettre 

de M. M, Riesz à M. Stoyano ff : 
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Stockholm, le 8 mai 1924. 

« Pour q u e / ( # ) et g(x) aient toutes leurs racines réelles et 
se séparant, il faut et il suffit que k f ( x ) H- lg (x) ait toutes ses 
racines réelles pour toutes les valeurs réelles des constantes k et L 

Ce théorème important est bien connu. On en trouve une démons-
tration (due à M. Kakeja) dans un travail de M. Fujiwara ( Tôhoku 

Math. Journ., 9, 1916, p. 102). Voici une démonstration bien 
plus simple. 

» 11 faut seulement démontrer que la condition est suffisante. La 
condition étant remplie, f {x) et g (x) auront évidemment toutes 
leurs racines réelles; il faut encore démontrer que ces racines se 

f (x) séparent. Or, il est clair que h (-#) = g\x) n e P o u r r a 

dans le demi-plan supérieur ni dans le demi-plan inférieur. En 
effet, si h(x) était réel et = k pour une valeur x non réelle, la 
fonction f ( x ) — k g (x) aurait une racine (non réelle) en x. Cela 
étant, la partie imaginaire de h ( x ) devra être de signe constant 
dans les deux demi-plans. En s'approchant alors des pôles de h (#), 

on voit que tous les résidus de h ( x ) devront être de même signe. 
En désignant alors par a et 6 deux racines consécutives de g{x)) 

h(a-+-t) et h(b — t) seront pour des valeurs assez petites de t de 
signes opposés. C'est-à-dire que f ( x ) change de signe entre deux 
racines consécutives de g(x). 

» Du théorème ci-dessus, on conclut immédiatement : Si f ( x ) 

et g (x) ont toutes leurs racines réelles et se séparant, il en sera 
de même de f1 (x) et gf(x). 

» En effet, k f ( x ) -f- Z g (x) ayant toutes ses racines réelles, il 
en sera de même de kf [x) -f- lg1 (x). 

» En désignant maintenant par d la plus petite différence entre 
deux racines consécutives de / ( # ) pour que les racines d ef(x-jrh) 

et f {x) se séparent, il faut et il suffit évidemment que le module 
de h soit inférieur à d. En combinant ceci avec le résultat précé-
dent, le théorème en résulte. 

» On démontre de la même façon le théorème pour f ( x ) -h kf'(x). 

En réalité, encore ce théorème est un cas très particulier d'un 
théorème très général dont l'exposition me prendrait trop de temps. 
Ce théorème rentre dans un corps de théorèmes que je publierai en 
collaboration avec M. Stridsberg. » 
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SUR UN PROBLÈME RELATIF AUX NOMBRES INCOMMENSURABLES ; 
PAR RAOUL B R I C A R D . 

1. Dans la théorie qu'il a faite d'un certain jeu mathématique, 
W . A. WythofF(* ) établit la curieuse proposition suivante, dont 
la démonstration est reproduite dans les Mathematische Unter-

haltungen und Spiele de W . Ahrens ( 2 ) : 
Désignons par [a?]-, suivant la notation de Gauss, la partie entière 

d'un nombre non entier c'est-à-dire le nombre entier immédia-
tement inférieur à x. Posons 

* = P = ¿(3 -+-

et formons les deux suites infinies 

( A ) [a ] , [ 2 a ] , [ 3a ] , 

(B) m, im 

Chaque nombre entier positif figure une fois et une fois 

seulement dans Vensemble des suites -(A) et (B). 

2. Proposons-nous de trouver de la manière la plus générale un 
système de deux nombres positifs incommensurables a et ¡3 jouis-
sant de la même propriété que les deux nombres particuliers indi-
qués ci-dessus. 

Soit p un entier positif quelconque. Posons 

m = [ p a J, 

de sorte qu'on a 

(i) w < / ) a < m + i, 

(*) W. A. WYTHOFF, A modification of the game of Nim, 1906 (Nicuw Archief 
voor Wiskunde, 2* série, t. VII, 1907, p. 199-202). 

( 2 ) Deuxième édition, p.,84-88. 
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11 existe un entier q tel qu'on ait 

( a ) <]$<m<(q i>3. 

Considérons alors les quatre suites, dont les deux premières 
sont finies et les deux dernières infinies, 

(a) [a], [aa],- [pa], 

( * ) . in . [ ? ? ] ; 
(a') .[(/>-+- I>aj, t ( P + 2 ) 4 . . o . 

(* ' ) Î ^ H - o p l r ( ? . . . . . 

Les ( a ) et les ( 6 ) sont au plus égaux à m, et l'on a en particu-
lier [/?.a] = m. Les (a' ) .et (bf) sont tous supérieurs à m. En effet, 
ils lui sont au moins égaux, et si a et ¡3 sont des nombres satisfai-
sants, l'égalité ne peut avoir lieu, puisque dans l'ensemble des 
nombres ( A ) et ( B ) on a déjà le terme [/?oc] qui est égal à m. 

Par conséquent, tout ent ier^m doit figurer une fois et une fois 
seulement dans les suites ( a ) et (6 ) , et l'on a 

( 3 ) p H- q = m. 

Cela posé, on tire de ( i ) et ( 2 ) 

, , ; m m 1 
a 1 a a 

m m 
(5) "P""1 < q < J' 

et en ajoutant, tenu compte de (3 ) , 

Va ¡ 3 / Va [ V a 
d'Où 

I ^ l I I 
+ — ' m a p a m 

Faisons maintenant croître indéfiniment le nombre /?; m tend 

aussi vers l'infini. Les membres extrêmes de la double inégalité 

précédente tendent tous deux vers - + Donc 
a p 

<«> h - ' 
Tellç est la condition nécessaire à laquelle doivent satisfaire les 

nombres incommensurables a et (3. Je dis qu'elle est suffisante. 
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Montrons d'abord que les suites ( À ) et (B ) ne peuvent avoir de 

terme commun. En effet, dans l'hypothèse contraire, il existerait 
des entiers m, g, tels que l'on eût 

( 7 ) m -1- x = pa, 
(8) m-h y = 

avec 

( 9 ) 0 < X < I , o < j r < r , 

bornes exclues, a et ¡3 étant incommensurables. 

Ajoutons (7) et (8 ) multipliées respectivement par ^ et ^• Il 

vient, tenu compte de (6) , 

1 

d'où 

x y 
- + =p-

x y 
â " ^ ï 

Par conséquent ^ + ~ serait entier. Or, il résulte de l'égalité (6 ) 

et des inégalités (9) que la valeur de cette expression est com-
prise entre o et 1, bornes exclues. Il est donc établi que tous les 
nombres ( A ) et (B ) sont distincts. 

Cela vu, récrivons les égalités (1) et (2 ) et les (4 ) et (5 ) qui en 
résultent. On tire de ces dernières par addition, et tenu compte 
de (6), 

m—r + y 

d'où 
p H- q — m. 

Il en résulte que dans les suites ( a ) et (b ) dont les termes, en 
nombre total + sont tous différents, chacun des nombres 
1,2, ..., m se rencontre une fois et une seule, ce qui achève la 
démonstration, puisque m peut être pris aussi grand qu'on le veut. 

On vérifie aisément que les nombres de M. Wythoff satisfont 
bien à la relation (6). 

3. Ce qui précède constitue unè extension facile du résultat de 
M. Wythoff. Mais je tiens à signaler un problème plus général, 
qui me paraît beaucoup plus ardu, et que voici : à quelles oondi-
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lions nécessaires et suffisantes doivent satisfaire les nombres 

incommensurables positif s CL et ¡3 pour que les entiers ( A ) et (B ) 
soient tous distincts (on n'exige plus qu'ils reproduisent la suite 
complète des nombres naturels). 

On obtient un système satisfaisant en assujettissant oc et [3 à la 
relation 
. • i l i 
( , 0 ) = F 

k étant un entier positif quelconque. La démonstration est une 
extension immédiate de- celle qui a été donnée ci-dessus, pour 
k = i : en effet, supposé que l'on ait les égalités (7 ) et ( 8 ) et les 
inégalités (9), on tire de (7) , (8 ) et (10) 

d'où 

, 1 i \ x y m x y 
W H F = \ a p / a p - A: a , p 

k ( ï = + m > 

égalité impossible, car le second membre, est entier et le premier 
compris entre o et 1. 

Mais rien ne prouve que l'on ait ainsi la solution complète. 
On peut encore se poser un problème plus général. Soient a et p 

deux nombres incommensurables positifs quelconques ; m étant 
un entier positif quelconque, il existe deux entiers pni et qm tels 
que l'on ait 

m ^ - x m = p m a, 
m +/m = 

avec 
0 < # m < a , o C j O n C p / 

Ne conservons que les nombres m pour lesquels xm <C. 1 (il faut 
bien entendu supposer a > 1, sans quoi le problème ne se pose 
pas). Quelle est alors la borne inférieure des nombres ym ? On 
vient de voir que si la relation (10) est satisfaite, cette borne infé-
rieure est au moins égale à i . 

On pourrait aussi chercher la borne inférieure de ocm-\-ym^ 
m prenant cette fois toutes les valeurs entières, etc. Les problèmes 
ne manquent pas, mais il est plus facile d'en poser dix que d'en 
résoudre un seul. 
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DOUBLE GÉNÉRATION, POUR L'ELLIPSE ET POUR LES ÉPICYCLOIttES ; 
P A R GEORGES B O U L I G A N D . 

Une ellipse peut être décrite de deux manières par un point O, 
marqué sur le bord d'une bande de papier, quand deux points P 
et Q, marqués aussi sur le bord de la bande, sont astreints à 
glisser sur les axes X 'X 'et Y/ Y de cette ellipse. 

On a marqué sur la figure une position OP4Q4 de la bande 
dans le premier mode (OP { et OQ4 de même sens) et la position 
correspondante P 2OQ 2 du second mode (OP 2 et OQ2 de sens 
contraires). 

Imaginons maintenant que l'ellipse se déplace, en conservant 
une grandeur constante, de manière que le point O, variable sur 
cette ellipse, soit fixe dans le plan de référence, de manière enfin 
que la vitesse du point C soit portée par l'un des axes. Les 
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points P4 et P2 se déplacent sur une circonférence (P) de centre O 
et de diamètre égal au petit axe, les points Q, et Q2 sur une cir-
conférence (a ) de centre O et de diamètre égal au grand axe.. 

On aperçoit alors facilement les résultats suivants (1 ) : 

Si la vitesse du point G est portée par le grand axe X ' X , la 

trajectoire de ce point est une hypocycloïde, qu'on obtient indif-
féremment en faisant rouler sur le cercle ( a ) l'un des cercles 
ou y2 dont deux diamètres respectifs sont P\ Q* et P 2 Q 2 . 

Si la vitesse du point G est portée par le petit axe "Y'Y, la 

trajectoire de C est une èpicycloïde obtenue en faisant rouler .y* 
ou y2 sur p. 

On met par là en liaison la double génération de l'ellipse et 
celle des épicyçloïdes. 

CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1923. 

Problème de Mécanique rationnelle. 

Deux pavés P et p homogènes, parallélépipédiques de masses 

respectives M et m sont assujettis à glisser sur deux plans 

inclinés des angles A et 8 sur Vhorizon. Ces plans sont limités 

à leur intersection. Un fil inextensible et sans masse est 

attaché par ses extrémités aux centres des faces supérieures 

des deux pavés. Ce fil passe dans un anneau très petit O 

absolument fixe situé à la distance h au-dessus de Varête des 

deux plans inclinés. Les dimensions des pavés et cette hauteur h 

sont choisies de façon que les deux brins de fil soient parallèles 

aux deux plans inclinés. 

( * ) En invoquant la propriété caractéristique de la tangente; ou encore en 
montrant que C reste invariablement lié à la circonférence ou à Ja circonfé-
rence 72 lorsqu'on impose à l'une d'elles de rouler sans glisser sur l'une des 
circonférences de base. 
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Etudier Véquilibre et le mouvement du système formé par 

les deux pavés et dans Vhypothèse où le fil est tendu : 

i° En supposant que les pavés ne frottent pas sur les plans 

inclinés; 

2° En supposant que les pavés frottent sur les plans inclinés. 

On désignera par F et f les coefficients de frottement 

respectifs. 
F i g . i . 

0 

• N. B. — On n'étudiera que les positions des pavés pour 

lesquelles le système formé par les deux plans inclinés, les 

deux pavés et le fil admet un plan vertical de symétrie fixe. 

SOLUTION PAR M . J. MARION, 

Professeur au Lycée de Brest. 

Les centres de gravité I et i des deux pavés se déplacent sur 
des parallèles aux lignes de plus grande pente des deux plans. 
Nous les prendrons comme axes des X et des x dirigés vers le bas. 
Le système est à liaisons complètes. Sa position dépend en effet 
des longueurs X et x des deux brins de fil lesquelles sont unies 
par la relation X -f- x = l étant la longueur totale du fil» La 
liaison des deux pavés par le fil inextensible s'exprime par la 
relation différentielle 

dX -+- clx — o. 

Premier cas. — Il n'y a pas de frottement des pavés sur 

les plans inclinés. Les forces agissant sur le pavé P sont : le 
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poids Mg appliqué en 1, la traction T exercée par le fil, la 
réaction Q du plan incliné. La force T est dirigée vers le point O, 
nous supposerons T > o. La force Q est dirigée de façon à 
soulever le pavé P de dessus le plan incliné". 

Les forces agissant sur le pavé p sont : le poids mg appliqué 
en i, la traction T exercée par le fil et dirigée vers O, la réaction q 

du plan incliné dirigée de façon à soulever le pavé p de dessus le 
plan incliné. 

Equilibre. —- Sa recherche analytique revient à appliquer le 
principe des travaux virtuels. Les seules forces données sont les 
poids des deux pavés. La somme algébrique de leurs travaux 
virtuels est 

T e = (M^r sin A SX -+-

Si le déplacement virtuel est compatible avec la liaison 
(inextensibilité du fil) on a oX -f- hx = o, d'où 

T e = g [ M sin A — m s inô ] X 8X. 

Une condition nécessaire de l'équilibre est que T^ soit nul quel 
que soit le déplacement virtuel SX. Il vient donc 

M sin A = m,sin 8. 

Mais cela ne suffit pas. Le pavé P peut être regardé comme 
libre sous l'action des trois forces M^-, T, Q. Or Q est appliquée 
en un point du polygone de sustentation. L'équilibre ne sera donc 
possible que si la force verticale Mg perce la face supérieure du 
pavé P. En d'autres termes, la verticale du pointI doit traverser le 

h 

segment BC, ce qui entraîne l'inégalité A ^ > - s i n â . Le même 

raisonnement s'applique au pavé p. 
En résumé. — Le système reste en équilibre, quelles que 

soient les longueurs X , ^ des brins de fil, si on le dépose sans 
vitesse sur les plans inclinés lorsque MsinA = msinS, à la 
condition toutefois que les dimensions des pavés vérifient les 
inégalités 

Si ces inégalités ne sont pas vérifiées les pavés ne restent pas en 
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contact avec les plans inclinés, mais basculent dès qu'ils son 
abandonnés. 

En projetant toutes les forces qui sollicitent chaque pavé sur la 
ligne de plus grande pente du plan incliné correspondant et sur la 
perpendiculaire à cette ligne de plus grande pente élevée dans ie 
plan de la figure on trouve^ aisément la valeur des forces de liaison : 

T = M ^ sin A = mg sin â, Q = M ^ c o s A , q —m g cosi. 

La force Q passe par le point où la verticale du point I coupe le 
côté BG. Q est ainsi définie en grandeur, direction, sens. 
Remarque semblable pour q. 

Etude du mouvement. — Une équation suffira pour définir le 
mouvement. Elle sera fournie par le théorème des forces vives. La 
force vive du système est 

car -4- dx = o pendant tout le mouvement. 
La somme des travaux élémentaires des poids est 

g [ M sin A — m sin8] dX 

de sorte que les forces données dérivent de la fonction des forces 

^• [Ms inA — /ns inô jX ; 

d'où l'équation différentielle du mouvement 

( M -h [ M sin A — m sin S] X ky 

où k est une constante. Dérivons par rapport au temps t 

( i ) ( M 4- m) — g [ M sin A — m s in§ ] . 

Le système va prendre un mouvement uniformément accéléré 
dont l'accélération est 

M sin A — m sin 8 ^ 
^ = g — — — , 

si, en particulier, M sin A = m sinS, le système sera animé d'une 
vitesse constante. 



- 109 —. 

Pour discuter plus complètement le mouvement il convient de 
calculer T et Q. 

Calcul des liaisons. — Regardons le pavé P comme libre sous 
l'action des forces Mg, T et Q. Le théorème du mouvement du 
centre de gravité nous fournit les équations 

^ m/r M sin A 
M*- sin A — T = M - 7 — = M g 

b dt2 b M 
Q — M ^ cos A = o ; 

T = M m i 

m sin 8 

sin A -h sin § 
M -+- m 

Q = M g cos A. 

Le même calcul appliqué au pavé p donne pour T la même 
valeur et pour q la valeur q = m^cosS. 

Remarquons que la valeur trouvée pour T est essentiellement 
positive, ce qui nous montre que si le fil est tendu au début du 
mouvement il le restera pendant toute la durée du mouvement. 

Les forces Q et q dont on vient de déterminer la grandeur et 
dont on connaît la direction ne seront définies que si l'on connaît 
un point de leur support. Le pavé P, par exemple, ne tourné pas 
autour de son centre de gravité I. Il en résulte que la somme des 

Fig. 2. 

moments des forces qui le sollicitent, par rapport au point I, sera 
nulle. Nous voyons déjà que la force Q doit être par rapport au 
point I située du même côté que le point C. Soit p la distance du 
point I au support de la force Q 

p Q = - cos AT , 
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d'où 
i , sin A H- sin 8 

p = - mh —-
R I M -H M 

Remarquons maintenant que la force Q est appliquée en un 
point intérieur au polygone de sustentation du pavé P, ce qui 
entraîne la condition A >> p. 

En résumé. — Pour que le mouvement soit possible il faut 
avant tout que les dimensions des deux pavés vérifient les inégalités 

7 sin A H- sin 8 
2A > mh 

2 Q > M H 

M - F - m 
sin A -+- sin 8 # 

M -+- m 5 

si ces dernières ne sont pas vérifiées les pavés basculent avant de 
se mettre en mouvement. 

Discussion. — Supposons ces conditions remplies. Le mouve-
ment du système est uniformément accéléré tant que les points E 
et e d'application des forces Q et q sont en contact avec les plans 
inclinés et tant qu'un des pavés n'est pas venu heurter l'anneau O. 
Lorsqu'une de ces circonstances se produit, un des pavés bascule 
ou subit un choc, et un nouveau problème se pose. 

Pour fixer les idées supposons y ̂ >o, c'est-à-dire M sin A >> m sin S. 

Premier cas. — Le pavé P est tiré vers le bas parallèlement à 
la ligne de plus grande pente ou abandonné sans vitesse initiale. 
Le pavé P descend, tandis que p s'élève. Le mouvement du système 
est accéléré, sa vitesse croît jusqu'au moment oû le pavé p bascule 
ou frappe l'anneau disposé en O. 

Deuxième cas. — Le pavé p est tiré vers le bas parallèlement 
à la ligne de plus grande pente du plan incliné sur lequel il repose 

<C Dans sa première phase le mouvement du système est 

retardé. Il sera aisé de calculer la limite supérieure à attribuer 

à | (^^J | = | V01 pour que le point E reste en contact avec le plan 

incliné ou pour que le pavé ne heurte pas l'anneau. Si | V01 ne 
surpasse pas cette limite le pavé P va s'élever d'un mouvement 
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retardé et s'arrêter; puis, ensuite, il va redescendre d'un mouve-
ment accéléré jusqu'au moment où />, arrivé au haut de sa course, 
basculera ou heurtera l'anneau O. La durée t de la première phase 
du mouvement est fournie par l'équation 

M siriA — m sin S 
g ^ t _+_ Y 0 — O 
6 M -h m 

V o < o . 

Remarque. — Le problème est en tous points analogue au 
mouvement d'un point pesant sur la ligne de plus grande pente 
d'un plan dès que les inégalités ci-dessus sont vérifiées. 

Deuxième cas. — Cas du frottement. — Nous étudierons 
d'abord le cas du mouvement et la discussion nous indiquera très 
clairement les conditions de l'équilibre. Nous raisonnerons sur le 
pavé P. Pour fixer les idées supposons qu'au début du mouvement 
P descende sur son plan incliné, tandis que p monte sur le sien. 
Le pavé P est soumis aux mêmes forces que plus haut et à une 

Fig. a . 

force de frottement dirigée en sens inverse du mouvement et égale 
à QF. Or le centre de gravité I de ce pavé reste à une distance 
constante de la ligne de plus grande pente du plan incliné. On a 
donc Q = M^cosA, de sorte que la force de frottement est 
Mg'FcosA. Le pavé p est soumis aux mêmes forces que plus haut 
et à une force de frottement dirigée suivant la ligne de plus grande 
pente du plan incliné sur lequel il repose et vers le bas, cette.force 
ayant pour intensité m g f cosS. 
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L'équation du mouvement sera encore fournie par le théorème 
des forces vives. La force vive du système est 

2 T = ( M 

La somme des travaux des deux forces T est T (d% + ¿/X) =Jb> 
le travail élémentaire de chacune des forces Q et q est mil. La 
somme des travaux des forces données (poids des pavés, forces de 
frottement) est donc 

( M ^ sinA — M ^ F cosA ) dX -{-(mg sin& -+- mgf cosS) dœ\ 
soit 

[ M ^ ( s i n A — F e o s A ) — mg (sin$ - f -/cos8 ) | dX 

et le théorème des forces vives donne l'équation différentielle du 
mouvement 

d 2X __ M (sin A — F cos A) — m (sin$ H- f cosl) 

~ ë ' M -h m 

Le mouvement est encore ici uniformément varié. 

Calcul des liaisons. — On opérera comme dans le cas du 
glissement sans frottement 

Q = M ^ c o s A, 

„ __ sinA — F cosA-t-s in § -4-/cosô 
T = M m g - ^ =-= — - — — ? 

° M -f- m 
q — mg cosS. 

Pour que le fil reste tendu pendant toute la durée du mouvement 
il faut que T soit positif, ce qui entraine l'inégalité 

sinA — F cos A -4- sin8 -+-/cosS ^ o ; 

si cette dernière n'est pas vérifiée, le fil cesse d'être tendu dès le 
début du mouvement. 

Pour déterminer la ligne d'action des forces Q et q on appliquera 
au mouvement relatif autour des points I et i le théorème des 
moments des quantités de mouvement. Soieiit R et r les distances 
de 1 et i aux supports des forces Q et q, ces distances étant 
comptées algébriquement selon la position qu'occupent les forces Q 
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et q par rapport à I et i : 

QR -+- ( T — QF ) ^ cos A = o, 

q r -h ( T -+- q f ) ~ cos 0 = 0. % 

De là on tirera R et r. Si nous remarquons que les forces Q 
et q doivent être appliquées en un point intérieur au polygone de 
sustentation des pavés on arrive aux conclusions suivantes : 

Dans l'hypothèse où le pavé P descend au début du mouvement, 
ce dernier n'est possible que si les trois inégalités suivantes sont 
remplies : 

sin A — F cos A H-sin 8 - f - / cos8 > o, 

A > | R | , 

">\r\. 

Si la première condition n'est pas remplie le fil n'est pas tendu. 
Si les dieux autres conditions ne sont pas vérifiées un des pavés 

ou les deux pavés basculent dès l'instant initial. 

Si ces conditions sont remplies le mouvement a lieu. Il est 

accéléré si 
M [sin A — F cos A] — m (sin 8 -h / c o s ò ) > 0, 

retardé si 
M [sin A — F cosA] — m (s in8 / c o s 8 ) < o. 

Dans le premier cas même si le système est posé sans vitesse 
initiale sur le plan incliné, le pavé P descend sans cesse avec une 
vitesse croissante jusqu'au moment où le pavé p heurte l'anneau o 
ou jusqu'au moment où il perd contact avec son plan incliné. 

Dans le deuxième cas le pavé P descend avec une vitesse qui 
tend vers o, puis à un moment donné le pavé P s'arrête. Supposons 
qu'alors le pavé p ne soit pas venu heurter l'anneau ou qu'il n'ait 
pas basculé à l'extrémité du plan incliné. Que se passe-t-il ensuite? 
C'est ce que nous allons étudier. 

Etude de Véquilibre. — Je dis tout d'abord que le pavé P ne 
peut pas descendre plus bas. En effet s'il reprenait sa marche vers 
le bas l'équation de son mouvement serait la même que plus haut. 

On aurait ^-^<<0, en d'autres termes ^ devrait décroître en 

partant de la valeur zéro, c'est-à-dire prendre des valeurs négatives, 
Ann. de Mathémat6e série, t. I . (Janvier 1926.) 8 
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ce qui est incompatible avec le sens du mouvement du pavé P 
considéré. 

Supposons donc qu'après s'être arrêté P se mette à remonter. 
Mettant le problème en équation dans cette hypothèse, on 

trouve l'équation 

d%x __ m (s inS — f cos S) — M (s inA -f- F cos A ) 
_ _ g M 4 - m • " ' 

~ part de la valeur zéro et doit prendre des valeurs positives. Cela 

ne pourra pas se produire si 

m (s inô — / c o s S ) — M ( s inA 4- F cosA ) < o. 

En résumé, l'équilibre du système se trouvera réalisé si les 
données du problème vérifient les deux inégalités simultanées 

7tt(sinô — / cos S ) — M (s inA -H F c o s A ) ^ o , 

M (s inA — F cos A ) — m (sin8 - h / cos8 ) < o. 

car dans ces conditions le système étant abandonné sans vitesse 
initiale ne pourra se mettre en mouvement ni dans un sens, ni 
dans l'autre. Ces conditions nécessaires sont insuffisantes car les 
pavés doivent rester en contact avec les plans inclinés et le fil être 
tendu. Cette dernière condition est remplie a priori dans le cas.de 
l'équilibre. Les pavés basculeront au lieu de demeurer en équilibre, 
si leurs dimensions A et a sont inférieures à certaines valeurs.. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

2490. 

Avec les neuf chiffres significatifs employés chacun une fois, on écrit 

deux nombres entiers (par exemple , 8712 et g5643) . On les mult ipl ie l'un 

par l 'autre. Quels sont les deux facteurs ainsi obtenus dont le produit est 

maximum? R. B. 

2491. 

D'un point variable pris sur une hyperbole on mène des parallèles aux 

asymptotes. 

Enveloppe des directrices des paraboles tangentes à ces deux droites et 

ayant pour foyer l'un des foyers de l 'hyperbole . P . VINCKNSINI. 
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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

EPREUVE THÉORIQUE. — G.29. — I° Montrer qu'on peut écrire 

00 

exz i x^ , zfn-1 
(1) = - + > Vm(œ) r j 

ez— i z Jmd T ml 
?n = i 

la série étant convergente dans un domaine qu'on indiquera ; montrer 
que ym(x) est un polynome de degré m. 

En dérivant et intégrant les deux membres de (i), montrer que 

( 2 ) = 

( 3 ) < ? R N ( ^ ) = ( I N = 2 , 3, .OO), 

( 4 ) f <?m(x)dx = o (m = i , 2, ...~hoo). 

3° On considère la fonction 
00 

( 5 ) • M - * , ' — ' . ' V . 
sin ( 2pr .x ) 

2 piz 

où x est réel. Décomposer chaque terme de la série en deux, en expri-
mant les sinus à Vaide de la fonction exponentielle, et "se servir de 
cette décomposition pour prouver que, pour o < x < 1, 

( 6 ) ^ ( ^ ï i L Z l . 

{On aura à considérer deux séries de Taylor sur leurs cercles de con~ 
vergence.) 

4° Si Von pose 
i cos ( 2 p r . x — 

(7) < M * ) = - 2 m ! 2 { t i p n ) m = 3, ...,oo), 
P=i 

montrer que ces fonctions sont continues quel que soit x, et que 

(8J ^mtym-iix) (m= 2, 3,... ,00) 
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(sauf pour x entier, si m == 2), ^we 

(§) f tym(x)dx = o ( m = 1, 2,..., *>). 

5° Conclure de là que 

(10) == ( ° < x < * ; m a , . . ; , ^ ) , . 

/a relation ayant lieu aussi pour x = o et pour x = 1. s« m > 1. 

EPREUVE PRATIQUE. — G.30. — ON considère Véquation différentielle 

(1) p—trlX 

où y est la fonction inconnue de x et où m est une constante positive. 
i° Déterminer la solution y ~ um(x) de cette équation qui est posi-

tive quel que soit x réel. 
00 

20 Montrer que la serre, um(x) converge quel que soit xto et 

m=0 

quelle représente une solution de Véquation 

( 2 ) 1 

1 — e~x 1 

en conclure que les solutions de cette équation restent finies quand 
x tend vers zéro par valeurs positives. 

3° En remplaçant, dans (2 ) , y par £ - h sin 3?. l o g # , montrer que 
z est holomorphe pour x = o. 

4° Considérer la série ^ u'm(x)— > montrer qu'elle con-
m = 1 

verge pour x^o. En conclure la limite, pour x = o} de la dérivée de 

00 

^ — s i n # log j ; . 
m = 0 

Calculer cette limite, à près. Calculer également, 

/n = 0 

(Clermont-Ferrand, novembre 1925.) 
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EPREUVE THÉORIQUE. — G.31. — I. Etant donné un système de trois 
axes rectangulaires Ox, 0 y , 0z, à un point quelconque M de coor-
données (x,y,z) de l'espace on fait correspondre le plan P repré-
senté par Véquation 

a?(X.— x)-+- y(Y—y).+ e^r^(Z-z) = o, 

X , Y , Z, désignant les coordonnées courantes, et l(x,y) étant une 
fonction des deux variables x et y indépendante de z. Soit T une 
courbe gauche, telle que le plan oiculateur en un quelconque de ses 
points coïncide avec le plan P , correspondant à ce point. 

i° La fonction X(x, y) étant donnée, démontrer qu'il existe en géné-
ral deux familles de courbes T, de telle sorte qu'il passe une courbe de 
chaque famille, et une seule, par un point quelconque de Vespace. 
Former Véquation différentielle qui détermine les projections de ces 
courbes sur le plan xOy. 

Existe-t-il des surfaces dont toutes les lignes asymptotiques sont 
des courbes T, et quelle est la nature de ces surfaces? 

3° Déterminer lès fonctions X(x, y), pour lesquelles les deux familles 
de courbes Y sont confondues. 

4° Trouver llexpression générale des fonctions \(x, y) telles que les 
courbes F correspondantes se projettent sur le plan des xy suivant 
deux familles de courbes orthogonales. Inversement, étant données 
dans le plan xOy, deux^familles de courbes orthogonales, sont-elles 
toujours les projections des deux familles de courbes T correspondant 
à une fonction X (¿r, y) ? 

Exemple. — Déterminer la fonction X ( # , y), de façon que les 
courbes T se projettent sur le plan xO y suivant les paraboles y2 = iCx 
(ou G est une constante arbitraireV, et leurs trajectoires orthogonales. 

G. 3% — I L Soient P (x, y), Q(x,y) deux fonctions rationnelles des 
variables x, y, satisfaisant à la condition 

ÔP _ ôQ 
ôy àx 

Si, dans P(#, y), on donne à y une valeur constante y0, on 
obtient une fonction rationnelle 

<p(a?) = P(x,y0) 

de la seule variable x. Démontrer, en s"1 appuyant sur les théorèmes 
classiques de Cauchy, que les résidus de cette fonction rationnelle y (x ) 
sont indépendants de y0 

Quelle serait la proposition réciproque ? 



Application. — Soit P ( # , y) la fonction rationnelle 

__ Aa?2 - 4 - 2 B x y -jr G j k 2 + 2 Da? - H a E y -+- F # 

X2— 2#JK H- I ? 

ON demande comment il faut prendre l&s coefficients constants A, B, C, 
P , E, F, pour qu'il existe une autre fonction rationnelle Q (x^y ) telle 
que 

PO, y)dx -+-'Q(a?, y) dy 

soit une différentielle exacte. 

EPREUVE PRATIQUE. — G.33. — I° Intégrer le système d'équations 
différentielles 

dx — 3 ¿R -+- 4 y — z 
dt ~ 2 : ? 

( S ) + , 
dy 
dt 

dz . 3x'—12y -+- 9,3 
dt ~~~ 2 

En particulier, donner les expressions des inconnues x, en fonc-
tion de t et des valeurs XoyJro,'Zo de ces inconnues pour t = o. 

20 Intégrer Véquation aux dérivées partielles 

— — z' . ^ — iay + Q-î 
( E ) ^ + ^ 

où p et q sont les dérivées ^ et ~ ¿/e la fonction inconnue z(x, y). 

Déterminer en particulier la surf ace intégrale de V équation (E) qui 
contient l'axe Ox, c'est-à-dire pour laquelle z (x, o ) = = o ; donner 
l'équation cartésienne de cette surface intégrale. 

3° Intégrer Véquation aux dérivées partielles 

— 3a?-h4X — z âf / .df 3x — r±y-\-q.zàf 
— ir—(— x z) ~—! ^ -f- = o. 2 ox dy 2 dz 

où f ( x , y, z) 'est la fonction inconnue à déterminer. 

(Par is , juin 1923.) 
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CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Moment dinertie d'un solide donné par 
rapport à un axe passant par Vorigine. Variation de ce moment quand 
Paxe tourne autour de Vorigine. Ellipsoïde d'inertie. 

II. On considère les coniques ( G ) qui admettent 0 pour foyer, 
0.2? comme axe focal et qui ont une excentricité e donnée (le para-
mètre de ces coniques étant variable). 

Déterminer les trajectoires orthogonales (T) de cette famille de 
coniques. Prévoir a priori et vérifier que ce sont des courbes homothé-
tiques. 

Cas particuliers : 

i° e — i• Construire l'une des (T) et calculer l'aire des boucles: 

2° e = i. Que sont les (T)? Pouvait-on le prévoir géométriquement ? 
3° e = -2 . Construire l'une des (F). 

N. B. — Le problème peut être traité en coordonnées polaires. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. Questions de cours. 

II. On voit immédiatement que les coniques ( G ) forment une famille de 
courbes homothétiques par rapport à l 'origine d'où résulte qu'il en est de 
même des ( T). 

De l'équation classique des ( G ) on déduit, pour les ( T j , 

i dp _ i -h e cos B q 
p d§ e sin (i ^ 

r G 
i t â ï l8~ sin 6 ^t 

I , TU Si e = la courbe présente une boucle parcourue quand 0 va de — 

à — • La surface est 
2 

3JTC 

2 _ 
a 

intégrale facile à calculer par les procédés classiques, on trouve - 2 -
i5 
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Si e = i , les ( G ) sont des paraboles. On voit géométriquement que par 
un point quelconque du plan passent deux ( G ) orthogonales, de sorte que 
l es - (F ) ne sont autres que les ( G ) . Les ( C ) dont l 'axe est dirigé dans un 
sens ont pour ( T ) les ( G ) dont Faxe est dirigé dans l'autre sens. Le calcul 
conduit à 

( G ) P — r , ( F ) p — 
1 -+- COS 0 I — COS 0 

Si e = 2, la construction d'une (Y) ne présente pas de difficulté'». 

EPREUVE PRATIQUE. — G .34. — Calculer (en fractions décimales aveo 
la précision des tables à cinq décimales ) les intégrales définies sui-
vantes : 

s: dx 

s. d x et f x + \os{i-x) 
/« x 2 

3« 

J 4 cos 2^ -+- 9 sin2a? 

1 ^ - + - l o g ( i — x) ^ C f a ? - + - l q g ( i — X) 
x2 

:T 

f 1 x2dx 9 

J0 \h — x a - -
71 TZ , 

4° r t = I x ex cos x dx et F2 = I x ex sin x dx. 
J o J o 

(Bordeaux, juin 1925.) 

EPREUVE THÉORIQUE (Ana lyse ) . — G .35. — I. a et {fc étant deux nombres 
réels indépendants de la variable x, soit y une fonction de x vérifiant 
l'équation différentielle 

i° Donner Vexpression de Vintégrale générale y sous forme réelle 
séparément dans chacun des cas p < o, ¡3 > o, p = o. 

2° Soit Y une courbe intégrale de Véquation (r), c^est-à-dir^e la 
courbe décrite par le point (x, y) quand y est une fonction de x 
vérifiant l'équation (1). Trouver la condition que doit vérifier p pour 
que toute courbe intégrale Y coupe une infinité de fois Vaxe des x. 

3° La dernière condition étant vérifiée, trouver p tel que la distance 
de deux points d'intersection consécutifs de F avec Ox soit TU, rapport 
de la circonférence au diamètre. ¡3 gardera cette valeur dans tout ce 
qui suit. 

4° La partie du plan comprise entre Vaxe des x et la courbe T, et, 
d'autre part, limitée à gauche par O y, à droite par une parallèle 
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à Qy ayant pour abscisse un nombre "k, possède une certaine aire dont 
on demande l'expression en fonction de X, quand on convient de regar-
der comme négatives les parties de cette aire situées par rapport à Ox 
du coté des y négatifs. 

5° A quelle condition doit satisfaire a pour que Vaire précédente 
tende vers une limite to quand\ est infini positif ? Trouver u), au moyen 
de x et des constantes dintégration définissant Vordonnée y(x) d'un 
point mobile de T. 

6° Supposant a donné, déterminer la courbe F par les deux condi-
tions que, dune part, elle contienne le point ( o , i ) ; d'autre part, 
l'aire u> soit nulle; 

7° T étant ainsi choisi, soit F j la courbe décrite par le point (x,yi), 
si yi est le produit de Vordonnée y dun point de F par son abscisse x. 
Exprimer y\ au moyen de x. Soit <oj l'aire analogue à to comprise 
entre r4 et Ox et située à droite de 0 y . Montrer que wi existe si to a 
une valeur et trouver la valeur de wj. Prouver que est toujours 

négatif et supérieur à — i. Choisir a de façon que a>i= — i* 

If . On considère la fonction f ( x ) égale à ex pour à e~x 

pour — i r £ ¿c 1 o. Montrer que f ( x ) est la somme dune série trigono-
métrique de la forme 

f ( x ) =: a0-r-ai cosx -H ... H- an cos nx + 

Démontrer les formules 

i f W , 2 f* a0 = - I ex dx, an = - / ex cos nxdx: 

et en effectuer les calculs. 

EPREUVE THÉORIQUE (Mécanique). — G.36. — Dans un plan vertical (Cl), 

un point matériel M, de masse m, est soumis à son poids MP , dont la 

valeur est mg, et à une attraction centrale MF émanant dun point 
fixe 0 du plan et définie par l'égalité 

MF = ~ - K w Ô M , 

K étant une constante positive. 
Le plan (Q) est orienté et rapporté à un système d'axes O y. 

Vorigine est au point 0; Vaxe Ox est dirigé suivant la verticale des-

cendante; l'angle (Ox, 0 y) vaut On désigne parti l'angle ( 0 a ? , 0 M ) , 

Montrer que le champ plan, défini par les deux forces MP 
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et MF appliquées à chaque point M, dérive d'une fonction de forces. 
Déterminer les lignes de niveau et les lignes de forces. 

2° Le point M, étant soumis aux deux forces du champ, est assujetti 
à se déplacer sur un cercle fixe parfaitement poli, qu'il ne peut quitter. 
Le cercle, situé dans le plan (Q ) , a pour rayon a et son point le 
plus haut est 0. Déterminer les positions d' équilibre du point^I et 
étudier la stabilité de Véquilibre. Examiner en particulier l'hypo-

thèse a — 
K. 

3° Le point M est placé à l'instant zero au point A, le plus bas du 
cercle; sa vitesse initiale, dirigée dans le sens d'orientation du plan, 
a pour valeur 

v0= 2 \fa (g— «K j 

on supposera maintenant a < • Évaluer la force vive de M et la 

vitesse de ce point en fonction de COSÔ. Exprimer en fonction de 6 te 
temps t employé par le mobile pour parcourir l'arc, AM. Peut-il 
atteindre le point 0? Le mouvement est-il accéléré ou retardé? 

4° Exprimer la valeur R de la réaction du cercle sur le point M en 
fonction de COS 0. Indiquer le sens et la variation de cette réaction. 
Quelle condition doit remplir a pour que cette réaction puisse s'an-
nuler? 

N. B. — Dans tout le problème on négligera le frottement du 
point M sur le cercle. 

EPREUVE PRATIQUE. — Démontrer qu'il y a un angle A et un seul, 
compris entre O et 90° satisfaisant à l'équation 

SIN 4 A -4- 4 SIN A — 1 = O. 

Le calculer en degrés, minutes et secondes à 1" près. 

( PAR IS , JUILLET 1923. ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — G.37. — I. I° Trouver toutes les fonctions x 
et y de la variable t vérifiant les équations simultanées 

dx . dy 
— , — H Y — S M I = O , x -h COS t = 0. 
dt J dt 

2° Déterminer les constantes arbitraires qui figurent dans les solu-
tions générales trouvés par la condition que, pour t = 0, on ait x = r, 
y == o. Soient x— f(t), y = g( t) les fonctions ainsi obtenues. Tracer 
la courbe définie paramétriquement par les équations 
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par rapport à deux axes rectangulaires Ox, Oy. Indiquer sa nature 

G.38. — II. On considère les deux surfaces {S) et ( S ' ) définies par 
les équations 

( S ) y2—8z = o, + 8 ^ — 20 =°-

i° Quelle, est la nature de ces surfaces? 
Calculer les coordonnées (x, y, z) d'un point quelconque M de 

leur courbe d'intersection C, en fonction de Vangle polaire cp de la pro-
jection m de M sur xOy. Construire les projections de la courbe sur 
les trois plans de coordonnées. 

3° Vérifier que ( S ) et ( S ' ) se coupent orthogonale ment en chaque 
point M de C. 

4° Montrer que la normale en M à (S ) enveloppe une certaine courbe{A) 
quand M décrit G et calculer les coordonnées du point de contact P en 
fonction des coordonnéesx,y, z de M. Même question, en remplaçant(S ) 
par ( S ' ) , ce qui donne Venveloppe ( A ' ) et le point de contact P ' . 
Démontrer géométriquement que la droite P P ' est Vaxe de courbure 
de G en M et indiquer comment on peut en déduire les coordonnées du 
centre de courbure. Faire ce calcul, en prenant M dans le plan zOx, 
du coté des x positifs. 

EPREUVE PRATIQUE. — C.39. — Un anneau A pesant 2 k g peut glisser 
avec frottement le long d'une tige verticale Ox. Il est attiré par le 
point fixe P , situé au même niveau que le point O et à une dis-
tance O P = im , suivant une force égale à k. A P . 

i° Sachant que ses positions d'équilibre sont les points du seg-
ment A ' A " , situé tout entier au-dessous de 0 et tel que O A ' = 54cm 

et OA" = 92cm, déterminer le coefficient k et le coefficient de frot-
tement f de Vanneau sur la tige. 

On abandonne A sans vitesse initiale à partir du point O. Décrire 
le mouvement qui prend naissance. Calculer sa durée totale. Cons-
truire le diagramme des espaces et le diagramme des vitesses. Calculer 
Vénergie totale absorbée par le frottement, en ergs, en joules et en 
kilogrammètres. 

(C le rmont-Ferrand, juin 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — G. AO. — I. Ox, O y, O z étant trois axes de 
coordonnées rectangulaires, on considère le volume Y intérieur au 
cylindre 

( C ) x2 H- y2 — y = o 

limité inférieurement par le plan 

( P ) s = o, 
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et supérieurement par la surface 

( S ) j 2 

i° Indiquer, d'une façon précise, la nature de la courbe d'inter-
section de ( G ) ai ¿/e ( S ) . 

2° Calculer la surface latérale S ¿¿m cylindre ( G ) comprise ^entre le 
plan ( P ) la surface ( S ) . . 

3° Calculer le volume V. 

4° Ce volume étant rempli d'une matière homogène de densité i, 
calculer son moment dinertie par rapport à l'axe O^ et le rayon de 
giration R correspondant. 

G.41. — II . Un disque circulaire homogène, ¿fe centre O ¿ate 
rayon R, peut tourner sans frottement autour d'un axe horizontal, 
perpendiculaire en O à son plan. Un point P de la circonférence de 
ce disque est attiré par un point fixe A, situé à la distance a au-des-
sous du point O et sur la verticale de ce point, suivant une force égale 
à k. P A . 

Démontrer que le mouvement du disque est synchrone au mou-
vement d'un pendule simple de direction O P et dont on calculera la 
longueur X. 

2° On suppose que l'attraction subie par le point P , quand le 
rayon OP est horizontal, égale le poids du disque. Étudier, dans cette 
hypothèse, les variations de X en fonction de a. 

EPREUVE PRATIQUE. — Construire la courbe 

On déterminera, en particulier, les points de cette courbe où la tan-
gente est parallèle à Ox, ainsi que les points d'intersection de ces 
tangentes avec la courbe. On calculera enfin, à O,OOOT près, l'abscisse 
du point de la; courbe qui a pour ordonnée 2. 

(Clermont-Ferrand, novembre 1925.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. SOIV G la courbe représentée par rapport 
aux axes rectangulaires Qxyz par 

i . a t s'mit 
x — - sm21, y = ——> z ~ sin t. 

2 ^ 2 4 

a . Projections de G les plans xOy et xOz. Allure générale 
de C. 

b. Déterminer par leurs projections le vecteur unité de la tangente, 
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suivant les t croissants, et celui de la normale principale (vers la con-
cavité). 

c. Calculer le rayon de courbure et les coordonnées du centre de 
courbure. 

INDICATIONS. — a. Cycloïde et arc du parabole; b, c. t est l!abscisse cur-
viligne, et Ton a 

j 
R : 

\J i -4- sin2* 

et les coordonnées du centre de courbure 

v cos 11 sin it „ sin/ 
X =s # H r — Y = / H — - , Z = Z t-T- • 

iH-s in 2£ i -+- sin21 i -h sins t 

G.42. — I I . Soit le champ vectoriel défini, en coordonnées rectangu-
laires, par 

X = ix -hy -î- z, Y = x + i y -h z,~ Z = x y 4 - iz. 

a . Chercher les lignes de forces de ce champ par la méthode suivante : 
on exprimera les coordonnées d'un point d'une telle ligne, en fonction du 
paramètre t — x H-y -+- s. On sera ramené à intégrer trois équations de la 
forme 

dx x->rt - dy _, y t dz z 4- t 
—77 = K y = K : J — — |\ y 
dt t dt t dt t 

où l'on précisera la valeur de t. 
b'. Montrer qu'il existe une famille de surfaces de révolution qui sont 

orthogonales au champ en chacun de leurs points. Déterminer leurs méri-
diennes. En résolvant un problème plan de trajectoires orthogonales, 
remonter de ces méridiennes aux lignes de forces du champ et vérifier que 
les résultats obtenus s'accordent avec ceux de a'. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — C.43. —• En désignant par n un entier positif, 
calculer l ' intégrale double 

étendue à tout le plan, en passant aux coordonnées polaires. 

(Poit iers, juin 1925.) 
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S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S D E L I C E N C E . 

Question G.I. 

[ Calcul différentiel et intégral, épreuve théorique ; énoncé publié en 
octobre 1925, p. 3I.] 

SOLUTION 

p a r J . DE CAUMONT. 

i ° Il s'agit d'obtenir le développement en série entière de 

F ( 3? ) = f e**-*dt. 
do 

En développant ext en série et en admettant qu'il soit permis d'intégrer , 
terme à terme, on obtient 

e~t*dt+^j t e - t ' d t + ^ j t*e-'9dt+..., 

Ou, en posant £3 == u, 

-ce 2 ^4-06 1 
r x r - - x2 r 

3 F ( # ) = I u *e-udu-i / u *e~udu-\ j / eru du -K.. 

J 0 1 * *M) ^ 0 

Les coefficients de a?0, ~ 5 > . . . sont respectivement r ^ ^ , r ^ j ^ j 

r ^ ? .... Rappelons que 

- • • ' " • • ¿ » ' - M O ' 

D'où le développement 

F < * > ( ? ) - 5 — < w (0 
2 . 5 . . . 3 » — I F I \ < 

+ ( 3 ^ - T ) T — p — r u ) + ( 3 ] r r 5 ) T I - a - j P 
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La série du second membre a un rayon de convergence infini ( rapport 

d'un terme au précédent). Elle représente bien F (oc). Soient, en effet, S ^ ( ^ ) 
et RA i (a?) la somme des n premiers termes et le reste correspondant, 
soit rn(tx) le reste analogue dans la série- ext\ on a 

^aO-SaOO-i- f rn(xt) e~tz dt 
J 0 

et il faut vérifier que l ' intégrale tend vers zéro avec ^ Or, on augmente 

cette intégrale en remplaçant x par \x\ et, d'autre part, pour une limite 
supérieure finie, on obtient une valeur évidemment inférieure à Rre(|a?|-). 
L' intégrale est donc inférieure ou égale à R w ( |ar| ) qui tend vers zéro 

i 
avec - * 

n 
i ° Pour développer en série les fonctions 

I cos(pa? — p3 ) <r/p, / s i n ( p # — P 3 ) 6 ^ 
«Ai ' «/o 

nous calculerons l ' intégrale 

ewz-ws dw - ( ^ n a - g 3 ; a? rée l ) 

étendue au contour suivant du plan de la variable complexe w : « . l apa r t i e 
positive de l'axe des x ; b. Un arc de cercle de centre O, de rayon infini, 

d'angle au c e n t r e ^ ; c. la droite qui fait avec Ox l 'angle ^ décrite de l'in-

fini à zéro. L'intégrale le long de ce contour est nulle; elle est nulle le 

long de l'arc de cercle, comme le montre un raisonnement classique; 

d'autre part, le long de la deuxième droite, on a 

TCj 

w — pe 6 (p rée l ) ; 
donc 

ITT / 7T i 
e~ 6 F 

/ 21ï\ 00 n00 r*00 

\xe3)=z I ei{?x~?^dp — / . cos(p#—p*)dp-\-i I sin(pa?—p3)c£p.-
J o *y o Jo 

is ( 
La partie réelle, dans le développement de e 6 F \xe J est 

/*oe 
j cos ( px — p' ) dp 

'h 
égale à 
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Les termes du développement de F(a?) sont multipliés successivement 

nar fi fi fi fi par v— ? v— 9 o, — j — —— ? o ; 

2 2 2 2 

Le coefficient de i, f s i n ( p * — p3)<^p, s'obtiendra en multipliant les J o 
termes de F(a?) successivement par — i , "-+- - , -+-1, h — , -a- — » — i , . . . . 

V ' r 2 2 . 2 L 2 

Question G.2. 

[Calcul différentiel et intégral, épreuve pratique ; énoncé publié en 
octobre 1925, p. 3i.] 

SOLUTION 

p a r J. DE CAUMONT. 

I° On trouvera 

T r+1 dx 
1= I ——=-2,022 

J - 1 \ ! I — CC'* 

avec trois décimales exactes; 
20 II s'agit d'évaluer l 'intégrale 

j ^ 
J s/l~Zf* 

prise le long d'un chemin complexe allant de — 1 à -f-1 et coupant l'axe 
imaginaire en un seul point d'ordonnée plus grande que 1. En complétant 
le chemin en question par le segment d'axe réel allant de -4-1 à —1 , on a 
un circuit équivalent au lacet qui part de o en suivant l'axe desy> entoure 
le point z = i et revient en o en suivant l 'axe des y. L' intégrale le long du 
lacet est 

r£ dz 
2 I . ' 

• V y / i - * 4 

c'est-à-dire (z — p i ) , 

«A V/1 — ? 

l ' intégrale prise le l ong du segment -+-1, —1 d'axe réel est I , car il faut 
changer le signe du radical. Donc 

J -4-1 = ( I ; 

J ±= 1(1 — 1). 
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S U R U N P O I N T D E M T H É O R I E D E S C O M P L E X E S D E D R O I T E S ; 

P A R G . C E $ F . 

Dans un intéressant article paru sous ce titre ( i ) , M. Lainé 
signale que Lie a cru, à tort, avoir démontré que les courbes d'un 
complexe de droites admettant un même élément linéaire de con-
tact possèdent, au point commun, la même torsion; il cherche 
ensuite à déterminer les complexes qui jouissent de cette pro-
priété. Il est possible d'indiquer une propriété générale des 
complexes de droites qu'on peut substituer à celle de Lie : 
Pour toutes les courbes d1 un complexe de droites admettant 

un même élément linéaire de contact (que nous appellerons 
famille F de courbes) il existe, en "général, au point commun 

une même relation linéaire entre la courbure et la torsion. 

Nous allons établir cette propriété ( 2 ) , et, en application, résoudre 
le problème posé par M. Lainé. 

Nous employons les notations de l'article cité; une droite 
quelconque a pour équations 

.a> = az -+-/, 

y = bz -+-

l'équation du complexe est prise sous la forme 

^ étant supposée analytique dans le domaine du point (o, o, o ) ; 
considérons la famille F relative à l'élément linéaire porté par 
l'origine des coordonnées suivant O^, cas auquel on peut, en 

général, ramener la question proposée et supposons que le plan 

(1) Nouvelles Annales, 5e série, t. III, 1925, p. 3oo. 

(2) Le même sujet a été traité récemment, de façon géométrique, par M. B. 
Gambier. Voir C. /?., t. 181, p. 18. 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Février 1926.) . g 
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tangent an eône du"complexe de sommet O le long de Gc soit 
pris comme plan des xz ; l'équation de ce cône étant 

K i ' ï ' °)==o' 
la position spéciale des axes de coordonnées entraîne 

» / \ # / \ o, o) = o et ~ (o, o, o ) = o, 

c'est-à-dirë que le développement de g est de la forme 

-g = hb -4- kf '-h Ici1 h-. .., 

h, l sont<ïes constantes, les termes non écrits sont de degré au 
moins égal à 2 et inutiles à considérer pour la suite. Ce dévelop-
pement vaut aussi dans le cas où le cône du complexe comprend 
un plan contenant Oz.y ce plan étant pris comme plan des xz. 

Nous supposerons par la suite que h est différent de o, c'est-à-dire 
que Oz n'est pas une génératrice multiple du cône complet; si k 

est différent deo, le plan tangent aux cônes relatifs aux différents 
points de O z, le long, de Os, tourne autour de Oz; si k est 
nul, Os est une droite singulière du complexe, et comme h 
est différent de o le point exceptionnel sur cette droite n'est pas 
l'origine. 

Occupons-nous maintenant d'uïie courbe particulière quel-
conque G de la famille F ; sur cette courbe, nous choisissons z 

comme paramètre, les lettres accentuées désigneront les dérivées 
prises par rapport à s, l'indice o indiquera que les valeurs sont 
prises à l'origine; le sens positif sur la courbe est choisi pour 
que 5 désignant l'arc. La courbe C est intégrale de 
l'équation de Monge 

(1) y — yrz = hyr-+- k(x — x z) -+- lx,ÎL~4-. ; 

pour 'z = o, xy y , x\ y! sont nuls sur C. Prenons la dérivée de (1) 
par rapport à z, x et y étant les fonctions de z qui définissent G, 

( 2 ) — zy" = h y" — kzx" -4- 2 l x' x" -+-..., 

tous les termes non écrits sont nuls à l'origine ainsi que leurs 
dérivées premières. On déduit de ( 2 ) que y"Q est nul, ce qui con-
corde avec le fait que le plan des xz est oscillateur à G en O. 
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Prenons la dérivée de (2 ) 

( 3 ) _ z y __ ^ y == hy'"' — k zx''' — h x" -4- 2 l x"2 -+- 2 / a/ x" , 

les termes non écrits sont nuls en O et l'on obtient la relation 

<4) h y l — k x l - + - i l x ' ^ = o . 

Désignons par R et T les rayons de courbure et de torsion de G 
en O ; en observant que les dérivées qui figurent dans (4) , qui 
sont prises par rapport à z, ont la même valeur en O que les 
dérivées du même nom prises par rapport à s, on constate que 

ce qui permet d'écrire ( 4 ) sous la forme 

el démontre la propriété énoncée. 
21 

La signification du rapport — est simple; il représente évideni-
ment le rayon de courbure de la courbe du complexe située dans 
le plan des xz, tangente à G en O. pourvu que L et k ne soient pas 
nuls simultanément. 

Supposons k différent de o, ce qui est le cas général. Pour que 
les courbes de la famille F possèdent en O la même torsion, il 
faut : ou bien qu'elles y possèdent la même courbure, ou bien que 
l soit nul. 

La première hypothèse est à écarter car elle entraîne que x\ a 
la même valeur pour toutes les courbes F ; comme y"Q est nul, 
•cela est en contradiction avec le théorème d'existence des inté-
grales de l'équation de Monge ; la deuxième hypothèse exige que 
le cône du complexe relatif à O possède trois génératrices au 
moins dans le plan des xz. 

Si maintenant la propriété doit être vraie en général, chacun des 
cônes du complexe doit se décomposer en plans (ou se réduire à 
un plan); on trouve alors immédiatement les complexes linéaires 
et les complexes spéciaux, qui sont formés des tangentes à une 
développable. En se servant de résultats démontrés par Lie ( 1 ) on 
constate que ce sont les seuls cas possibles. 

0 ) Liniengeometrie u. Bhrstrf. (Leipziger Berichte, t. 49, 1897, P- (>$8-). 
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Il y aurait d'autres observations à présenter et quelques préci-
sions à apporter aux indications qui précèdent; nous nous bor-
nons à faire remarquer que les complexes spéciaux relatifs à une 
développable quelconque ont échappé à M. Lainé parce qu'ils 
correspondent d'après ses notations (page 3o5) au cas où est 
identiquement nul alors que ses calculs supposent^ que cette 
expression est différente de o. 

S U R L E C E N T R E I N S T A N T A N É D E M O U V E M E N T 
D ' U N E F I G U R E P L A N E V A R I A B L E Q U I R E S T E S E M B L A B L E A E L L E M Ê M E ; 

PAR N. A B R A M E S C O . 

Professeur à l'Université de Cluj (Roumanie). 

On sait que, ÀB et A'B' étant deux éléments linéaires des deux 
figures F et F' semblables et P le point d'intersection des droite^ 
AB et A'B', le point double I des figures semblables F et F ; est à 
l'intersection des cercles PAA', PBB'; de même, les angles 
A I A ' = BÏB'. On passe de la figure F à la figure F' par une rota-
tion autour du point et par une amplification des segments IA 
dans le rapport de similitude considéré. 

Le mouvement continu de la figure F variable, qui reste sem-
blable à elle-même est connu (* ) si l'on donne les courbes ( A ) 
et (B ) décrites par deux points A et B de la figure F et la courbe (y ) 
enveloppe de la droite AB. 

Soient A T et BS les tangentes en A et B aux courbes (A ) et (B ) 
et y le point de contact de AB avec son enveloppe (y) . AT et BS 
sont les limites des droites AA ' etBB' et y est la limite du point P. 
Donc, le centre instantané de mouvement, I, au moment consi-

déré, est le point de rencontre des cercles passant par y et tan-

gents respectivement en A et B aux droites AT et BS. 

C1) N. ÂBRAMESCO, Sur le mouvement des figures planes variables avec con-
servation de similitude ou d'aire (Société roumaine des Sciences, Bulletin des 
Sciences mathématiques pures et appliquées, vol. .XXVI, janvier-juillet 1924). 
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Prenant un sens pour les tangentes A T et BS, on voit que les 
angles I y A — IAT = IBS. M étant un point quelconque de la 
figure F en mouvement, qui reste semblable à elle-même, la tan-

gente ( ' ) en M à la courbe décrite par M est la droite MR, 
telle que les angles 

I M R = I A T = IBS. 

De même, le point de contact, N , au moment considéré, 

d1 une droite A de la figure F est tel que les angles 

I N A = I M R - I A T = IBS = I y A . 

Donc, dans le mouvement d'une figure plane, qui reste sem-
blable à elle-même, les droites qui coupent, à un instant donne, 
sous un angle constant, convenablement choisi, les trajectoires 
des divers points de la figure en mouvement, concourent en un 
point I. 

Comme application-, considérons la normale en M à la courbe ( M ) 
qui coupe une courbe ( N ) au point N ; on prend, dans le sens des 
arcs croissants de la courbe ( M ) , sur la perpendiculaire en N 
sur MN, au vecteur N M ' = MN. Pour trouver la tangente en M' à 
la courbe décrite par ce point, on observe que le triangle MNM7 

reste semblable à lui-même. En désignant par MT la tangente 
en M à la courbe ( M ) dans le sens des arcs croissants, par u. le 
centre de courbure en M à la courbe (M) , parNSla tangente enN 
à la courbe (N ) , le centre instantané I de mouvement de la figure 
qui reste semblable à elle-même, est à l'intersection du cercle de 
diamètre M p. avec celui qui passe par pi et est tangent en N à la 
courbe (N ) . La tangente en M' à la courbe (M/) est la droite M'R 
telle que les angles TMI = 1NS = I M R . 

0 ) Voir, pour une autre méthode, MANNHEIM, Principes et développements de 
Géométrie cinématique, p. i5; 1894. 



P R O P R I E T E S M E C A N I Q U E S D E S F O R M E S Q U A D R A T I Q U E S ; 

P A R É T . D E L A S S U S . 

1. La Mécanique introduit des formes quadratiques F non forcé-
ment homogènes, dont le type est la force vive, et qui possèdent 
toutes la propriété que leur portion homogène et du second degré F2 

est essentiellement positive et à discriminant non nul. 
Les propriétés qu'on utilise en mécanique, qu'on démontre 

d'une façon indépendante et qui, d'ailleurs, se présentent sous des 
formes bien distinctes en apparence, peuvent aisément dériver 
d'une propriété générale assez simple , facile à démontrer et qui 
montre le rôle fondamental que joue dans l'étude d'une forme qua-
dratique non homogène la forme auxiliaire-

[ F ] = F 2 — F 0 , 

dont l'importance est déjà mise en évidence par l'intégrale géné-
ralisée des forces vives de M. Painlevé. 

2. Considérons, relativement'à notre forme F ( # ) des variables 
X\, x2 ? . . x,éJ l'identité aux o> 

n p m 

1 1 1 

accompagnée des équations 

{2) a1(ar) = oJ . aJW(a?) = o> 

en supposant 
p m "2- n, 

et que les qc(jc) et ®(x) soient des fonctions linéaires et homo-
gènes distinctès. 

Nous introduisons ainsi les deux fonctions bilinéaires 

R == -S z ol(x) = S^R Y ( z), 
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et, vu les hypothèses faites sur F ainsi que sur les fonctions a et 
il résulte d'un théorème que j'ai démontré dans un article récent ( i ) 
que les deux formes quadratiques 

z) = F - K R , . 

0(0?, y,z) = S — R —F 

ont toutes deux leur portion du second degré à discriminant non 
nul. 

De la propriété de 9 nous déduisons immédiatement que les 
n -f-p équations ( i ) et (2 ) sont résolubles aux inconnues x et z et 
les fourniront comme fonctions linéaires des y. 

3. Dans le cas général, nous n'avons pas, en passant des x auxy, 
un changement de variables puisque nous exprimons les x au 
moyen d'un nombre moindre de variables y . Néanmoins il est 
utile dans diverses questions, devoir en quoi se transforment ainsi 
les différentes fonctions de x qui ont figuré dans le calcul. 

La question ne se pose évidemment pas pour les a(x) qui 
deviennent des fonctions des y identiquement nulles. 

Cherchons ce que deviennent les ®(x). A cet effet remarquons 
que les /i'-f-p équations (1) et (2) peuvent s'écrire 

à& 

à® 

de sorte que si nous désignons par ^ ( y ) la forme cjuadratique 
des y que devient S quand on y remplace les x et les z par leurs 
expressions en fonction des y on aura, pour un y quelconque, 

à& àx t)0 âz âS 
ôy jLd dx dy j—JO z ôy ôy 

àS âS 

Ainsi les y(x). deviennent les dérivées partielles d'une même forme 
quadratique ^(JK). 

àxn ' 

de 
àzn 

0, 

I1) ET. DELASSUS, Sur les équations de Lagrange du mouvement d'un sys-
tème non holonome (N. A., 5e série, t. III, 1926, p. 191. 
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Remarquons en passant que si F renferme des variables auxi-
liaires ur ne figurant ni dans R ni dans S, on aura, par le même 
calcul, 

_ <)S àF 
du du Ou 

4. Des calculs précédents résultent aussi les formules 

F = S -4- R — <P = 2 ( î > 2 + ( ï ) 1 - ( ( ï ) 2 - f <i>1+ $û) r= [$], 

_ _ F = (S — = ¿ 0 ] = *> 

qui nous donnent les transformées de S, F et [F ] . 

i 5. Cherchons à voir les propriétés de Nous obtiendrons 
évidemment <ï>2, en réduisant les expressions des x et s à leurs 
parties homogènes et du premier degré puis les portant dans la 
portion ©2 de Cela revient à faire tous les calculs qui pré-
cèdent en remplaçant F par ¥2 ; on aura ainsi 

F 2 = [ $ * ] 

d'où.cette première propriété que est essentiellement positive. 
Voyons son discriminant. S'il était nul, on pourrait trouver des y 

non tous nuls annulant toutes les dérivées les valeurs corres-
dy 

pondantes des x annuleraient donc les cp(#), de sorte qu'il existe-
rait des,valeurs z et y, ces dernières non toutes nulles satisfai-
sant aux équations 

= •••> ym(z) = o, 

et ce résultat est absurde, car de ce que lé discriminant de ©2 n'est 
pas nul résulte que ces n + p m équations linéaires et homo-
gènes à n p m inconnues exigent que ces inconnues soient 
toutes nulles. 

La forme quadratique à laquelle on parvient et au moyen de 
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laquelle tout s'exprime après la transformation est donc une forme 
possédant les propriétés caractéristiques de la forme F dont on est 
parti. 

6. Les propriétés des paragraphes précédents constituent le 
théorème général que nous avions en vue et qu'il serait puéril de 
chercher à formuler en un énoncé plus ou moins clair mais certai-
nement fort long. 

En supposant F homogène il trouve, sous cette forme générale, 
son application directe dans la théorie des liaisons finies unila-
térales. 

Dans le cas 
p == o, m = n, 

F étant quelconque, on a un véritable changement de variables 
défini par les fôrmules 

et l'application du théorème montre que ces équations peuvent se 
mettre sous la seconde forme 

les fonctions cp et ^ se correspondant par l'identité 

On peut alors dire que les deux formes non homogènes F et <î> 
sont des formes adjointes relativement à la forme bilinéaire S. 

Chacune d'elles n'est pas la transformée de l'autre, mais la trans-
formée de sa forme auxiliaire. 

Dans le cas particulier où l'on prend 

S = 

on trouve la transformation d'Hamilton sous ses deux formes 
résolues 

à F _ dF _ 

d<î> __ _ 
T~~ — X{y . . . , - — Xyi. 
ày 1 àyn 
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Enfin si, plus particulièrement encore, on suppose F homogène., 
on retrouve la notion et les propriétés élémentaires des formes 
adjointes ordinaires. Les deux formes F, <ï> sont alors transformées 
l'une de l'autre. 

7. Dans certaines questions, on est amené à considérer des 
formes adjointes partielles. 

Soit F forme quadratique de xÀ . . .-xnZi • • • zp) continuons à 
désigner par [F ] sa forme auxiliaire et désignons par [ F l a forme 
auxiliaire obtenue en considérant F comme forme quadratique 
des x seuls, les !z étant considérés comme des variables supplé-
mentaires au même titre que les autres désignées par u. 

Au moyen d'une forme bilinéaire S (a?, y) et de [F]# nous for-
merons la forme adjointe partielle ^ qui, comme on s'en assure 
aisément, sera une forme quadratique des y et des s ; cette trans-
formation nous donnera les égalités 

S = ̂ (r), 
/ s ^ 

dF = à<Px 

àz àz ' 
dF = êbx 

àu du 

et 

Si, aux deux membres de cette dernière égalité nous ajoutons 
les quantités égales 

v ** v àF 
— £z — , Zz — y • 

àz àz 

nous obtenons immédiatement l'égalité 

[F]. 

Ces propriétés, dans le cas de S = S-ry-, trouvent leur applica-
tion immédiate dans la réduction des systèmes de Lagrange à 
paramètres secondaires, la dernière fournissant la réduction de 
l'intégrale des forces vives. 
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A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S 
( C O N C O U R S D E 1 9 2 1 ) . 

Mathématiques élémentaires. 

Une sphère S et un point P étant donnés, nous désignerons 

par la lettre S (affectée ou non d'indices ou d'accents) une 

sphère passant par P et dont le centre est sur S. 

i° Enveloppe du plan radical des sphères S et S quand le 

centre o> de S reste dans un plan IL 

2° Soient P' le second point commun à trois sphères S, Il le 

plan de leurs centres, K le centre radical de ces trois sphères 

et de la sphère S. 
Trouver le lieu du point K et Venveloppe du plan II quand 

le rapport —- a une valeur donnée m ; cas où m = — i. 
R / K P 

Trouver Venveloppe du plan II quand le point K se déplace 

dans un plan donné. 

3° On considère un plan II passant par P, et qui n'est assu-

jetti à aucune autre condition. Une sphère S,, quia son centre 

(o, sur la circonférence T commune à S et II, coupe V aux 

points A et B. Soient S2 et celles des sphèYes S qui passent 

respectivement par A et B et ont leurs centres sur T. La 

circonférence commune à ces deux sphères coupe le plan II au 

point P et en un second point é. 

Trouver, pour toutes les positions possibles du plan II et du 

point OL)17 le lieu des centres des cercles tangents aux côtés du 

triangle ABC: 
Quel estj pour un plan II donné, le lieu du point de 

rencontre des hauteurs du triangle ABC? 

4° Deux sphères S et S', de centre CA et CO;, étant orthogonales, 

Vaxe radical • de 2', S, coupe ww' en un point M. Lieux 

de M. et du milieu de toco;. 
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Enveloppe des plans totdu",[qui contiennent les centres de 

trois sphères S orthogonales deux à deux. Lieu du second point 

commun à ces trois sphères, et lieu du centre de gravité 

du triangle to tx>'m" . 

5° Dans le plan M x des trois points o>, to', a/, u existe une 

infinité de systèmes de trois centres to1? to'r, tOj de sphères 2 

orthogonales deux à deux. Connaissant le rayon r du cercle 

circonscrit au triangle too/to" et la distance l du centre de ce 

cercle à Vorthocentre du même triangle, calculer les angles 

du triangle o^to^to'^ en fonction de Vun d'eux. 

N. B. — On désignera par R le rayon de S et par d la 

dislance de P au centre de S. 

SOLUTION PAR G. CLAPIER ET J. DEBEY. 

i° Soit P un point fixe que nous supposons extérieur à la 
sphère S de centre O ; prenons pour plan de la figure le plan OPto ; 
le plan radical A des sphères S et S a pour trace la corde 
commune AB. Déterminons la distance p du point P à ce plan. 

Cette distance est représentée sur la figure par 

Ï Q — OQ — OÎ» 

Dans le triangle OtoP où <oP = to A nous avons 

. = Ô P 2 -+- ( J ^ 2 - • I Ô W ' . Ô Q . 

Le triangle rectangle toAE nous donne aussi 

J J S 8 = : 2 R ( R - O I ) , Ô W = R . 

En égalant ces deux expressions, on déduit 

2 R ( 0 Q — 0 1 ) . = D* — R 2 . 

Ainsi les plans radicaux A des sphères S et 2 sont, tangents à 
une sphère C, de centre P, de rajon o. 

Supposons que to décrive le cercle d'intersection d'un plan fixe il 
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et de S, soient I le point de rencontre de A et de la droite Oto, 
H le point de contact de A et G. Oto et PH toutes deux perpendi-
culaires à A sont parallèles. Si m décrit un cercle sur S, H décrit 

un cercle sur G. Les plans A enveloppent donc un cône de 
révolution circonscrit à G le long du cercle lieu, de H. 

2° P et P' sont symétriques par rapport à II, K est sur PP' tel que 

K P . K P ' = K O 2 — R2 

ou 
M 1 Ï P 2 = KX) 2 — R 2 . 

Le lieu de K est une sphère ayant son cercle sur OP. K et H 
milieu de PP' étant homothétiques par rapport à P, le lieu de H 
est donc une sphère ( R ) centrée sur OP. 

Le plan II étant perpendiculaire à PH en H enveloppe une 
quadrique de révolution autour de OP, ellipsoïde si P est intérieur 
à (R ) , hyperboloïde si P est à l'extérieur. Gette quadrique a pour 
foyers O et P. 

Si m — — r, K décrit une sphère ayant son centre au milieu de OP. 
Si m = i, K décrit un plan, les points P et P' sont confondus 

et II passe constamment par le point P. 
Le point K est défini sur PP' par la relation 

K P . K P ' = K O 2 — R 2 . 

Fixons K dans son lieu le plan Q. La relation précédente montre 
que P et P' sont inverses par rapport à une sphère de centre K, 
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de rayon p 

P 2 = K O S — R * . 

Le plan II' passant par P ! et perpendiculaire à PP' est donc Te plan 
polaire de P par rapport à cette sphère. Or on a 

P2 R 2 — O K 2 , 

donc cette sphère est orthogonale à S et fait partie d'ün réseau. Le 
plan IF d'un point fixe P par rapport aux sphères du réseau passe 
par un point fixe, point diamétralement opposé à P dans la sphère 
du réseau conjugué qui passe par P. Le plan II passe donc par un 

point fixe puisqu'il est l'homothétique de IT ^centre P, rapport -

3° Figurons la circonférence F, commune à la sphère ( S ) et au 
plan II; supposons pour la facilité de la figúrele point P à son 
intérieur. 

Soient co2 et OL)3 les points, où P A et PB prolongées rencontrent 

la circonférence F; les angles P co2ojj et Bc0o0j| étant égaux et tô  
étant équidistant de P et de B, il en est de même de to2 ; ce point 
est donc le centre de la sphère S2. De même est le centre de la 
sphère S3. Ces deux sphères se coupent dans le plan II en un point C 
situé sur le cercle F et sur le prolongement de co1 P. Nous avons 
donc un triangle ABC, inscrit dans la circonférence F; les points 
o>4, to2, to3 sont les milieux des arcs tous tendus par les côtés; le 
point P est le point de concours des bissectrices. Si l'on prolonge 
la bissectrice Pot̂  d'une longueur égale, on obtient le point I, sur 

la sphère S, ; ce point, tel que l'angle P A L est droit, est le centre 
du cercle exinscrit au triangle ABC relativement à l'angle C . 

Il en résulte que le lieu des centres des cercles exinscrits au 
triangle A B C est la sphère homotliétique de S par rapport à P 
dans le rapport 2. 

Supposons le plan H, donc le cercle F fixe ; P centre du cercle 
inscrit dans ABC est fixe ainsi que ce cercle. Or le cercle d'Eu 1er 
de ABC lui étant tangent (Th. de Feuerbach) et ayant pour 

rayon ^ ( K rayon de T), le centre co du cercle d'Euler de-iVBC 

décrit un cercle de centre P, et de rayon r ± : — (r rayon du 



cercle inscrit). Dès lors, le lieu de H, orthocentre de ABC est le 
cercle homothétique de ce dernier dans le rapport 2 et par rapport 
à O' centre de T.» 

4° Le plan radical des deux sphères S et 2r est perpendiculaire 
à ww/ et passe par le point P ; ces sphères étant orthogonales 

l'angle toPco' est droit et le point M est le pied de la perpendi-
culaire issue de P sur la corde toto'. 

Le lieu du point M est le même que celui du milieu ¡x de ww'; 
•c'est une sphère de centre I milieu de OP; on a, en effet, en 
remarquant que OJJL est dans un plan parallèle à PM, 

IM r— l'j. 

„ ô ] ? + - ï > 2 m — — 
i P - — —-— ~ 5 . 1 JJ. = ¡J.W 5 . 

Dans un plan II, passant par P- la droite ioiù! enveloppe une 
ellipse de foyer P. 

Les trois sphères 2, orthogonales deux à deux, passant par le 
point P, le trièdre P.w 0/0V est un trièdre tri-rectangle; soit P, la 
projection de P sur le plan II, ; c'est le point de concours des 
hauteurs du triangle et en désignant par R, le rayon du 
cercle circonscrit et la distance du centre au point P, nous 
avons 

pp2 = RÏll3., oô ; = R»-RJf/ 

et comme 
pTÔ2 = ÔO® d'\, 

on a 

' { 3 } 2 P 7 P 2 - h P V Ô 2 ^ R*. 

Le lieu de P! est une sphère ayant pour centre le p^iK J situé au 
tiers de PO; et par suite l'enveloppé de II, est une quadrique de 
révolution de foyer P, de centre J. 

Le second point commun aux trois sphères 2 est le point P2 

symétrique de P par rapport à P i , il est donc situé sur une sphère 
homothétique de la précédente. 

et 



D'autre part le centre de gravité G, du triangle to to'to" est au 
tiers de O^P^ par suite le point J est équidistant de' P, et G,. Le 
lieu du centre de gravité est la sphère principale de la quadrique 
envelope de IIi. 

•• j> • 

5° Le triangle to, tô  to" est inscrit dans le cercle de rayon 
R, = r et de centre O,4 Son orthocentre P, est fixe 

0 xY{ = d{ = L 

La considération du triangle O, to, P, dans lequel 

Ol W! P i = -r- (*>'[ 

nous donne 
d'\ = RF -+- PITO'F — ^ R I P ^ ! COSITOJ — 

or P4 to, est le double de la distance du centre O, au côté to^to" 

P1 tO 1 = 2R t COS Wi, 

on endéduit, avec les notations de l'énoncé et en supprimant les 
indices, 

ri — p — s r2 c o s w c o s c o s q/^ 

s'il y a un angle obtus r On voit en outre que r et l sont liés 
par la condition 

¿ 2 < 9 ^ 2 ( K 3 r ) . 
Des relations 

cos ( w' -+- w" ) = — COS 

tang (o/ -H- u>") = •— tangto, 

nous déduisons l'équation du deuxième degré qui admet pour 
racines 
k xr = tang o/, x" — tang 

( 4 ) mx* — sin w Cos w .x H- m -+- cos2w = o , 
;>2 /2 

m = ( M ' C O ; 

supposons par exemple to aigu, on remarque en particulier que-si 

— cos2 w < rïi < o, 

l'équation a deux racines, l'une positive, l'autre négative, celle-ci 
correspondant à l'angle obtus. 
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C E R T I F I C A T S D E M A T H É M A T I Q U E S G É N É R A L E S . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. G. 41. — Ï. On considère la droite D qui a pour 
équation 

u3 x — 3 uy — i = o, 

u, désigne un paramètre variable. 
Déterminer et construire l'enveloppe de cette droite. 
Soit A un point de cette enveloppe, d'ordonnée y0. Soit A celle des 

droites D qui est tangente en A à Venveloppe. On considère l'aire 
limitée par la courbe enveloppe, la droite A et Vaxe 0 y . Déterminer le 
centre de gravité de cette aire. ' 

G. 45. — I I . Intégrer Véquation différentielle 

oc2 y'2—^xyy'-hy2—x2—o. 

Par un point A au plan, il passe, en général, deux courbes inté-
grales. Où doit se trouver le point A pour que ces deux courbes fassent 
un angle donné, V (c*est-à-dire pour que les deux tangentes en A 
fassent Vangle Y ) ? 

III. On donne la fonction 

y — ex sin x . 1 

Étudier les variations de cette fonction. Construire la courbe repré-
sentative. 

Calculer le rayon de courbure de la courbe à Vorigine des coor-
données. 

Développer la fonction en série entière. 

IV. On considère les équations 

— ^ jf = ' 3 i í + p , \ 

ly = u — v, 

z = uv, . ' 

u et v désignent| deux paramètres ; x, y, z désignent les coordonnées 
d un point. 

Montrer que ces équations représentent une surface réglée. 
On coupe la surface par la droite x = y — z. Former Véquation du 

plan tangent à la surface en chacun des deugc points d'intersection. 

Ann. de Mathémat.. 6e série, t. I. (Février 1926.; 10 
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Déterminer les plans tangents à la surface qui,passent par la 
droite x —y — z. 

EPREUVE PRATIQUE. — I° En utilisant le développement en série 

entière de -———-> calculer à —- près la valeur de Vintégrale définie 
i -; - x* io5 ° 7 

i . ' 
' d x 

r 

Calculer la valeur cle la même intégrale en utilisant V expression^ 

à Vaide de fonctions usuelles, d'une primitive de —- et une table de 

logarithmes à cinq décimales. Evaluer une limite supérieure de 
Verreur commise. 

J (Cacn, juin 19>.5.) 

EPREUVE THÉORIQUE. G. 46, — I. Soient deux axes rectangulaires OX, 
Oy . On considère dans le plan xOy une courbe C passant par Vori-
gine 0, telle que le cosinus de V angle avec 0 x de la normale au point 
M d'abscisse x soit égal à . 

1 — x 

Calculer en fonction de x la longueur ele l'arc S compris entre O 
et M et donner en fonction de x Vexpression du rayon de courbure 
en M. Quelle est Véquation de la courbe G ? 

G. 47. — II . t représentant le temps, les coordonnées rectangulaires 
y% z d'un mobile sont données par les formules ' 

• - t* 
X - - t*. y — -- — t. z — — -f- t. 

. î > 

Montrer que le mouvement ainsi défini est celui que prend un mobile 
de masse i s il est placé dans le champ de forces cléfinipar 

X = - 2 , ' Y = z — y , - Z = z — r y , 

et si on Vabandonne, à l'origine des coordonnées, aveo une vitesse 
convenable. Quelle est Véquation de la projection de la trajectoire sur 
le plan des xy ? 

I I I . Déterminer la solution y de Véquation différentielle 

"y" — 2y'-l- iy = ex sinx 

qui s'annule ainsi que sa dérivée première pour x — 0. Quelle est la 
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partie principale de Vinfiniment petit y. x étant Vinfiniment petit 
principal ? 

EPREUVE PRATIQUE. — On donne Véquation 

xk -i- ix'd -+- ix'2 H- ix -h i = o. 

Vérifier qu'elle a une racine double. Résoudre cette équation. 
Calculer Vintégrale définie 

r 

dx 
0 Xk -h 2 X* 2 X2 -H- 2 00 H- t 

INDICATIONS. — On met aisément le polynome sous la f o rme 
A B C 

(x 4- i )21 (x2 -+- i ) et le calcul des éléments sim ples , ? > ——— 
• v ' 1 ( x i )2 x -H i x2 -h | 

ainsi que l ' intégration ne présentent aucune diff iculté. 

(Gaen, novembre 1925.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. I° En désignant par a une constante, trouver 
/'intervalle de convergence de la série entière 

x 2 Xn ' 
(1) y = x(l -f- a ) ( l -H . -j- — (1 + a » ) - h . . . 

et sa somme dans cet intervalle. 
.2° Le développement en série cle la fonction 

^ \I $X-\-2X1] 

peut-il coïncider avec (1) ? 
Pour quelle valeur de a en est-il ainsi ? 

,3° Construire, par rapport à deux axes rectangulaires Ox, Oy, la 
courbe représentative de la fonction ( 2 ) . 

4° Calculer 

f \ ( i ) 
J 0 v— 2 X 2 / 

dy, 

x étant un nombre positif moindre que Limite du résultat, quand 

x tend tiers - • 

II: Soit G la courbe définie, par rapport au trièdre trirectangle 0xyz 7 

par les équations 

x = el cos t, y = ef s'in t, z — e1. 
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Trouver le cône engendré par les droites joignant Vorigine à un 
point variable M de cette courbe; Vangle, de la tangente en M, dans 
le sens des t croissants, d'une part avec la demi-droite OM, d^autre 
part avec la demi-droite Oz. Indiquer l'aspect de la courbe C. Calculer 
son rayon de courbure. 

' V.. 
INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. I° Le rayon de convergence est le plus 

petit des nombres i, i ; | a |. 

I = 1 — l o g ( i — 2x) -f- ( i — x) log ( i —- x) -h ix ; 

Îim = i — i l o g i . 
<2 

H. i° . x} -hy2 = z2. 

V/3 
2° , T ' COS V J = ; 2 t COS V2 == R: • 

3° La courbe est une hélice tracée sur un cylindre dont la section droite 
est une spirale logarithmique (hélice .cylindro-conique). 

4° R = ~7- e K 

. ' V* 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Trouver V.intégrale de Véquation différentielle 

y"-hy ~ x~(cos x-Jr sin x) , 

telle que, pour x — o, on ait y = o et y' — 1. 
SOLUTION : 

/ xz x'1 -h x\ /xz x2 — x -h 3 \ . 
r = + + . — 4 — ) s ' n x -

(Poit iers, novembre 1925.) 

, • » 
EPREUVE ÉCRITE (Analyse). — I° Trouver, pour Véquation différen-

tielle , — (3# 2 - f - a2)xy' = 2x3, 

la courbe intégrale (F) qui passe au point A. de coordonnées x = a} 

Y —a. ' 
20 Montrer que Véquation de la courbe (F) peut s écrire 

11 y-
- a ( /x — a\3 

a ~~ \x -h a / ' 
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étudier la forme de la courbe; déterminer ses points et tangentes 
remarquables. Pour le dessin, on prendra a = icm. 

3° Par le point A, on peut mener à ( T ) une seule tangente A B dont • 
le point de contact B soit distinct de A . Calculer Vaire comprise entre 
le segment de droite BA et Varc BA de la courbe . ( T ) . ' , . 

4° Calculer avec trois décimales exactes, en prenant a = i, Vabscisse 
du point P de Varc O A sur la courbe (T), où la tangente a pour 
pente i. 

i° L'équation de la courbe ( T ) s'obtient 

x3 H- 3 ja2 x 
3 x 2 4- a2 * 

'2° La droite j/- = ^ est asymptote, la d r o i t e ^ = 3 x tangente en 0 , l 'ori-

gine centre de symétrie, le point A point d'inflexion à tangente parallèle, 

à Ox. 

3° B a pour coordonnées — % et — l'aire vaut i—- Losr3. 
3 9 <9 . 

4° L'abscisse de P est 0,393. , 

ÉPREUVE THÉORIQUE (Mécan ique ) . — Une barre homogène pesante, 
cle longueur 2a et de poids P , s'appuie sur un sol horizontal par une 
de ses extrémités A ; elle s'appuie en outre sans frottement $ur un 
cylindre horizontal de section infiniment petite 0 , dont les généra-
trices sont normales à la barre et fixé à une hauteur h au-dessus du 
sol : 

I. En désignant par f le coefficient de frottement de la barre sur 
le sol, former la condition à laquelle doit satisfaire l'angle a de la 
barre avec le sol pour que Véquilibre soit possible et calculer en 
fonction de a les valeurs correspondantes des réactions. 

II. En supposant h < a, quelle serait la condition d'équilibre limite 
en supposant f très grand, c'est-à-dire théoriquement infini? Donner 
les expressions plus simple* auxquelles se réduiraient alors les réac-
tions et les représenter de façon vraisemblable, en même temps que le 
poids P, sur une figure spéciale. 

SOLUTION I. — Les équations d'équilibre donnent, R étant la réaction 
en 0 , N et T les composantes normale et tangentielle de la réaction en A , 

P '= R cosa N, T = R sin a, P a c o s a = R - ^ — ; 
s i n a ' 

d'où • 

R = P ^s ina cosa, T = P y sin2a cosa, N = P ( 1 — ^ s i n a c o s 2 a ) . 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 

immédiatement sous la forme 

y = 
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La condition T ¿ f N donne 

. a / / a . a \ , 
— si n2 a cos a S | i — — sin a cos 2 a j 

dont une solution évidente est costz = o. 

i i . Poury*— co, la condition d'équilibre limite est, 

• h . , ' 
- s inacos2a = o 
a 

et alors . * 

R = — , T = P tang a, N = o. 
cosa 

(Toulouse, novembre 1926.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — 1. I° Intégrer Véquation différentielle 

y" -h 2 h y -h iy = - 6 sina? -h 8 x2. 

Diverses formes de Vintégrale générale suivant la valeur de la con-
stante positive h. ( , 

20 Cas particulier où •• ' 1 

h — 1, h = 2, h = 3. 1 1 

3° Trouver dans le cas particulier ou h = O une solution y ~ f ( x ) 
telle que y et y' soient nuls pour x — o et déterminer Vordre et la 
partie principale de f ( x ) pour x infiniment petit. 

II. Montrer qu'il existe une fonction z = f(x, y) telle que Von ait 

. Ç y î — — x2 — x) dy' 
dZ — 7 • ^ ; ~ . . 

et déterminer cette fonction. 

III. Les axes étant rectangulaires et a désignant une constante 
positive, on considère le solide limité par les plans x '= o,y = 0., & = 0/ 
les surfaces 

(S) . ' a*z — xy3,-

(G) • + = a* 

et situé clans le trièdre où x, y, z sont positifs. 
Calculer le volume de ce solide et l'aire de la face située sur CL 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 1. I ° e t 2 0 P o u r h > 2 , o n a 

fi ( 3 m* 11 x — o h r n s x \ 



et l'on remplacera la première parenthèse par 

A sin ( - - h2x -h.9) ou Aa: + B, 

suivant que h est plus petit ou égal à 2. 

Pour h ~ o, on a 

y ; = cos2x — sin2x H- 2 sina? -h 2x2 — 1 = xz{\ — s). 

il. * = h-L Iy — x l + G. • 
y — x w 1 

IV. i° Aire égale à 20 volume égal à 
4 ' M 

« 

ÉPRK UVE PRATIQUE. — I. C. 48. — Laxe O y étant vertical et dirigé 
vers le bas, w/i point M de masse m et de poids m g est mobile sans 
Jrottement sur la courbe représentée par x — auz, y = au2. A l'ins-
tant initial, M est placé au point le plus Jiaut de la courbe et sa 
vitesse vQ est donnée par = viga, X et a sont des constantes posi-
tives. 

IO Former Véquation différentielle du mouvement ; 
2° Intégrer cette équation dans le cas où X = o ; 

3° Intégrer dans le cas de X quelconque ; 

4° Loi du mouvement dans le cas où X = Déterminer ddns ce cas 
9 

les composantes de la force qui, agissant sur le point M., supposé libre 
-et non pesant, produirait ce mouvement. 

II. Discuter Véquation 

x — (1 - h x) L.(r -H x'f =.o--

Het calculer ses racines ci une unité près. 
( Lyon , novembre 1925.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Soit Véquation différentielle 

x2(x -+- j)y' -=,x(x 4 - 2) y — 3 ( # - f - i ) 2 . 

i° L'intégrer. Constater que lrune des courbes intégrales F est une 
conique (C), la construire. , 

2° G mise à part, les T ont trois asymptotes, deux sont fixes, la troi-
sième passe par un point fixe. 

3° Construire la courbe intégrale r0 qui a une asymptote horizon-
tale. Comment, G et F 0 étant supposées tracées, peut-on tracer la T qui 
passe par un point donné. 
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4 ° Les tangentes aux Y en leurs points d'intersection avec une même 

parallèle A à O y passent par un point fixe. Lieu de cè point quand A 
varie. ' . 

5° Lieu des points d'inflexion des T. 

I I . Définir le plan osculateur à une courbe. Former §oi% équation en 

supposant les coordonnées d'un point de la courbe données en fonction 

d}un paramètre t. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I . L'équation proposée linéaire du pre-
mier ordre avec second membre s'intègre par le procédé classique 

Cx* H- 3^-4-3^-4-1 y = . 
. x(x -h i) 

Ge sera une conique si f x -4- i ) est en facteur au numérateur, G = i, donc 

, (G) 7 = ( j ^ Í L l l \ 
• J X 

Les deux asymptotes fixes des T sont x o et x = — i, la troisième 
JJ^M^JI?* cherchée par les procédés classiques est == 3. F0 est la T qui est 

donnée par C = o. La construction demandée d'une T résulte de la relation 

y — y 2 s — const. 
yi—y* 

qui existe entre les ordonnées de T, G et F0 pour la même valeur de x. Les 
tangentes aux diverses F aux points d'intersection avec À dépendent linéai-
rement de C, donc passent par un point fixe dontfon trouve facilement les 
coordonnées en fonction de x, puis le lieu géométrique. 

Les points d'inflexion ont leurs a? déterminés par Féquation y" = o; leur 
lieu s'obtient par l'élimination de G entre deux équations de premier degré. 

IL Question de cours. 

EPREUVE PRATIQUE. — I. Etablir les formules de récurrence pour les 

intégrales définies 

T : TC 

kn— I xftcosxdx, B w = / xn sinxdx (n entier positif). 
. *J o 

Les calculer à O , O O I près pour n = I , 2, 3 , 4 -

I L Soit la côurbe gauche F 

i „ i • y — - x1 cos#, z = -x2 sin x. 
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Déterminer : i° le rayon de courbure en un point quelconque; ia la 
tangente, la normale principale et la binormale à Vorigine. 

III. La densité linéaire de F étant constante [égale à 1), calculer les 
coordonnées du centre cle gravité de Vare de F qui correspond aux 

valeurs de x comprises entre 0 et — (on les exprimera en fonction 

des A et B de la première partie et on les calculera à 0,001 près). 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — C'est une app l i ca t i on numér i que des f o r -

mules du cours. 
(Bordeaux, novembre 1925.) 

C E R T I F I C A T D E P H Y S I Q U E M A T H É M A T I Q U E . 

G. 49. — ÉPREUVE PRATIQUE. — Étudier le mouvement d'un point 
matériel pesant M, dp masse 1, mobile dans un plan vertical et attiré 

k 

par un point O de ce plan avec une force égale à — (OM = r, k coeffi-

cient numérique positif). 
On rapportera le mouvement à deux axes de coordonnées rectangu-

laires xOy, l'origine étant prise au centre attractif et Vaxe O y dirigé 
suivant la verticale ascendante. On déterminera la position du point M 
par les deux paramètres \ et \x (essentiellement positifs) définis par 
les relations . 1 X = r -H y, 

(indiquer d'un^mot ce que sont les courbes X = const. et p = cônst.). 
Former Véquation aux dérivées partielles de Jacobi et montrer, que 

les variables se séparent. En déduire les équations finies du mou-
vement. • » 

Application. — Etudier plus spécialement les deux cas suivants : 

I° Le point M est lancé à partir d une position initiale M0 située 

surOy et d'ordonnée 6 ( 6 > o ) avec une vitesse initiale parallèle àOx 

de grandeur 

Montrer que la trajectoire est alors une parabole de foyer O, décrite 
toujours dans le même sens. 
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in Le point M est lancé à partir (Tune position initiale M0 située 

surr Oy et d'ordonnée b — < 6 < o^ avec une vitesse initiale 

parallèle à 0 x de grandeur 

Montrer que la trajectoire est alors une portion de parabole de 
foyer 0 , décrite d'un mouvement oscillatoire. 

Étudier la stabilité de ces deux mouvements particuliers. 

( S t r a s b o u r g , octobre 1 9 2 5 . ) . . 

C E R T I F I C A T S D ' A S T R O N O M I E A P P R O F O N D I E . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Ï. Détermination des coordonnées géogrà1 

phiques d'un lieu par les observations extraméridiennes. 

II. Parallaxe (étoiles et astres du système solaire). 

EPREUVE PRATIQUE. — Les éléments écliptiques de Vorbite de Mercure 
sont : • 

log a = 7 ,5878 a, 

l o g e = Y, 313o3, 

i== rjO 

to = 7 6 ° 3 ' 8 " . 

À la date 19T0 juillet i5, calculer les coordonnées écliptiques de la 
planète et sa distance au Soleil, sachant que sa longitude dans Vorbite 
est 9 0 ° 4 9 ' fa'7 . , . 

[Résultats : longitude, 9o°36',4; latitude -f- 4°49 ,2 ; log r — T,49cv3i]. 

( M o n t p e l l i e r , j u i n 1922.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . L a r é f r a c t i o n . 

II. Exposer sommairement la théorie de C influence du Soleil sur le 
phénomène de la précession des équinoxes. Indiquer la forme des 
résultats. 

C . 5 0 . — ^ ÉPREUVE PRATIQUE. — 

inconnue, trois étoiles : 
On observe, à une même hauteur h 
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Heure indiquée 

Ascension par 

Etoile. droite. Déclinaison, le chronomètre sidéral, 

li m s o ., „ h m s 

IRE 6 . 1 9 . 2 3 , 9 — 1 7 : 5 4 . 5 7 4 - L 5 . 4 L , 8 

2e 3.59.12,8 -r- 5.47. 3 5. 1.53,2 
3e. . . . . . . 6 .35.3o,o — 4 3 . 7 . 3 6 5.3o.54,5 

On demande la latitude du lieu, la correction du chronomètre pour 
avoir le temps sidéral local et la hauteur h. 

( Glermont-Ferrand, novembre 1925.), 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Etablissement par le calcul des cadrans 
solaires à plan vertical. 

II. Intégration, par la méthode de Jacobi, des équations différen-
tielles du mouvement képlérien. 

G . 51. — ÉPREUVE PRATIQUE. — En un lieu de latitude y — -+- 4 O ° 5 O * I 3 ^ 

on a observé à Vouest du méridien Vétoile oi-Orion dont les coor-
données à la date de Vobservation sont : A = 5H5IM3S, 0 = -F- 7°23'32". La 
hauteur, corrigée de la réfraction était h = 4 3 ° 1 7 * ; à ce moment le 
chronomètre indiquait 13h'20m 17* (temps sidéral de Greenwich). Quelle 
est la longitude du lieu d'observation, et quel est Vazimut de l'étoile 
à l'instant de Vobservation? 

(Poi t iers, juin 19^5.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — IQ Réfraction astronomique : formule géné-
rale et altération de la forme circulaire des astres. 

20 Formule d'interpolation de Newton. Application à la discussion 
de Vinterpolation linéaire dans les tables de logarithmes. 

G. 52. — EPREUVE PRATIQUE. — Le IER mars 1924, à midi (T. M. G.), 
les coordonnées héliocentriques de Mercure sont : 

Longitude 284° 24'22", 4 
Latitude — 5°52'5o'r, 7 
Log . rayon vec teur . . . . 1,6557725 

A la même époque, les coordonnées du Soleil sont : 

Longitude 34o° 38'5i\<96 
Latitude H- O",62 
Log . rayon vecteur 1,9961564 

On demande de calculer les coordonnées géocentriques de Mercure 
à la même époque, avec Vapproximation des tables à 5 décimales. 

(Poi t iers, novembre i§i5.) 
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C E R T I F I C A T S D E M É C A N I Q U E - R A T I O N N E L L E . 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Une demi-sphère creuse de poids négligeable et 
de rayon r est soudée à une demi-sphère pleine, homogène, de poids P 
et de même rayon. La sphère ainsi formée est mobile sans frottement 
sur un plan incliné faisant Vangle a avec l'horizon. 

On supposera que la sphère est abandonnée sans vitesse et que, à 
Vinstant initial, le centre de gravité G de la sphère est dans le plan 
vertical passant par son centre de figure O et normal au plan incliné. 

On appellera 6 Vangle que fait, à l'instant t, la droite OG avec la 
perpendiculaire abaissée de O sur le plan incliné. % 

Étudier le mouvement de la sphère. — On demande en particulier : 

i° D'exprimer, en fonction de 0, la dérivée et la réaction R 

de la sphère sur le plan. 
De dire s'il est possible de choisir la valeur initiale de 6, 6 0, de 

façon que, au début du mouvement, la sphère remonte le long du 
plan incliné. 

3° D'examiner le cas où la valeur initiale de 6 est très petite. 

INDICATIONS. — La projection de G sur le plan incliné a un mouvement 
uniformément varié ; on a, d'autre part, 

6'2 (£2 -4- a 2 s in26) = %ga cosa(cosô — cos0o ) . 

On répondra à 2° en évaluant, à l'instant initial, l'accélération de O. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Deux points pesants A et B, de même poids P, 
sont mobiles sur une droite horizontale, l'un A avec frottement (le 
coefficient de frottement étant ^L), l'autre B sans frottement. Ils 
sont reliés par un fil élastique de masse négligeable et dont la ten-
sion est proportionnelle à Vallongement ; la longueur nature lie de ce 
fil (sa tension étant nulle) est impour un allongement de im la ten-
sion prend la valeur — • 

On supposera qu'à l'instant initial la tension du fil est nulle et que 
les deux points ont même vitesse : 1 m/sec dirigée dans le sens AB. 

Étudier le mouvement des deux points jusqu'à Vinstant t où la vi-
tesse de A s'annule. Calculer cet instant t. Dire ce que sera le mouve-
ment immédiatement après l'instant t. 
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On prendra V accélération de la pesanteur g — 10 m/sec. 

INDICATIÔNS. — On trouve, pour les abscisses des deux points, 

1 5 i 
X\ H- ¿PB = I + 4 t — - t2, Xk — rrA = - r cos 2 t 

2 4 4 

et l ' instant pour lequel A s'immobilise, est 3s,6o. 

( M a r s e i l l e , n o v e m b r e 1922.) 

G. 53. — EPREUVE THÉORIQUE. — Une tige rectilighe AB , homogène et 
pesante, dé masse m, de longueur 2l, mobile dans Vespace, vient 
heurter, par son extrémité A , un plan horizontal fixe P . 

A l'instant du choc la tige fait avec le plan P Vangle 0O donné, et 
tous les points de la tige ont la même vitesse donnée v0 normale au 
plan. On suppose que le choc a lieu entre corps mous : le coefficient 
de restitution e sera donc pris égal à zéro : 

i° On admet que le contact cle la tige et du plan a lieu sans frot' 
te ment. 

Déterminer Vétat des vitesses de la tige après le choc. 
Discuter si, dans le mouvement qui suit immédiatement le choc, 

Vextrémité de la tige restera, ou non, en contact avec le plan P . Etu-
dier sommairement, dans l'un ou Vautre cas, le mouvement de la tige 
jusqu'au moment où viendrait à se produire un nouveau choc. 

2° Il y a frottement .au contact de la tige et du plan, le coefficient 
de frottement étant f. Déterminer Vétat des vitesses de la tige après le 
choc. • " 

G. 54— ÉPREUVE PRATIQUE. — I° Condition d'équilibre d'un fil inex-
tensible, de masse négligeable, qiçi porte à ses extrémités les ^points 
matériels pesants P et P j , de masses m et m\, et qui repose avec frot-
tement ( f = 0 , 2 5 ) sur un cylindre circulaire fixe, d)axe horizontal, 
en touchant ce cylindre suivant la demi-section droite A 4 B A . 

20 Les masses m et m\ étant égales, et le point Pi restant immobile, 
on communique à P la vitesse v0 normale à A P (dans le plan du fil). 

a. On suppose d"1 abord que le fil ne peut glisser sur Je cyl indre. Eva-
luer, dans ces conditions, à un instant quelconque, la vitesse du 
point P et la tension du fil en P en fonction de Vangle d du fil avec 
la verticale descendante. ' 

b. Le coefficient de frottement au contact du fil et du cylindre étant 
toujours o ,25; dire quelle condition doit remplir vQ pour que, au 
moins au début, le mouvement précédent se produise effectivement sans 
qu'il y ait glissement du fil sur le cylindre. 

On donne : r, rayon du cylindre', A P = / — im . 

(Marseil le, juin 1924.) 
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EPREUVE THÉORIQUE. — Dans un plan vertical fixe P, on a une verti-
cale fixe 0 Z\ et un cerclé fixe P. ' 

i° Mouvement d'un solide homogène pesant et de révolution dont le 
centre de gravité décrit 0 z et dont l'axe reste tangent à 

2° Le pian P est animé d'une rotation uniforme de vitesse donnée co 
autour de QZ\. On se„ donne la valeur initiale 0 O d , e Vangle de l'axe 
avec 0Zi ; montrer qu'on peut déterminer la rotation initiale r0 

du solide autour de son axe de façon qu'en partant de 60 avec /:0 

et Gq = o, le paramètre 0 reste en équilibre. — Gardant on part de 0o 

avec une valeur très petite 0'o ; comment verra-t-on si, dans le mouve-
ment, le paramètre 0 restera ou non très voisin de 0O. — Faire la dis-
tinction effective des valeurs de 0O d'après cette propriété dans le cas 
où le cercle r se réduit à un point ?. 

Indications sur la solution. — Les axes fixes et mobiles à choisir sont 
évidents. Pour la première partie, on a la liaison 

, / R - l cos 0 , 
a = b = o, c =•-. —:— ? == o, 

s î il 0 7 

c'est un problème dans le cas régulier d'intégration visible a priori, car il 
admet l ' intégrale des forces vives et l ' intégrale de rotation autour de l'axe 
de révolution. En formant 2G = 2 T 4 - 2U, écrivant les deux intégrales, on 
arrive pour 9 à l'équation 

[M(l -+- RCOS0)2H- A sin>9]0'2 = [h sin6 — -+- l cosQ)]sin^ô . 

dont la discussion ne présente aucune difficulté. 
Pour la deuxième partie on a t j/= w. On est encore dans le cas régulier 

d'intégration, mais avec l ' intégrale généralisée des forces vives dePainlevé . 
On. arrive ainsi à 

( M ( / - k R cosô)2 -4- A sin4Ô]0'2 

— [ A(o2 sin30 -f- aC r 0w sin6 cos6 

-h ( h — G r§ ) sin 6 — ' ¿ M ^ ( R + l cos G ) } si n3 0 = F ( 8 ) s i n » 8 . 

Pour l 'équilibre de 0, il faut. 

; , _ F (6 0 ) = o, F ' ( 6 0 ) = o , 

€es deux équations déterminent h et r0. Pour ces valeurs de h et /"0, ' l'a 
fonction F à 0O comme racine double. Si l'on donne à 0'o une valeur qui 
n'est plus nulle, on augmente A, donc aussi la fonction F ; il apparaîtra 
•donc deux racines de part et d'autre de 60 si F était maxima pour 0O, et il 
n'en apparaîtra aucune si F était minima, de sorte qu'il y a stabilité ou 
instabilité suivant le signe de F" (0O ) pour les valeurs h, précédemment 
trouvées. 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — O x et Qz étant deux axes rectangulaires, on 
considère l'aire limitée par les deux lignes 

z r= (a? — 2)% z — 1. . 

Cette aire en tournant autour de 0 z engendre un solide de révo-
lution qu'on suppose homogène et dont on demande le rayon de gira-
tion par rapport à la droite du plan zx, 

z ~ X — 2. 

Indications sur la solution. — On calcule l'ellipsoïde d'inerlie en O, on 
en déduit l 'ellipsoïde central, d'où le moment d' inertie par rapport à la 
droite au moyen de ses cosinus directeurs et de sa distance au centre 
de gravité. 

( B o r d e a u x , n o v e m b r e 1923.) . 

Un parallélépipède rectangle homogène, de masse M — 11 et de 
cotés 

a = ~ , 6 = 4/-, . c = i / - > , 
v/„ , # y 2 . y 2 

est mobile autour de son centre de gravité 0 et n'est soumis à aucune 
force. 

i° Calculer les moments d'inertie A , B, G du solide, relatifs à ses 
axes de symétrie 0 x y z respectivement parallèles aux cotés a, c, 
ainsi que la vitesse angulaire initiale résultant du couple de 
percussion (V2? 3, 1) appliqué au solide en repos. 

20 Former et intégrer les équations numériques déterminant les 
composantes py q, r de la vitesse angulaire. 

3° L'axe fixe 0 z étant pris en coïncidence avec le moment résultant l 
des quantités de mouvement par rapport à 0, calculer sans intégration 
les deux angles dyEuler 0 et cp en fonction du temps, au moyen des^ 
valeurs de />, q, r précédemment calculées. 

4° Calculer le troisième angle d"Euler 6 en fonction du temps. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION , p a r M . A . CABANTOUS . — i ° L e s m o m e n t s 

d'inertie sont : 

A =S 4, B = 3, G — 2, 

et la rotation initiale a pour composantes 

Ï q 0 = 1, r ° ~ "2 ' 
P 0 = 
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2° Les équations classiques d'Euler se réduisent ici à 

dp - qr dq _ cirp dr __ pq 
^ . ~dtZ=Z!i~' ~dt == 3~ ' d t ^ T ' 

' ' - ^ 

On vérif ie facilement que l 'on se trouve dans le cas élémentaire où Ja 
polhodie est décomposée en deux coniques. Les équations précédentes 
donnent d'ailleurs . 

dp 3 dq dr 
dt 'i1 dt dt 

d'où en tenant compte des données initiales 

et enfin 

en portant dans la seconde des équations ( i ) , on a aisément 

avec 

u = e ( s = const. ). -
•v/6 . • 

• 3° et 4° H est inutile d'insister sur la méthode qui permet de calculer les 
angles d'Euler (6 et <p sans intégrat ion) , on trouvera 

/ 2 I r 

tan g co = [/ - , cos 0 
y 3 sha \/3 ch u 

et 

rtty __ i th2 m 

dont l ' intégration est immédiate. 
(Toulouse, jui l let 1924.) 

ERÏtATA. 

Dans le numéro de décembre, la question résolue page 89 porte le n° 2420 et 
non 2490. . 

Il convient d'autre part d'échanger les figures des pages 76 et 92. 
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S U R L A T H É O R I E D E S S É R I E S E N T I È R E S ; 

PAR J. HADAMARD. 

La meilleure méthode pour montrer qu'une série entière est 
fonction continue de sa variable et peut être dérivée terme à 
terme, est incontestablement celle qui repose sur la notion de 
convergence uniforme, grâce à laquelle toutes les opérations 
d'intégration, puis de dérivation deviennent immédiatement intui-
tives. Mais l'introduction de cette notion dans l'enseignement des 
Mathématiques spéciales reste question controversée : d'aucuns 
la trouvent trop subtile pour le débutant, incapable, à leur avis, 
de bien saisir la distinction qu'elle implique. Aussi la plupart des 
cours obtiennent-ils la démonstration cherchée (ou plutôt l'obte-
naient-ils, puisque à partir d'aujourd'hui cette démonstration 
devient facultative) par des calculs directs assez pénibles. 

Or on peut éviter à la fois l'un et l'autre de ces deux écueils et 
obtenir une démonstration parfaitement intuitive, immédiatement 
déduite d'une idée directrice simple, sans que cette idée risque de 
dépasser le niveau intellectuel d'une xlasse de Mathématiques 
spéciales ; on n' utilisera, en effet, que la notion dé série majorante, 

nécessairement introduite par ailleurs dans la théorie des séries en 
général et des séries entières en particulier. 

En désignant par 

( i ) " f ( x ) = a0-+- a^x -h . .'.H- anx}l-h.. . 

la série entière considérée de rayon de convergence R, on peut, 
si | x | et | x + h j sont plus petits que R, former la différence 

= ax h -+- a2 (2 xh -h A2) +'...+ ««( nhxn~l +...)-+-

La série ainsi écrite, laquelle a, comme on le voit, pour termes des 
polynomes homogènes en x et h ne contenant aucun signe —, 

Ami. de Mathémat6e série, t, I. (Mars 1926.) 11 
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est convergente comme différence de séries convergentes. Il s'agit, 
.tout d'abord, de savoir si cette quantité tend vers zéro avec h. 

En second lieu, h étant supposé différent de zéro, on peut 
diviser par h et écrire 

(;3) fix-^h^-fix) = ^ h ) ^ ^ aJnœn-1 -+-... 

Nous avons à nous assurer que la série 

( 4 ) ai-h 2a^x -+-... -v- rianxn~^ -4-... 

formée par les termes indépendants de h est convergente. S'il en 
est ainsi, soit/, ( x ) sa somme; il reste à montrer que la quantité 

( 5 ) - F ^ A A T H + A ^ H X + 

tend vers zéro avec h. 

Or on sait, par le théorème d'Abel, que la série donnée admet 
pour majorante la série 

(I) F ( X ) = A 0 - t -A IX - K . . = M -F- X -h...-4- X^-4-. . . 

(dans laquelle X représente la valeur absolue de x7 pendant 
que R' a été pris inférieur d'aussi peu qu'on le veut à R — nous 
le supposerons, en particulier, supérieur à X — la constante M 
étant choisie en conséquence) : c'est-à-dire que chaque terme de 
la série ( i y est positif et supérieur en valeur absolue au terme 
correspondant de ( i ) , soit 

' » M ^, , 
(A) = R^I 

Recommençons sur la série ( I ) les opérations précédentes, en 
remplaçant x par sa valeur absolue X et également h par sa valeur 
absolue H, que nous assujettirons (comme nous le pouvons, puis-
qu'elle doit tendre vers zéro) aux inégalités 

( B ) O < H < R ' — X 

(égalités exclues). Nous avons d'abord 

( I I ) A, = F ( X 4 - H ) — F ( X ) = A 1 H - h A 2 ( 2 X H - f - H ' ) - + - . . . . . 



— 163 — 

Chaque ternie de cette nouvelle série est positif et supérieur 
en valeur absolue au terme correspondant de (2 ) , puisqu'il en est 
ainsi pour chacun des monomes dont il se compose, et que ces 
monomes s'ajoutent tous entre eux, au lieu d'être (en général) de 
signes variables. Mais, la somme de (1) étant 

( C ) F ( X ) = — l y , • 

1 ~ R7 

celle de ( I I ) est ^ ^ ———v . . 1 — ^ — e l l e tend donc vers zéro 
N / ri / *A \ / A -f- H \ 7 

avec H et il en est de même a fortiori de (2) ; ce qui démontre le 
théorème de continuité. 

Formons maintenant 

( I I I ) F ( X - i - H ) F ( X ) = 
ri 

La série du second membre, laquelle est à termes tous positifs, 
est encore certainement convergente par construction, du moment 
que H est différent de zéro. Mais cette convergence entraîne, pour 
toute valeur de X positive et inférieure à R, celle de la série 

( I V ) F 1 ( X ) = Â 1 + 2 A 2 X 4 - . . . + n À f t X » - i + . . . 

formée par les ¡parties indépendantes de H, laquelle a ses termes 
plus petits que ceux de la précédente. La convergence de (4 ) s'en-
suit immédiatement (*), puisque cette dernière admet ( I V ) comme 
majorante. 

De plus, on voit que la quantité ( I I I ) est plus grande que F t ( X ) . 
Par contre, elle est plus petite que F4 ( X -+ -H ) ; car on a, pour 

chaque terme, d'après la formule des accroissements finis 

A „ ( X + H ) » - A „ X » = n A ; | ( X + 6 H ) „ - t < r t A „ ( X + H ) » - . . . 
H 

Or, lorsque H tend vers zéro, Fi ( X 4 - H ) tend vers F< ( X ) (en 

O ) On voit que l'étude directe de la convergence de la série ( I V ) , si simple 
qu'elle soit, est inutile, sinon comme exercice sur les règles de convergence. 
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vertu du théorème de continuité que nous venons dè démontrer). 
Donc il en est de même de l'expression ( I I I ) . 

Donc enfin la différence 

(V) a , « F ( X + H H ) . " " F ( X ) ^ F 1 ( X ) = = A 2 H 4 - A R ( 3 H X + H » ) + . . . 

tend vers zéro avec H; et, comme elle est supérieure à 82> 
démonstration est achevée. 

En réalité, l'intervention même de là majorante ( I ) est inutile. 
Désignons par F (X.) une majorante quelconque de / ( # ) , ayant 
un rayon de convergence supérieur à la valeur considérée 
de X = |#|;-par exemple, prenons pour les coefficients An les 
valeurs absolues mêmes des a,n ce qui, ôn le sait, donne comme 
rayon de convergence R ' = R. 

L'accroissement positif H étant encore assujetti aux inégalités 

o < H < R — X, 

la convergence des séries ( I I ) , ( I I I ) et ( I V ) apparaît comme pré-
cédemment. Il est clair, d'autre part, que le second membre 
de ( I I I ) décroît en-même temps que le nombre H. 11 reste donc 
borné quand H tend zéro; par exemple, s'il a la valeur D { 

X 

pour II — —-—-, il sera constamment [ainsi que (3)]inférieuràD i 

p X 

pour o < H < — Il en résulte bien que Si tend vers zéro. 

Le reste de la démonstration suit comme il a été dit ci-dessus, 

ou encore en raisonnant, en ce qui concerne les quotients ~> 
comme nous venons de le faire pour les expressions (3) , ( I I I ) . 

La démonstration gagne ainsi en élégance; mais, au point de 
vue pédagogique, il ne me paraît pas douteux que la première forme 
ne doive être préférée et la théorie des séries entières tirée tout 
entière d'un même principe. 

La locution de « majorante » dont je me suis servi, pourrait évi-
demment être évitée; mais je ne vois à cela aucune utilité. Son 
introduction dans toute la théorie des séries me semble s'imposer, 
immédiatement après la démonstration dès deux théorèmes fonda-
mentaux qui ramènent la convergence d'une série à termes de 
signes quelconques à celle d'une série à termes positifs. 
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S U R U N E P R O P R I É T É C A R A C T É R I S T I Q U E D U M O U V E M E N T D E L A H I R E ; 

PAR PIERRE D A N E L , 

Élève à l'École Centrale des Arts et Manufactures. 

1. Appelons mouvement fermé un mouvement qui ramène une 
figure à sa position initiale. Dans un mouvement fermé, les trajec-
toires des points de la figure mobile sont en général des courbes 
fermées, et chaque point ne passe qu'une seule fois par un point 
de sa trajectoire. Il peut y avoir exception pour certains points qui 
décrivent des arcs de courbe ouverts, parcourus une'ou plusieurs 
fois dans chaque sens, si bien qu'un tel point passe deux ou plu-
sieurs fois, pour des positions différentes de la figure mobile, par 
chaque point de sa trajectoire (les extrémités de celle-ci mises à 
part). Par exemple, si l'on définit un mouvement plan par la con-
dition que deux points de la figure mobile restent chacun sur une 
courbe donnée, ces deux points ne pourront, en général, qu'os-
ciller sur des arcs finis des courbes correspondantes, et la circons-
tance signalée se présentera pour eux. 

Peut-elle se présenter pour plus de deux points? Oui, comme le 
montre l'exemple d'un mouvement bien connu, le mouvement de 

La Hire, engendré par le roulement d'un cercle à l'intérieur d'un 
cercle de rayon double. On sait que, dans ce mouvement, les 
points de la figure mobile décrivent des ellipses, sauf ceux du 
cercle roulant qui décrivent tous des diamètres du cercle de base. 
Chacun d'eux passe deux fois par chaque point de sa trajectoire 
(exception faite des extrémités de celle-ci). 

On peut se demander s'il existe d'autres mouvements fermés 
dans lesquels tous les points d'une courbe de la figure mobile ont 
des trajectoires doubles. L'étude de ce problème conduit, comme 
je vais le montrer, à une conclusion négative. 

/ 

2. Soit M un point à trajectoire double. Quand M est en l'un 
des points d'arrêt de sa trajectoire, il est centre instantané de rota-
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tion, puisque sa vitesse ne peut changer de signe sans s'annuler. 
Par conséquent, tous les points à trajectoire double sont sur la 

roulante. S'il existe dans la figure mobile une courb^ dont tous les 
points aient des trajectoires doubles, ce ne peut être que la rou-
lante. 

En général, les trajectoires des points de la roulante ont des 
points de rebroussement sur la base. Pour que ces trajectoires 
soieiit doubles, il faut que ces points de rebroussement soient de 
deuxième espèce, c'est-à-dire aient la concavité de chacune de 
leurs branches dirigée dans le même sens. On verra plus loin dans 
quel cas cette condition est réalisée. ' 

3. Lemme. — Soit g le centre de courbure en un point I d'une 
courbe C ( f ig . i ) . Soit M un point voisin du point I sur cette 

Fig. i . 

courbe. La perpendiculaire en I à IM rencontre g*M en un point a, 
la parallèle à IM menée par a coupe I g en K. Quand M tend 

vers I, K tend vers la position symétrique de I par rapport à g. 

En effet, soit e l'angle de IM avec la tangente en I, l'angle de cette 
tangente avec la tangente en M sera équivalent à 2 e. L'angle agK 
est donc équivalent au double de l'angle a lK , et ag est équivalent 
à g j , ce qui démontre la proposition. 

A- La construction d'Euler-Savarj permet de trouver le sens de 
la concavité de la trajectoire d'un point M de la roulante, au voi-
sinage du point A où il atteint la base. / 
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Soient g ( f i g. 2) le centre de courbure de la roulante, g1 le 
centre de courbure de la base. Le centre de courbure a en M dé la 
trajectoire de ce point se trouve, en vertu de la construction pré-

Fig. 2. 

citée^ à l'intersection de 1M et de ag . Le point ¡JI est intérieur ou 
extérieur au segment IM suivant l'ordre des points gr, I, g, K . Cet 
ordre subsiste en général de part et d'autre du point A considéré. 
Si donc on construit le centre de courbure de deux points voisins 
de A et sur chacune des branches de la trajectoire, on constate 
qu'en général le point de rebroussement est de première espèce. 
Le contraire ne peut avoir lieu que si, pour le point de contact 
considéré, g1 vient se confondre avec I, g ou K. Alors le point de 
rebroussement pourra être de deuxième espèce. 

Pour que les trajectoires de tous les points de la roulante aient 
des points de rebroussement de deuxième espèce, le point g! ne 
pouvant pas être constamment confondu avec I ou g-, il faut que g' 

soit constamment confondu avec K, c'est-à-dire, d'après le lemme 
du n° 3, que le rayon de courbure de la roulante soit moitié de 
celui de la base au point correspondant de celle-ci. 

5. On connaît le théorème : Etant donné un mouvement plan 

fermé, le lieu des points du plan mobile qui décrivent des tra-
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jectoires limitant une aire donnée est un cercle Or les 
points de la roulante décrivent des trajectoires qui, étant doubles, 
limitent des aires nulles^La roulante est donc un cercle, et, d'après 
le n° 4, la base est un cercle de rayon double. 

Il n'y a donc pas d'autres mouvements que mouvement de La 
Hire tels que tous les points d'une courbe de la figure mobile aient 
des trajectoires doubles. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S ( 1 9 2 5 ) . 

Mathématiques Spéciales (2). 
SOLUTION GÉOMÉTRIQUE PAR M . BERTRAND GAMBIER, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 

Etablissons d'abord quelques lemmes, le lecteur étant prié de 
faire les figures d'ailleurs très simples. 

a. Le lieu des centres des quadriques contenant les cotés 

$un quadrilatère gauche ABCD est la droite joignant les 

milieux a, p des diagonales AC, BD. 

Notations : D^, plan mené par une droite D parallèlement à 
une autre A ; de même A D ; (D, A ) est le plan parallèle à D^ ou A D 

et équidistant de chacun d'eux; AB, CD, côtés opposés, seront 
figurés par i, 2 ; de même BC, DA par I, II. 

La droite a[3 est manifestement contenue dans chaque plan ( i , 2) 

ou (I, I I ) ; le paraboloïde, unique, qui contient les côtés de ABCD 
a son axe parallèle à ajî. Soient un point quelconque de a(3, 
et 1', 2', F, II' les symétriques, relativement à o>, de 1, 2, I, II. 
Écrivons le tableau 

' m ( 1 2 r i r 
T ) 

I II 1' V 

(1) Voir, par exemple, KŒNIGS, Leçons de Cinématique, p. 175. 
(2) Pour l'énoncé de ce problème, le lecteur est prié de se reporter au 

numéro d'octobre 1920 des Nouvelles Annales (page i3), où il trouvera aussi 
une solution analytique de la question. 
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La droite i ' rencontre i à l'infini, 2 parce que i ' et 2 sont 
dans Y au symétrique de B, II ' au symétrique de A . Le même 
procédé montre que chaque droite de T rencontre les 4 droites de 
l'autre ligne, de sorte que les 8 droites sont sur une même qua-
drique Q (suffisamment déterminée par 3 droites quelconques de 
l'une des lignes). Cette quadrique admet co pour centre et la varia-
tion de (o sur a(3 livre les 00* quadriques du faisceau (ponctuel ou 
tangentiel) défini par ABCD. 

b. Soient deux droites arbitraires D et 0 ¿ , et O un point 

arbitraire de O z ; les droites D', D" symétriques de D, Uune 

relativement à O, Vautre à Ozy se rencontrent. 

La symétrie relative à O^ peut être décomposée en deux symé-
tries, successives, planes, relatives à xOz, puis yOz;la symé-
trie relative à O introduit une troisième symétrie relative à xO y, 

de sorte que D', D" sont symétriques par rapport à xOy et se 
coupent en un point de ce plan. 

c. Suivant que AB, CD ne sont pas isotropes ou le sont tous 

deux, il y a deux quadriques ou oo* du faisceau précédent 

ayant un axe de symétrie dans le plan (1,2). 

AB etCD, isotropes ou non, ont une perpendiculaire commune, 
soit Os, O étant pris dans le plan (1, 2). De O menons les paral-
lèles à AB, CD et soit Oo) l'une des deux bissectrices de ces paral-
lèles, en supposant d'abord AB, CD non isotropes; si AB, CD sont 
isotropes (non parallèles, bien entendu, puisque le quadrilatère est 
gauche), les bissectrices sont indéterminées, et l'on prend pour Oo> 
une droite quelconque du plan 1,2. Soit tole point où Ow perce a¡3; 
la quadrique Q du faisceau, qui admet 0o pour centre, est à elle-
même sa symétrique relativement à Ou), car cette symétrie permute 
1 et 2; la droite I est remplacée par une droite F qui rencontre 1 
et 2 aux symétriques de C et B; le lemme b prouve que 1" ren-
contre I', donc Q contient F. Le même raisonnement s'appliquerait 
aux symétriques par rapport à Ow des diverses droites de T, de 
sorte que Q coïncide bien avec sa symétrique. 

i° Cela posé, soient une droite réelle O^, deux droites isotropes, 
horizontales et conjuguées, I et J rencontrant O2 en deux points 
imaginaires conjugués dont le milieu est appelé O. Il existe oo2 
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quadriques réelles contenant O^, I, J. Elles forment un réseau 
linéaire, ponctuel ou tangentiel. Soit H l'une d'elles, prise une 

fois pour toutes : c'est une telle quadrique que l'énoncé fait inter-
venir. Les droites 1, J déterminent un système linéaire oo3 de 

quadriques réelles (système ponctuel ou tangentiel) ; H est l1 une 

d'elles. Deux quelconques se coupent suivant deux nouvelles 
droites coupant I et J. On en conclut immédiatement que les qua-
driques du système oo3 enjeu sont toutes les quadriques Hx^ de 
l'énoncé, où on laisse X et arbitraires. Une telle quadrique est 
parfaitement déterminée par un cercle horizontal de cote quel-
conque. Appelons h la section de H par le plan oc O y et soit 
un cercle arbitraire du plan xOy qui déGnit complètement Hx^; 
les quadriques H et Hx̂ , ont toutes deux leur centre dans le 
plan x Oy, ces centres sont donc ceux de h et Les généra-
trices communes à H et Hxpt. sont celles, de même système sur H 
que Oz, passant par les points communs à A et hi^] si donc on 

fixe X, p. le cercle est seulement assujetti à passer par les 

traces horizontales g\, g^ de Gx, G^; il engendre un faisseau; 

Hxji aussi, et le lieu des centres des quadriques est la droite per-
pendiculaire à gigy. en son milieu (lemme a). Le paraboloide du 
fâisceau est défini par I, J et la droite gigp-

Si hiy. est concentrique à A, Gx et G^ deviennent les nouvelles 
génératrices isotropes horizontales de H ; dans ce cas, le fais-
ceau Hxfi conservant même centre que h avec un rayon 
variable) donne des quadriques ayant toutes même centre et 
même diamètre conjugué des plans horizontaux; le rapport des 
rayons des cercles obtenus par le même plan horizontal est cons-
tant; une quadrique exceptionnelle de ce faisceau se réduit aux 
deux plans horizontaux contenant l'un I, l'autre J. 

2 ° Le contour apparent sur le plan horizontal de Hx^ est l'enve-
loppe des projections horizontales des génératrices de HXJJ,; or, 
I et J donnent les droites isotropes issues de O, donc on a une 
conique C ayant O pour foyer; si o> est le centre de Hx^, le 
lemme ( c ) prouve que Ow, axe focal de C, est axe de symétrie 
de Hx^. 

3° X, pt étant donnés, remarquons que H ayant pour centre a 
(centre de A), le pied de la génératrice verticale autre que O* est 
le? point a de h diamétralement opposé à O ; la projection horizon-
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tale de Gxestla droite g\% , celle de G^la droite La conique G 
est simplement assujettie à avoir O pour foyer et g\crJ, g^vJ jtfbur 

tangentes; comme g\ et g^ projections du foyer O sur ces tan-
gentes, doivent être sur un cercle ayant co pour centre, le centre u> 
de C ou Hx^ est sur la perpendiculaire à g\g^ en son milieu, ce 
qui fait r^troüver autrement le lieu de to ; le lieu du second foyer F 
est la hauteur, issue dé a', du triangle gigy.&] si F décrit la demi-
hauteur indéfinie, allant de a' vers g\gC est une ellipse; la 
demi-hauteur opposée correspond aux hyperboles; la position CL' 
pour F donnerait la quadrique H tout simplement et C se rédui-
rait à une droite double. 

L'axe non focal enveloppe la parabole de foyer O, admettant 
pour tangente au sommet la droite lieu de w, pour directrice la 
droite lieu de F. 

La directrice relative à O passe par un point fixe cp, car une 
transformation par polaires réciproques relativement à un cercle 
de centre O transforme le faisceau tangentiel G en le faisceau 
ponctuel des cercles y ayant deux points fixes; or, le centre de y, 
point transformé de la directrice, décrit une droite. Si l'on remarque 
que la seconde directrice est homothétique, relativement à <p, dans 
le rapport de i à 2, de l'axe non focal, on voit que cette directrice 
enveloppe une parabole. 

Un cas exceptionnel est celui où "k devient infini, de sorte 
que Gx est simplement Oz ; g\ coïncide avec O, le centre co décrit 
la perpendiculaire au milieu de O g^ et le contour apparent, sin-
gulier, se réduit à une droite double C pivotant autour de O ; la 
quadrique H ^ a une seconde génératrice verticale dont le pied est 
sur a'g^. 

4° Nous avons déjà, X, JJL étant donnés, caractérisé ; la 
droite g\g^ en est une génératrice principale et l'axe est la per-
pendiculaire abaissée de O sur g\g^ • ̂  pied de cette perpendi-
culaire, est sommet de Px^ et la seconde génératrice principale est 
la droite, issue de <x, s'appuyant sur I, J. Pour la partie suivante, 
il est utile d'indiquer une propriété plus compliquée, qui permet 
de retrouver cette génératrice. Un plan horizontal, de cote arbi-
traire, coupe H suivant un cercle h! et Gx, G^ aux points ^ d e 
ce cercle; la corde g\g^ engendre Px¡¿; Gx et quatre de ces cordes 
déterminent quatre plans, tangents à Px ,̂ aux points g\ correspon-



— 172 — 

dants, et le rapport anharmonique de ces quatre plans est égal soit 
à celui des cotes, soit à celui des quatre cordes g\g'^ (transportées 
parallèlement en un même point). Soit O7 le point où le plan 
horizontal utilisé pour h!, gi, g^ coupe encore O í ; de O' abais-
sons la perpendiculaire sur gig^', 8' engendre un paraboloide, 
car elle reste parallèle au plan horizontal, s'appuie sur de 
plus, quatre positions de S' donnent avec Os quatre plans dont le 
rapport anharmonique est égal à celui déjà obtenu pour les cotes 
ou les droites gxg^ ou les droites b elles-mêmes, ce qui suffit pour 
établir qu'on a un paraboloide P^ . Ce paraboloide P>^ contient I 
et J, comme on le voit en prenant les plans horizontaux correspon-
dants. Donc, P}^ , P ^ sont des quadriques particulières du système 
linéaire oo3 étudié au début; les deux paraboloides ont en com-
mun I, J puis deux génératrices de système opposé à I ou J : l'une 
est K, droite à l'infini du plan horizontal, l'autre est précisément 
la génératrice principale non horizontale de P>>|JL, car elle passe en <r. 

Si maintenant on laisse X, arbitraires, les paraboloides Px^ 
engendrent le système oo2 linéaire, pontuel ou tangentiel, déter-
miné par 1, J et la droite à l'infini R du plan xOy. Imposer alors 
à tel paraboloide Pi^ un point P lui impose tous les points de la 
droite A. issue de P et rencontrant I, J, sans compter tous les plans, 
pivotant autour de A, comme plans tangents; de même imposer 
à Pxjx un plan tangent nouveau II revient à lui imposer, considérée 
comme enveloppe de plans tangents ou lieu de points, la droite A 
joignant les traces sur II de I et J, et l'on obtient ainsi un faisceau 

de paraboloides prélevé dans le réseau qui nous occupe : il n'y a 
donc qu'à donner immédiatement, non pas P ni II, mais une 
droite A rencontrant I etJ; cette droite A sera d'ailleurs parfai-
tement connue si l'on donne sa projection horizontale à. Dans ce 
cas, la conique C de contour apparent est une parabole de foyer O 
et tangente à 8 : C engendre donc un faisceau tangentiel. 

Si l'on appelle O, la projection de O sur 8, la tangente au som-
met de G doit passer en ô, de sorte qué le sommet u de C, qui est, 
nous l'avons vu au 2°, sommet de Px^, engendre un cercle S de 
diamètre OO*. La donnée de S, cercle arbitraire passant toutefois 
en O, donne Oi, point diamétralement opposé à O, puis 8 qui est 
la tangente à S en O, : on en déduit aussitôt A, lieu de P, enve-
loppe de II. 



5° „D'après ce qui précède, si ¡J. tend vers X, Px^ tend vers le 
paraboloïde Rx, lieu des tangentes à chaque cercle h' au pied g\ 

de Gx sur hj et le paraboloïde auxiliaire P^- du 4° vers le para-
boloïde R'x obtenu en abaissant de chaque point O' la perpendicu-
laire sur la tangente en g\ à h \ l'intersection de Rx et R> est la 
génératrice principale À dont on cherche le lieu; l'introduction du 
paraboloïde auxiliaire Rx montre clairement que la surface 2 lieu 
de A est coupée par chaque plan horizontal suivant la podaire du 
cercle h' relativement au pointO' de ce cercle; c'est donc une car-
dioïde. La surface lieu de A est de degré 4* 

6° Rx et RA, ont leurs axes rectangulaires quand les tangentes 
à h en g\ et g\, sont rectangulaires ; Rx et RXA se coupent sui-
vant I, J, K , plus une droite réelle y rencontrant I et J; la trace 
horizontale de y est l'intersection des tangentes h h en gi et gi,, 
c'est-à-dire un cercle concentrique à A, ayant son rayon égal à 
celui de h multiplié par y/2 ; le lieu de y est donc une quadrique Q 
contenant ce cercle et I et J; c'est l'une de ces quadriques signalées 
en fin de i°, ayant même centre que H, même diamètre conjugué 
des plans horizontaux; on amplifie, dans le rapport ^2 à partir de 
son centre, chaque cercle horizontal de H. De nouveau Rx coupe Q 
suivant deux génératrices y4 et y2 ; cela tient à ce que,X donné, on 
peut associer à X deux valeurs X'j et X'2, car il y a deux tangentes 
de h perpendiculaires sur une tangente donnée. Le raisonnement 
employé subsisterait si l'angle des axes de Rx et Rx> étaffégal à a, au 

lieu de on amplifierait chaque cercle de H dans le rapport —— 

aurait deux quadriques Q et Q', en raison de ce fait qu'on peut 
remplacer a par rz — a. Il est intéressant de signaler la propriété 
suivante : soit une quadrique réglée H, une série de sections 

circulaires par des plans parallèles, deux génératrices Gx, 

G^ d'un même système; h étant une section circulaire, a son 

centre, g\et g ¿'les traces sur h de GÀ et G^, V angle giug^ reste 

constant, quand le plan de h se déplace parallèlement à lui-

même. Il suffit de mettre H en perpective à partir d'un point A 
de H, sur un plan parallèle à celui des sections circulaires; ces 

a cos -
2 

quadrique Q ; seulement ici il y 
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sections se projettent suivant des cercles passant en deux points 
fixes B, C; Gx, G^ ont pour perspective deux droites yx, y p. issues 
de B, l'angle reste inaltéré par la perspective et il est égal au 
double de l'angle (yx, y^). ^ 

Ceci explique comment, dans la question dç ce paragraphe, on 
a dans chaque plan horizontal à chercher le lieu du point d'inter-
section de deux tangentes variables à un même cercle, quand leur 
angle reste constant. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. R. Bouvaist. — Au sujet de la question proposée 2418 
(décembre 1925, p. 9 0 ) . 

En ce qui concerne sa seconde partie, cette question est un cas 
particulier de la suivante : 

Etant donnée une droite A, tangente à une hypocycloïde à 

trois rebroussements inscrite dans un triangle ABC, toute 

droite b! isotomique de A par rapport à ABC et coupant A 
sous un angle constant enveloppe une hypocycloïde à trois 

rebroussements inscrite dans ABC et égale à la précédente. 

En effet, le lieu des pôles de A par rapport aux paraboles conju-
guées à^ABC est une droite A', isotomique de A par rapport à ABC. 
A et A' se correspondent dans une transformation quadratique 
involutive, ayant pour droites doubles la droite de l'infini et les 
côtés du triangle A'B'C7, formé par les droites joignant les milieux 
des côtés de ABC. Si A enveloppe une courbe de troisième classe H^ 
tangente à la droite de l'infini aux points cycliques I et J, et 
inscrite à ABC, A' enveloppera une courbe de troisième classe, 
inscrite dans ABC et tangente à la droite de l'infini en I et J, 
c'est-à-dire l'hypocycloïdé à trois rebroussements H2. 

( l ) Rappelons que deux droites sont dites isotomiques par rapport à un 
triangle si elles coupent chacun des côtés en des points symétriques par rapport 
au milieu de ce côté. 
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H| coupe d'ailleurs BC en [3 et y, à ses tangentes en ces 
points Aj3 et Ay correspondent les tangentes Ajî'/Ay' à H2 aux points 
où cette courbe coupe BC; jîy == ¡S'y'; d'après la nature même de 
la transformation, ces deux courbes sont donc égales puisque le 
segment jîy caractérise le seul paramètre de grandeur de H4. 

Deux droites A et A' coupent la droite de l'infini en des points 
formant division homographique de points doubles I et J : elles se 
coupent sous un angle constant. 

Dans le cas particulier de la question 2418, et H2 sont con-
fondues en une même hypocycloïde H (enveloppe des droites de 
Simson de ABC) qui est anallagmatique dans la transformation 
considérée. 

S O L U T I O N D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . ' 

2486. 
(1925-1926, p. 24) 

Si [le triangle X Y Z est circonscrit au triangle X ' Y ' Z ' et lui est 
directement semblable : 

i ° Vorthocentre de X ' Y ' Z' est le centre du cercle circonscrit à X Y Z 
et les pieds des hauteurs de X ' Y ' Z' sont les traces de ses côtés sur ceux 
du triangle des milieux des côtés de X Y Z . 

2° Le centre du cercle circonscrit à X ' Y ' Z ' est équidistant des ortho-
centres des deux triangles et ce cercle est bitangent à la conique 
inscrite à X Y Z , qui a pour foyers les deux orthocentres et pour cercle 
directeur le cercle circonscrit à XYZ . E. BALLY. 

SOLUTION. 

P a r MARCEL VASSEUR. 

En menant par X ' Y ' Z ' les parallèles aux côtés opposés du triangle 
X ' Y ' Z ' , on obtient un triangle X ^ Z , directement semblable au triangle 
X ' Y ' Z ' ainsi qu'au triangle X Y Z considéré dans l'énoncé (ou confondu 
avec ce dernier) . 

Les côtés homologues des triangles X Y Z et X t Y t Z i se coupent en 
X ' Y ' Z ' et l 'on sait que les quadrilatères X X ^ ' Z ' , Y Y t X ' Z ' , Z Z 4 X ' Y ' sont 
inscriptibles et que les 3 circonférences circonscrites passent par un même 
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point , pôle double des deux triangles envisagés et qui estson propre h o m o -

logue dans chacun d 'eux. 

-Soi t H l 'or thocentre du tr iangle X ' Y ' Z ' , les 3 cercles envisagés plus 

haut ne sont autres que les cercles décrits sur H X i , H Y ^ J I Z j comme dia-

mètres ce qui démontre que H est le pôle double des 2 f igures semblables 

f o rmées par les tr iangles X Y Z et X i Y t Z i , donc cei>point étant le centre 

du cercle circonscrit au tr iangle X i Y ^ joui t éga lement de cette p ro -

priété pour le tr iangle X Y Z . 

I l est, d 'autre part, év ident que les cercles décrits sur H X ' , H Y ' , H Z ' 

comme diamètres passent respect ivement aux points d ' intersect ion des 

côtés homologues X ' Y ' " e t RS , Y ' Z ' et S T / X ' Z ' et R T ; R, S, T étant les 

mil ieux des côtés de X Y Z (un quelconque de ces cercles passant même 

par deux de ces po ints ) , ce qui démontre que ces points d' intersection sont 

bien les pieds des hauteurs du tr iangle X ' Y ' Z ' . 

2° Soient (>! le centre du cercle circonscrit du tr iangle X ' Y ' Z ' , et I* et I 

les orthocentres des tr iangles X i Y j Z i et X Y Z , désignons encore par O le 

centre du cercle circonscrit au tr iangle R S T ; on sait que Oi est au mil ieu 

de H I i et O au mil ieu de H I et d'autre part le tr iangle H I I i est rectangle 

en I ( c omme H X i X est rectangle en X ) . I l s'ensuit que l 'on a 

O i H = O j I = O i l i , 

ce qui démontre la propr iété demandée. 

Nous rappel lerons fnaintenant Je théorème suivant : 

Dans toute conique à centre, le rayon d'un cercle bi tangent dont le centre 

est sur l 'axe non focal est proport ionnel à la distance de son centre .aux 

foyers . y 

Pour l 'établ ir , considérons une conique ayant pour foyers 2 points I I et I , 

M un point de cette conique ; les points de rencontre de la tangente et de 

la normale en M à la conique considérée avec Taxe non focal sont sur le 

cercle c irconscri t au tr iangle M H I , soient K et L ces points d ' intersec-

tion ( * ) . L 'un d'eux K est tel que les segments M K et H l ont un point 

commun, l 'autre L est tel que les segments H l et M L n'ont aucun point 

commun et les droites qui les portent se coupent sur leur pro longement . 

Si la conique envisagée est une ellipse, M L est une tangente et K le centre 

d'un cercle b i tangent en M et au point symétr ique par rapport à L K ; si 

c'est une hyperbo le , le rôle des points L et K se permute. 

En appliquant le théorème de P to lémée , on a, en appelant ic la distance 

foca le et l 'axe focal : 

( a ) M K x H I b= H K x M I K l x M H = H K ( M I + M H ) 

ou 
H K c . . . . . 
— - = - ( excentric ite ) j 
MK a n 

Le lecteur est prié de faire la figure. 
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ce qui démontre le théorème dans le cas de Pellipse. 

(b) L H x M I = H I x ML + M H x L I 

H I x M L = L H ( M I — M H ) 

ou 
H L c . . . ,N 
-T7T = ~ ( excentr ic i te ) > 
ML a 

ce qui démontre le théorème dans le cas de Phyperbole . 

L'application de ce théorème donne immédiatement la solution de la 
question posée, car à cause de la similitude des triangles et du rôle de H, 
on a : 

O i H j O H ^ . . , , , . 
~ = — excentricite de la conique 
U I A O H 

et O j étant un point de l 'axe non focal le théorème est démontré. 

S O L U T I O N D E Q U E S T I O N D E L I C E N C E . 

Question C.7. 

( Mécanique rationnelle, épreuve théorique ; énoncé publié en no-
vembre IQ25,/?. 52.) 

SOLUTION 

p a r TH . BOZON. 

Nous désignons par A et G les coefficients de l'ellipsoïde central pour 
l'un ou l'autre des deux solides, par l et l\ les cotes des centres de gravité 
suivant l 'axe commun O z. Les positions des solides dépendent des angles 
d'Euler 

avec la condition de liaison 
<P + <pi __ TT 

1 2 

La méthode de Lagrange conduit immédiatement aux équations sui-

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Mars 1926.) . 12 
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vantes / où l 'on a posé «JU = A 4- M — - — - J : 

e,l>(Jlosin20 4 -Ccos 2 e )0 ' 2 = [ M g ( l 4- /,) cosô 4- ¿ ] [ A s i n * 0 4- G c o s 2 « ] — X * 

= F ( 0 ) 

v%> sin28 4- C e o s 2 0 ) ^ ' = X 
= 

i ° Lorsque L 4- h = o la discussion en 6 est très simple puisque F ( Q ) 
est un polynome du second degré par rapport à cosO. Lorsque cos20 var ie 
de o à i cette fonction varie, toujours dans le même sens entre h<Âs — X2 

et hC — X2. Donc 6' ne s'annulera jamais, 6 variant donc toujours dans le 
X2 

même sens (mouvement r évo lu t i f ) lorsque -y- sera inférieur à A et à G. 

X2 

Si, au contraire, — est compris entre eV et G [noter qu'il ne peut 

dépasser à la fois'Jlo et G parce que F ( 0 ) serait alors toujours négat i f ] , 

6' s'annulera et 0 aura une variat ion périodique. On vo i t immédiatement 

que les oscillations sont symétriques par rapport à l'une des droites 9 = o 

7T 
ou 6 = suivant que G dépasse ou non X . 

2° 14-1\ est positif et très grand. Pour a'voir un mouvement dans 

lequel 6 tend asymptot iquement vers 7u, il faut que iz soit racine double 

de F ( 0 ) , c'est-à-dire que — i soit racine simple de 

[ X + ( C — — X 2 = o 

sans qu'il y ait d'autre racine entre u0 ( va leur initiale de cos0 = u) et — i . 

Geci donne 

( i ) . X 2 - [ _ M ^ ( / 4 - / 1 ) 4 -/^ ]C 

et h dérivée ? ' ( — i ) , calculée dans cette hypothèse, peut s'écrire 

g' ( - 1 ) = a(J». — G)^ + Mg(l + h)'C, 

évidemment positif parce que nous sommes dans le cas «JU > G. tp(u) ayant 

les signes 4- et — pour u égal à — oo et 4-ao, — i est la seconde racine de 

ce polynome. La troisième racine ne peut être qu'au delà de u0 de sorte 

que ( i ) est la seule condition à satisfaire. Introduisons les valeurs ini-

tiales 9'0et <J/0; il v ient d 'abord, pour déterminer h, la condit ion 

(G — JU)w2]0 ,o2 = [ M ^ ( Z + /I )w04- A ) [ A 4 - ( C — X ) u l ] 

— C[h — Mg(l -+- Zj)]; 

0' étant assez grand pour que la valeur de h ainsi obtenue dépasse 

Mg(l -h li)y l 'équation ( i ) déterminera X, c 'est-à-dire 

Autre solution par J. de Caumont. 



C E R T I F I C A T S D E C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

ÉPREUVE THÉORIQUE.— 1. Les axes Oxyz étant rectangulaires, onpro-
jette chaque point M de Vespace en m sur le plan xOy, en jx sur Oz 
et Von considère la droite ¡JL m. 

Trouver les surfaces S telles que le plan tangent en un point quel-
conque M de cette surface soit parallèle à la droite mpi correspon-
dante. Équation E de ces surfaces. 

2. Former les équations des caractéristiques sans tenir compte de ce 
fait que Véquation E obtenue est linéaire; intégrer complètement le 
système différentiel obtenu. 

Montrer qu'il existe des surfaces développables à deux paramètres, 
solutions de E, et lés déterminer. 

3. Déterminer directement la méridienne des surfaces de révolution, 
solutions de E (utiliser la propriété géométrique de définition, n° 1). 

4. Soit une surface S quelconque solution de E ; on la fait tourner 
autour de Oz; montrer qu'elle reste solution : que peut-on dire de la 
surface S enveloppe de S dans ce mouvement? 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION . — L ' é q u a t i o n E e s t 

( i ) px -+- qy 4 - <3 = o, 
admettant pour intégrale générale 

Les oo1 hyperboles équilatères d'équation 

( 3 ) zx = G, 

dans le plan zOx, se transforment par une rotation autour de Oz en oo* 
hyperboles, parmi lesquelles on prélève, suivant une loi arbitraire, une 
famille oo* pour former la surface intégrale générale. 

On obtient, en particulier, les surfaces de révolution 

( 4 ) Z S / ^ T , P = C , 

et les surfaces (cyl indres hyperbol iques) 

( 5 ) z (ax -h by) = i, 
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qui sont les surfaces développables demandées par l 'énoncé. D'ailleurs, si 
l 'on exprime que les surfaces ( 2 ) sont développables on trouve la condition 

d'où les cylindres ( 5 ) . ^ 

Le système complet des équations des caractéristiques 

dx dy dz dp dq 
x y —z —ip —2 q 

donne la combinaison intégrable 

P — =cons t . , q 

qui conduit manifestement à une développable. _ 
Toute surface intégrale reste évidemment surface intégrale par une 

rotation autour de O z. C'est un résultat classique qu'une enveloppe d ' in-
tégrales est el le-même intégrale. L 'enveloppe obtenue ici est manifestement 
deTévolution. • 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I . Intégrer 

•+•  xy + 1 — 0. 
. A 

Remarquer que Véquation admet des intégrales de la forme — 

( A const.), ou poser 

Exprimer Vintégrale réelle par formules débarrassées de tout 
symbole imaginaire. 

IL Chercher les asymptotiques de la surface 

Vasymptotique u = P est une hélice. La surface est réglée. Montrer 
que la surface est le lieu des milieux des sécantes doubles çl'une 
asymptotiquegauche quelconque. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. L'équation donnée admet évidem-
± i -

ment pour intégrales particulières. Les procédés réguliers, indiqués 

par l'énoncé, conduisent aisément au résultat, surtout le second, consis-
tant à poser -
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Un autre procédé simple consiste à prendre pour inconnue 

de sorte que 

Y = ± * 

est solution de l'équation de Riccati en Y . On trouve 

-BY'-*- Y 2 -K I = O, qui s'intègre aussitôt en séparant les variables. 

I I . La surface proposée est la surface bien connue du troisième degré de 
Cayley, qui est surface de translation de oo1 modes différents. L'équation 
des asymptotiques est 

du — =b dv. 

Les génératrices rectilignes sont lés asymptotiques 

u -+- v — const. 
(L i l l e , novembre 1925.) 

• 

G.55. — ÉPREUVE THÉORIQUE. 1° Trouver les trajectoires orthogonales 
des courbes u = const, et v = const, tracées sur la surface (S) repré-
sentée par 

# = PCOS u — a sin u, y = v s in u H - a c o s w, z — au, 

a est une constante positive, 
o? Asymptotiques de (S). 
3° Montrer que les suif aces 

( H ) 4a?2-4-472= ( s -4- c ) 2 - f - 4a 2 , 

où c est une constante arbitraire, coupent ( S ) suivant une famille 
d? asymptotiques. 

4° Trouver les surfaces ( 2 ) qui coupent orthogonalement les sur-
faces (H). 

5° Indiquer la forme des sections de ( S ) par le plan y — o. 
6° Montrer qu'il existe entre les rayons de courbure principaux 

en un point M de ( S ) une relation qui ne dépend pas des coordonnées 
de M. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Calculer les rayons de courbure et de tor-
sion, de la courbe gauche définie par les équations 

y ~ a ch- f z = /¿a sh — 5 
' a a 

a et h désignant des constantes. 
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I I . Calculer par la méthode des résidus l'intégrale 

eimxdx /. , ^ \ i ^ \i = u — i /n > o ) 

prise le long de l'axe des quantités réelles. 
En déduire la valeur de Vintégrale 

J Ç00 cos mx dx 
„ ( ' + 3"2)3 ' 

I I I . Décomposer en éléments simples la fonction elliptique 

f ( u ) = î , 
J p(iu)— pu 

pu étant la fonction elliptique de Weierstrass construite avec les 
périodes 2w et im'. 

( L yon , novembre 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On donne en coordonnées rectangulaires 
une surface réglée ( S ) engendrée par la droite ( D ) qui a pour équd-
fions 

x — uz -f- Li, y = (au -b b)z H- Ut, 

a et b étant des constantes, U et Ui des fonctions du paramètre u. 
i® Sur la projection orthogonale ( A ) de ( D ) sur le plan xOz on 

prend le point A de coordonnées 

a ? = y — 0, Z = f ( u ) . 

Déterminer la fonction f ( u ) de façon que le point A décrive une tra-
jectoire orthogonale de ( A ) ; 

20 Déterminer les fonctions U et Ui de façon que les lignes asympto-
tîques non rectilignes de ( S ) se projettent orthogonalement sur le 
plan xOz suivant les trajectoires orthogonales de ( A ) . Quelle est alors 
la nature de la surface ( S ) ? Que sont alors les trajectoires orthogo-
nales de ( A ) ? 

I I . Calculer l'intégrale 

prise le long d'une circonférence (G) ayant pour centre Voriginet un 
rayon égal à \Ji et à partir du point z = yji la détermination initiale 
de L — 1) étant zéro. 
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. i ° f(u) doit vérif ier l'équation 

fit \ U X, \ U U ' f (u) H f( u) H = O, 
J v ' ' U H— I ' 

facile à intégrer explicitement. 
2° Identifiant avec la précédente l'équation qui donne z en fonction de u 

pour les asymptotiques on obtient 

U" = o, (Àconst.), 

équations qui donnent U et Ui ; par changement convenable d'origine on 
voit que S est un conoide dont l'axe est perpendiculaire à xOz. De là 
résulte que les A sont concourantes et que les projections des lignes 
asymptotiques sont des cercles concentriques. 

II. Une intégration par parties conduit à une nouvelle intégrale sans 
logarithme calculable par application régulière du théorème classique des 
résidus. 

« 
EPREUVE PRATIQUE. — On donne, en coordonnées rectangulaires, un 

point S de coordonnées x = o, y = o, z = a et une parabole ayant pour 
équations 

y2—2a.r = o, z — o. 

On considère le cône (G) qui a pour sommet S et pour directrice la 
parabole et d'autre part la sphère (S) ayant pour équation 

œ2-hy9-h z* — az = o* 

On demande de calculer : i° Vaire de la surface du cône intérieure 
à la sphère; 2° Vaire de la surface de la sphère intérieure au cône. 

Nota. — Pour la première partie on pourra exprimer les coordonnées 
d'un point du cône à Vaide des deux paramètres u, v définis par 

y x = U 9 — = P. 
X 

Pour la deuxième partie, si P est un poiht de la sphère, la droite SP 
rencontre le plan xOy en un point de coordonnées o et Von expri-
mera les coordonnées de P en fonction de r\. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION, — Le calcul des deux intégrales doubles par 
les procédés classiques ordinaires ne présente aucune difficulté et donne 
comme résultats 

37ca2 y/2 7ca1 \f% 
i6 ? 4 

(Bordeaux, juin 1925.) 
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ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On donne les équations paramétriques sui-
vantes d'une surface (S) 

x~u COSP, y=u sinp, z = f ( u , v ) . j 

i ° Déterminer la fonction f(u, p ) de façon que le^ courbes u = const. 
et v = const. forment deux systèmes conjugués de la surface ( S ) . 

2° Déterminer la fonction f(u, v) de telle sorte que le point P de 
rencontre avec 0 z du plan tangent à la surface en un point u — a0, 
v = vQ reste le même si v0 varie, w0 restant fixe. 

Expliquer géométriquement pourquoi dans ces deux cas on trouve la 
même expression pour f(u, v). 

3° Déterminer / ( w , v) de façon que les courbes u = const. soient 
toutes des courbes planes conjuguées des courbes v = const. Quelle est 
alors l'équation cartésienne de la surface ( S ) ? Quelle définition géo-
métrique peut-on en déduire pour cette surface en supposant les axes 
rectangulaires ? 

II. On considère la différentielle totale à trois variables indépen-
dantes 

(yz—ys) dx H- (xy2-{- zx) dy -+- y) dz, 

déterminer la fonction y) des deux variables x et y de façàh que 
la différentielle totale précédente soit complètement intégrable. 

La fonction y(x,y) étant ainsi choisie, intégrer l'équation obtenue 
en égalant à zéro la différentielle totale. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. Les deux premières parties conduisent 
à la même équation 

% - - P 4 - u = o , / = W V - H U , âv duâv ' J ' 

la coïncidence des deux résultats est une conséquence immédiate du théo -
rème classique de M. Rœnigs sur les lignes conjuguées. 

Pour la troisième partie, f doit être de la forme précédente, V étant une 
fonction linéaire de sinp et cosv. La surface est de la forme générale 

xi^-yi = F ( P ) ( P fonction linéaire de x, y, z) 

et elle est engendrée par l'ellipse variable 

* « + < R » = F ( X ) , . P = X, 

dont la loi de variation est évidente. 

I I . Par un groupement évident de termes on peut, en posant u = x y y 

v = — , éerire la différentielle totale considérée sous la forme 
x . 

z du -+- u2 dv -H ? ( u, v ) dzy 
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la condition classique d'intégrabilité donne, puisque «p est indépendant de zy 

cp — G w2 — u ; 

l 'équation aux différentielles totales à intégrer s'écrit alors 

udz — z du . _ , 
dv 4- G dz = o 

u2 , 

et son intégration est immédiate, elle donne 

xy x 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer (en utilisant la théorie des intégrales 
d'une variable complexe) Vintégrale réelle 

Jrt dx 

* (Bordeaux, novembre 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — En un point M d^une surface rapportée à 
trois axes rectangulaires Oxyz, on considère le plan tangent et la 
normale. 

Le plan tangent coupe Oz en T . Le point M se projette en II sur O z. 
La plus courte distance de Oz et de la normale est A B ( A sur Oz, 

B sur la normale). On construit BC parallèle à Oz et égal à[AB et, 
sur la normale, on prend D tel que GD soit parallèle au plan 0 xy. 

Etudier les surfaces telles que 

( 0 T H = <p.(CD), • 

étant une fonction arbitrairement donnée. 
i° Ecrire l'équation aux dérivées partielles (1) en coordonnées rec-

tangulaires puis en coordonnées semi polaires. 
20 En trouver, dans les deux systèmes de coordonnées, une intégrale 

complète. Intersections pan des plans parallèles à 0 xy des surfaces 
représentées par cette intégrale complète. 

3° Toujours dans les deux systèmes de coordonnées, former l'équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre des surfaces (1). 

4° Déterminer complètement les surfaces telles que TH = GD. 

SOLUTION. — I° On a très aisément 

( a ) T Ï Ï = px —{— qy 1 GD ~ qx py, 

et l 'équation ( t ) est, par suite, 

( 3 ) px qy = yiqx — py). 
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Les segments (2) sont susceptibles de signes mais ceci n'influe pas sur la 
structure générale de l'équation ( 3 ) tant que la fonction <p n'est pas déter-
minée. En coordonnées semi-polaires, ( 3 ) prend la forme 

( 4 ) ; 

20 II est évidemment indiqué de commencer l ' intégration sur (4 ) . En 
posant 

dz dz , ; ' 
^ ~ ar 0 ï i a = ?(«)»• 

d'où 
z = a Ô 4 - c p ( a ) l o g r - f - c . 

Ceci est une intégrale complète. Elle représente des hélicoïdes dont l'in-
tersection par des plans de cote z constante dans des spirales loga-
rithmiques. 

3° L'équation ( 3 ) constitue une intégrale intermédiaire pour l'équation 
de Monge-Ampère 

y*)(rt — s 2 ) - h (px — qy){t— r) — i(py ~hqx)s—/?2— q* = o. 

De même ( 4 ) pour 

/ à^z d*z f dz f d*z\. 
r\àrà6j ~ àB* \àr~hràr*/i ' 

4° Ici il faut considérer la double équation 

à z __ dz 
rTr =~àÔ9 

dont l ' intégrale générale est 

* = / ( e - ± I o g r ) , 

EPREUVE PRATIQUE. — Le problème de Vépreuve théorique conduit à 
la considération des hélicoïdes 

z — a6 -h M o g r -h c, 

où a , c sont trois constantes et r , 0, 2 des coordonnées semi-polaires. 
On demande les lignes asymptotiques de ces hélicoïdes. 

SOLUTION . — L a s u r f a c e 

# = rcos9, y = r sinû, z = z(r,ft) 

a ses lignes asymptotiques définies par l 'équation différentielle 

àz\ - , A (d*z dz\ 
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Bien que ce ne soit pas indispensable pour le. cas présent, c'est un excel-
lent exercice que de former cette équation qui s'applique évidemment à 
une surface quelconque donnée en coordonnées semi-polaires. Pour les 
hélicoïdes indiqués elle se réduit à 

br^d^ 2— lar drd§ -+-b dr1 = o. 

Les variables sont immédiatement séparées et l 'on a deux fami l i e r de 
spirales logarithmiques pour projection des asymptotiques sur le plan z = o. 

(Toulouse, novembre 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On donne Véquation aux dérivées partielles 

x(cz by) p -+- y(ax— cz)q — z(by— tix). 

Déterminer : 

i° L'intégrale générale; 
20 L'intégrale qui passe par la droite 

ax = by = cz; 

3° Le plan tangent à cette dernière surface au point 

k k k 
x = - , y = t> z = 

a 17 à c 

II. Trouver les trajectoires orthogonales des cercles 

a; = a - t - r cosÔ, j K = 6 + r s i n 0 ; 

où a, ¿>, r sont fonctions du paramètre u, en déterminant G en fonc-
tion de u. 

Applicat ion. — Trouver les trajectoires orthogonales des cercles nor-
maux à l'axe 0x et à la parabole y = x2 en un de leurs points d'in-
tersection. 

M étant ce point commun, on aura intérêt à employer comme para-
mètre u l'angle de la tangente en M à la parabole avec Ox. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — III. On donne l'équation 

( x 1 ) y" — iy'—(x — i)y—ixe-x. 

Vintêgrer sachant que l'équation sans second membre admet une 
intégrale de la forme erx. 
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. Le système associé donne les inté-
grales premières 

ax-h by -b cz = a, xyz={i;' 

d'où l'intégrale générale 

ax -+- by H- cz — y(xyz^ 

et l'intégrale particulière 
(ax H- by -+- cz)3= 2jabcxyz. 

y 
C'est un cône, qui admet ax = by = cz comme génératrice double. 

I I . La relation d'orthogonalité 

sin 8 dx — cos6dfjK = o, 

«fa sin 6 — d b cosÔ — r dQ = o 

donne, en posant tang ^ = v, 

, is> jr i — v2 2 r dv 
a r — O „ — - r - = O, 

I + P2 I + F2 I -h P2 du ' 

c'est une équation de Riecati. 
Dans le cas particulier et avec la notation indiquée, 

a = —r b = o, ix — tang M, — — 
i ® 2 cos 

et l'équation devient 
dv 

v — tansru = o. 
du 

I I I . L'équation sans second membre admet l'intégral« 

La substitut ion^ = ze+x donne 

(x -+• i)z"-f- 2xzr = ixe~2x; 

d'où l'intégrale générale demandée 

y = e-*(x-hi) -h Ce-x^x2-h3x-j- ^ 

(Besançon, juin 1925.) 

__ tangu f 

u "7 4 cos2u 
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* E P R E U V E THÉORIQUE. — I . L'équation 

d2 Y dy , A _ : 
— ix - f - -h (x2 — h) y — o 

dx2 dx v t 

ne change pas quand on pose 

x — X\-h k, y = ekxyi (k const.). 

Si l'on connaît une solution F (x), on peut d'après ce qui précède 
en écrire une autre. 

Obtient-on l'intégrale générale en ajoutant ces solutions respective-
ment multipliées par des constantes? 

Quelle est l'intégrale générale? 

II. Intégrer Véquation aux dérivées partielles 

' z-+-xp — x2yq2—x3pq = o. 

Etudier la surface intégrale singulière. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — III. On donne la surface S, 

x = u2-hv, y — uz -\-uv, z — il* -4- - u'2 v. 

i° Déterminer le plan tangent. 

2° Quelle relation existe entre le plan tangent au point M et le plan 
osculateur au même point M de la courbe v = o ? 

3° Déterminer les lignes asymptotiques de S. 
4° Construire les projections sur xOy des lignes asymptotiques • 

3 ' 3 A 
passant par x = - , y z= - , z — - • 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION.— I. P a r la subs t i tu t i on donnée , l ' é q u a t i o n 

donnée ne change pas. Ainsi à la solution y = F (a?) correspond 

y- cF(x-k). 

Ces deux intégrales ne sont pas indépendantes si 

F(x) ekxF(x — k) 

F/(x) ekxFr(x — k) 4- kekxF(x — k) 

F ( x - k) F(x) 
• G , F(x) = e 
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Des fonctions de cette forme satisfont à l'équation donnée 

( G 2 - h i — h = o)\ 
d 'où l ' intégrale générale 

f + v / ^ î x 

y =z C i e 2 + C 2 e 2 

I I . Le système associé donne la combinaison 

dx dq 
1 = 0 Q X A 

x q ^ 

d'où l'intégrale complète ay -f- b(ax — i) 
et l ' intégrale singulière 

£ : 
X 

I I I . 1° 2 m 2 ( 3 M 2 + P ) ( X - x ) . 

- 4 m ( ' 2 1 î î + p ) ( Y — y ) 3(w2 -f- v ) ( Z — z) = o. 

2° 6u^(X — x) - 8 w 3 ( Y — y) -4- 3w 2 ( X — x) = o, 

identique au plan tangent pour v = o. 

3° ( 5 i t ^ + c 2 ) â f « 2 — i u * d u d v — o; 

P — 
G — s/u 

4° Ce sont la génératrice et la ligne asymptotique passant par 

3 
M = I, p = 

' 2 

(Besançon, octobre 1925.) 

BIBLIOGRAPHIE. 

Livres récents. 

La chronique bibliographique des Nouvelles Annales est très loin d'être à 
jour et j e ne pense rien apprendre à nos Lecteurs en l'avouant ici. Il faut 
bien dire que, dans notre Revue, c'est question un peu secondaire et que, 
lorsqu'en octobre 1922 les Nouvelles Annales reprirent leur publication^ 
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le nombre d'articles et d'énoncés à publier imposait, à cet égard, quelques 
restrictions. 

La situation actuelle m'amène à modifier légèrement la présentation de nos 
articles de Bibliographie. Dans une publication qui n'est pas spécialement 
bibliographique, il n'y a pas intérêt, me' semble-t- i l , à détacher l'analyse 
de chaque livre. On réalisera une notable économie de place, on pourra 
donc suivre plus vite et de plus près les dernières publications, en adoptant 
la forme plus souple, plus vivante aussi, d'une Revue périodique des Livres 
récents. C'est ce que nous ferons désormais, en rapprochant d'ailleurs, 
autant que possible, les Ouvrages qui traitent de sujets connexes. 

Voici d'abord, parus l'an passé, deux volumes qui concernent les 
Mathématiques Générales : la seconde édition des Leçons de M. G. de 
L. ZORËTTI ( 4 ) ; le Tome II du Cours de M. G. de G. VERRIEST ( 2 ) . L e pre-
mier de ces livres est, on peut le dire sans exagération, universellement 
connu et a exercé, sur l'orientation pratique de l'enseignement des 
Mathématiques Générales, la plus heureuse influence; il suffira donc de 
vous indiquer ici que la deuxième édition comporte de nombreuses additions, 
relatives surtout aux méthodes graphiques en Analyse et en Statique. Quant 
à l 'Ouvrage de M. Verriest, j 'ai déjà eu l'occasion de vot(S signaler ( 3 ) sa 
principale originalité : l 'heureux développement que donne l 'Auteur à des 
applications empruntées à la Physique et à la Chimie physique. Le Tome I I 
(Calcul intégral, Géométrie à 3 dimensions) est peut-être, à cet égard, le 
pluâ caractéristique et vous y trouverez ainsi, après le Chapitre sur les inté-
grales curvilignes, un substantiel exposé (que je vous avais annoncé par 
avance) des principes mathématiques de la thermodynamique. 

Le Cours de M. Verriest s'adresse plus spécialement aux étudiants en 
Chimie et reproduit des Leçons faites à l 'Université de Louvain, en vue de 
la préparation du Doctorat de Chimie. Dans nos Cours de Mathématiques 
générales, il est difficile, à cause de la diversité des élèves, de développer des 
applications qui, pourtant, relèvent essentiellement de l'enseignement 
mathématique : c'est à juste titre que M. Zoretti, comme il l ' indique dans 
sa préface, les écarte d'un livre destiné à tous les étudiants. Mais vous 
concevez que les deux Ouvrages en question, dont l'un ou l'autre réalise 
très parfaitement la pensée de l'Auteur, soient bien loin de faire double 
emploi. 

Les Leçons de Cinématique de R. BRÏCARD publiées tout derniè-
rement, et qui développent un Cours professé par l 'Auteur à l 'Ecole 

H Gauthier-Villars et C*®; 788 pages : 6ofr. 

(2) Éditions Universitas (Louvain) et Gauthier-Villars et C l e ; 388 pages ; 38fr. 

(3) N. A.y 5e série, t. II, 1923-1924, p. 186. 

(4) Gauthier-Villars et C l e , éditeurs. Tome I : Cinématique théorique ; 
33-j pages; ffi*. 
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Centrale, doivent, à tous égards, retenir l'attention. Dans l'enseignement de 
la Mécanique rationnelle la Cinématique apparaît forcément comme une 
introduction à la Dynamique, de sorte qu'il est difficile de donner à cette 
étude toute l'ampleur désirable et de mettre assez en relief l 'efficacité des 
méthodes ainsi que leur importance pour la recherche géométrique. Je ne 
pense pas que cette importance, dont témoignent entre autres les travaux 
de Mannheim. de Darboux et de M. Kœnigs, risque d'être méconnue dans 
notre pays; mais le besoin se faisait pourtant sentir d'un nouvel exposé 
autonome de la Cinématique qui puisse compléter, pour les étudiants, les 
traités généraux de Mécanique. C'est cet exposé que nous donne M. Bricard 
et nul ne pouvait être mieux désigné pour le réaliser : i l y fallait la souplesse 
et l 'originalité de son esprit, l 'élégance géométrique, une érudition sûre et 
toujours discrète; toutes qualités que les Lecteurs de cette Revue ont eu 
bien souvent l'occasion d'apprécier. 

L 'Ouvrage comporte trois parties dont la première expose quelques 
compléments géométriques ^courbes gauches, surfaces réglées, éléments de 
la Géométrie réglée). La seconde partie (Déplacement et mouvement) 
débute par un Chapitre sur la théorie, fort importante et souvent négligée, 
des déplacements finis; la cinématique proprement dite y est ensuite déve-
loppée très complètement et il faut noter ici, en particulier, l 'étude appro-
fondie, si élégante, des propriétés géométriques qui concernent le mou-
vement le plus général d'un solide. Enfin la troisième partie est consacrée 
à des applications très variées et vous y retrouverez notamment l ' inté-
ressante étude, publiéeici même, sur la configuration de Morley-Pétersen ( * ) . 
Un tome II , à paraître, complétera, en ce qui concerne les Mécanismes, 
cet Ouvrage vraiment fondamental. • 

Je ne veux pas terminer cet article sans vous signaler, en m'excusant de 
le faire aussi tardivement, les Leçons de Mécanique rationnelle de 
F. BOUNY ( 2 ) (Cours de l'École des Mines de la Faculté technique de Mons) . 
Le Tome premier de cette Œuvre, excellent traité classique de Mécanique, 
comprend l'étude du calcul vectorièl ( utilisé systématiquement par la suite), 
de la cinématique et de la statique, de la théorie du potentiel. Nos étudiants 
apprécieront ce Livre, où de très nombreux exercices, originaux et fort 
bien choisis, viennent compléter un exposé très clair. 

J. P . 

(*) N. A., 5e série, t. II, 1923-1924, p. 41-
(2) Leich (à Mons) et Blanchard, éditeurs. Tome I, 600 pages; 5o f r. 



S U R M S Y S T È M E D E V E C T E U R S C O M P L E X E S E T S O \ A P P L I C A T I O N 
V L ' É T U D E D E L A G 0 I \ F I G I I R 4 T ! 0 , \ |»E M O R L E Y P E T E R S E N ; 

P A R JOSEPH P É R È S . 

1. Dans son Introduction géométrique à la Mécanique 
rationnelle ( ' ) , Charles Cai l ler uti l ise, après S tudy ( 2 ) et plusieurs 

autres auteurs, des quantités complexes dans lesquel les l 'unité 

comp l exe s est déf in ie par la condi t ion 

(I) , : _ 

I l en tire, en part icul ier , une élégante ident i f icat ion de la G é o -

métr ie rég lée et de la Géomét r i e ponctue l le sur une sphère. 

E n se plaçant à ce po in t de vue ( q u i est d ' a i l l eu r s celui de 

Pe t e r sen ) , on rattache à des propr ié tés plus simples l ' intéressante 

conf igurat ion de Mor l e y -Pe t e r s en j envisagée, ic i même , par M . Br i -

card ( 3 ) . E n revenant ic i sur ce sujet, nous aurons l 'occasion de 

donner au lecteur une idée, sommaire b ien que pra t iquement 

suffisante, de l ' emplo i géométr ique des nombres complexes du 

t ype en quest ion : il faut surtout en retenir une extension du 

champ de la théorie des vecteurs, extension si év idente qu ' i l serait 

fast idieux d 'en donner le déve loppement systématique et qu ' i l 

suff it d 'envisager quelques propr iétés simples. 

2. No tons d 'abord que des quantités complexes de la f o rme 

a -h 6 s, 

où l 'unité complexe vér i f i e la condi t ion ( i ) , obéissent aux règles 

du calcul a lgébr ique en ce qui concerne les trois premières opéra-

t ions. T o u t se passe c o m m e si £ était une var iable pet i te , dont on 

négl igera i t le carré et l ' on vo i t que l ' in t roduct ion de telles quan-

(*) Publiée par H. Fehr et H. W a v r e ; Gauthier-Villars et Georg , éditeurs. 

(2) Geometrie der dynamen. 
(3) N. A., 5e série, t. II, 1928-24, p. 41-
Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Avri l 1926.) i 3 
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tités dans renseignement classique ne peut prêter à nulle objection. 

Pour la division, il faut faire un peu attention : le résultat de 

l 'opération n'est unique et bien déterminé que sble diviseur sl sa 

partie réelle différente du zéro. C'est le seul^as qui ait quelque 

intérêt pour la suite et nous nous dispensons d'insister davantage 

sur des propriétés très évidentes. 

3. Prenons des axes de coordonnées rectangulaires O x y z et soit 

un torseur T , non réduit à un couple. Soient X Y Z , L M N les com-

posantes de la résultante et du moment à l 'origine de ce torseùr. 

Nous identifierons le torseur T avec un vecteur-complexe ayant 

pour composantes sur les axes les quantités complexes' 

£ = 7 i = Y + ÊM; Ç = Z - f - s N . 

L e torseur sera donc désigné par T , avec la flèche qui distingue 

les vecteurs et, dans toute la suite, les termes de torseur et vec-
teur-complexe seront synonymes. ' 

Tous les concepts fondamentaux de la théorie des vecteurs se 

généralisent immédiatement. Soit d'abord le torseur (ou vecteur-

complexe) AT déduit du premier en multipliant les composantes 

par le scalaire complexe A = l -f- me, la direction de la résultante 

n'est pas modifiée et au moment multiplié par un scalaire vient 

s'ajouter un vecteur parallèle à cette résultante, de sorte 

que T et AT ont le même axe central. Si donc nous définissons 

une droite de l'espace par un torseur dont elle soit le support ( ou 

axe central), ce torseur ne sera déterminé qu'à un facteur près 

(scalaire complexe). Pour définir ainsi une droite, on peut tou-

jours choisir un torseur réduit à un vecteur unique; les compo-

santes fi-, C condensent alors les coordonnées pluckériennes de 

la droite. Ces composantes seront réelles dans le seul cas où la 

droite considérée passe par l 'origine. 

L e carré de la longueur de T sera 

T2 = • £ ! + Ç2 = X 2 -j- Y 2 -]- Z2 -b a 6 ( L X -t- M Y -f- NZ) , 

d'où 

Y X 2 + Y 2 + Z2 

où apparaît la longueur de la résultante et rautomoment. 
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En particulier le torseur p f j T aura la longueur unité ( i l est 

réduit à un vecteur unique ) et définira les cosinus directeurs de 

la droite-support. Les droites passant par l 'or ig ine auront des 

cosinus directeurs réels ; pour les autres droites ils seront com-

plexes. . 

4. L e produit géométrique T X T ) sera défini par 

T x T ^ Î Ç I + ^ T + . K ! 

= XX! -+- Y Y t -h ZZJ -+- s ( X L ! -I- Y M t -H ZNJ-H XI L Y x M -h Z J N ) 

invariant où figure (coe f f i c ient de s) le moment relatif des deux 

torseurs. I l est immédiat que ce produit s'annule dans le seul cas 

où les supports des deux torseurs sout concourants et rectan-
gulaires. 

Notons enfin que, / et étant deux scalaires complexes, 

> > > 
T = X T -F Xi rr, 

représente n' importe quel torseur dont l 'axe rencontre, à angle 

droit, les axes de T et T , . O n s'en rend compte en remarquant 

que tout torseur porté par la perpendiculaire commune aux axes 

de T et donne un produit géométrique nul avec T et T 4 donc 

aussi avec T ' . 

5. Les remarques précédentes permettent d'étendre à la géo-

métrie réglée générale tous résultats concernant des droites 

concourantes en un point O . Celles-ci étant définies par des vec-

teurs réels, les autres par des vecteurs complexes, les calculs faits 

dans le premier cas s'appliquent immédiatement au second. Pour 

généraliser les résultats, il suffit de noter qu'aux droites passant 

par O et situées dans un plan correspondent des droites qui ont 

une même perpendiculaire commune. A la perpendiculaire com-

mune à deux droites passant par O correspond la perpendiculaire 

commune à deux droites quelconques. 

Ceci posé, soit un trièdre formé par les trois droites A , B, C . 

I l est élémentaire que les trois plans passant par chacune des 

arêtes et normaux au plan des deux autres, se coupent suivant une 
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même droite. Cet énoncé se généralisera évidemment au cas de 

trois droites non concourantes quelconques A , B, C, et l 'on retrouve 

précisément la configuration de Morley-Petersen. est en effet 

conduit à l 'énoncé suivant : 

Soient A ' , C' les perpendiculaires communes aux droites À , 

B, C prises deux à deux et enfin A% B", C" les perpendiculaires 

communes aux couples A A ' , BB', C O : ces trois dernières droites 

coupeiit à angle droit une même droite D . 

Vo ic i d'ailleurs une démonstration rapide qui, n'utilisant que la 

notion de produit géométrique, s'applique sans modification aussi 

bien au cas de A , B, C concourantes qu'au cas général. 

Nous déterminons les droites par des torseurs (ou vecteurs-

complexes) A pour la droite A , etc. I l suffit d'établir une relation 

linéaire et homogène, à coefficients complexes entre A " , W et G". 

Or A " rencontre à angle droit la perpendiculaire commune A ' à B 

et C ; donc 
> > > 
A " = X B + JJLG. 

De plus A" X A doit être nul, ce que l 'on vérifie en prenant 

. > > > -
X = Â x C, [Ji = — A x B. 

Donc 

A" B U X G)> — G U x Bj, 

B* = • Ç 1 B X À J - A ( B X C), 

G" = A (G x BJ— B vG x A;, 
et il en résulte 

> ^ > A" h- B" -+- C "= o, 

ce qui établit l'existence de la çonfiguration de Morley-Petersen. 

6. On rattachera aussi à des propriétés connues du trièdre les 

résultats sur les bissectrices de trois droites orientées quelconques 

qu'utilise M . Bricard dans son élégante démonstration du Théorème 

de Morley-Petersen. 

On constate d'abord que, dans l 'ordre d'idées qui nous occupe, 

il faut définir les bissectrices de deux droites orientées quelcon-

ques comme le fait M . Bricard. A et B étant ces deux droites on 



mène les parallèles ( d e même or i enta t ion ) par le mi l ieu ¿ d e le i i r 

perpendicula i re commune et les bissectrices, au sens ordinaire du 

mot , intér ieures ou extérieures des deux droites seront encore 

dites bissectrices de A et B . 

Nous pouvons nous borner à rappeler les énoncés de M . Br icard : 

A , B, C étant trois droites or ientées que lconques, L M N , L ' M ' N 7 

les bissectrices, intérieures ou extér ieures, de ces droites prises 

deux à deux ; L \ M \ N ' ont une même perpendicula i re commune . 

D e même L ' , M , N , etc. O n peut d 'ai l leurs a jouter la propr ié té 

suivante : les perpendicula ires communes aux couples A L , B M , C N 

coupent à angle dro i t une même dro i t e ; de même en rempla-

çant L M N par L ' M ' N , etc. 

7. Sans insister sur d'autres appl icat ions des considérat ions 

précédentes ( 4 ) , nous dirons quelques mots de l ' intprprétat ion g éo -

métr ique d 'une substitution or thogona le à coef f ic ients complexes , 
> > > 

Soient y , k les torseurs unitaires (s imples vec teurs ) portés par 

les axes Ox, O y , Oz respect ivement . O n a év idemment 

> -V -V 

Prenons de nouveaux axes rectangulaires O ' x ' y'z' déf inis 
> > • - > 

par i1 k'\ on aura pour les composantes complexes cWt de T sur 

ces axes > > > . v 
T = Ç ' l ' H - r / / 

> > > 
O r les composantes de ¿v, k' sur les premiers axes sont les 

cosinus directeurs, en général complexes , des arêtes du nouveau 

tr ièdre par rapport à O xyz. O n passera donc des aux Ç'r/Ç7 par 

une substitution or thogona le à coef f ic ients complexes . A ins i une 

telle substitution, e f fec tuée sur les composantes complexes des 

torseurs équivaut à un changement (d 'a i l l eurs que l c onque ) du 

système de ré f é rence rectangulaire. 

Ce résultat peut aussi se déduire du fait que T 2 (cf. n° 5 ) a unê 

signi f icat ion indépendante des axes choisis. 

C1) Cf., Comptes rendus, T5 mars 1926, p. 680. 
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SUR LE CENTRE INSTANTANÉ DE MOUVEMENT 

D'UNE FIGURE PLANE VARIABLE AVEC CONSERVATION D U R E ; 
PAR N. ABRAMESCO. 

1. Etaj i t donnés deux segments A B et A ' B ' , les points I , tels que 

les aires A I B = A ' I B ' , sont sur une droi te qui passe par l ' inter-

section R des droites A B et A ' B ' , et qui est le l ieu des points tels 

que le rapport de leurs distances aux droites A B et A ' B' soit égal 

à A ' B ' : A B . 

Etant donnés deux triangles A B C et A ' B ' C ' , de même aire, il 

existe dans leur plan un point 1, tel que les aires A I B = A T B ' , 

B I G = B T C , C I A = C I A ' ; ce point est à l ' intersect ion des 

droites A « , A^, Ac correspondant aux égalités des aires B I C = B T C , 

C I A ^ C ' I A , A I B = A ' I B ' . A ' , B', C ' "étant des homologues des 

points A , B, C, le point I est son propre homologue dans les 

triangles A B C , A ' B ' C . 

Etant données deux figures F et F ' , de même aire, telles que les 

triangles A B C , A ' B ' C ' soient homologues dans les figures F et F ' , 

on sait ( ' ) qu ' i l existe un po int I qui est son propre homologue 

dans les figures F et F ' . 

Considérons une figure plane F variable qui a une dé format ion 

homogène avec conservation d'aire. Soi t A B C un tr iangle de la 

figure F . L e mouvement de cette figure est connu si l ' on donne les 

courbes ( A ) et ( B ) décrites par les points A et B, les enve-

loppes ( y ) et ( p ) des côtés A B et A C et l 'aire du triangle A B C . 

Soit F ' la posit ion inf iniment voisine de la figure F et A ' B ' C l 'ho -

mologue du triangle A B C dans la figure F ' . Si A ' B ' tend vers A B , 

le point R de rencontre de A B et A ' B ' tend vers le point y de con-

(*) N. ABRAMESCO, Sur le mouvement des figures planes variables avec con-
servation de similitude ou d'aire (Société Roumaine des Sciences, Bulletin des 
Sciences mathématiques pures et appliquées, XXVI, janvier-juillet 1924)-
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tact de A B avec son enve loppe ( y ) , et le po int I est sur une dro i te 

qui passe par y et c omme A ' B ' : A B - > i , le l ieu des points I est 

sur la bissectrice extér ieure de l 'angle des droites, A B et A ' B ' , 

c 'est-à-dire tend vers la normale en y à la courbe ( y ) . 

D e même, le point I est sur la normale en ^ à la courbe ( j î ) . 

D o n c le po int de contact a de B G avec son enve loppe ( a ) est le 

pied de la perpendicula ire abaissée de I sur B C . 

Donc , dans la déformation homogène d'une figure plane 
variable avec conservation d'aire, les normales aux enveloppés 
des droites de la figure concourent, à un instânt donné, , en 
un point I . Ce po int I est un centre instantané de mouvement , 

analogue au centre instantané de rotat ion dans le cas d 'une figure 

de f o rme invariable. 

P ou r trouver la tangente en G à la courbe décrite par le 
point C de la figure F , on vo i t que, dans la dé format ion du 

tr iangle variable A B C , on connaît c inq normales, aux sommets 

A et B, aux enveloppes des côtés A B , B C , C A , et donc on 
peut employer la méthode de Mannheim (1) pour trouver la 
sixième normale, en C , et donc la tangente en C . 

2. O n peut étendre les mêmes considérations pour une figure 

variable qui a une dé format ion homogène avec conservat ion 

de vo lume. O n vo i t p remièrement , qu'étant donnés deux té -

traèdres A B G D , A ' B ' C D ' , de même vo lume, i l existe un point I , 

tel que les vo lumes 

I A B C = l A ' B T / , I B C D = IB ' G' D', 1CDA = IC/D'A ' , 

et donc 
I B D A = Ï B ' D ' A ' . i 

O n en déduit fac i lement que ( P ) étant un plan de la figure en 

mouvement , les plans menés par les caractéristiques des 
plans ( P ) , perpendiculairement aux plans ( P ) , concourent 
en un même point I. 

MANNHEIM, Principes et développements de Géométrie cinématique, 
p. 49; M. D'OCAGNE, Cours de Géométrie pure et appliquée de VÉcole Poly-
technique, t. I, p. 126. 
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AGRÉGATION DES SCIENCES M A T H É M A T I Q U E S 
(SESSION DE 19-25). 

Problème de Calcul différentiel et intégral. 

On désigné" par k une constante positive, par f ( x ) une 
fonction positive et continue pour toutes les valeurs positives 
de x ? ayant une dérivée première continue; f (x) peut d'ailleurs 
être discontinue pour x = o. On considère alors Vintégrale de 
Véquation différentielle 

., v d*x dx . . . 

définie par les valeurs initiales xQ eî (^¡j^J = x'0J pour 

t=t0(x 0>o). 

i° Montrer quHl existe un nombre positif 11, fini ou infini, 
tel que Vintégrale x(t) soit définie et positive à Vintérieur de 
Vintervalle (tQ1 £0-f-T)* et tende vers zéro quand t tend 
vers t0 - f - T ; 

Indiquer comment varie x(t) dans cet intervalle. 
2° Si f ( x ) reste supérieure à un nombre positif quand x 

tend vers zéro, T possède une valeur finie. Il est d'ailleurs 
possible de choisir x0 et x\ de manière que la valeur corres-
pondante de T soit finie, pour toutes les fonctions f ( x ) satis-
faisant aux conditions du premier alinéa. 

3° En désignant par F ( # ) une fonction primitive de — f(%) 
et posant 

démontrer que Vinégalité < \/G(x) est vérifiée dans tout 

Vintervalle (¿0 , i 0 - f - T ) et que si xrQ'^o1 il en est de même de 
ly inégalité 

> —- k(x0~- x). ! 



Si f (cv) est, pour x voisin de zéro, wn infiniment grand 

ayant pour partie principale déduire des deux 

inégalités précédentes lava!eur principale de x(t) en fonction 
de Vinfiniment petit T—¿). 

[0/i suppose, pour éviter toute difficulté accessoire, que les 
termes négligés dans Vexpression de f ( x ) sont d1 un ordre 
déterminé et inférieur à i + oc. ] 

4 ° Les hypothèses précédentes étant conservées et la fonc-

tion étant définie, à partir de la fonction y0(x) = \'G(x), 

par la formule de récurrence 

<?n+i(x)=\x'0\ —k(x0 — x)-t- / ^-——dx, 
J x Yn\X) 

démontrer que, si x0 est suffisamment petit, la fonction 
reste positive dans l'intervalle /0 + T ) , qué les fonctions cp0, 

<p2, •••j sont approchées alternativement par excès et par 

défaut de — ^ regardée comme fonction de x, et qu'elles 

forment une suite convergente dans tout l'intervalle (x0, o). 
5 ° Supt>osohs maintenant que f ( x ) soit holomorphe 

pour x = o et déveêoppable en série de la forme 

leq aa étant positifs ou nuls, et posons 

00 

n=:2 

z = — /cj? - h ^ ¡3,1 a?", 

' « - 2 " . -

les oifi et les étant respectivement déterminés parla condition 
que y et z vérifient formellement les équations 

( » ) y + %) + / ( * ) = <>, 

( 3 ) = 

Comparer les valeurs de a„ ei ¡3„ eif en déduire que la série y • 



— 202 — 
possède, comme la série z un rayon de convergence fini. 
Montrer que ce résultat subsiste quand certains des an sont 
négatifs. 3 

6° Déduire de ce qui précède que si f {bc) est de la forme 
considérée au n° 5, il existe une intégrale positive x(t), de 
Véquation ( i ) , pour laquelle T est infini, x(t) étant dévelop-
pable suivant les puissances d'exposants positifs et entiers 

Montrer, par un exemple simple, qu'il n'en est plus tou-
jours ainsi quand f (x) est de la forme 

ai x -h • • 
avec a i > o. 

SOLUTION PAR M . BERTRAND GAMBIER, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Li l le . 

L e procédé classique ramène l 'équation 

(i) ' • kx'-+-f(x) = o 

au système 

( a ) = 

• " rx dx 
(.3) f - * 0 = / —. 

L'équation ( 2 ) n'est pas intégrable dans le cas général; le cas 

simple f ( x ) = aix-\-a2t où et a% sont constants, s'intègre 

directement sous forme (1) sans passer par ( 2 ) . I I est commode, 
(jL'TC QQ 

pour abréger le langage, d'appeler 11 e. temps, x1 = - - et x" = 

vitesse et accélération. 
L'inégalité du texte 

( 4 ) . \x'\<y/Gdx) 

est fournie immédiatement par l 'équation des forces vives, 

obtenue en multipliant (1) par 2X ! , puis intégrant; d'où, avec les 

notations de l 'énoncé 

( 5 ) G ( A ? ) - i k j xf* du 
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Gela p rouve de plus que Q(x) est pos i t ive , si l ' on y remplace x 
par # ( £ ) ; si donc Ç est un zéro positif de G ( # ) , c o m m e G ( # ) est 

une f onc t i on décroissante de x, quand # est posi t i f , la f onc t i on x(t) 
ne pourra dépasser £ ; exemple s imple : 

f(x)==ax, avec a > o, ( (j = 

O n peut , d 'autre part, r emarquer que , si k ne do i t pas p rendre 

diverses valeurs constantes, on peut , sans part icular iser, sup-

poser k = i ; car le changement de f onc t i on et variable 

( 6 V * F = T , A? = X , F 

donne la nouve l l e équat ion 

( 7 ) . - a T T + a T ^ ^ w ^ 0 ' 

et, si l ' on adopte ensuite de pet ites lettres, on re t rouve l ' équat ion 

du début avec k = i . 

I , I I . D e u x cas suivant que l ' on a ^ ^ o o u ^ ^ o . 

Si l ' on suppose x'0^> o , x"Q est négat i f , donc x' décro î t pendant 

un certain temps : nous allons mont re r que , si pour x f ( x ) 
a une limite inférieure m positive non nulle, le laps de temps 
où x! reste positif et non nul est fini. 

Supposons t tel que , de t0 à t, x' reste posit i f , non nul, de sorte 

que x > x0. O n écr i t 

(8) x» = - k x ' - f ( x ) , 

(9) x'=x'0—k(x — x0)— hf(x)dt. 

La valeur ( 9 ) de x\ puisque x > x0 et f ( x ) > m , est é v i d em-

ment inférieure à x'0—m(t — t0) et, c o m m e x' est supposée 

positive, on a 

( , o ) • • 

D o n c , entre l ' époque t0 et l ' époque t 0 i l existe une 

époque 9 où la vitesse x ( 9 ) s 'annule, tandis que l 'accé léra-
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t ion se réduit à — valeur non nulle et négative; 
la vitesse, à l ' époque 8, continue donc à décroître, devient néga-

t ive . Un décalage de l'origine des temps nous autorise donc à 
nous borner désormais à l'hypothèse xfQ<^o : c'est ce que fait 

d'ai l leurs l ' énoncé : 

Soit donc x'0<C o : nous allons v o i r que x(t) décroît et atteint 
en un temps fini tout point tel qu'entre 
et xK la limite inférieure de f ( x ) soit un nombre m positif 
non nul. 

( P o u r simpli f ier l 'écr i ture, supposons k = 1). L ' équat ion 

y ---- - i v ' - f ( x ) 

montre que, si |# ' 0|<C/(#o)? xo e s t négat i f ; donc x1 décroît au 

début et par suite la quantité positive \xr | croît : ce résultat vaut 

tant que | xf | reste infér ieur à f (x). 
A u contraire, si | ^ | croît d 'abord, donc }x'\ 

décroî t ; cela vaut tant que \ x'\ surpasse / ( # ) , ce qui ne peut 
avoir lieu que si | x | surpasse m. 

Conclusion. — Si au début du mouvement on a 

\x\t) j peut avoir des alternatives de croissance ou décroissance, 

mais il reste toujours supérieur à m; si, au début du mouve-

ment, on a | x'01 m. \x'{t)\ croît au moins au début ; s'il n'atteint 
pas m, il zeste supérieur à \ x\ j; s'il atteint m, il ne peut plus 
retomber en dessous de m. D e toutes façons | x | reste supérieur 

au plus petit des deux nombres j x'0 |, m et l ' interval le x q xf est 

couvert en un temps in fér ieur au plus grand des deux nombres 

X 0 — X ̂  X Q X ̂  
m \x'0\ 

l e mobi le se dir igeant toujours de x0 vers l ' o r ig ine . 

S i donc la l imite infér ieure de f ( x ) entre x0 et o est un nombre 

positi f non nul, le temps T de l ' énoncé est f ini . 

Supposons qu'entre e (s positi f très pet i t ) et x0 la l imite in fé -

r ieure de f ( x ) soit posit ive non nulle, mais q u e / ( # ) tende vers 

zéro si x tend vers zéro [autrement dit y ( H ~ o ) = 0r; la valeur 

exacte de / ( o ) , puisque l ' énoncé admet une discontinuité 

pour xt=zOj importe p e u ] . Nous choisirons des nombres x0j 
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œK\ .... xn, . . . tendant vers zéro d'après une loi arbitraire, en 

décroissant constamment quand n croît. L e temps T^ , nécessaire 

pour atteindre xn, croît avec n; si n devient infini, Tn peut rester 

fini, i l peut devenir in f in i ; on pourra étudier la série dont le Ï 
terme général est le temps nécessaire pour parcourir le segment 

xnAxn. Des exemples simples prouvent l 'existence effective des 

deux cas. Ainsi , A étant une constante positive, inférieure <à 

l 'équation 

<Il) x" - + - x' H- — k^j X = O 

donne, avec des constantes a, ¡3, 

- ( - - A ) ; - f ; + " A ) t ( 1 2 ) x = cl e ^ ' H- p e ^ ' . 

Si Fon a a ) > o , p ) > o , x n'atteint l 'or igine qu'en un temps T 

inf ini ; si a^ < o, T est fini ; pour cet exemple, les circonstances 
changent suivant les valeurs initiales respectives dexç> et x'(i. 

A u contraire, pour 

< I 3 ) Q + = O, 

on a 
t . 

( 14 ) x — a e 2 cos ( A. t -h ¡3 ), 

et quelle que soit Vintégrale, T est fini. 
Il est intéressant de montrer que, quelle que soit f ( x ) y il y a 

toujours certaines intégrales (sinon toutes) pour lesquelles 
T est fini. 

Pour cela, démontrons en nous bornant à x'0 <^ o, l ' inégalité 

( 1 5 ) J x' | > \/G(A?) — (¿PO— x). 

En effet, posons 

(16) x' = y = - Y , 

de sorte que l 'équation du début ( 2 ) devient (avec & = 1), 



D e ( 1 7 ) on déduit , puisque Y 0 = — 

(18 ) _ 
J X 

A u second membre , remplaçons Y par la quanti té plus 

grande y / G ( # ) , on a 

(19) Y > Xq (x0 x)-h I J—===— ' 
JX, y (J{ x) 

Comme G(x) est différent de zéro, le second membré de ( 1 9 ) 

a tou jours un sens : i l est mani fes tement supér ieur à — x ' 0 — ( x 0 — x ) , 
puisque x i l est aussi a fortiori supér ieur à — x\ — xQ. 

Si donc on suppose x'0<io et —x\ — la fonction Y 

reste toujours supérieure à — x'Q— x0 et, quelle que soit f ( x ) y 

on a 
Xo 

T < 
I 

L e résultat demandé par l ' énoncé p o u r T se t rouve ainsi obtenu , 

sans se servir de l ' inégal i té ( i 5 ) ; mais pour obten i r ( 1 5 ) , i l suff i t 

dans ( 1 9 ) de remplacer f ( x ) par — p o u r vo i r que la qua-

drature s'eiFectue et c o m m e y / G ( # 0 ) est le nombre positif (—x'0), 

o n vo i t que ( 1 9 ) se rédui t à ( i 5 ) . D 'a i l l eurs , sous cette f o rme ( i 5 ) , 

on peut r emarquer que G (a?) étant décroissant, y / G ( # ) reste, pour 

x < x0, supér ieur à \/G(x0) et l ' on re t rouve encore le résultat 

I ^ I ~ 
Remarque. — P o u r démont re r que , si x^ est posi t i f , le mobi l e 

ré t rograde e f f ec t i vement , on a dû supposer que pour x ^ > x Q , la 

l imi te in fér i eure m de f ( x ) est positive, non nulle. Cet te h y p o -

thèse est nécessaire, c o m m e le p rouve l ' exemple suivant, obtenu 

en déterminant f ( x ) a priori de f açon que l ' équat ion 

x" -H- x' -+-/(#) = O 

admette une intégrale particulière 

.x = Ç — - A I e-t— A 2 E ~ 2 ' 5 

où A l ? A 2 , £ sont des constantes posit ives, arbitraires sauf la 
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restriction Ç — A , — A 2 > o. O n a aussitôt 

f ( x ) = 2 A.2 e~zt, x = A t e-t~h i A 2 e-^K 

Prenons ¿ 0 = o ; £ croissant de o à -j- oo, x croît de Ç — A / — A t 

à \ pendant que f ( x ) décroît de 2 A 2 à o ; le mobi le ne rétrograde 

donc pas; la relation entre x et / ( ' # ) s 'obtient év idemment en 

é l iminant 9 entre 

x = J — A4 ô — A 26 2 , / = -2 A 2 e « . 

La courbe (a?, / ) est une parabole tangente à 0 # au point S; 

de 0 # ; l 'arc de cette parabole, obtenu pour 6 positi f , est celui qui 

correspond à o x £ et est situé au-dessous du diamètre conjugué 

de Q x ) en arrivant au point (£, o ) , on peut pro longer l 'arc de 

parabole par une courbe arbitraire partant de ce point tangentie l-

lement à Ox et nous définissons ainsi une fonct ion f ( x ) satisfai-

sant à toutes les conditions de l ' énoncé; sauf une : la l imite in f é -

r ieure de f ( x ) est en effet, pour x > o, nulle. 

D e même, si x'0 est négatif et si la fonct ion f ( x ) admet un zéro \ 

compris entre o et x Q , on fait le changement de variables 

^ = ? + /<.Ç + X) = F(X), 

et l 'on a l 'équation 
X " + X ' + F ( X ) = o, 

qui montre que £ joue maintenant le rô le de O dans ce qui pré -

cède : le mobi le peut donc atteindre £ avec une vitesse f inie, donc 

le dépasser pour se rapprocher davantage de O ; ou bien i l peut 

arr iver en \ avec une vitesse nulle, en un temps f ini , et il s'arrête 

en ou bien il peut n'atteindre Ç qu'en un temps inf ini . 

111. Supposons, au voisinage de x = . 0 , 

/*/ ' X • ^ r< / \ 2 f1 1 
f(x) = — G(x) ~ — — -h.... 

Puisque — est négati f , pour x positif et voisin de zéro , et 

que ^ est compris entre — e t \ / G ( # ) - f ~ x 0 — x , on 

peut écr ire 

dx /'¿¡x 1 , _ . 
x-
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où !p{ a ) t end vers i si M tend vers zé ro . E n posan t u = /0 - ¡ - T — t, 
n o u s é c r i r o n s 

a 

x'2 dm — y — [i -t- « ) ] du, 

r -

¡ V Î T 

çp, y , F étant de$ fonct ions de a tendant vers zéro si u tend vers 

z é r o ; x est donc in f in iment pet i t d 'ordre — — - et cette f o rmule 

donne la partie pr inc ipa le . 

i + '2 

I V . La f o rme donnée à l ' équat ion du début, en supposant k=\, 
x f = y = — Y , est, nous l 'avons vu, 

Gela nous suggère une méthode d 'approx imat ion év idente : 

bornons-nous au cas où x'0 est négat i f , et où le nombre 

(2T) ¡j.~~xf0 — x0 

est posit i f , non nul . Ces hypothèses n 'ont r ien d 'arbitraire , puisque 

nous avons vu leur s igni f icat ion ; T est fini, quelle que soit f ( x ) 
et Y reste positive, non nulle, quand x décroît de x0à o Y sur-
passe u. A u second membre de ( 2 0 ) prenons, c omme approx i -

mation de Y , une fonct ion qui , de o k x0, reste positive, non nulle, 
yn(x), avec la condi t ion ou(xq) = Y 0 — x0; on en déduit une 

nouvel le approx imat ion cp/i+i ( # ) par la relat ion 

( M ) • 

dx <pn 

j o in te à 

( 23 ) © n + i ( # o ) — — ^o-
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O n en déduit, avec o. < x <C.x0l 

0 f( x ) dx 
®n(x) 0 4 ) < ? n + i ( x ) = — x'9 — ( x 0 — x ) - h ' l 

J x 

C'est précisément la formule de l ' énoncé ; l ' intégrale du second 

membre a un sens, puisque o n ne s'annule pas entre o et 

d'autre part el le est positive; donc nous avons év idemment 

(23) x <ç/M(x) > — x'0-~(xo— x) > — x'0— x0. 

Nous voyons que reste constamment, pour o £ x ^ x 0 , 

supérieure au nombre positif ¡JL déjà dé f in i ; donc peut servir, 

sans dif f iculté, pour déf inir une nouvel le approximat ion et 

ainsi de suite : la fonct ion o 0 peut être prise quelconque, pourvu 

qu'e l le soit posit ive, non nulle^ de o à x0 compr is ; les suivantes, 

non seulement, seront positives, mais encore supérieures à pt O r 

il est naturel de prendre f0 = \/G(x), car si, au liçu de faire i , 

nous laissons constant mais arbitraire, l 'équation 

dY _ f ( x ) 
dx ~ Y 

admet, pour k voisin de zéro, une intégrale vois ine de \/~G{x) qui 

est intégrale de l 'équat ion obtenue pour k = o 

dY _ f(xy 
dx ~~ Yc ' 

A v e c ce cho ix particulier de o 0 , la fonct ion <p, devient celle 

calculée plus haut, o4 = \/G(x)— (x0 — x); cp0 surpasse Y , 

lui est infér ieure, et la d i f férence <p0— ou (x0 — x) surpasse 

— Y ou Y — <pf. En adjoignant à ( a 4 ) l 'équation 

(>6) Y = — x'0 — (xq— x) -h f 
x 

r°f(x)dx 
" ^ 0 V ̂  0 ^ ) ï 

( X 
on a, par d i f férence, 

/ X v f * * ( 9 n - Y ) f d x 

de sorte que si <p« (# ) est toujours supérieure ( o u in fé r i eure ) â Y , 

est toujours infér ieure ( ou supérieure) à Y . Les fonct ions 

d' indice pair cp0, <p2, • • •> f a/o • • • s o n t donc approchées par excès, 

Ann. de Mathémat6e série, t . I. ( A v r i l 1926.) 
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celles d ' indice impair cpM o 3 , . < p 2 n + \ , ••• approchées par défaut ; 

toutes sont, pour supérieures au nombre positif JJL. 
"Soi t M la l imite supérieure, supposée finie de f ( x ) dans 

l ' intervalle (cette hypothèse sur M^écarte les fonctions 

du paragraphe 3, infinies pour x = o ; pour une telle fonct ion, le 

raisonnement s'appliquerait dans un intervalle où xK 

est un nombre positi f non nul ) . App l iquons la formule ( 2 7 ) 

pour n = 1, en remplaçant au second membre Y — par la 

quantité positive supérieure ( x 0 — . r ) , et Y o t au dénominateur 

par la quantité positive infér ieure pi2; o n a 

/" r° M x . M O o — 

L e même procédé, appliqué toujours à ( 2 7 ) , démontre de 

proche en proche 

. * M» (p0—y)n+l 
( 2 9 ) , 1 Y — C P N + 1 L < — + . . 

La formule ( 2 9 ) démontre la convergence de la suite cp0, 

cp̂ , . . . ; l 'erreur dont nous connaissons le sens, décroît , 

en valeur absolue comme les termes successifs du développement 

de l 'exponentiel le e ^ . O n remarquera que le raisonnement 

peut être recommencé en prenant pour (p0(x) une fonct ion posi-

tive quelconque, égale à — x'0 pour x — x0, supérieure, de o à x0 

compris, à un nombre positif fixe; si <p0 est toujours supérieure 

( o u in fér ieure ) à Y , les fonctions cp2, cp4, . . c p 2 7 l , . . . posséderont 

la 

même propriété, les fonctions <pl7 cp̂ , . . . , seront 

approchées de Y en sens inverse; toutes, quelle que soit la piarité 

de l ' indice, étant supérieures à pi, sauf peut-être Quand l ' indice 

augmente indéf iniment, la fonct ion tend vers Y . 

Si l 'on suppose que <p0 est, par intervalles, supérieure, soit in fé-

rieure à Y , le résultat subsiste sauf que l 'on ne peut rien garantir 

sur le sens de l 'approximation de o n . 

Ayan t écrit comme plus haut, dans ces nouvelles hypothèses, 
Y „ F " ° ( ? O - Y ) / ^ I — ® 1 = / vFT » 

J x Y®0 

si l 'on appelle 0 la l imite supérieure de | y0 — Y J dans l ' inter-
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valle on trouve immédiatement 

IV I ^ Ul t 

1 Y — «Pi I < _ ( a r 0 —a?), 

I V . - ^ K ' f ^ ] " , 

de sorte que la vitesse d 'approximat ion ne dépend pas finalement 

du choix de telle fonct ion initiale plutôt que d 'une autre. 

V . Faisons k = i ; on détermine a2 , a 3 , . . . . p a r l 'égal ité 

(3o ) (a2x*-h . . ) (20L2x -4- 3a3#2-*-. . . ) 

-+- A2A?2H- A 3 A 7 3 H - . , . = # [ 2 A 2 A ? - H 3 A 3 A ? 2 - { - . . . ] . 

Si donc on calcule d 'abord 

» 
on a 

a2 a? 
(32) A 4 = A 5 = a 2 a 3 , A 6 — -h a2x4. . . , 

d 'une façon générale A « est un po l ynome entier à coef f ic ients 

positifs des variables a 2 , a 3 , . . . , a,2„2. 

A « = Prc(a2, a3j • • • < a/i__2). 

O n aura donc 
2a2 = 

3as = a3-h 4 A4, 

5 

nan = an+(n-h i)A„+i. 

O n calcule de proche en proche a2, a 3 , . . . , a/2. S i T o n ne sup-

pose r ien sur le signe ( ou même sur la réa l i té ) de a 2 r a 3 > 

on vo i t que, remplacer a 2 , . . . par | a21, | a31, . . . , augmente 

le module de a2 , a 3 , O n augmente encore | a2 ], | a 3 . . s i 

l ' on remplace chaque an par une quantité posit ive de module 

supérieur. 

Si tous les an sont posit i fs, tous les le sont aussi. 

L e calcul de z donne 

(34) - [ f a x * - * - + . 
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( - 3 5 ) 
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= a2 , 

p3 =•«3*+-

avec 
p« = «71 "H 2 B w + 1 

B« = P„(32, PS, pn-a). 

P w étant le même p o l j n o m e que p récédemment ( chaque lettre a f 

étant re ipplacée par Cela nous montre que , si tous les an sont 

posit i fs, on a 

( 3 6 ) P 3 > « 3 , • P / I - I > A « - I , ' • • • • 

L a première inégal i té est vér i f iée d i rectement , les autres résultent 

de la comparaison 
an n-+- i -

= "—" H A/H-l>, n n 

Si les a w ne sont pas tous posit i fs , on a, pour la même raison, 

S i donc la série z est convergente , a fortiori la série y l 'est. O r 

on calcule d i rec tement z par une équat ion du second degré : en 

choisissant convenab lement la racine 

• ( 37 ) z = — ^ — ~ [1,— 4â?(.a2H- a3cr - h . . . ) ] « . 

L a série a2 + a3x - j - . . . étant supposée avoir un rayon de con-

ve rgence non nul, on peut e f f ec t i vement déve lopper z par lai f o r -

mule ( 3 7 ) suivant une série convergente de rayon de convergence 

non nul ; et alors la série j a u n rayon de convergence au moins 

égal . 

V I . Nous posons 

( 3 8 ) , ; e - C - M = 9, X = f • 

L e calcul du numéro précédent nous a fourn i une équat ion 

d i f f érent ie l l e du premie r ordre , ne renfermant aucune constante 
arbitraire 

( 39 ) ~ = — x -H a23?2-f- ^ 
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dont toutes les intégrales satisfont à l ' équat ion ( E ) du début. O n 

a immédiatement 
0dx • dx 

/ t \ d& dû dt 
(40) ~dÔ ~ e^ T gi > 

( 4 1 ) ^ = — A , X * — A 3 0 X » — A 4 6 ® X * — . . . . dv 

Or , l ' équat ion ( 4 i ) admet une intégrale ho lomorphe et une seule 

se réduisant pour 9 = o à X 0 , où X 0 est arbitraire 

(42) X = X0H- PiÔ-4- P20aH-... , 

d 'où pour a? = X 9 le déve loppement annoncé, convergent pours9 

suff isamment pet i t ou t — t 0 suff isamment grand. I l faut b ien 

remarquer que l ' équat ion ( 4 i ) est str ictement équivalente à ( 3 9 ) 

et par suite ne peut donner des fonct ions x(t) dépendant de deux 

constantes arbitraires; or j32, . c o e f f i c i e n t s du déve lop-

pement ( 4 2 ) dépendent de la valeur part icul ière X 0 et 9 contient 

la constante t0 : si l ' on mult ipl ie X par une constante arbitraire et 

si l ' on divise 9 par la mêm^e constante, l ' équat ion ( 4 i ) ne change 

pas et finalement le produi t X 9 contient bien les deux constantes X 0 

e t ¿o, mais uniquement par le groupement X q ^ « ; pour X 0 nul, on 

aurait X = o, x = o, casa écarter ; on pourra donc sans restreindre 

supposer X 0 = 1 ; on a ainsi 001 intégrales x(t) du type demandé 

par l ' énoncé, ne di f férant les unes des autres que par un décalage 

de l 'or ig ine des temps. 

I l est év ident qu 'un tel déve loppement x(t) n'existe jamais 
si aK est d i f férent de zéro : c'est une conclusion plus précise, plus 

restrict ive que celle de l ' énoncé. En effet, écr ivons en supposant 

t0 égal à zéro , ce qui ne restreint r ien, x 

(43) x = Ai e- ' - f- A2 . .h- An e~nt-h 

O n a 

(44), - f ( x ) = — (x'-b x") = - 2 A 2 , € - 2 î - . ' . n(n — 1) An e~nt~.... 

La relat ion entre x et f ( x ) est fournie par l ' é l iminat ion de e "t 

entre les équations ( 4 3 ) et ( 44 ) - O r > distinguons deux cas : 

• À | o et Ai =zo. Soi t le premier cas : appelons n le 

premier entier ^ 2 pour lequel A „ ^ o ; on aura donc A , ; > o , 
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An<io pour que x et f ( x ) soient posit i fs tous les deux quand t est 

posi t i f , suf f isamment grand; e~~c est déve loppab le en série - { - . . . , 

de sorte que l ' on obt ient pour f ( x ) le déve l oppement 

( 4 5 ) / ( A 7 ) S 5 _ * ( „ _ , ) A „ 

où aK est nul . 

Dans le second cas, hK — o , soit tou jours An le p remier coe f f i -

c ient non nul (n^.2); on vo i t que f ( x ) et x sont de s igne contrà i re 

pour t posi t i f suf f isamment grand de sorte que nous ne sommes 

plus daus les condi t ions strictes de tout le p rob l ème . E n tous cas, 

l ' équat ion ( 4 3 ) pe rmet d ' ob ten i r le déve l oppement de e~c suivant 
7 1 1 ' • • 

les puissances croissantes de xn et l ' on a 

(46) f ( x ) = - n ( < n - i ) x + . . . . 

L e déve l oppement ( 46 ) c ommence par un te rme a\x, où aK a la 

va leur négative d 'ai l leurs très part icu l ière — n ( n — î ) ; ce d éve -

l oppement ( 4 6 ) dev ient d 'a i l leurs ho l omorphe si dans ( 4 3 ) les 

indices des termes non nuls sont tous mult ip les de l ' ent ier n . 

L ' e x e m p l e s imple où f ( x ) = Q — A 2 ^ x, donné plus haut, con f i rme 

aussi ces résultats; les intégrales part icul ières x — ote ^ ^ 

ou x = fie >2 ne sont pas du t ype d e m a n d é ; le mult ip l icateur 

de t dans l ' exposant est en e f fe t d i f f é rent de ( — i ) du moins tant 

que aK est supér ieur à zéro , sans égal i té . 

QUESTION PROPOSÉE. 

2492. Deux carrés ( G ) , ( G ' ) , concentriques, sont tels que les côtés de 
l'un soient parallèles aux diagonales de l'autre. Les intersections de leurs 
côtés forment respectivement deux groupes de huit points qui déterminent 
deux circonférences. Pour chacune d'elles, montrer que le produit des 
distances d'un point quelconque de la circonférence aux côtés du carré (G ) 
égale le produit des distances du même point aux côtés du carré ( G ' ) . 

V . T H È B A U L T . 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE. 

Question G.25. 

[Calcul différentiel et intégral, épreuve théorique, énoncé publié en 
décembre 1 9 2 5 , 9 4 . ] 

SOLUTION 

p a r A . MONJALLON. 

i. On demande d'intégrer le système 

àz àz z 
, — I _ - = ( i -h z H- zx*). 

âx dy Y 

La première équation donne 
1 

z — 
u— xx 

u étant fonction arbitraire d e y . Il vient alors 

àz u' 
ày ~~ ( u — x2 )2 1 

et la seconde équation se transforme en une équation linéaire en u 

, « + i ' 
u = , -

qui a pour intégrale 
u = Cy — 1. 

La solution du système proposé est donc 

G y — x2 — 1 

Elle dépend d'une constante arbitraire G, ce qui était, à prévoir, le système 
proposé satisfaisant à la condition d'intégrabilité. 

2. Pour que le système 
àz 
— = 2XZ*, 

àx ^ 

admette une solution dépendant d'une constante arbitraire, il faut 
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qu'il vérifie la condition d' intégrabil ité qui est 

h i xz2 = âxzb: 
âx àz 

Cette équation aux dérivées partielles conduit au système 

clx dy dz ^ d¥ 
i o ixz2 ^xz¥ 

Prenons trois intégrales premières, ce seront 

r = c„ 
• -i- c 2 , 
z 

F = C3^2 . 

La fonction F ( x y y, z) la plus générale sera alors 

la. fonction © étant arbitraire. 

Question G.12. 

[.Analyse supérieure; épreuve pratique; énoncé publié en no-
vembre T9^5, p. 55], 

S O L U T I O N 

p a r J . DE CAUMONT. 

On. demande de prouver que la surface S d'élément linéaire 

, , 1-4- u2 . ' 2 du dv dv2 
ds2 = — — du2 H : H 

U% ( I — u2 )3 
u(i — 

est applicable sur une surface de révolution engendrée par une chaînette 
en tournant autour de sa base. * 

La variable y ne figurant pas dans l 'élément linéaire donné, il convient 
à une surface de S o l u t i o n dont les lignes u = const. seront les parallèles. 
On mettra en évidence les trajectoires orthogonales de ces courbes en 
écrivant 

2 du2 7 du 
dv 

u sj i ( I — M2 ) * ' 

et il reste à identifier avec l 'élément linéaire de S qui s'écrit 

ç M — dr^ H- r 2 c/ç2 H- dz2, 
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c'est-à-dire, parce que v 

a*dr*= (r*—a*) dz*, 

d 

On posera donc 

da2 = ——— dr*-h r* 
r2 — a2 • 4 

k 

\!\ — u* f 
et l 'égalité 

idu* r2 dr2 

( i — M 2 ) 3 r2 — a 2 

donne immédiatement 

a = k = \J i ; 
enfin 

, du /- _ 
dv - = = : = v 2 aç. 

w y i — u* 

La méridienne de la surface S a pour équation 

On demandait enfin la valeur absolue de la torsion d'une l igne asympto-
tique de S. On sait que cette torsion est un élément géodésique et que, 
R i et R 2 étant les rayons de courbure principaux, on a 

T I sj— R2 

est donc égale à la racine carrée du module de la courbure totale, qui se 

conserve quand on passe de S à S. 
Dans le cas présent, la courbure totale de S, surface de révolution 

at 
minima, est égale en module au carré de la courbure de la chaînette — • 

Donc 

= 5 = ^ 0 - « « ) . 

CERTIFICAT DE GEOMETRIE SUPERIEURE. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Soit la surface réglée unicursale S (axes 
rectangulaires ou non) 

( S ) x = t, z = t*-i-5ut. 

Expliquer sans calcul que la cubique u = o est une asymptotique. 
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Equation de S. Vérifier que, quel que soit a, la transformation 

X — ¿r, Y = y -h ay Z = z -h 3 a 

transforme S en elle-même. En déduire sans Calcul que les cubiques 
u = const. sont asymptotiques. 

i° //es plans osculateurs de la cubique u = o coupent S suivant une 
génératrice et une*parabole C : io étant le paramètre du point d'oscu-
lation, trouver la relation liant u et t le long de C. En chaque point 
de S postent deux paraboles G : elles forment un système conjugué. 

Quelle est leur enveloppe ? 
3° S peut être représentée par les équations 

x== > y— 5 z~ *— 
2 J 6 2 

Le système (£0, ij) est conjugué. Enveloppe des courbes t0, ou 11 : la 
déterminer sans calcul. Équation aux dérivées partielles relative à ce 
système. 

4° Soit sur S une famille de courbes définie par Véquation 

Comment obtient-on Véquation différentielle des courbes conjuguées. 
5° On pose 

¿==6 ! -b Ô2, a = ( f l . ,—6,)* . 

Définir les courbes 0i, Ô2. En déduire que la surface possède 
oo1 modes de génération comme surface de translation. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° La surface S est une surface du troi-
sième ordre, dite surface de Çayley. 

La génératrice rectiligne 
t = const. 

est contenue dans le plan osculateur de la cubique u = o. au point corres-
pondant. Ce plan étant ainsi tangent à la surface, la cubique est une asymp-
to tique. 

La transformation indiquée équivaut à la transformation 

(1) v = u -f- a. 

Les cubiques v = o sont des asymptotiques, comme transformées homo-
graphiques de la cubique u = o. 

2° La parabole C, correspondant au point d'osculation t = tQj est définie 
par l'équation 

( 2 ) (t— t0y~-h3u = o. ' 

Les deux paraboles qui passent par un point vérifient évidemment 
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l'équation 

( 3 ) du 8t + dt ou = o 

des lignes conjuguées. L'enveloppe des paraboles G est la cubique u = o. 
3° Les courbes t0 et t\ ne sont autres que les paraboles G, d'où les pro-

priétés indiquées. L'équation aux dérivées partielles, relative à ce système 
de lignes conjuguées, est 

\ 

à2 (o i0 — ti âiù du 
~ j_ = o . 
ot0âti 2 at0 ot± 

4° L'équation différentielle demandée est 

d'après L'équation ( 3 ) . 
5° Le changement de coordonnées indiqué donne 

a? = e , + 0„. 7 = 2 ( 6 * + Ô f ), z = 4 ( 6 } 4 - 6 5 ) . 

Si l'on rapproche ce résultat du n° 1, il est évident que la surface 
admet oo1 modes de génération comme surface de translation. 

E P R E U V E PRATIQUE. — G.58. — i0 On considère la surface (m, miy fi con-
stantes; t et t\ paramètres curvilignes) 

a?== ¡ J i ( i 3 + 3 m ^ ) + - ( i î + 3 m 1 £ f ) , 
[i 

o nA r 1 2m 3m 

s ( \ 2 
z = [i —-^J [ F 2̂ + 2 m\ [J.4 + 3 M I [I.2 ^F ] . 

Former son ds2 : il est indépendant de (JL. 

2° Intégrer Véquation différentielle des asymptotiques. 
3° Courbure totale de la surface. Courbure moyenne. 

(L i l l e , octobre 1925.) 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — 1. On donne Véquation différentielle 

y" -Y- 4 / + i 3 j = s in3# + 6 e - 2 * ( s i n àx + c o s 3 # ) -— 6, 

et Von demande : 
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i° Trouver l'intégrale générale; 
Trouver l'équation de la courbe intégrale particulière qui passe 

par Porigine des coordonnées et qui admet en ce point un point d?in-
flexion : soit y = f(pc) celle-ci; 

3° Trouver la partie principale de f { x ) , en prenant x comme infi-
niment petit principal, et en déduire la forme de Vintégrale parti-
culière pour des valeurs petites de x. 

II. On considère la courbe qui a pour équations 

x = R ( l — sin i ) , 

y z=z R( I — COS\i), 

fU • 1 
z = 4 R s m -

et Von demqnde : 

i° Calculer le rayon de courbure, en fonction de t. 
2° En chaque point de cette courbe, on porte sur la normale principale, 

dans le sens de la concavité, une longueur égale à 

R i / I-+- sin2 t . 

Trouver les équations de la courbe décrite par le point ainsi obtenu; 
forme de cette courbe. 

SOLUTION. — Première question. 

i ° L ' intégrale générale de l'équation est. 

y — [ A s jn3# -h B cos3a? -f- : r ( s in3# — cos3a?)] e~tx 

- i - ™ ( s i n 3 # — 3cos'3a?) r̂ • 
4o i3 

2° L ' intégrale particulière devant passer par O et admettre en ce point 
une inflexion, on aura y0 — y"0 = o pour x = o. L'équation différentielle 
donne alors 

4>o == 6 —• 6 ±= o, donc y o = 'o. 

L ' intégrale cherchée sera donc tangente en O à O x . 

On en déduit : 

T. 3 6 B — — o, 
i o i o 

' V ' 3 
3 A — I — Î B H = o. 

4o 
Donc 

B = 1 + 1 = 529, l À _ 12^2. 
4o i3 520 3 4° i3 i56o 
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3° On sait q u e / ( o ) = f ' ( o ) = / " ( o ) = o. Pour calculer y " , dérivons les 
deux membres de l'équation différentielle : on obtient 

X o ) = 3 — l a + 18 = 9-
Donc 

r = / ( * ) = 

la partie principale est d'où la forme. 

Deuxième question. 

i ° — s i n i ) , y = R ( i — cos-t), 3 = 4 R sin^> 

dx — R ( i — cos t)dt, dy — Îis\ntdt, dz = 2R cos ^ dt, 

d'où 
ds = 2 R dt. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont : 

dx 1 — cos t _ sin £ £ 
a — — = — , .. = j y = C O S - , 

ds 1 2 2 

, s ini _ cosf _ , 1 . t , 
= rf/ = ar = sin - dt, 

• 2 5 ' 1 2 ' 2 2 

da 1 H- sin« ^cfc, 

d'où 
ds 4R 

p - -
da / t 

1 -4- sin2 -
2 

2° Les cosinus de la normale principale sont : 
. t 

. —s in -
aa sin£ cosi . , ü 

^ / 1 - h s i n 2 ^ ^ / j - ^ s i n s Î 1 -f-sin2 * 

Les équations du lieu cherché sont donc : 

X 1 

Y + 

1 4- sin2 
t 

2 ~ 
R i , 

1 - f-sin2 
i 
2 R, 

1 4- sin2 
t 

a 
3 R sin -

2 
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C'est une courbe plane [plan y = R ] , dont la projection sur le plan X O Z 
a pour équation - ^ 

Z = 3 R sin — ( s i n u s o ï d e ) . 
/; x R • 1 

É P R E U V E PRATIQUE 

définie 

avec une erreur absolue inférieure à 2 0*0 Q • 
On donnera le résultat avec 3 décimales. 
(Nota . — Cette intégrale se calcule par un développement en série.) 

I I . Une sUrface plane, représentée sur la figure, a la forme d'un 
rectangle dont on a supprimé les portions intérieures à deux cercles 
des centres .K ei K'. ' 

[La figure montre les deux cercles symétriques par rapport à Vun 
des axes du rectangle OE, le cercle'ML coupe un côté du rectangle KD 
parallèle à OE en deux points B et C ( marquer ABGD dans le sens 0 E ) 7 

enfin la droite K K ' coupe OE en un point H . ] 
On donne 

O A = a, AB = b, BC = v/â r, CD = c, KG = r, 

i° C entriß de gravité de cette surface plane ; 
Moment d'inertie par rapport à l'axe OE ( densité = i ); 

3° Volume engendré par cette surface en tournant autour de OE. 

SOLUTION. — Première question. 
On a : 

]/x*-f-4 ~ 2 V v + 

en intégrant entre o.et i 

r — y ^ r _ _ 1 1 

" 3 4 x 6 

' ' l 

. — l. Calculer la valeur numérique de l'intégrale 

JQ V 4 

4 P(5p-ti) 
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Désignons pa ra le nombre ~ et par' b la série; Cx désigne l 'erreur 

absolue commise sur a. On a 

Ci = bCa-+-
il faut 

bCa-b CtCb< — • 
2000 

Or on sait que a < ^̂  et b < i visiblement. 

On prendra , 

Ca< 7 > Cb< ; 
4 0 0 0 IOOO 

ces calculs sont classiques et faciles. On trouve 

ï = 0 ,622, 

la somme des erreurs commises ( y compris celle qui provient de la sup-

pression des décimales après la troisième) étant inférieure à 

Deuxième question. 

L'angle H KG est égal à 45°. La surface des segments échancrés est donc 

éga l eà ^ ( j - i ) . 

i ° En appelante l'abscisse du centre de gravité cherché sur OE, le théo-

rème des moments par rapport à OA. donne, en posant h — A D = è + c + r / î 

d'où l'on tire z. 

2° On calcule le moment d'inertie du rectangle complet j et l'on 

retranche le moment d'inertie des deux segments échancrés. On trouve 

( l - ( s r i ) -

3° Le volume engendré est égal à celui qu'engendre le rectangle complet 
( i r a 2 h ) diminué de celui qu'engendrent les segments échancrés. 

TC 
4 

V = t. a*h — / dx. 
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On trouve 

V = xa*h—'Kar* (^ - I J - I T R 3 fi — * 

(Grenôble , juin 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. (Analyse et Géométrie). — G. 58. — I. On consi-
dère Véquation différentielle linéaire 

, d2 y • , N dy 
xk -JTT -+- ix2(\ H- x) - f - -+- y = o. , 

dx2 , ' d x , J 

Montrer qu'on peut trouver un changement de variable x = ©(£), 
tel que la nouvelle équation différentielle reliant y à t soit à coeffi-
cients constants. 

En déduire Vintégrale générale de Véquation proposée. 

G. 59. — I L Calculer Vintégrale 

r 2 dr 
a2 2 r 

(On ne cherchera pas à calculer 0 en fonction explicite de /*, mais 
simplement à avoir r et 0 en fonction d'un paramètre.) 

I I I . Deux points M et M ' se déplacent sur le cerle x~ -h jk2 = a 2 , avec 
des vitesses angulaires respectivement égales à -H 3 et 1. Ils partent 
simultanément du point x = a, y = o. 

Trouverjet construire Venveloppe de la droite qui les joint. 
Montrer que si dans le problème précédent on regarde r et 0 comme 

les coordonnées polaires d'un point, les relations paramétriques 
trouvées représentent la même courbe que l'enveloppe ci-dessus. 

(Strasbourg, juin 1922.) 

ERRATA. 

Programme,du Concours d'agrégation des Sciences mathématiques pour 1926 : 

A u bulletin administratif du ie r septembre 1925, n° 2565, page 221, ligne 8, au 
lieu de Types simples d'équations intégrales, lire Types simples d'équations inté^ 

grables. 
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[ P 1 1 b ] 

SUR LES COURBES PLANES DONT LES LONGUEURS D'ARCS 
SONT INVARIANTES PAR HOMOGRAPHIE ; 

PAR A. L A B R O U S S E . 

1. Considérons une correspondance homographique ( H ) entre 

les points de deux plans TC et TC' distincts ou superposés. 

Nous nous proposons de : Trouver toutes les courbes T du 
plan TC telles qu'un arc quelconque de T ait même longueur que 
Varc homologue de la courbe F / du plan TC', transformée de T 
par Vhomographie ( H ) . 

I 
2. Cas particulier. — Examinons d 'abord le cas simple où 

les droites à l}infini des deux plans TC et TC' se correspondent. 
Prenons pour or ig ines de coordonnées dans TC et TC' deux points 

homologues O et O ' . U n cercle ( C ) du plan TC, centré en O , a pour 

homo logue dans TC; une ell ipse ( C ' ) du centre O' . 

Dans le plan TC', prenons pour axes de coordonnées 0 ' # ' , O f y f 

les axes de symétr ie de l 'e l l ipse (C/) . A u x axes O f x ' , O ' y ' corres-

pondent dans le plan TC Ox et O y qui sont aussi rectangulaires. 

Nous rapportons le plan TC à ces axes O x et O y. 
O n vo i t aisément que l ' homograph ie ( H ) est alors déf inie par 

(i) x'=axf f=by, 

a et & désignant deux constantes, que l ' on peut toujours supposer 

posit ives ( en changeant, s'il le faut, le sens posit i f des axes dans le 

plan TI). 
L es courbes T cherchées vér i f ient la re lat ion 

dx'*-hd/*= dxî-hdy*, 
ou, d'après ( i ) , 

( a 2 — i)dx*-h ( 6 2 — i)dy2~ o, 

on obt ient tout de suite en intégrant 

Ann. de Mathémat., 6* série, t. I. (Mai 1926.) l 5 
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Donc : Dans le cas particulier considéré, les courbes F sont 
des droites D parallèles à deux directions fixes. 

Ces droites sont réelles si 

— i )•(&* — o, 

imaginaires dans le cas contraire. 

Remarquons que si a — b l 'affinité ( i ) devient une similitude r 

et les droites D deviennent les droites isotropes du plan TC. 

3. Cas général. Equation différentielle des courbes T. — 
Indiquons quelle est dans le cas général la for int réduite des for-

mules de correspondance. La droite de l ' inf ini D ' du planTc' a pour 

homologue dans le plan TC une droite D à distance finie. De même, 

A, droite de l ' infini du plan TC, a pour homologue dans TC' une 

droite A' à distance finie. 

L e po int O r de TC' à l ' infini dans la direction normale à A' a pour 

homologue un point O sur D , et le point co de TC à l ' infini dans la 

direction normale à D a pour homologue dans nf un point co'sur A7. 

Prenons dans le plan TC deux axes rectangulaires 'Oa?, Oy issus 

de O , O x étant confoiidu avec O D . 

De même, prenons dans TC' deux axes rectangulaires iù !x f, tL>'yr 

issus de to', co7x étant confondu avec o/A'. On voit alors que O j r 

et tû'y1 sont homologues et que, les coordonnées étant supposées 

homogènes, les équations 

x — o, y .= o, z o 

entraînent respectivement 

xr — q, ' z'.= o, yr = o.-

Si l 'on revient aux coordonnées absolues, on voit que l 'homo-

graphie ( H ) est définie par les relations 

a et b désignant deux constantes qu'on peut supposer positives. 

4. Cela posé, les courbes T cherchées vérifient la relation 

dx'î -h dy''1 — dx2 -+- dy2 
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«ou-r em tenant compta des formules (2 )/ 

(3)- a^(y dx — xdy^-i- b2 DJR2 = yk(dx* -H 

Si l ' on désigne par T le po int où lâ tangente à F au po int (x,y) 
rencontre O x , par 8 l 'angle de cette tangente avec O x , la re la-

t ion ( 3 ) s 'écrit 

Cette nouve l le f o rme 'condui t à chois ir pour nouvel les variables 8 

«et x0 = O T , c 'est-à-dire à déf in ir T c omme enve loppe d 'une dro i te 

x = y cotG. 

L e po in t de contact de cette dro i te avec son enve loppe vér i f i e 

dx0 . „ „ 
^ ~ ~d¥ s ' 

L a nouve l le équat iou diiFérentiel le est 

ou c • ' 
dx 0 df) 

''\Ja'-x\ -b bï • sin6 ^/sioO 

O n est donc ramené à deux quadratures qui , nous allons le vo i r , 

se réduisent à une seule. 

5. Intégration par les fonctions elliptiques ( ' ) . — L e 

point M qui décr i t T a pour coordonnées 

i dx q A A 1 x — Xq-\ srn (j cos v, ) d\) 

^ et x0 étant l iés par 
(dx o)2 w ; 

sinae.' 

( l ) Le lecteur qui ne serait pas familier avec la théorie des fonctions ellip-
tiques peut passer immédiatement aux paragraphes 8 et suivants : Propriétés et 
«construction des courbes F à partir de leur équation différentielle. 



Gomme l 'angle 9 est défini à k n près, on peut supposer sin ô > o 

et écrire 

/ r N dsco d§ , v ( 5 ) . . = S - — = = ~KL ) . 
sinô/sinO 

Prenons maintenant les nouvelles variables t et p définies par 

(6) ' = sin 6 = ~ ( * > o , p > o ) . 
P* 

D e ( 6 ) on tire 

b ,bit*dt , • 
Xq = £ - yt1-— l, dxQ = £ ( £ = ± 1 ) , 

a a _ ! 

6 = arc sin 4; > ¿6 == e ' ' e " c o s Ô < o ) . 

p2 p v V - I 

Si l 'on porte dans ( 5 ) , on obtient 

. p- dt p2 do ( ? ) ™ = si V*4 — i vp 1 

en posant 
V/6 • ss" m — -— et s. = — . 
« • • 

v * 
O n est donc ramené à une seule quadrature. 

A v e c les nouvelles variables i et p, les coordonnées de M 

s'écrivent 

x — \/b (l'm sjtf* — i — es" - v/p*— î \ , 
(8) ^

 P
 ' 

6, I l reste à évaluer l ' intégrale 

Ç t* dt 

Envisageons la f o n c t i o n / ? ^ ) de Weiers t rass définie par l 'équa-

tion dif férentiel le 

et posons 
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u étant chois i de manière que l ' on ait t > o ( i l suffit de changer 

s'il le faut a e n — u ) . 

O n aura alors 

Si l ' on observe que p supposé réel est posit i f en vertu de l ' équa-

t ion d i f férent ie l le qui le déf in i t , et que si p tend vers zéro , t tend 

vers + 0 0 , on vo i t que seul le signe + conv ient . D o n c 

O n t ire ensuite de ( 9 ) 

d t = i . p p ' - ( p ' ) l d u = ( p _ ± . \ d u ) 
2 p* v ip/ 

d 'où 

— - / " " - / S -

et en introduisant la fonct ion Ç ( u ) associée k p ( u ) 

P o u r achever l ' in tégrat ion, décomposons la f onc t i on e l l ip-

t ique ~ en é léments s imples. 

So i t a un zéro de p(u), on a 

p( a ) = o, / / ( a ) = o, i . 

\ • 
L a f o rmu l e de T a y l o r app l iquée à p(u) au po int a nous donne 

p(u) = / ? ( a ) H - ( M — a ) / ? r ( a ) 4 - ( w — a ) 2 4 - . . . 

OU ) 
(u— a ) 2 

Dans un para l l é logramme de pér iodes, p(u) a donc un seul zéro 

qui est double et congru à a. D ' o ù il résulte que j - admet a pour 
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poïe double, l'a partie principale relative à ce pôle étant 

11 s'ensuit que 

- ~ p ( u — a ) -+- G. 
4 p rK 

Si l 'on fait u = o dans cette identité, il vient 

. o = / j ( - a ) + C, 

G = < — / > ( « ) = o . . 
d'où 

I l reste 

et l 'on a 

Donc , enfin, 
- / S - « — > 

7. S i l ' on pose de même 

2 /;( r ) . - , 

on voit que l ' intégrale générale de l 'équation dif férentiel le ( 7 ) est 

déf inie par 

C désignant une constante. 

Quant aux coordonnées ( 8 ) du point M, elles deviennent 

= jh S 

/lP'(u)p(ç) 
y-p'{v)p{u) ( 

Ad jo i gnons aux axes 0 # , O r du plan tz un troisième axe O z 

normal à TT, et posons 

( 1 1 ) . ^ = + 

Nous pouvons alors énoncer ce théorème : 

Les courbes T cherchées sont ;(le plan iz étant supposé hori-
zontal) les projections sur le plan iz des courbes de niveau d% 
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la surface représentéeparamétriquement par les équations (^i o ) 

e i ( i i ) . . 

Propriétés et construction des courbes F. 

8. Nous allons construire les courbes T e n nous servant unique-

ment de leur équation di f férentiel le . Indiquons auparavant diverses 

propriétés de ces courbes qui résultent immédiatement de cette 

équation. 

I . Reprenons l 'équation di f férentiel le sous sa forme primit ive : 

(1) b2 — y^ )y ' 2 — •¿a^xyyr-+~ a 2 y 2 — y ^ = o. 

El le montre que par tout point y) du plan passent deux 

courbes T. Celles-ci sont réelles si l 'on a 

( 2 ) — (a 2¿r 2 -h b2 — y k ) ( a 2 — 

La courbe limitant les régions où ( 2 ) est véri f iée est une epar -

tique S d'équation 

v1 — .— » 
ak y-

1 

Sa fo rme est indiquée sur la figure (page 234) daiî s l 'hypo-

thèse m 1, c 'est-à-dire a >\/~b. . 

I L O n sait que la courbe S est l ' enve loppe des courbes inté-

grales T ou b ien le lieu de leurs points de rebroussement. O n 

véri f ie aisément qu 'on se trouve ici dans le second cas. 

H t . L ' équat ion (1 ) est véri f iée si 

y2 (a2 — y-) = o. 

I l y a donc au moins 3 droites parmi lés courbes intégrales. 

La droite y ==• o qui a pour homologue la droite de l ' inf ini du 

plan iz1 e$t une solution étrangère. Les droites y = d z a , dont les 

homologues sont à distance finie, seules sont intéressantes. 

D 'autre part, on se rend compte aisément qu' i l n 'y a pas 

d'autres courbes intégrales rect i l ignes; il suffit de remarquer que 

si D est une droite faisant partie des F,, le point à l ' inf ini de D a 

son homologue aussi à l ' in f in i ; d'où i l résulte que D doit être 

parallèle k y = o. O n retrouve ce résultat connu : Il y a dans le 
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plan TU deux droites A , et A 2 , telles que la correspondance établie 
par ( H ) entre les points de ces droites^et ceux de leurs homo-
logues est une égalité. 

I V . Si, en un point M d'une courbe intégrale r 0 , la tangente est 

parallèle à O x , ce point vér i f ie 

O r , l ' inégal i té ( 2 ) n'est pas satisfaite p o u r ^ = o. Donc , M est 

sur l 'une des droites A4 A2 , par exemple, sur A, d 'équation y = a. 
Les deux courbes F passant par M sont Ai et une seconde courbe 

dont la pente en M est 

y = o. 
J . a2x2 -h ¿>2 — ak 

I l s'ensuit que la courbe T0 est identique à A, . 

Donc , exception faite pour les droites A4 et A2, aucune 
courbe T ri*admet de tangente parallèle à Ox. 

V . Les courbes Y ont des tangentes parallèles à O y. L e l ieu de 

leurs points de contact est la quartique S' d'éqtiation 

El le est tracée en pointi l lé sur la figure. 

V I . Si M est un point d'une courbe T où la tangente est verti-

cale, T traverse en ce point la quartique U . Donc , en M , y passe 

par l ' inf ini en changeant de signe, et M ne peut être point d ' in-

f lex ion de T . 

Soit maintenant M un point d ' in f lex ion de T à tangente non 

vert icale. 

En ce point y" = o. D'autre part, si après avoir dér ive par rap-

port à x, l 'équation di f férentie l le (1) , on y fait y" = o, il reste 

y*y'(i+y*) = o. 

Or , nous avons déjà observé qu'au point M on a 

: y o'. 

Donc , en M , y ' = o, et la courbe F est une des droites A n A 2 . 

Nous pouvons dire : exception faite pour les droites A , , A 2 , 

aucune courbe T n'admet de point d'inflexion. 
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V I I . Envisageons un po int M d'abscisse x0 sur l 'une des 

droites y = ± \/b sur y = par exemple . I l p a s ^ par M deux 

courbes T dont les tangentes ont pour pentes 

, a\jb±b y — — 
J axç 

Les équations de ces tangentes : 

x0(ay±b)— x(a\Jbdt.b)1 

sont l inéaires en D 'où cette propr i é té : 

Les tangentes aux courbes r , aux points situés sur les deux 

droites y = ± \ / b 1 passent par (un ou Vautre des deux points 

fixesF et F' ayant pour coordonnées 

x = o, y = zt — • 
J a 

Dans le cas de la figure ci-après ( a ^ > s j b ) , ces points sont situés 

entre les deux droites y = zh \j b. Ces points F F ' , qu 'on pourrai t 

appeler foyers du plan TU, ont une signi f icat ion géométr ique 

simple : ce sont les cercles de rayon nul du faisceau f o rmé par les 

cercles du plan TU qui ont pour homologues des cercles dans le 

plan TU'. O n vo i t aussi que tout angle du plan TU ayant pour som-

met F ou F ' a pour homo logue un angle égal dans le plan TI\ 

V I I I . O n peut se poser une quest ion analogue à la précédente 

et chercher l ' enve loppe de la tangente à la seconde courbe T qui 

passe par un point variable sur ou A 2 . O n obt ient une con ique 

d 'équat ion 
x2 y2 _j_ îi r — r\ 

b2 a-
a* 

a 

Cette con ique a pour foyers les points F , F ' , et A , , A2 sont ses 

tangentes aux extrémités ¡3, ¡3'* de l 'axe focal . 

Dans le cas c'est une el l ipse E représentée en t r a i t 

mixte sur la figure. 

9. Construction de T . — La construction de la quart ique sépa^ 
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ra trice S conduit à distinguer trois cas : 

y a > s/b, a — a < sjb. 

Nous nous bornerons à étudier le premier, les deux autres n'in-

troduisant pas de modification profonde $ans la forme des courbes T . 

La courbe S présente la forme indiquée, et les courbes T ne 

peuvent pénétrer dans les régions hachurées. 
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La courbe l ieu des points à ¡tangente verticale, est f igurée en 

trait pointi l lé. En dehors de deux points de contact y = ±\J~bf 

situés sur O y , elle n'a aucun point commun avec 2. 

Les droites A| et A2 sont des tangentes à S. 

Partons d'un point M 0 de A, ayant son abscisse posi t ive ; pour 

f ixer les idées, supposons-le à droite du poi iutÀ où A, rencontre 

H passe par M 0 une seule Y curvi l igne. La tangente en M 0 à cette 

courbe est la seconde tangente qu'on peut mener de M 0 à l ' e l -

lipse E, et l ' on voit que sa pente est positive. 

i ° Faisons d'abord croître y à partir de a ; nous obtenons un 

arc M 0 V C , la tangente en Y étant verticale, et C étant un rebrous-

sement sur S. 

I l part ensuite du point G un second arc GB. La valeur de yr au 

point C est négat ive; comme j ' ne peut s'annuler à distance f inie, 

yf reste négatif sur CB, et y décroît sur CB quand x croît. En 

outre, y, borné intérieurement par zéro, a pour x = -+-oo une 

l imi tey K positive ou nulle. O n obtient donc une branche infinie C B 

admettant une asymptote 

y = ri • 

Précisons cette asymptote. T ou t d'abord on aura 
y 

l i m — == o ( p o u r x = • + • se). 

D'autre part, ty" ne pouvant s'annuler, y varie dans le même 

sens et croît avec mais yr ne peut s'annuler à distance finie ; i l 

part d'une valeur négative. Donc sur CB , 

y < < > . 

11 suit de là que y a une l imite pour x = - f - o o , et puisque 

y 
l im ^ = l i m j r ' , 

on a 
y'i = l im y' = o. 

Nous allons maintenant déduire de là la valeur de y u Pour cela, 

dans l 'équation di f férentiel le ( i ) , faisons tendre x vers + c o ; 

y tend vers y{ et y' vers zéro. I l nous faut connaître la l imite 
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de xyf. Or , sur l'arc CB, on peut écrire 

y + P + b ' ' ( o < k*f> -

et l 'on voit aisément, avec ce développement, que lim xy' = o. 

On a donc, en passant à la limite, 

Comme on a y t > o, on aura, soit yh — o, soit yK = a. 
L'hypothèse yK = o est à rejeter. En effet, si Ox était asymp-

tote de la branche CB, celle-ci rencontrerait la droite y = \/b en un 

point où la tangente couperait l'axe des y au-dessus du seg-

ment F F ' ; elle ne pourrait donc passer par l 'un des points F et F ' . 

On a donc yK = a. 
Ainsi, la branche infinie CB est asymptote à A^ 

2° Partons à nouveau du point M 0 , et faisons maintenant 

décroître y à partir de a, nojis obtenons un premier arc M 0 D , 

D étant un rebroussement sur S. On voit comme plus tiaut qu'il 

part du point D une seconde branche infinie DB ; , sur laquelle 

y croît avec x. Elle ne peut rencontrer A, . Si, en effet, elle rencon-

trait At en un point M , , la tangente à DB' en M4 couperait Oy 
entre F et^p, et par suite, ne pourrait être tangente à l'ellipse E. 

y est donc borné supérieurement par a, et en raisonnant comme 

çn l'a déjà fait, on voit que y a une limite égale à a. Donc, la 
branche in finie DB' a aussi pour asymptote Ai * 

Si T o n observe que l 'équation différentielle ( i ) se reproduit si 

l 'on change de signe x ou y, ou x et y à la fois, on voit que par 

symétrie par rapport aux axes Qx, Oy, ou par rapport à l 'origine, 

on déduirait de la courbe construite trois autres courbes répondant 

à la question. 



[Il] 
SUR UNE QUESTION 

CONCERNANT DES SUITES DE NOMBRES INCOMMENSURABLES ; 

Soient deux incommensurables positifs a et f î ; [x] désignant la 

partie entière du nombre positif x , on forme les deux suites infinies 

Rechercher dans quels cas les nombres contenus dans les deux 

suites sont tous distincts. Te l l e est la question indiquée par 

M . Bricard (TV. A., 1926, p. 100). 

La solution fournie par M . Bricard n'est pas la seule. Je me pro-

pose d'en donner une plus étendue et de faire vo i r en particulier 

qu'el le représente la solution générale si l 'on suppose l 'un des 

incommensurables plus petit que 2. 

1. Les suites ( A ) et (B ) ne devant pas comporter de répétitions, il 

est clair que a et ¡â sont tous deux supérieurs à 1. Je suppose a '(3 

et j 'examinerai d 'abord le cas suivant : 

i < a < 2 . 

Traçons deux axes de coordonnées rectangulaires et dans 

l 'angle xOy le réseau de carrés ayant pour sommets les points de 

coordonnées entières; soit R ce réseau. Traçons enfin la droite D a 

issue de O et de coeff ic ient angulaire a — 1. Les nombres [/>a] 

et [(/0 + i ) a ] sont consécutifs ou di f fèrent de deux unités suivant 

qu'entre les abscisses p et p + 1 la droite D a traverse ou ne traverse 

pas une horizontale de R . Pour simplif ier, nous désignerons 

par a + ib le point de coordonnées a et 6, et par ( r , s) le segment 

de droite jo ignant les points r et s. Soient 

PAR F A U C H E U X . 

( A ) 

( B ) 

[a ] , [2a] , [3a] , . 

[ H M l [ 3pJ , . 

• > 

( P l - f - ï , i ) ; ( />2+ /»2-+-I-+- 21 ) ; • 

(p/c-hki, \ 
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les segments-unités des horizontales du réseau coupés par la 

droite D a . Les lacunes de ( A ) sont les nombres de la suite 

( S ) /?2H-2, pie-** k, } .. .7 

Essayons tout d 'abord de choisir (3 de façon que ( S ) soit iden-

t ique à ( B ) . 

Si l 'on trace la droite Dp partant de O et ayant pour coef f ic ient 

angulaire [3 — i , elle doit couper les segments vert icaux 

( î + dpi, i -+-• ipi +{); (2 4- ip-2, 2 ipv-+- i) ; ... ; 
(k ip/£j k -f- ipk'-Jr i); — 

O r ces segments sont respectivement symétr iques, par rapport à 

la bissectrice de l 'angle xO y , des segments horizontaux coupés par 

la droite D a . I l existe donc une droite partant de O et les rencon-

trant tous; c'est l ' isogonate de D a par rapport à Ox et Oy, I l 

n'existe d'ailleurs qu'une seule droite possédant cette propr iété 

puisque les segments s 'é loignent indéf in iment et conservent une 

longueur finie. O n aboutit à la condit ion 

( I ) ' . ( ? 0 ( a ï ) ~ 1 5 

donnée sous une autre fo rme par M . Bricard. I l est d'ail leurs inu-

tile d 'y j o indre la condit ion 

i < a < 2, 

car la relation ( i ) est symétrique par rapport à oc et (3 et impl ique 

que l 'un de ces deux nombres est compris entre i et 2. 

2. Si nous contractons les abscisses des segments verticaux énu-

mérés tout à l 'heure dans le rapport i (n entier pos i t i f ) , ceux qui 

conservent une abscisse ent ière sont ceux dont le rang est mult iple 

de n ; il existe urne droite et une seule partant de O et les coupant 

tous; elle a pour coef f ic ient angulaire ^ n ^ ; si l 'on choisit ¡3 de 

façon que ce coef f ic ient ait pour valeur ¡3 — n , les ( B ) sont tous des 

nombres extraits de ( S ) et l 'on obtient alors la solution suivante 

du problème posé : 
. (P — n) (a — i ) = n. 
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( B ) est alors f o rmé par les termes de ( S ) dont le rang est mul-

tiple de n. / 

La relation ( 2 ) nous fournit d'ailleurs toutes les solutions dans 

le cas de a compris entre 1 et 2 . En effet, soit ß' une autre solution 

pour laquelle la suite ( B ) débuterait également par pa-{-n. T r a -

çons les droites D et D ' partant de O et ayant respect ivement pour 

coeff ic ients angulaires ¡3 — n et ß f — n . Ces deux droites percent 

l 'abscisse 1 dans la même bande horizontale du réseau R . Par des 

considérations de similitude, on voi t que D et D ' percent 

l 'abscisse 2 dans la même bande horizontale ou dans deux bandes 

horizontales consécutives. C'est nécessairement dans la même 

bande ; sinon [ a ß ] et [ a ß ' ] auraient pour valeurs deux entiers 

consécutifs, ce qui exigerait que deux termes consécutifs de ( A ) 

d i f fèrent de trois unités, ce qui est incompat ible avec l 'hypothèse 

pr imit ive. L e même raisonnement prouverait que D et D ' , perçant 

l'abscisse 2 dans la même bande horizontale, percent l 'abscisse 3 

dans les mêmes condit ions. A ins i de proche en proche, on verrait 

que les droites D et D ' partant d 'un même point rencontrent un 

même segment-unité s 'éloignant indéf iniment ; les deux droites 

sont confondues et l 'on a 

3. Je reviens au cas général, et j e partirai de la remarque sui-

vante très simple : î 

S i l 'on a f o rmé la suite ( A ) relative à un incommensurable a, la 

suite relative à l 'un quelconque de ses multiples est f o rmée unique-

ment de nombres contenus dans ( A ) . Si donc on connaît une Solu-

t ion fo rmée par les nombres a et ß, on en obtient une autre en 

remplaçant a et ß par un quelconque de leurs multiples. On 

obtiendra donc une solution en remplaçant dans la relat ion (*)•& 

par ~ et ß par ce qui fourni t 

(a — m) (ß — m) = mn. 

L e cas signalé par M . Bricard rentre dans cette formule en y faisant 

m = n. 



CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1923. 

Composition de Mathématiques spéciales. 

Soit ( G ) la courbe définie en coordonnées polaires par 
Véquation 

__ i 
^ ~~ cos36 •+• X cos6 -h {JL sinÔ 5 , 

où X et JJL sont deux nombres donnés. 

I. Un angle droit tourne autour de son sommet placé à 
(origine, ses côtés rencontrent ( C ) en deux points a et a!. 
Enveloppe de aa!. 

Montrer que c'est une conique ayant un foyer à Vorigine, 
la directrice correspondante étant la droite sur laquelle se 
trouvent les points d\inflexion de la courbe ( C ) . 

I I . Lieu géométrique des points de rencontre des tangentes 
en a et a' à la courbe (C). 

I I I . La tangente en a à la courbe G rencontre cette courbe 
en un point b qui &era dit associé du point a. Calculer les 
angles polaires du point b connaissant un angle polaire 
de a. 

Former une équation ayant pour solutions les angles 
polaires des trois points ajf a2} a3 où une droite ( A ) ren-
contre ( C ) . En déduire une équation ayant pour solution les 
angles polaires des associés b\, 63. Prouver que i>2, 63 

sont sur une droite (B). 

[On pourra prendre les équations de ( A ) et ( B ) sous la 

forme 

i = (u -{- X ) cosô -+- (p -+- (Ji)sin0; - = X ) cosô \i) sin 0. 
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I V . A une droite ( A ) correspond une seule droite ( B ) . Inver-
sement à une ( B ) correspondent quatre droites ( A f ) , ( A 2 ) , 

( A , ) , ( A „ ) . 
( B ) étant telle que " ( A | ) et ( A 2 ) soient confondues, déter-

miner : i ° (enveloppe de cette droite ( A f ) ou ( A 2 ) ; 20 /'enve-
loppe de\B); 3° le lieu du point commun à ( A 3 ) et ( A 4 ) . 

Y . Les quatre droites ( A ) correspondant et une ( B ) forment 
un quadrilatère. Les cercles qui ont pour diamètres les diago-
nales de ce quadrilatère se coupent en deux points. Démontrer 
que V un de ces points a une position indépendante de (B). Lieu 
géométrique de (autre quand»(B) tourne autour d'un point fixe. 

On examinera le cas particulier où \ et ¡A sont nuls. 

SOLUTION PAR JOSEPH D E N A U X . 

I l est assez indiqué d 'établ ir d 'abord la relat ion entre les angles 

polaires des trois points a* , a 2 , a 3 où une droite ( A ) rencontre ( G ) . 

E n prenant l ' équat ion de ( A ) sous la f o rme ind iquée par l ' énoncé 

(i^ 1 = ( u -h X)cosò H- (p -f-fx) sin 6, ; 
P 

on trouve l ' équat ion aux 8 des points d ' intersect ion 

(•2) cos 36 = I¿ cosB H- v sin 6, 

ou, en posant tang8 = 

(u -+- 3 ) ¿2 -+- vt-+- u—1 = 0, • 

d'où enf in, si h sont les racines 

u-4-3 
S{~ ¿i -4- ¿2 -+- ¿3 = > 

( 3 ) { S ^ T I T 2 - K . . = I , 

U — I 
h lih= 

U en résulte enfin, êntre les angles polaires 81? 82, 83 la relat ion 

( 4 ) ô1 + e 2 + e 3 = ^ + 

Ann. de Mathémat., 6« série, t. I. (Mai 1926.) 16 



chacun de ces angles n'est d'ailleurs défini qu'à un multiple de n 

près. D'autre part les paramètres u et v dont dépend l 'équation de 

la droite ( i ) sont donnés par 

— 4 
( 5 ) SI — S:i il — S3 

I . Les deux points a et a! correspondent à des paramètres t{ et t2 

dont le produit est égal à — 1. Posons* 

t, -h u 

et soit ¿ l e paramètre du troisième pôint d'intersection de la droite 

(aa1) et de ( C ) . Les équations ( 3 ) s'écrivent 

, 0 /. u-f- 3 u — 1 
( 3 ) , = 2, t — , 

d'où l 'on tire 
u2 p2 — 1 = 0 . 

C'est en somme l'équation tangentielle de l 'enveloppe cherchée;: 

en prenant la droite (aaf) sous la forme 

ccx -f- H- Y = 

cette équation s'écrit 

F == ( a -+-Xy)2 -+- h- ¡¿ j ) 2 — T2 : : O. 

On reconnaît une conique ayant son foyer à l 'origine. 

La directrice correspondante, obtenue en annulant-F^-et Fp, 

correspond à u = v = o. C'est la droite 

( A ) ~ — X c o s ò -4- (J. sin 0 

qui porte bien les points d'inflexion de la cubiqùe ( C ) ; ces points 

d'inflexion correspondent en effet à 

c o s 3 0 — 0 

[d'après ( 4 ) ] de sorte que le rayon vecteur de ( C ) s'y réduit au 

rayon vecteur de ( A ) . 

I I , I I I et I V . La tangènte en un point ( a ) de la courbe ( C ) , 

définie par son angle polaire a, recoupe la courbe en un point b 
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d'angle polaire ¡3 tel que 

( 6 ) A a -h p = - -h £TT. 
'i 

Si Ton se donne le point b il lui correspond deux points a et a 
ayant les angles polaires respectifs 

TZ P . TC • ¡5 TZ , 
4 2 4 2 2 

(angles polaires définis à kiz près) . Les rayons Oa et O a sont 

rectangulaires de sorte que le lieu demandé dans la deuxième partie 

est constitué par la courbe C el le-même. r 

Les angles polaires des trois points a , , a 2 , a3 ou ( A ) rencontre 

( C ) vérifiant la relation 

( I ) - 4 - A 2 - B A 3 = - , - H Â TC, 

on a, pour les points correspondants des formules telles que (6)r 
d'où, par addition, 

de sorte que ¿>2, b3 sont bien sur une droite ( B ) . 

La droite ( B ) étant donnée on connaît jâ2, et, pour fixer 

les idées, nous prendrons pour ces angles des déterminations telles 

que 

( i " ) p ( + p i V p i = 

Les points correspondants a seront alors désignés par les nota-

tions ai a a 2 a 3 et nous pourrons prendre, pour leurs 

angles polaires les déterminations 

( 7 ) 

D ' a p r è s ( i ' ) et ( i " ) il est év ident q u e ces po ints se g r o u p e n t s u r 

ai = 
TC 

4 
Pi — t 
2 

= 
TC 

4 
_ 2i 

2 

TC 

2 

a2 == 
TC 

4 
P. — j 
2 

a2 — 
TC 

4 
_ ê î 

*2 

TC 
. - H , - , 

2 

A 3 = 

TZ 
4 ~ 2 

« 3 = 

7: 

4 2 

TC 
H 

2 
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quatre droites ( A , ) , ( A 2 ) , ( A 3 ) , ( A 4 ) qui correspondront ainsi à B. 
Les droites 

( A l ) V [ «1 5 

( ¿ s ) î . . 1 . ) a\ a'.à 
> jo ignant respectivement les points < 

(A3) i ï a\ a2 

( A 4 ) / . I « i a'2 a 3 

Pour que ( A , ) et ( A 2 ) soient confondues il faut que les 

points a\ et a 3 , a2 et a!.A coïncident. D'après ( 7 ) on en tire immé^ 

diatement que et diffèrent de (ik 4-1)71:; les points b2 et b:t 

coïncident et la droite ( B ) est tangente à la courbe C. 

La droite ( A , ) [ o u ( A 2 ) ] qui jo int les points « 3 et cl% (confondu 

avec a 2 ) , tels que les rayons vecteurs soient rectangulaires, enve-

loppe la conique obtenue dans la question I . L e point a\ commun 

à ( A 3 ) et ( A 4 ) décrit la courbe ( G ) . 

V . Une des diagonales du quadrilatère joint les points a{ 

[ commun à ( A 4 ) et ( A 2 ) ] et d f (commun à A 3 et A 4 ) . Les rayons 

vecteurs correspondants étant rectangulaires le cercle de diamètre 

passera par l 'origine. I l est élémentaire que les trois cercles 

de l 'énoncé ont deux points communs : l 'un de ces points O sera 

bien indépendant de la position de la droite (B ) . 

Soit l'u|i des cercles en question ( F ) , de diamètre aa! [nous 

supprimons les indices 1 ,2 ou-3]; il dépend seulement de la posi-

tion du point b qui est associé commun de a et a!. Il est clair 

qu'avant de répondre à la dernière question posée par l 'énoncé il 

faut déterminer l 'équation de ce cercle en fonction du paramètre fi 

qui fixe la position de b. 
L'équation polaire de ( T ) étant 

p = 1 ni cos 6 -f- % n si 110, 

les points d'intersection de ( T ) et ( C ) sont déterminés par 

(cos 3 6 h- X cos G -h p. s inô ) (%m cos 6 -1- in sin 8) = i , 

équation qui doit admettre les racines a et a '==a- f - ^ (angles 

polaires de a et a'). I l est tout indiqué d'écrire cette équation en y 

faisant intervenir seulement les lignes des arcs 28 et 48. On 
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obtient 

/?i[cos4ô -4-(X 4 - 1 ) cos2 0 -f- {x sin 2 0 4- X ] 

-h /i[sin40 -f- (X — 1 ) sin 20 — [j1 cos20 4- jx] = 1, 

qui doit être vérifiée pour 

2 6 = - - P ; 
2 1 ' 

où p, angle polaire de b, n'est déterminé qu'à Auprès; Gela fait 
deux conditions 

— m ( c o s 2 p — X ) 4- -4- \x) — 1, 

m [ ( X 4 -1 ) sin $ -h u. cos¡3] 4- ^ [ ( X — 1) cos (3 — fx sin ¡3] = o 

qui donnent m et n, coordonnées du centre du cercle, par les for-
mules 

i m = /*[(i — X) cos [3 4 - [x sin (3], 
( 8 ) < ' 

( n = r [ ( X -f-1) sinp -h fx cos p ] 

avec 

( 9 ) I ~ — COs3 P ' -h C0SP(2X 4~ 1X2 — X 2 ) 4- 2 sin p . [ x ( l 4 - X). 

Pour terminer la "question tout calcul est superflu et il suffit 
d'interpréter les équations obtenues. Le point b' de coordonnées 
polaires r et p décrit une courbe (G ;) analogue à la courbe (C ) et 
qui peut s'en déduire par une symétrie de centre O et un change-
ment des valeurs des constantes \ et ¡JL. La condition pour que 
trois points de la courbe (G) soient en ligne droite ne fait pas 
intervenir les valeurs de X et ¡J. de sorte qu'à trois points de la 
courbe (G) alignés sur une droite (B ) correspondent trois points 
de (C ) alignés sur une droite (B7). 

Il Îaut ajouter que (G) et (C ' ) se correspondant dans une trans-
formation ponctuelle de tout le plan pour laquelle l'angle polaire 
restant le même, les rayons vecteurs de deux points homologues b 
et b' sont liés par une relation 

- = — - 4- Xi cos [3 4- fX! sin p. 
r p 

Cette correspondance change les droites en droites : c'est d'ailleurs 
une homologie. Enfin les formules (8 ) définissent une nouvelle 
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homographie dans laquelle le centre b" du cercle ( T ) correspond 
au point b' : les centres des trois cercles ( T ) sont donc, comme on 
le savait a priori, sur la droite (B'7) homologue d^ (B) . 

La droite (B ) tournant autour d'un point fixe/?, les droites (B ) 
et (B" ) tournent autour des homologues p' et p". Le lieu du second 
point d'intersection des trois cercles ( F ) serai donc le cercle de 
centre// passant par l'origine. 

Le cas où \ et p. sont nuls est particulièrement simple, p' et p' 
sont confondus et coïncident avec le symétrique de p par rapport 
à l'origine. 

Il faut dire aussi un mot du cas particulier où, X 2 + JJI2 étant 
égal à l'unité, les seconds membres des équations (8 ) ne sont pas 
distincts; l'homographie que définissent ces formules est alors 
dégénérée et, quel qué soit le centre b'' du cercle ( F ) est sur 
une droite fixe passant par l'origine. Le lecteur achèvera sans peine 
l'examen de ce cas. 

Remarque. — Pour traiter, les quatre premières parties du 
problème on aurait pu borner, au cas de X et pi nuls, une homo-
logie analogue à celle qui vient d'être envisagée permettant de 
passer à des valeurs quelconques de A et p.. Pour \ et p. nuls la 
solution géométrique de lai première question est infiniment simple. 

Soient en effet q et q1 les points déduits de a et a' en triplant 
l'angle polaire, sans changer le rayon vecteur. Ils appartiennent 
à là droite x = i et les rayons O q et Oq' sont rectangulaires 
comme les rayons O a et O a'. Les triangles Oaa' et Oqqr sont 
égaux de sorte que la droite aa! enveloppe le cercle de centre O et 
de rayon i . 

Nous jugeons inutile d'insister ici sur les considérations géomé-
triques, bien évidentes, qui se rapportent a la théorie générale des 
cubiques unicursales. 



SOLUTION DE QUESTION DE LICENCE. 

Quest ion C.26. 

[ Calcul différentiel et intégral; épreuve pratique; énoncé publié en 
décembre' 1925, p. 94.] 

SOLUTION 

p a r M . L . MENESSIER. 

On considère la fonction 

/ ( * )= * (x — *•+-!•) 

et Ton demande de calculer la valeur de l'intégrale J f ( z ) dz ]e long des 

cercles G de centre 0 ne passant par aucun point singulier. 
La fonction f { z ) admet le pôle double z = 2 et les deux pôles simples 

1 , .V3 n 1 Va . * 
2 2 

Considérons un cercle C0 de rayon très grand; si ce dernier augmente 

indéfiniment, \zf(z)\ tend vers zéro et I f(z)dz tend aussi vers zéro. 
Co 

Donc le résidu R w au point à l'infini, de f ( z ) , est nul. 
Sur un cercle G! de rayon > 2, nous avons 

J f ( z ) dz = 2 i 7 c ( R . 2 - f - R o c 4 - R 3 ) , 

R^ étant le résidu de f ( z ) au point z =p. 

Gomme R«, = 0, on a aussi 

R2-+- Ra-4- R p = O 
et 

J f ( z ) dz = o. 

Soit un cercle C2 de rayon compris entre r e t 2, 

I f ( z ) dz = 2iir(Ra-+- = — 2£7rR2, 



— 248 —, 
et comme 

R 2 = i ; m r # ( * - f { z ) i = l i m r i . = _ A , 

il vient 

J f ( z ) dz = ¿77. 
c, 

Enfin pour un ;cercle C3 de rayon inférieur à i , 

/ f ( z )dz = o. 

Autre solution par A, MONJALLON. 

CERTIFICATS DË 1HATIIÉMATIQUËS GÉNÉRALES. 

G. 60. — ÉPREUVE THÉORIQUE. (Mécanique ) . — Un point matériel M, 
de masse m, se déplace sans frottement sur une droite horizontale Ox\ 
il est attaché à une extrémité dun fil élastique de longueur natu-
relle ly qui, après avoir passé dans un petit anneau situé en O, a son 
autrè extrémité fixée en un point situé sur la verticale de O, à une 
distance de çe point égale à l% On admet que le fil exerce sur le point M 
une force proportionnelle à son allongement, c'est-à-dire égale 
à m. A:2. MO (k étant un coefficient numérique supposé connu). 

Le point M est soumis en plus, de la part de l'air, à une résistance 
proportionnelle à la vitesse et dirigée en sens contraire, égale à m. \i.v 
({i. étant un coefficient numérique, très petit par rapport à k). 

On lâche le point sans vitesse initiale en un point M 0 d'abscisse x0 

positive. 

Etudier le mouvement. — Montrer qu'il se compose doscillations 
isochrones dont Vamplitude décroît en progression géométrique. 

2° Dans une expérience réalisant ces conditions, on a trouvé qu'au 
bout de 1800 oscillations simples, l'amplitude se trouvait réduite 
aux | de sa valeur initiale. Calculer le rapport entre la durée d'une 
oscillation simple dans ces conditions et la durée dune même oscilla-
tion simple s'il n'y avait pas résistance de l'air. 

3° Dans une deuxième expérience, le fil se rompt au moment où le 
point M passe en O pour la première fois; quel sera le mouvement 
ultérieur du point M sous Vaction de la seule résistance de l'air. 
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EPREUVE PRATIQUE. — On considère la fonction 

_ [ ' i M + l o g # ] 2 
y _ _ 

(où les logarithmes sont des logarithmes vulgaires et où 

M = loge = o, 43429). 

i° Indiquer sommairement les variations de la fonction y. 
2° Représenter sur papier millimétrique, de façon aussi exacte que 

possible, la partie de la courbe représentative correspondant à 
o, i «< x < 1,1 en en calculant les ordonnées pour des valeurs de x 
variant de dixième en dixième. 

On prendra 10cm pour représenter Vunité de longueur en abscisses 
et 2ocm pour Vunité d'ordonnée. 

3° Evaluer par une niéthode approchée au choix du candidat Faire 
comprise entre cette courbe, l'axe des x et les droites x — o, 1 et 1v = 1,1. 

Comparer le. résultat obtenu avec le calcul direct de Vintégrale 
définie 

A i ' * 
(Strasbourg, juin 1922.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Courbure en un point d'une suif ace d'une 
section plane de cette surface. Etudier comment elle varie : i° quand 
la section tourne autour d'une tangente donnée à la surface; 20 quand 
elle tourne autour de la normale. 

II. Soit l'équation 

(1 — x2)y"— ixy'-h n(n -\-i)y = 0 (n entier posit i f ) . 

i° Montrer qu'elle admet comme solution particulière un certain 
polynome P(x) de degré n. 

20 Montrer que le changement dHnconnue y = z P(a?) conduit à une 
équation en z qui s'intègre par deux quadratures de fonctions 
rationnelles. 

3° Effectuer les calculs pour n = 1. 

Indication sur la solution de II. — La détermination de la solution 
particulière P se fait en substituant un polynome de degré n. 

La transformation en z donne une équation linéaire ne contenant pas £ 
parce que P est une solution, z' est une intégrale de 

(i — xf)P u'-± [ 2 ( 1 — ?.xP]u = o, 



donnant 
u __ ix iV 
A I — X 2 P 

donc z' fraction rationnelle de x. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Sur la parabole 

y^—ipx 

se meut sans frottement un point non pesant attiré par le foyer en 
raison inverse du carré de la distance. Soit T la période du mouve-
ment limité aux points ayant une abscisse X0 donnée, T 0 celle des 
très petits mouvements : 

T & 
i° Calculer — en fonction de — ; variation; 

lo P 
x T 

2° Déterminer — sachant -=r == 2. 
P a o 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION, -R-, L 'équation du mouvement est donnée 
par l ' intégrale des forces vives 

/ /.v mlc* mk-irn— r) 
m ( y 2 ) = - h h = — J-9 v . r r r 0 

r s'exprime en fonction de x par la propriété de la directrice et y'2 en 
fonction de x' et x par l'équation, on a ainsi l 'équation en x qui en fai— 

x ' 
sant - = u donne l 'équation en u 

P *• 
du\2 _ 8 A:2 ( u0 — u) u 

„ dt j p2 ( 2 î î o + I ) ( 2 M H - i ) 2 

Dans un quart d'oscillation û varie de zéro à M0j donc 

rji , —;—7 i / f / v ^ ^ I ) du , , / . / p 3 + i 
= 4 M + 

ô \/(Mo u)u 

intégrale définie d'un calcul classique qui donne T en fonction de u0 et 
donne T0 quand uQ tend vers zéro. 

« (Bordeaux, novembre 1924.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Rayon de convergence dune série entière-
Comme exemple on calculera le rayon de convergence de lu série 

nx 
Ur 

V IL I , 

et Von cherchera sa nature sur le cercle de convergence. 
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II. Soit, dans un plan vertical, un are de cercle matériel A B dont 

tous les points sont plus bas que A . Sur cette courbe se meut sans 
.frottement un point pesant M parti de A sans vitesse. En B ce point 
devient libre {parce que la courbe matérielle n'existe plus). 

i° Montrer que la parabole qu'il décrit alors a pour directrice 
l'horizontale de Pl. 

2° A B est un arc de cercle de rayon a , A est sur Vhorizontale du 

cen&re O et A O B = iz — a, a étant un angle donné compris entre O et TZ. 

On demande Véquation de la parabole, les coordonnées de son sommet. 

le lieu de ce sommet quand a varie de O à ™ • 

INDICATIONS SUR LA. SOLUTION. — I° h étant la distance verticale de A et B 
le mobile arrive en B avec la vitesse sjigh qui est la vitesse initiale sur la 

parabole. Or on sait ou on démontre ¡immédiatement que la directrice d'une 
p2 

parabole de chute a pour directrice une horizontale située à la distance 

au-dessus du point de départ; cette distance étant précisément h, la pro-
priété annoncée est démontrée. 

2° Prenant comme axes le diamètre horizontal et le diamètre vertical 
descendant, l 'équation de la parabole est 

(x -4- a cosa ) cosa; (x' -t- &cosa ) 2 
y = a sina — : ^ 1 . — - . 

sina 4asin< ia 

Les coordonnées du sommet sont 

a. eos af 2-si-iï2 a — i ) , <spsinaa 

•et ces formules définissent le lieu demandé. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Soit la surface 

z = x sh^. 

i° Calculer les angles que fait avec les axes O^, O y, Oz la normale 
à cette surface en un point- Vérifier que le long d'une courbe x — const. 
V angle avec O y est constant. 

2° Soit S la portion de cette suif ace qui a pour projection sur le 
plan des xy Vintérieur du rectangle limité par les droites 

x — o, y = o, x = a, y = b ( a > o , 6 > o ) . 

La densité de surface de 2 étant constante, calculer les coor-
données T), Ç du centre de gravité de S. 

3° Calculer numériquement Y), Ç pour a = b = i. 
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4° Lieu géométrique du centre de gravité quand a varie, b restant 
constant, 

Nola. — On sait que 

shy = ^ (eJ — e - r ) , ch j = ^ ( e r ) , 

ch2jK — sh2jr — i. , 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Les cosinus directeurs de la normale 
sont 

s li y x — i 

\J\-+- x2 c h ^ ' y/i -b a?2 ' y/ i -h x2 ch y ' 
le second ne dépend que de x , d'où la propriété de la première partie. 
La surface de l'élément qui se projette suivant le rectangle élémen-
taire dxy dy est 

sj i -+- x"2 ch y dœ dy. 

Prenant la densité superficielle égale à l'unité on a pour M, M Mrj et MÇ 
quatre intégrales doubles de la formcf 

J j F (x)<ï>(y)dxdy 

étendues au rectangle indiqué dans l'énoncé, intégrales qui se ramènent 
à des produits d'intégrales simples 

j p « U 

F(x)dx I ®{y)dy; o 

ces intégrales simples se calculent d'ailleurs facilement en tenant compte 
des propriétés connues des fonctions hyperboliques. 

(Bordeaux, novembre 1924.) 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — G. 61. — I° Trouver les solutions communes 
aux deux équations 

(x -hpz)2-h (y H- qz.)2 = R2 , x -^pz — ft cosa, 

R et a étant deux constantes données. 
2° Trouver Vintégrale générale de la première de ces équations. 
3° Déterminer les surfaces S telles que la normale en chacun de 

leurs points rencontre le cercle 

z = o, x2-hy2= R*. 
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Quelle est Véquation de la surface de la famille qui passe par la 

droite 
y = o, z = R. 

4° Les surfaces S peuvent être considérées comme Venveloppe d'une 
famille de sphères que Von définira géométriquement. Montrer qu'il 
existe unç surface S de la famille S pour laquelle les sphères précé-
dentes ont toutes pour rçtyon R. 

5° Déterminer les lignes de courbure des surfaces S. \ C-r-^--'-
6° Former Véquation différentielle des lignes asymptotiques des 

surfaces S. Intégrer cette équation quand la surface S considérée est 
la surface du n° 4 ° . 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. En un point M d'une courbe gauche R, on 
considère le plan P passant par M et perpendiculaire à la normale 
principale. 

Ce plan enveloppe une surface développable S. On demande : 

a. Les équations de la génératrice D de S qui passe par M ; 
b. L'angle de D avec la tangente en M aT; * 
c. De montrer que D est le support d'un vecteur dont les projections 

sur la tangente et la binormale ont pour valeurs algébriques R et— T , 
R et T étant, les rayons de courbure et de torsion. 

G. 62. — I I . Evaluer l'aire de la surface 

( X* J 2 4- Z2 )2 — ( #2 _ j 2 ) a i . 

(Grenoble, juin 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — G.63. — I. On considère Véquation aux dérivées 
partielles 

(H- q*)z = px. 

Î® Déterminer les multiplicités caractéristiques de l'équation. 
20 Trouver les surfaces intégrales qui passent par la parabole 

x2 = 2Z, y = o. 

3° Déterminer toutes les surfaces intégrales développables„ 

C. 64. — I I . Les équations * 

u — v u - v u v u—v I ¿ 2 -+ - P 2 

X = h p r Y = P i Z = p, 5 
2 2 ^ 2 1 2 k 2 a 

ou P désigne un paramètre variable, représentent une droite ( D ) ; 
a dénotant une longueur donnée, ( D ) dépend de deux paramètres 
variables, u et v. 

i° Montrer qu'on peut établir entre u ét v une infinité de relations 
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telles que les- ' droites- D )• correspondmnt à chatíune d'elles restent 
tangentes à une même courbe (F); quelles sont les projections des 
-courbes (F) sur le plan xOy f 

i° Montrer que lorsque u et v varient de toutes les manières pos-
sibles^ la droite (D) reste tangente à deux surfaces du *second degré. 

3° Rechercher s'il existe des surfaces ( 2 ) admettant pour normales 
les droites (D)1. 

ÉPREUVE PRATIQUE 

définie 

où le chemin d'intégration et le radical sont réels. 

INDICATIONS. — Un contour classique, enveloppant les points o et I, donne 

J = - .. 

25 sin -
5 

(Po i t i e r s , novembre 1926.). 

CERTIFICAT DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Soit Oxiy1zl un trièdre trirectangle fixe où 
l'axe O zy est vertical ascendant. 

Un des côtés, AB, d'une plaque carrée, homogène^ d'épaisseur négli-
geable, ABGD reste dans le plan XiOy1; de plus la perpendiculaire 
à A B menée par le centre G de la plaque est assujettie à passer par le 
point P de Qz± dont la cote est h {h > o). On prendra pour paramètres 

l'angle ^ = Oxi, AB et Vangle 8 que la plaque fait avec le plan hori-
zontal x\ 0 y^. 

i° Trouver l'axe instantané de rotation et de glissement H de la 
plaque pour un mouvement quelconque compatible avec les liaisons, 
c'est-à-dire tel que 6 et ^ soierû des fonctions, censées connues, du 
temps t. Quel est pour une position donnée de la plaque le lieu S de 
cet axe lorsqu'on fait varier le rapport des vitesses angulaires 8' et <1/ ? 

On supposera que pour la position considérée ^ = a, et l'on rappor-
tera les équations de A et de. S à des axes parallèles à Ox-i &yt 0z± 
choisis de façon que les équations soient aussi simples que possible. 

20 Ecrire les équations différentielles du mouvememt de la plaquer 

la seule force donnée étant le: pmds et le frottement étant négligé; 

Calculer parla méthode des résidus l'intégrale 

x ___ r 1 (1 - h x ^ d x 

J0 yx^i—x) 
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montrer que ces équations s'intègrent par des quadratures. On ne fera 
pas de discussion. Pour cette question on admettra que le côté de da 
plaque a pour longueur ç 

3° L'angle 0 peut-il, au cours d'un mouvement de cette naturer 

garder une valeur constante ? Dans 'cette dernière question, on fera 
usage de notations abrégées en désignant par a et ¡3 les coefficients 
de et 0'2 dans Vexpression de la force vive. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Le mouvement de la plaque peut se 
décomposer en un mouvement d'entraînement où »p varie seul et un mouve- , 
ment relatif où 0 varie seul; pour chacun de ces mouvements il y a une 
rotation tangente. Les vecteurs rotations instantanées sont l'un, ij/, porté 
par O-Si; l'autre, 8', porté par une parallèle à AB (et par suite à 
cette parallèle se projette horizontalement suivant AB, et rencontre la nor-
male à la plaque passant en P. 

On en déduit le torseur des rotations instantanées dans le mouvement 
résultant; ses coordonnées pluckériennes s'obtiennent en ajoutant celles 
des deux vecteurs précédents. Prenons des axes O ' X Y Z se déduisant de 
Oa?iJ\Z\ par une translation parallèle à O ^ ^ t e l l e que le vecteur 0' soit 
dans le plan Z = o ; on trouve, tous calculs faits, pour coordonnées du tor-
seur 

e V o , -o, o, Ae 'co te . ( « ' . = 

Les équations de Taxe instantané, axe central du torseur, sont 

( A ) , tl/X — D ' Z = o, ( 0'2 H- d/2 ) Y 4- h O'2 cot B = o. 

Q/ 

Le lieu de A lorsque le rapport varie est le conoïde du troisième ordre 

(cy l indro ïde ) d'équation 

( S ) ( X 2 4 - Z 2 ) Y 4-/¿X2cot0 = o. 

2° Les équations de Lagrange sont applicables; la force vive, calculée par 
le théorème de Kœnig est 

a T = (¿0'2, 

„ /t> rcos 2 0( i — 2 sinB)2 4 , 0 Û N1 
a - M/*2 v . — 4- i ( i - h c o s 2 8 ) , 

L sin20 3 J 
i — 4 sin30 4-4sin40 4 1 , 

l ï t f b ~~ 3 J ' 

il y a fonction des forces données 

U = — a M g h sin 0 4- const. 

L'équation de Lagrange relative à ty donne l ' intégrale première 

( ï ) a^ — ^ 

qu'on retrouve par application du théorème du moment cinétique 
relatif à Oz\. A l'équation de Lagrange relative à 0 on substitue l ' intégrale 

M h2 f 
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première des forces vives (liaisons indépendantes du temps, san^ frottement, 
fonction de forces données) 

T = U + G (Gconst . ) 

qui donne en tenant compte de ( i ) l 'équation 

, J ±V/(6) 

3° Si ô est constant, <]/ l'est aussi, d'après l'équation ( i ) . La valeur est 
donnée en fonction de 6 par l 'équation de Lagrange en 6 qui donne, 
pour 6 ' = 8 " = o, ' 

( 3 ) 

Inversement, si <|/ est donné par ( 3 ) et si 8' = o i es équations du mouve-
ment donnent <]/' = 0 " = o ; la condition trouvée est à la fois nécessaire et 
suffisante. Reste la discussion facile de l'équation ( 3 ) . 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Les deux extrémités A , B d'une tige rectiligne 
homogène de longueur il glissent sans frottement sur deux droites 
rectangulaires DD' situées dans un même plan vertical et inclinées 
à 45° sur Vhorizon. 

Dans ce même plan vertical un point matériel P , dont la masse est la 
fraction f dé celle de la tige, est relié au milieu G de la tige par un 
fil inextensible. de masse négligeable, de longueur l. Étudier les 
petites oscillations du système pesant ainsi constitué. On appelle 8 et <p 
les angles de OG et de GP açec la verticale descendante OV , O étant le 
point de concours de D et D\ 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Aux poids correspond la fonction de 
force 

U = Mlg[(i-h f ) cos8 -H/cos®] 

qui est maximum pour 8 = cp = o ; c'est une position d'équilibre stable, et 
c'est la seule. On calcule la force vive du système et on la réduit à ses 
termes de moindre degré 

2 T r = M li [ + / ) 6'» + a / y 8' ] . 

On lui adjoint la fonction des forces réduite à ses termes du second 
degré 

u r = - M te [(!-+-/) 

Cette force vive et cette fonction des forces réduites donnent des équa-
tions de Lagrange qui sont celles des petits mouvements et dont l ' intégra-
tion par le procédé classique n'offre aucune difficulté. 

(Grenoble, juin 19^5.) 
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N . D . R . — Il servait superflu de souligner Vintérêt de Varticle 
que nous publions aujourd'hui. Le caractère des Nouve l l es 

Anna les nous oblige à laisser habituellement de côté Vétude et 
la discussion des questions pédagogiques, mais nous sommes 
heureux de pouvoir faire ici une exception : exception ample-
ment justifiée, puisque la réforme du programme de Mathé-
matiques spéciales intéresse tout notre enseignement scienti-
fique. 

La Rédaction des Nouve l l es Anna les n'a pas à prendre parti 
dans le débat. Mais il nous sera permis d'exprimer ici notre 
conviction qu'une discussion, portant peut-être moins sur des 
principes que sur leur application, ne peut manquer d'être 
très féconde et d'aboutir à une conciliation des points de vue. 

A PROPOS DU NOUVEAU PROGRAMME DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES; 
PAR J. H A D A M A R D . 

Je suis bien surpris, — et bien désagréablement, — d'avoir à 
m'élever contre les résolutions prises par des hommes dont les 
idées sont d'habitude si complètement d'accord avec les miennes, 
et envers qui nous professons tous une si haute estime. Le désac-
cord existe cependant : bien des choses me paraissent regrettables 
dans ce qui vient d'être fait, et je crois devoir le dire. 

Amour-propre d'auteur? Peut-être : nous avions en effet, quelques 
collègues de l'Ecole Polytechnique et moi, élaboré un projet qui 
nous paraissait répondre aux besoins actuels, et que nous avions 
la prétention d'avoir convenablement mûri. Nous avions eu soin 
de prendre les avis d'un ou deux professeurs de Spéciales, choisis, 
bien entendu, parmi les plus réputés. Nous étions sûrs en particu-
lier de n'avoir point augmenté la difficulté du programme, de n'enf^ 
avoir point augmenté, d'en avoir même diminué l'étendue : ceci 
d'ailleurs non point tellement au point de vue du travail imposé 

Ann. de Mathémat. 6e série, t. I. (Juin 1926.) 17 



aux candidats (l'expérience a montré, on le sait, que cè n'est pas 
le nombre des questions inscrites qui mesure le surmenage des 
« taupins » et qu'il y a erreur totale à vouloir agir sur celui-ci par 
celui-là) qu'au point de vue du temps nécessaire aux professeurs 
pour terminer leur cours de manière à permettre, même pour ceux 
qui se prépareront en une seule année, une sérieuse révision. Ce 
sont ces propositions qui ont été accueillies, non seulement la plu-
part sans approbation, mais — il est permis d'en être surpris et 
de le regretter — à peine, autant qu'il me semble, avec une sé-
rieuse attention. 

Cela est permis sans le moindre amour-propre d'auteur (voire 
collectif, puisqu'il s'agit, nous l'avons dit, d^une œuvre commune). 
La question est plus haute. Pour avoir été négligés par la Com-
mission, les motifs qui nous avaient guidés n'ont pas cessé d'avoir 
leur valeur, à une heure aussi grave que celle que nous traversons.. 

Ce n'est pas, en effet, enfler le ton hors de propos que de porter 
un instant un pareil débat sur un terrain supérieur. Je n'ai pas à 
rappeler ici combien il affect£ les intérêts les plus divers et les 
plus essentiels du pays, à commencer par la défense nationale : 
tout lecteur le sait aussi bien que moi-même; mais je voudrais que 
tout lecteur ait cela présent à l'esprit en parcourant ce qui va 
suivre, comme nous-mêmes, au cours de notre travail, ne perdions 
pas de vAie ce que les « Mathématiques spéciales » représentent 
virtuellement de vie scientifique, de yie pratique, de pensée et 
d'action, —d'officiers, d'ingénieurs, d'industriels, de savants. 

C'est à cette œuvre que, les uns et les autres, nous avions à 
collaborer, pour notre faible part, dans le travail relativement 
modeste de l'élaboration d'un programme. 

I . 

La première et principale préoccupation que nous éprouvions 
il'est que trop partagée par tous ceux qui, dans ces dernières 
années, ont songé à l'intérêt de notre enseignement scientifique. 

La classe de Mathématiques spéciales est, comme les langues 
d'Esope, la meilleure et la pire des choses. La meilleure, je n'ai 
pas besoin d'y insister. C'est un privilège unique de l'enseigne-
ment français de faire assimiler dès le lycée des connaissances qui 
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partout ailleurs sont réservées à l'enseignement supérieur et de 
rompre la jeunesse à leur maniement, avec la perfection que l'on 
sait, en quelques mois, et n e telle œuvre fait l'admiration de tous 
les visiteurs qui nous viennent de l'Étranger. 

Je rappelle cela, <jui n'a rien à voir directement avec ce qui va 
suivre, afin de ne pas donner le change sur ma pensée au moment 
¡où il me reste à eii présenter la contre-partie. 

Cette contre-partie est, malheureusement, elle aussi, de noto-
riété générale. L ' « esprit tau pin », on ne sait que trop ce que cela 
signifie, quel pédantisme naïf, quelle confiance illimitée en la vertu 
^universelle des formules cela implique, chez des esprits bps'om 
enseignement relativement élevé devrait, croirait-on, avoir libéré 
-de tares de cet ordre. Quel est ici le principal coupable? Est-ce 
l'enseignement des mathématiques spéciales ¡tout seul, ou ne serait-
-ce pas aussi, comme j'ai eu l'occasion de le dire ailleurs, rensei-
gnement secondaire dans son ensemble, avec son orientation per-
pétuellement formelle et abstraite? Tous deux assurément, et la 
défaillance de l'un ne doit pas nous cacher la défaillance de l'autre. 
En tout cas, le mal est là, et il est très sérieux. L'inévitable désir 
-du moindre effort aidant, le taupin — le mot est trop consacré par 
l'usage pour qu'il en vienne un autre sous nçia plume — sort trop 
souvent de sa dernière année de lycée avec la tendance à tout 
réduire à une formule, à oublier, une fois qu'il l'a acquise (etcela, 
chose curieuse, même lorsqu'il en a compris la démonstration) le 
problème concret qui a servi de point de départ, à se refuser à 
toute vue directe des faits; et, de cette tendance, il lui reste en 
général quelque chose pour toute sa vie. Les fruits admirables que 
mous tirons par ailleurs des Spéciales, compensent, c e r t e s , un 
pareil inconvénient. On a trop souvent cru qu'ils devaient le faire 
oublier. Il faut renoncer à cette illusion : tous ceux qui ont suivi 
la vie nationale dans la récente période, et surtout dans la récente 
erise, savent quel danger grave il y a là, et combien il est temps 
d'y parer. 

Nous nous étions efforcés de lutter contre cette tendance désas-
treuse dans la faible mesure des moyens que nous avions à notrq 
disposition, c'est-à-dire en supprimant à l'occasion ce qui était 
de nature à la développer et en insistant au contraire sur les 
sujets qui pouvaient développer et encourager l'intuition. De ce 
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nombre sont, on le sait, les notions empruntées à la géométrie 
pure. 

t a mise en œuvre de ce principe n'est d'ailleurs pas sans pré-
senter quelques difficultés et sans avoir occasionné quelques 
malentendus, comme il arrive forcément lorsqu'on lutte contre cet 
ennemi redoutable en pédagogie qui s'appelle la paresse de l'esprit 
humain. L'emploi exclusif et abusif des « méthodes générales » n'a 
pas été, à l'usage, sans effet fâcheux sur des esprits d'écoliers, 
heureux de trouver un oreiller commode pour leur incuriosité 
dans ces règles où, on l'a dit, l'inventeur a concentré tout l'effort 
d'intelligence qu'il entend épargner à ceux qui useront de son 
travail. 

Mais étrange serait l'idée de tomber par réaction dans un excès 
inverse et de vouloir proscrire les idées générales, si ce n'est 
même les idées tout court, de tout l'enseignement mathéma-
tique : de tomber par conséquent forcément, soit dans l'artifice, 
— le contraire de toute saine pédagogie — soit dans les calculs 
les plus indigestes. C'est cependant un pareil idéal que de bons 
esprits en sont venus, paraît-il, à nous proposer. Si vraiment telle 
est leur idée, je ne puis qu'avouer mon impuissance à lès com-
prendre. Il faut croire que par les mots « formation du jugement, 

_ développement de l'esprit » , nous n'entendons point les mêmes 
choses. Ciest, dans une voie opposée en apparence à celle dont 
nous parlions à l'instant, le même vice pédagogique qui apparaît, 
la même absence de valeur éducative. 

La contradiction n'est, en effet, qu'apparente. Non seulement il 
est clair que l'enseignement devra constamment montrer la rela-
tion entre une idée générale et ses applications concrètes; mais 
s'il est des « idées générales » que nous serons amenés à proscrire, 
il j a cent à parier contre un que, pour « générales » qu'elles 
soient, les méthodes dont il s'agira ne renfermeront guère d'idées, 
ne seront guère propres à en développer chez l'élève ni surtout à 
lui donner l'habitude de se faire lui-même une idée des faits qu'il 
a à étudier. 

Tel est, en particulier, le cas pour la géométrie analytique, 
contre laquelle, on le sait, ou plutôt contre l'abus de laquelle, le 
programme de 1904 mettait en garde non sans quelque raison. 
Contradiction avec la nécessité de développer l'élément géomé-
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trique dans l'esprit de la jeunesse scientifique? Oh non! car il 
arrivait, et il arrive trop souvent, à cette géométrie analytique 
de n'être point de la Géométrie; à l'élève, sinon au professeur, 
d'oublier que c'est de Géométrie qu'il s'agit. 

Même en restant dans le domaine de l'analyse, on peut trouver 
aisément des exemples dè ce que j'avance. Le mieux est, d'ailleurs, 
de les aborder tout de suite et, — évitant, nous aussi, un tro[> 
long séjour dans l'abstraction, — d'en venir, sans plus tarder, à 
l'application. Ce que je crains d'avoir assez mal dit dans ce qui 
précède, et que le lecteur aura pu trouver quelque peu nébuleux, 
s'éclairera, je l'espère, à sa lumière. 

Le projet que nous présentions supprimait expressément du 
programme le fameux « théorème de Rouché » . 

Que voilà un bel objet de vitrine ! Comme il résume dans son 
seul énoncé toute l'étude du sujet et semble dispenser de tout 
autre effort; — et combien en effet il mérite d'exciter l'intérêt, 
sinon même l'admiration... de ceux qui connaissent par ailleurs à 
fond les propriétés des équations et des formes linéaires et n'ont 
pas besoin de lui pour les apprendre. Pour le débutant, pour l'élève 
de Spéciales, c'est une autre affaire, du moment qu'on veut lui 
fournir une intelligence véritable des formes linéaires et de leur 
indépendance. S'il s'agit de déclarer le théorème de Rouché la 
plus belle chose du monde, j 'y consens tout de suite; s'il s'agit de 
le déclarer utile, j 'y serai prêt le jour où l'on m'en aura montré 
une application tant soit peu importante, une seule, soit dans une 
théorie mathématique, soit même à propos d'un exemple numé-
rique pratique, comme il peut s'en trouver parfois. Quant au 
« taupin » — tant pis! Je continue et continuerai à user du mot : 
il n'exprime que trop bien les tendances contre lesquelles nous 
voudrions lutter — au taupin habitué à croire au théorème de Rou-
ché comme à la loi suprême, il lui faut souvent quelque hésitation 
et un astucieux calcul pour dire si cinq ou six formes linéaires 
données sont indépendantes, alors qu'il s'est déjà aperçu que les 
trois premières ne le sont pas. 

Point d'illustration plus typique, à mon sens, que celle-là d'une 
méthode pédagogique théoriquement parfaite, en réalité éminem-
ment propre à déformer l'esprit, au moins à un certain point de 
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vue, et cpi y réussit en général assez bien. Point de suppression 
qui nous ait paru mieux s'imposer. 

Qu'a fait la Commission interministérielle, dans le programme 
qui vient d'entrer en vigueur? 

D'une manière générale, elle déclare avoir Meai entendu parler 
du danger d'une abstraction exagérée, de l'insuffisance d-'intuition 
et de vues concrètes; mais... elle s'en lave les mains. Affaire aux 
professeurs, aux examinateurs, bref à tout le monde, mais pas 
à elle. 

Il y a du vrai là-dedans, parbleu; chacun sait que les meilleures 
prescriptions, en matière légale ou ailleurs, sont peu de chose si 
l'application n'y aide point. Seulement, le lecteur trouvera peut-
être, comme moi, que la conséquence, — celle que je viens d'in-
diquer — ne s'ensuit pas nécessairement de ces prémisses. La 
morale de l'histoire est, ne vous semhle-t-il point? que pour 
triompher d'un défaut aussi funeste et aussi profondément enra-
ciné, il est bon que chacun y mette du sien, rédacteurs des pro-
grammes comme professeurs et examinateurs. En tout cas, imposer 
l'étude de ce qui peut encourager et développer le défaut en ques-
tion, même en ordonnant qu'à partir d'aujourd'hui cette étude ne 
produira pas son effet immanquable, celui qu'elle n'a jamais 
manqué de produire jusqu'ici, n'est peut-être pas l'idée la plus 
heureuse qu'on pût avoir. 

Comment a raisonné la Commission? Je ne sais; mais le « théorème 
de Rouché » reste là jusqu'à nouvel ordre, et les taupins continue-
ront, demain comme hier, à se mirer dans sa mécanique bien 
astiquée. 

Une fois entendu que, pour enrayer une fâcheuse tendance 
d'esprit, le fait d'insister sur les sujets où elle peut et doit le mieux 
se donner carrière n'a pas d'importance, il n'y a qu'à poursuivre 
les applications d'un tel principe. Soyons justes : il n'en est point 
dans le programme actuel d'aussi belle que celle dont noms venons 
de parler; mais on peut encore en trouver quelques-unes. Le pro-
gramme des années précédentes avait écarté déjà les théorèmes 
d'Apollonius relatifs à l'ellipsoïde, et, en effet, dans l'état actuel 
de la Science, on ne voit pas trop à quoi ils servent. Mais à quoi 
servent et quel intérêt offrent, aujourd'hui, les théorèmes corres-
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pendants relatifs à l'ellipse? En quoi, surtout dans un programme 
de géométrie analytique ( ' ) , aident-ils à la compréhension de la 
nature^ de la courbe, surtout après la suppression, décidée par 
le programme actuel, et à laquelle, en soi, je ne vois pas d'incon-
vénient, de la recherche, des axes d'une ellipse dont on connaît 
deux diamètres conjugués (ce cas n'est malheureusement pas le 
seul où le programme actuel conserve un principe en éliminant 
tout ce qui en fait l'intérêt et la portée). Nous n'avions donc pas 
vu de nécessité de conserver les théorèmes d'Apollonius. Par 
contre, il nous avait semblé important, au point de vue du déve-
loppement de l'intuition géométrique, de donner leur forme dua-
listique aux principes de la Géométrie projective. La Commission 
a préféré les théorèmes d'Apollonius, — y compris le cas de 
l'hyperbole (pensez donc : si on l'avait oublié!) — : chacun son 
goût. 

Félicitons-nous toutefois d'un point où nous nous sommes 
trouvés d'accord avec les rédacteurs du programme. Les mathéma-
tiques spéciales économiseront, dorénavant, l'étude de l'hyper-
bole d'Apollonius et des normales menées d'un point à une conique. 

Une simple question d'ordre me semble encore mettre en évi-
dence, dans une question d'analyse, la discordance entre notre 
point de vue et celui qui a triomphé. C'est avec un véritable éton-
neraient que, à la lecture du programme en vigueur dans les années 
précédentes, nous avions vu les notions d'infiniment petit et d'in-
finiment grand rejetées à la fin des notions fondamentales, après 
toute la théorie des séries. Bizarre interversion, au point de vue 
de l'élève, sinon même au point de vue du mathématicien, de 

( ' ) Au point de vue de la Géométrie pure , l'un de ces théorèmes peut èire 

intéressant comme exemple de conservation de l 'aire en projectioti parallèle. 

A u point de vue de la formation logique, de la saine « économie de Ja pensée », 

le fait de conserver les théorèmes d'Apollonius pour l 'ellipse en même temps 

qu'on les supprime pour l 'ellipsoïde a quelque chose de particul ièrement absurde. 

Les artrilces ou les calculs, quels qu'ils soient, qui conduisent aux théorèmes 

plans n'apportent' rien d'intéressant au point de vue éducatif , tandis que, ces 

théorèmes une fois acquis, la méthode du « couteau de Jeannot »/qui, en trois 

lignes d'ailleurs, permet de les transporter à l 'espace, a des chances de se retrouver 

dans d'autres quest ions et constitue par conséquent, une acquisition logique 

incontestable. 
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l ' o r d r e naturel. Nous avions rétabli celui-ci et placé Îa notion d'in-
finiment, petit à la base de toutes les autres. La Commission garde 
l ' a n c i e n ordre; elle le corrige un peu, je me hâte de le dire, en 
ajoutant que la notion d'infiniment petit sera appliquée à la théorie 
des séries, ... après avoir énuméré auparavant tous les chapitres 
de celle-ci et même, entre temps, parlé de tout autre chose. Seule-
ment, d'autre part, elle en aggrave le défaut par ce qui me paraît 
être un lapsiis, — mais on n'a pas le droit de commettre des 
lapsus dans un texte qui doit servir de base à l'instruction mathé-
matique de la jeunesse française. — Je cite ici textuellement : 

cc Séries. — Progression géométrique. Séries à termes positifs. 

Série ^ Caractères de convergence tirés de l'étude de \/\}n et 

de ^±1 . Séries absolument convergentes, etc. 

Qu'est-ce à dire? La progression géométrique est-elle là au pre-
mier moment comme un simple exemple de série convergente ou 
est-il bien convenu qu'elle rdoit servir de première base à une 

étude générale; la série ^ qui figure, comme on le voit, 

avant les critères de d'Alembert et de Cauchy, doit-elle fournir 
ou non de nouveaux caractères de convergence? Et si oui, l'étude 
de ces* caractères doit-elle précéder ou suivre celle de 's/\in et 

d e ue . 
n • . 

Vous me direz, ici encore, que cela regarde le professeur, qui, 
après tout, est maître de son ordre et que, par conséquent, ce 
détail de rédaction n'a pas d'importance. Je suis persuadé du con-
traire. À qui ferez-vous croire que certains professeurs ne seront 
pas impressionnés par l'ordre qui leur est indiqué, surtout s'il 
arrive qu'ils ne ressentent pas autant que d'autres l'importance 
d'une hiérarchie dans les modes de convergence? Et combien 
trouve-t-on en fait de candidats qui n'ont pas compris cette hiérar-
chie et qui ne manquent pas de comparer à la série ^ celle dont 
le terme général est-^ + 37, > 011 c e ^ e qui développe un cosinus 

hyperbolique? Ici encore, le devoir n'était-il pas de saisir toute 
occasion pour lutter contre une pareille erreur, c'est-à-dire contre 
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là tendance à appliquer mécaniquement les règles au lieu de^faire 
intervenir le sens des faits et l'intuition? 

IL 

Nous avions eu à nous inspirer d'une autre préoccupation plus 
modeste, mais particulièrement impérieuse. 

La surcharge des programmes, par suite de l'augmentation des 
connaissances humaines, est une difficulté redoutable, et cette 
difficulté se fait sentir à tous les degrés de l'enseignement. Ceux-ci 
réagissent d'ailleurs forcément les uns sur les autres, chaque sou-
lagement apporté à l'un d'eux pouvant se traduire par un nouveau 
fardeau imposé au degré précédent ou au degré suivant. 

L'enseignement des Mathématiques spéciales dont nous nous 
occupons a pour tâche de préparer à renseignement supérieur 
scientifique et toute retouche qui lui est apportée a pour but en 
réalité d'améliorer cette préparation et de simplifier l'œuvre qui 
reste à accomplir dans les années qui lui succèdent. Jiour y arriver 
sans abuser des forces de l'élève, il convient tout d'abord, cela va 
sans dire, de se borner à ce qui est strictement essentiel. Il est 
clair que certaines mêmes des suppressions dont nous avons parlé 
plus haut et que nous avions proposées dans notre projet ne 
l'auraient peut-être pas été sans cette préoccupation. 

Mais si l'on envisage non plus seulement un seul de ces deux 
stades consécutifs — l'enseignement des Mathématiques spéciales 
et l'enseignement scientifique supérieur — mais leur succession, 
une autre voie s'impose pour améliorer le rendement total : celle 
d'une saine répartition entre eux des sujets enseignés afin d'évi-
ter tout double emploi, toute répétition inutile. Rien n'est plus 
important à l'heure actuelle, où le temps manque pour l'indispen-
sable, ê t il y a à cela une utilité d'autant plus évidente que les 
doubles emplois, en retardant l'enseignement, n'en augmentent 
pas l'intérêt, bien au contraire. Cette utilité est particulièrement 
certaine pour l'Ecole Polytechnique où les heures sont parcimo-
nieusement mesurées, et à laquelle les rédacteurs du programme 
avaient le devoir de penser, puisqu'elle y subordonne son concours 
d'entrée; mais elle existe pour tout l'enseignement supérieur. 

Ce point de vue était parfaitement sauvegardé dans les pro-
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grammes antérieurs à 1904, ceux que j'ai connus quand j'étais 
élève. On enseignait en Mathématiques spéciales la Géométrie ana-
lytique, l'étude des coniques, la construction des courbes : tout le 
nécessaire était dit sur ces sujets, sur lesquels ni les grandes 
Ecoles, ni les Facultés n'avaient un mot à ajouter. De même pour 
la résolution des équations, sur laquelle les cours d'Analyse ma-
thématique n'avaient à revenir que sur certains points parfaitement 
bien définis, relatifs aux nouveaux moyens d'action que 1 Analyse 
fournit à l'Algèbre. Chaque enseignement avait sa tâche nettement 
fixée, bien distincte de celle du voisin. 

Mais si des détails de cette nature finissent par être impeccable-
ment réglés dans un état de choses fixé depuis de longues années, 
ils cessent momentanément de l'être lorsqu'il y a transformation 
et, — n'en déplaise aux esprits simplistes qui concluent de là au 
rejet de toute évolution, — en 1904, il a fallu évoluer. Depuis ce 
moment-là, les rôles sont assez mal partagés. L'enseignement 
supérieur est dans l'aimabje situation où se trouveraient les pro-
fesseurs de $os lycées si les actes I, III et V d'Athalie figuraient 
au programme de la classe de troisième, les actes Iï et IV à 
celui de la classe de seconde. 

I f en est ainsi, tout d'abord, pour la plus importante des addi-
tions de 1904, la théorie des équations différentielles. Les équa-
tions différentielles usuelles du premier ordre ( * ) sont assurément 
dans le programme de Mathématiques spéciales, et elles n'y sont 
point cependant : car le texte du programme est limitatif; il y a 
ordre de se borner aux types explicitement indiqués; or ceux-ci 
ne comprennent ni l'équation de Bernoulli, ni celle de Riecati, 
ni celle de Glairaut. Je ne vois pas trop cependant ce que les règles 
de calcul relatives à ces équations ont de plus transcendantale-
ment diffìcile que celles qui concernent l'équation linéaire du 
premier ordre. Ce qu'il y a de certain, c'est qu'il faut bien que ces 

(*) Dans l'étude de l'équation linéaire du second ordre, nous avions spécifié : 

« On admettra sans démonstration que si l'on a une famille de solutions dépen-

dant effectivement de deux paramètres, elle ne peut laisser échapper aucune so-

lution ». Réduction, cette fois, on le voit, et réduction encore inspirée par Je 

même espoir d 'obtenir une bonne division du travail entre les divers ordres d'en-

seignement. Une fois de plus, cet espoir a été déçu. 
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règles soient enseignées quelque part, et que, par conséquent, il 
fallait y revenir, ce qui ne pouvait décemment se faire sans rap-
peler les cas précédemment traités. Tous ceux qui ont ëu à s'in-
fliger, et à infliger à leur auditoire, un pareil rappel, savent quelles 
leçons fastidieuses représente cette redite sur un sujet facile *( ' ). 

Nous avions donc proposé de faire traiter en Mathématiques 
spéciales tous les types courants d'équations de premier ordre. 
Nous avons satisfaction sur un point, par l'adjonction des équa-
tions homogènes, mais il n'empêche que le sujet n'est pas épuisé 
ĵ à ce propos, pour se borner aux types explicitement indiqués, 

sera-t-il permis.de parler de = f i f X + f ? 0 . V I et devra 
r 1 dx J \a'x -h b y -4- c J J 

par conséquent être traité à nouveau; et les esprits chagrins pour-
ront même trouver la situation pire qu'avant, puisque le nombre 
des cas qui devront être repris tout en étant déjà connus sera 
augmenté d'une unité. 

En Géométrie, la coupure, pour boiteuse qu'elle fût, était tout 
au moins nettement indiquée : courbure des courbes planes et des 
courbes gauches en Mathématiques spéciales, torsion dans l'ensei-
gnement supérieur. Elle était infiniment moins satisfaisante, i l est 
vrai, pour les enveloppes, puisque (à un point près, je le recon-
nais, l'arête de rebroussement) la théorie des enveloppes de sur-
faces doit répéter à peu près textuellement ce qui a été dit à propos 
des enveloppes planes. Mais nous avions surtout tenu à reporter 
aux Mathématiques spéciales la théorie du contact. Nous l'avions 
fait pour une raison assez exactement inverse de celle que la 
Commission a invoquée pour rejeter notre proposition, à savoir 
que cette théorie appartient tout à fait à l'esprit des Mathématiques 
spéciales bien plutôt qu'à celui de l'Enseignement supérieur. Est-il 
vrai que l'évaluation de l'ordre de la distance entre une courbe 

7 ) = o, 

et un point voisin doive rester étrangère à l'esprit d'un taupin? 
S'il en était vraiment ainsi, j'en tirerais une tout autre morale que 

0 ) Et si, dans un problème destiné à conduire à une équation linéaire du pre-

mier ordre, l 'élève adopte une inconnue autre que celle à laquelle pensait l ' e x a -

minateur et relevant d'une équation de Bernpulli? Cette remarque — qui m'est 

fournie par un des professeurs de nos lycées -— ne suffît-elle pas à juger un« 

organisation aussi i l logique des études et des e x a m e n s ? 
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celle qui nous est opposée : j'estime que cela jugerait sévèrement 
l'enseignement des Spéciales et que cet enseignement ferait bien 
mal comprendre les matières dont il traite. 

Paç contre, nous avions largement élagué sur le terrain de la 
Mécanique, que l'enseignement supérieur a besoin, de toutes 
façons, de reprendre intégralement et cela (en ce qui concerne, 
par exemple, la Dynamique du point) à la lumière de principes 
forcément masqués au taupin ou tout au moins assez mal assimilés 
par lui. Cette division du travail n'a pas été acceptée plus que les 
précédentes; ici encore, tout le monde parlera de tout. 

Une heureuse occasion de suppression, dans un programme où 
tant d'additions auraient été désirables, nous était offerte par la 
question des racines comme n s arables des équations algébriques. 
Nous avions saisi cette occasion; la Commission n'a pas cru devoir 
en faire autant. Dira-t-on, cette fois, qu'il s'agit de se conformer 
à l'esprit général de l'enseignement des Mathématiques spéciales? 
On se demande ce que ce Chapitre, reste d'un temps où l'on était 
à la recherche d'idées et de sujets à proposer à l'activité de l'étu-
diant, vient faire dans une formation intellectuelle consacrée à la 
tâche, déjà lourde par elle-même, du développement du sens du 
continu. J^ doute que les ingénieurs réclament cette théorie pour, 
l'appliquer au calcul des tensions de leurs poutres et des puissances 
de leurs moteurs, celles-ci n'ayant généralement pas la complai-
sance de se chiffrer par des nombres entiers ou commensurables 
de tonnes ou de kilowatts. Doit-on en attendre une éducation du 
raisonnement? La rédaction du programme (conforme d'ailleurs à 
celle de 1904) nous l'interdit, puisqu'elle spécifie qu'on s'en tien-
dra à la considération des termes extrêmes de l'équation, c'est-
à-dire que l'idée maîtresse et féconde, celle qui montrait dans 
l'arithmétique autre chose qu'une suite de menus artifices, est 
expressément écartée. Le programme de 1904 (puisque c'est à lui 
que remonte cette rédaction) croyait sans doute corriger ainsi 
l'erreur qu'il commettait en gardant trace de cette question : nous 
avions estimé que, au contraire, il l'aggravait et que, ne pouvant 
faire comprendre la raison véritable et intime du fait, il était bien 
simple et parfaitement indiqué de n'en rien dire du tout. 



III. 
Je ne sais si les rédacteurs du programme ont longuement étudié 

cette partie de nos propositions. Il semble en tout cas qu'à d'autres 
occasions, le rejet qu'elle leur a opposé ait été un peu bien som-
maire. 

Voici un cas où nous aurions attendu quelques explications parce 
que, pour ma part au moins, je me demande encore quelles objec-
tions pouvaient survenir et quelles raisons ont pu dicter la décision. 
C'est en quelque sorte par hasard que j'ai été conduit (car j'avoue, 
cette fois, mon amour-propre d'auteur) à proposer à mes collègues 
l'addition suivante : 

(c Les formes indéterminées, dans le cas de fonctions de plusieurs 
variables n'ont pas, en général, de vraie valeur. » 

Six mois plus tôt, je n'aurais pas parlé de cela, car je n'y avais 
jamais pensé; et évidemment, on n'en avait jamais parlé parce 
qu'on n'y avait jamais pensé. 

C'est l'histoire du banc qui était resté interdit jusqu'en 1848, 

parce que fraîchement peint en i83o. 
La Commission n'a pas pu juger que la question ne valait pas 

d'être résolue et qu'il n'est pas utile qu'on puisse y répondre 
lorsqu'elle se présente. Elle n'a pas pu davantage objecter sa diffi-
culté ou le temps qu'elle prend, puisqu'il suffit de remarquer que 
la vraie valeur ne saurait exister si, pour la courbe f kg = o, 
le point considéré est (k étant quelconque) autre chose qu'un 
point isolé. Elle perpétue cependant— de propos délibéré ou par 
simple oubli, je ne sais, — une ignorance si aisée à détruire d'un 
mot. 

Ce point n'est pas le seul qui ait été traité par prétérition. La 
rédaction officielle ne dit rien de la formule, si controversée au 
point de vue pédagogique, 

fxy — fy x 

Elle a une histoire assez tourmentée, cette formule. De mon 
temps, en 1884, on ne l'enseignait pas (hors le cas des polynomes). 
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Quand j'étais examinateur, en 1910-11, on la demandait. Ces 
temps derniers, elle était de nouveau admise sans démonstration. 
C'est assez dire qu'il j a, à son introduction dans le programme, 
du pour et du contre, Nous avions eu pourtant, pour la rétablir,, 
un motif positif : certaines examinateurs avaient remarqué que7 

en l'absence de démonstration, nombre de candidats ne compre?-
naient pas correctement le sens, — particulièrement le degré de 
généralité, — du théorème : danger dont il faut évidemment 
toujours se méfier en pareil cas (* ). 

En parlera-t-on, maintenant? Le programme ne dit ni oui, ni 
non ; et cependant, il paraît difficile de ranger cette question au 
nombre de celles pour lesquelles il note qu'une pratique de vingt 
années a rendu toute erreur d'interprétation impossible, puisque, 
précisément, c'est une de celles au sujet desquelles les idées ont 
plusieurs fois varié. 

Dans un texte qui régit tout le recrutement de l'enseignement 
supérieur et des grandes Ecoles scientifiques, il n'est point de 
détail qui ne demande à être mûrement examiné et clairement 
formulé; et le point qui précède est, l'on en conviendra, un peu 
plus qu'un détail. 

Voici maintenant qui est un détail, je le reconnais, mais qui, en 
cette qualité même, méritait peut-être d'être accepté. Quel mal 
faisait, s'il vous plaît, la note suivante ajoutée à propos de la 
construction des courbes : « On fera remarquer la différence 
entre la question de construction qualitative ainsi principalement 
étudiée et une question de construction précise, comme celle qui 
est posée dans les épures de géométrie descriptive, en faisant res-
sortir que la première ne distingue pas essentiellement entre une 
ellipse et l'une des formes de l'ovale de Cassini, ou entre un folium 

Au,reste, la seule objection qui puisse s'opposer à l ' introduction de cette 

démonstration dans les programmes est-elle bien justi f iée? Je reconnais qu'il 

faut se rappeler son point de départ, et ne point se tromper sur le moment où 

l'on doit appliquer la formule des accroissements finis. Mais la principale difficulté 

consiste, on le sait, à ne pas oublier que la quantité classique 9 qui f igure.dàns 

cette formule est variable, et d'une manière inconnue, avec toutes les données de 

la question. Est-ce inconvénient cela, ou avantage? Faut-i l éviter de traiter une 

question parce qu'elle force l'élève à ne pas interpréter à faux les résultats qui-

lui ont été démontrés; ou ne serait-ce pas là une raison pour la maintenir à 

toute force dans l 'enseignement? 
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de Descartes et une strophoïde droite ? » J'aurais bien voulu le 
demander aux Membres de la Commission. Je sais, moi, et certains 
d'entre eux savaient comme moi quelle utilité elle pouvait avoir : 
car c'est l'expérience qui a parfois révélé, non pas même chez les 
élèves, mais chez les futurs maîtres, — chez les agrégés des Sciences 
mathématiques, — une extraordinaire inintelligence de la nature 
de la question. Avouez, lecteur, que pour un détail, celui-là est 
vraiment significatif. Ne vous a-t-on pas appris, comme à-moi, 
qu'il y avait quelque importance à savoir toujours en quoi consiste 
exactement le problème que l'on se pose? Pour ma part, les 
années qui ont passé sur ma tête n'ont pas renversé mes idées sur 
ce point : elles m'ont plutôt convaincu, chaque jour plus ferme-
ment, que si nous ne donnions que cette leçon-là à nos élèves, 
dans nos Lycées et même dans nos grandes Ecoles* ce serait déjà 
beaucoup, et que, par contre, en son absence, tout le savoir que 
nous pourrions leur inculquer par ailleurs ne vaudrait peut-être 
pas la peine nécessaire à son acquisition. Gela se dit beaucoup, 
encore aujourd'hui. Est-ce que la Commission aurait entendu dire 
que « nous avons changé tout cela » ? 

Je ne veux pas l'en soupçonner. Comme je ne vois dans nôtre 
texte ni idée transcendante, ni allongement sérieux du cours, ni 
surmenage de quelque ordre que ce soit imposé aux candidats, 
je préfère me demander si l'absence de ce passage dans le pro-
gramme définitif ne provient pas de ce qu'on a oublié de le lire. 

Dans la Théorie des séries entières, notre projet introduisait 
franchement la notion de séries uniformément convergentes, qui 
fournit à cet égard les démonstrations les plus simples et les plus 
intuitives de toutes ( 1 ). 

( l ) Quant à la formule de Tayior, nous avions proposé, conformément à une 
heureuse suggestion de M. Paul Lévy, de la rattacher à la recherche d'une 
fonction dont la dérivée /¿ièn*e est donnée, pendant que les valeurs numériques 
des dérivées précédentes et de la fonction elle-même sont données pour x = x0 . 
Cette idée n'a pas été, elle non plus, prise en considération. Le lecteur estimera 
peut-être avec nous qu'il y avait quelque avantage à faire dépendre la formule 
en question des grands principes qui dirigent depuis CaucUy la marche de l 'ana-
lyse et qui fournissent une démonstration parfaitement claire et naturelle (elles 
ne le sont pas toutes) du théorème. 

En réalité, poui* des raisons que je me propose de faire ressortir à une autre 
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Je venais de prendre connaissance du programme élaboré par la 

Commission lorsque j'eus l'occasion d'en parler avec un de mes 
camarades et amis, qui est un de nos professeurs de Mathématiques 
spéciales les plus réputés. 

« Eh bien oui, me dit-il, j'enseigne les séries entières à l'aide 
de l'uniforme convergence; je ne vois pas de raison pour ne pas 
faire connaître à nos élèves, dans l'étude de cette question, la 
méthode même par laquelle elle sera traitée lorsqu'on y reviendra 
dans la suite. » 

Ce professeur était, on le voit, animé du plus déplorable esprit; 
et il aggrave terriblement son cas en réussissant brillamment dans 
son enseignement et faisant recevoir chaque année à l'École Po-
lytechnique un respectable contingent d'élèves. Grâce à lui, par 
conséquent, on a, chaque année, le fâcheux exemple de jeunes 
gens, d'assez nombreux jeunes gens, qui sont dispensés d'ap-
prendre deux démonstrations pour le même théorème et, après 
avoir vu une question par un bout, ne sont pas obligés de la re-
prendre par l'autre. 

Tout en étant tentés de croire avec lui que la notion d'uniforme 
convergence n'est pas d'une transcendance inaccessible à la classe 
de Mathématiques spéciales, nous admettions, quant à nous, qu'il 
peut y avoir là matière à discussion. Ce que nous voulions délibé-
rément, c'est éviter les calculs pénibles (parce que sans idée direc-
trice simple et claire) auxquels donnent le plus souvent lieu des 
démonstrations de continuité et de dérivabilité (* ) dans les cours 

occasion, l 'hésitation n'est pas permise : une méthode fondée sur l'intégration 

est seule conforme à la nature des choses et doit être préférée à toute autre. 

A ce propos, ne pourrait-on se décider un jour à supprimer la dénomination 

de « série de Maclaurin »?Maclaurin lui-même n'a jamais prétendu avoir écrit 

une formule nouvel le; et l'on irait loin, n'est-il pas vrai, si l 'on se mettait à 

donner à chacune des formules mathématiques classiques deux noms différents, 

suivant que l'un des paramètres qui y figurent a la valeur zéro ou une autre. 

En réalité [Voir Sur \la théorie des séries entières (Nouvelles Annales 
de Mathématiques, mars 1926, p. 161)], ces démonstrations peuvent être rendues 

aussi simples, aussi intuitives qu'on peut le désirer par la notion de série 

majorante, que. l'on ne saurait raisonnablement taxer d'abstraction excessive. 

Toute la question, au point de vue pédagogique, est de savoir si l'on prononcera 

les mots de « série majorante ». Pour ma part, la réponse ne me paraît pas 

douteuse, attendu qu'il conviendrait d'introduire cette locution dès le début 

du chapitre consacré aux séries, qu'elle domine et éclaire d'un bout à l 'autre. 
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d'où est écartée la notion de série uniformément convergente 
(ainsi que, bien entendu, celle de série multiple). Dès lors, à 
défaut de la réforme qui avait nos préférences, nous préposions 
d'établir ici encore une division nette du travail entre le secondaire 
et le supérieur et d'admettre purement et simplement, sans dé-
monstration, les théorèmes de continuité et de dérivabilité des 
séries entières. 

La Commission a adopté cette seconde solution. Nous avons 
donc, sur ce point, satisfaction partielle, et, du coup, on a gagné 
un allégement du programme, ce qui n'est jamais à dédaigner. 

Le programme comporte, et le rapport note quelques additions, 
forcément minimes (surtout étant donné que les soustractions 
demandées par nous n'ont pas été effectuées). Elles sont en général 
les bienvenues. Outre l'intégration de l'équation homogène du 
premier ordre, dont il a été question plus haut, il j a la série de 
Taylor pour les fonctions de plusieurs variables ( 1 ), qui permettra 
une légère économie — et l'on dit qu'il n'en est pas de petites — 
sur les cours d'Analyse ; la transformation des équations par sub-
stitution portant sur une seule racine (pourquoi même une seule? 
Les notions relatives à la transformation sont si étroitement atta-
chées à l'idée même d'équation algébrique qu'on ne saurait 
posséder et comprendre bien celle-ci sans l'intelligence claire de 
celles-là; et la question de transformation portant sur deux racines 
est profondément éducative par la solution étrangère qu'elle intro-
duit et qu'il faut éliminer); la résolution d'une équation par 
approximations successives. 

Pourquoi faut-il que, même en cet endroit, la mauvaise fée soit 
revenue et qu'on y voie encore sous un jour cru combien nous 
avons peu la même façon de comprendre les choses? Avant même 
les additions que je viens de nommer, le rapport tient à en citer 

( 1 ) Mais, sachant trouver la tangente en un point simple quelconque d'une 
courbe, il est entendu que les tangentes en un point multiple ne sont recherchées 
que si ce point est l'origine des coordonnées. Alors, si un point multiple est 
autre que l'origine, sera-t-il interdit d'y transporter celle-ci et d'écrire le ré-
sultat de ce calcul à l'aide de la série de Taylor (comme on le faisait de mon 
temps, sans même, je crois, que cette série fût au programme pour plusieurs 
variables)? J'espère que non; mais le nouveau programme, — comme celui qu'il 
remplace, d'ailleurs, — est peu clair sur ce point. 

Ann. de Mathémat6e série, t. I. (Juin 1926.) 18 
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«ne autre, et celle-là je vous la donne en mille. Ne èherchez pas : 
on est désormais assuré que les élèves de toutes les classes.de 
Spéciales de France sauront prendre la dérivée n!hme d'un pro-

duit. 

Y avait-il'là un vieux taupin de quatrième année, ou serait-il 
arrivé que l'un d'entre eux, scandalisé de voir oublier une formule 
aussi sublime et sacramentelle à ses jeux, aura réussi à la glisser 
subrepticement dans le texte final? C'est évidemment peu pro-
bable, et cependant, avouez que l'idée s'impose à la lecture dè ce 
passage. Ce ne seront certes pas les ingénieurs qui auront insisté 
dans ce sens : le calcul des dérivées trentièmes présente pour eux 
le même genre d'intérêt palpitant que la recherche des racines 
commensurables. Alors, est-ce là formation de l'esprit? Et compte-
t-011 là-dessus pour éclairer quelque notion scientifique importante? 

Il faut bien que j'insiste là-dessus, puisque, à toutes les occa-
sions se manifeste ainsi, dans le texte qui a triomphé, l'encourage-
ment à la tendance même contre laquelle, de l'avis unanime, il est 
le plus indispensable de lutter et dont les effets désastreux se font 
lè plus sentir dans toutes les manifestations de l'activité nationale 
où intervient une préparation mathématique approfondie : l'abus 
des règles mécaniques aux dépens du bon sens et dè la réflexion. 
Il n'en faut pas douter : les rédacteurs du programme l'ont voulu 
ainsi, eft cette étrange conception de la formation intellectuelle est 
bien arrêtée chez eux. 

Ici se terminé cette revue, que je m'excuse d'avoir faite si 
longue. Voici accomplie une de ces petites révolutions en minia-
ture que sont les réformes de programmes, et dont 011 voudrait 
faire autant que possible l'économie en faisant donner à chacune 
d'elles tout son rendemènt utile. Celle-là était ardemment appelée 
en une heure si grave pour le pays, et en une matière qui touche 
à la vie nationale par tant de côtés. Si j'ai laissé transparaître 
l'opinion que le rendement nie paraît médiocre (* ), et la besogne, 

( l ) Encore n'a-t-il été question que du programme de mathématiques, le seul 

dont je sois qualifié pour parler. Il y en aurait long à dire sur le programme de 

Physique que la routine d'une partie du corps enseignant, à laquelle la Commis-

sion n'a pu résister, a marqué d'une regrettable empreinte. 
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au total* peu heureuse, espérons que je me trompe, et que celât 
signifie tout simplement qu'on a fait autre chose que ce que nous; 
désirions. 

En tout cas, puisque le programme n'en a gardé aucune tracer 

peut-être convenait-il de faire connaître les idées qui nous avaient 
inspirés et de les soumettre au jugement du public scientifique. 

P.-S. — Hélas! Il était dit que ce nouveau programme n'avait 
pas fini de me réserver des surprises. L'ancien indiquait, comme 
quadratures élémentaires, <c les différentielles rationnelles et celles 
qui s'y ramènent » . Dans notre projet, après avoir précisé qu'il 
s'agissait de différentielles en ex ¡ siná?, cos.r, nous ajoutions : 

« Intégration des fonctions trigonométriques entières par trans-
formation des produits en sommes. Application des fonctions tri-
gonométriques ou hyperboliques à l'intégration de certaines fonc-
tions rationnelles de x, ou de x et d'uni radical du second degré 
ramené à l'une des formes \j\ -h x2, s/1 — x2, \/x'2 — i ». 

Notre motif? Tout simplement qu'il s'agit de méthodes de calcul 
destinées á être mise en pratique, que celles-là sont les meilleures 
dans les cas indiqués et que les « tau pins » ont d'habitude, sur les 
plus classiques d'entre elles, une ignorance des plus regrettables. 
Il me semble que cela est suffisant pour légitimer cette addition et 
même le fait d'entrer un peu dans le détail. 

Or les rédacteurs du programme nomment, ainsi que nous le 
faisions, les différentielles exponentielles et trigonométriques^ 
mais ils les nomment comme étant celles qui doivent se ramener 
aux différentielles rationnelles; et c'est tout. Non seulement ils ne 
disent pas un mot des méthodes sur lesquelles nous insistions; 
mais, comme on le voit, ils suggèrent assez nettement l'idée con-
traire. 

Ne leur en déplaise, nous savions ce que nous faisions (et le 
pluriel est tout particulièrement de mise sur ce point). C'est l'ex-
périence, encore une fois, qui montre combien les candidats con-
naissent mal l'intégration directe des fonctions trigonométriques : 
encore la paresse d'esprit, l'automatisme qui préfère les calculs 
interminables, avec les chances d'erreurs graves qu'ils introduisent, 
à un appel au bon sens. Nous savions, et je soutiens sans crainte 
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d'être sérieusement contredit, que, si l'on veut essayer d'empêcher 

-les taupins d'introduire la variable tang^ lorsqu'il s'agit de cal-

culer J*sin2x dx1 ce n'est pas trop de le dire nettement et avec 

insistance; et même qu'on peut leur apprendre, par la même 
occasion, à faire un changement de variables trigonométrique pour 

intégrer la fameuse différentielle ^ s a n s s ' e n g a g e r dans le 

dédale des intégrations par parties. 

PROBLEME DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL 
(AGRÉGATION 1925). 

PAR M . BERTRAND G A M B I E R . 

Erratum. — Je rectifie une erreur d'étourderie dans la ques-
tion V, traitée correctement, si tous les an sont positifs. Quand 
les an ne sont pas tous positifs, on introduit une fonction majo-
rante de / ( # ) , soit 

f ( x ) = a2£P2 + anxn -+-..., 

où chaque an est positif et surpasse \du\\ nous calculons les fonc-
tions auxiliaires 

00 00 

• 2 2 

Ce calcul, par la méthode du texte, donne évidemment des 

nombres ¡3,*, a.n tous positifs tels que 

M l M , ïn i\*n\, . M «1,^1 «1,1-

La convergence de la série 5 entraîne donc la convergence des 
trois autres séries^, z, y ( | | n'a aucune raison d'être supérieur 
à | xn |, comme je l'ai annoncé). 
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Remarque. — Que ceci me permette de donner une remarque 
ingénieuse, due à M. Valiron, de Strasbourg, concernant la pre-
mière partie, et l'hypothèse x ' 0 > o : il s'agit de montrer que le 
mobile ne progresse vers les x positifs que pendant un temps fini, 
pour rétrograder. 

Nous supposons f (x) continue et positive pour toutes les valeurs 
positives de x, tendant peut-être vers zéro si x croît au delà de 
toutes limites (auquel cas la limite inférieure m de ma démonstra-
tion devient nulle et ne peut plus être utilisée). Pendant le laps de 
temps ou x' est positive ou nulle, démontrons d'abord que x reste 
fini. J'écris en effet de nouveau (8) et (9), page 2o3, 

( 8 ) a r = - k x ' - f ( x ) , t ' 

(9) xr= x'0-~ k(x — x0)— f f(x)dt. 

De là résulte évidemment 

( 9 ' ) ° = #'0 — k(x — #0 V 

d'où 

x0 <1 X Xq H- • 

J'achève, comme dans le texte, en utilisant m(x0j x\) limite 

inférieure de f ( x ) dans l'intervalle (^x0, x0-\~ el non plus 

m limite inférieure de f(x) dans l'intervalle +00). -

QUESTION PROPOSÉE. 

2493. 

Étant donnés un triangle ABC et trois points a, ¡3, y pris respectivement 
sur BG, GA, AB, les axés radicaux du cercle circonscrit à ABC et des 
cercles A j f y , Bya, Ga^ rencontrent BG, CA, A B en A 'B 'C ' . Démontrer 
que : A', B' et G' sont en ligne droite si les céviennes A a, Bji , G y sont 
concourantes et réciproquement. G. ROY. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2459. 
(1922-1023, p. .¡p3.) 

On donne dans un plan une courbe G et un point 0 . Une courbe 
dé grandeur invariable tourne autour du. point O et rencontre G en 
un point variable M. Trouver le point caractéristique de la tangente 
à G en M. , R. B. 

SOLUTION. 

P a r F AUTEUR. 

Soient M T , MN la tangente et la normale à G en M. Désignons par P<> 
le plan fixe, par P j le plan mobile lié à G, par P 2 Je plan mobile lié à 
l 'angle TMN. Les centres instantanés des rotations mutuelles de ces trois 
plans, I01 , I02, ii2 sont en ligne droite. 

Or I0 i est en O, I i 2 est en y, centre de courbure de G en M. Donc i 0 i est 
sur O y . D'autre part il est aussi sur la normale à G en M. Cç point I02 est 
donc déterminé : en le projetant sur la tangente, on aura le point carac-
téristique cherché. 

2469. 
( ii)2:ï-k924, p. 3i5. ) 

Q étant une quadrique donnée, soit A B i C A j B C i un hexagone forme 
avec six génératrices de Q, appartenant alternativement à l'un et à 
Vautre système. Soient a le point de rencontre de BCi et de B j G, a' le 
conjugué harmonique de A par rapport au segment BCI. Soient (3,. 
¡B', y , -Y les points analogues (S ' est sur G AI,, y ' sur AB 4 ) . 

Démontrer qu'il existe une cubique gauche, tracée sur Q et passant 
par a, 43, y, a', k3', y'. R. B. 

SOLUTION. 

P a r M . EMILE BALLY. 

Les deux systèmes de génératrices; d'une quadrique qui contient une 
cubique donnée étant distinguées en génératrices-co/Yfes et en génératrices-
transversales, les paires de génératrices transversales attachées aux paires 
de points d'incidence sur la cuEiqne des diverses génératrices-cordes 
forment une involution. Réciproquement, La condition nécessaire et suff i-
sante pour que la quadrique définie par les trois droites de support de 
trois paires de points contienne la cubique qtii passe en ces points est qme 
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les trois paires de génératrices de Vautre système de la quadrique unies à 
ces points forment une involution ( 1 ) . 

Or, les six points (a, a ' ) , ( ¡ V P ' ) i (TJ Y ' ) l 'énoncé forment en défini-
tive la'figure suivante : 

Si l 'on considère la quadrique Q qui porte les trois droites çca', yy', 
les deux couples de génératrices dè Vautre système qui passent respec-
tivement aux deux couples (a, a ' ) et (P , y ) sont conjugués harmoniques, 
et il en est de même des couples relatifs à et (a , y ) ainsi que des 
couples (y, y ' ) et (a, |3). 

Les trois couples de génératrices qui passent en (a , a'), ((3, (y,-Y ) 
se correspondent, donc dans l'involution attachée à l'homographie 
cyclique de troisième ordre définie par le triplet de génératrices 
relatives à a, p, y. 

2484. 
( 1925-1926, p . 23.) 

Si l est la longueur d'une lemniscate, I le moment d'inertie de la 
courbe (supposée homogène et de densité linéaire égale à l'unité) par 
rapport à son point double, S l'aire limitée par la courbe, on a la 
relation 

U = A . LABROUSSE. 

La lemniscate d'équation 

a pour élément d'arc 

SOLUTION 

P a r A . CAI^ANTOUS. 

p* = a2 cos ï w 

a diû 
ds 

de sorte que 
/e COS2 M 

r* / , , o r l v-dt 
[ = 4 a I y cos 2 0) dio = 4 a3 j 

71 

r , C~k d w / r 1 f 4 a / = 4 a l 
Jq y c os •! to J a \l Y — ¿4 

(*) Si (M, M'), (N, N'), (P , P') sont les trois paires cle points, les quatre 

plans MNP, MN'P' , M'NP', M ' N ' P sont concourants, ainsi que l^s quatre plans 

.M'N'P', M'NP, MN'P, MNP', et les deux points de concours, conjugués par 

rapport à la cubique qui porte les six points, sont unis à la corde qui joint les 

points de contact des deux génératrices-cordes, tangentes à la cubique, de la 

quadrique qui contient les trois droites MM', NN', P P ' ef la cubique. (Voir Géo-

métrie synthétique des unicursales de troisième classe, par E. BALLY, Paris, 

Gauthier-Villars, Note finale, p. 97.) 
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en prenant t égal à \/cos2<jt). Il en résulte enfin 

( 1 tn dt 
ZI = i6<^4I012 ( en posant l n = I — — = _ 

\ . o \/i — 

Gr on sait (Question 2483, N. A., décembre 1925, p. 91) que 

TU 

Il vient donc bien 
Il = 4 n a 4 ; 

c'est bien la formule demandée, l'aire de la lemniscate étant, comme il est 
élémentaire, égale à a 2 . 

Autre solution par H. MENNESSIER. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE. 

Question G.33. 

( Calcul différentiel et intégral, épreuve pratique; énoncé publié en 
janvier 19 26,/?. 118). 

SOLUTION 

P a r JACQUES DEVISME. 

I° On demandait d' intégrer le système 

I dx __ — 3 x -h 4 y — z 
~dï ~~ 2 1 

( S ) . . 

__ sx —12 y •+• 9 Z 

\ dt 2 " ' 

système linéaire à coefficients constants. En cherchant des solutions de 
forme 

x = a erty y = (3 ert, z = y ert, 

on trouve facilement r = z o, a = p = y, 

/' = I a — — „ ; 
2 3 

? Y r = 2, a = -- = - > 
4 9 
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d'o îr la solution générale 

y = C t + a G . e i - r 4 G 3 c " , 

« = Ci + S C j e ' + s ' C a e " . 

En introduisant les valeurs initiales y0, z0 pour t = o, il vient 

Ci = 5y0 H- s0, 02 = ^ > = -

2° L'équation aux dérivées partielles 

—3^-4-4 y — z . : 3x•—iiy-h^z. ( E ) — ^ p + = JL . 

a pour système linéaire adjoint le système ( S ) . Gomme les équations (T) 

s'écrivent 
Gi = 3x — 3 y-hz, 

- 5x-h 8y — 3z 
C 2 e ' = 

C*e*' = 

% 

x — '¿ y -4- z 
i 

l ' intégrale générale de ( E ) sera 

(5 x — 8y -+- 3 * )'2 = (x — i y -4- z) F( 3 x — 3y -l- z). 

La surface intégrale qui passe par l'axe des x correspond à 

25x1= x¥(3x) 
et a pour équation 

3(5 x — Sy-h 3z)* = 25(x — zy -h z) (3x — y-hz). 

C'est un cône du second degré. 
3° Enfin l'équation 

— 3x-hÂv — z df , , df 3x — I 2 T 4 - Q 2 df 
' — T- -+-(— X + z)-4- H : — -f- " O 2 àx oy 2 oz 

a pour solution 

/ ( * , = * [s* - 3 y + z, ^ Z ' i y t 3^)«] ' 

où est arbitraire. 

Autre solution par k. MONJALLOK. 

Question G.36. 

(Mathématiques générales, épreuve théorique de mécanique; énoncé 
publié en janvier 1926, p. I?I.) 



— 282 —, 
SOLUTION. 

P a r A . MONJALLON. 

I° L e point matériel M, de .masse m est mobile dans le plan, vertical (Q ) 
[axes xOy, O a? vertical et dir igé vers le bas ] et soumis à son poids mg et 

a une force mkMO. La fonction des forces est alors 

et les lignes de niveau sont des cercles de centre I / = ° j : o n 

sait d'ailleurs que l l es deux forces mg et m&MO se composent en une 
seule, proportionnelle à la distance et dirigée vers le point I. 

2° Le point M étant mobile sur un cercle de rayon a et dont le poàM le 
plus haut est 0 , les positions d'équilibre correspondent aux maximum et 
minimum de MI , c'est-à-dire aux points O et A ( A point le plus bas du 
cercle ) . L 'équil ibre est stable en A ou en 0 suivant que g — ak est positif 
ou négat i f ; équil ibre indifférent si g — ak est nul. 

3° Le théorème de la force vive permettra d'étudier le mouvement du 
point sur le cercle. Avec les données initiales de l'énoncé [mobi le 
en A , vQ = 2 y/a (g — ak)\, cette équation donne immédiatement 

c'est-à -dire 

M 
<2 a — — Po cos.u 

ia • / 7T 0 \ 
t — — L tan g \ - -4— < 

V 4 2 / 

4° La réaction du cercle dans le mouvement précédent est 

R = m [6(g — ak) cos2 6 — g] ; 

si 5g—6ak est négatif, R est constamment négative, dirigée vers l 'exté-
rieur du cercle. Si 5g — 6ak est positif; elle s'annule pour une valeur a 
telle que 

cos2 a = — T - . 
g — ak) 

Question G.M. 

(.Mathématiques générales, épreuve théorique de mécanique; énoncé 
publié en janvier 1926, p. 124.) 

SOLUTION. 

P a r A . MONJALLON. 

I° Un disque circulaire homogène est mobi le autour de son axe (hor i -
zontal ) et un point P de la circonférence du disque est attiré par un poiat 
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fixe A, sitioé au-dessous du centre 0 et sur la verticale de ce point, la îoree 

correspondante étant &PA . 
Dans ces conditions, 6 étant Tangle de O P avec OA, le ihoment de là 

force par rapport au point O vaut- — à a Rs inô at i 'éqaati^n différentielle 
du momv^ment est 

R 2 d2Q f . . 
m — -y— = — Ar^Rsinfî, 

•2 at1 < 

le mouvement est donc synchrone de celui d'un pendule simple de Longueur 

l = 
2 ka t 

2° Si, lorsque OP est horizontal, l'attraction subie par P égale le poids 
du dis fue, on aura 

mg = kslaP-^r R2 , 
d'où 

. R / • R2 
A = - 4 / i -h — , 

2 y a2 

dont les variations avec a sont évidentes. 

Question G .55. 

(Calcul différentiel et intégral, épreuve théorique; énoncé publié en 
mars 1926, 181.) 

SOLUTION. 

P a r CH. PIEDVAGHE. 

I° La surface donnée ( S ) 

a?r=pcôsw — a sin ûy y = p sin u -h <2 cos w, z = au 

est engendrée par une droitè; ( M = const.)-qui resté horizontale, tangente 
au cylindre a?2 H-jk2,= a2 , le point de contact décrivait l'hélice v = o. 

Les trajectoires orthogonales des courbes u = const, et v = const, ont 
respectivement pour équations 

p = a a -+- C r 

v = a ^2 tang( a v/2 •+- G' ) . 

2a Les asymptotiques sont les génératrices et les courbes 

•et, comme les équations ( S ) entraînent 
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ces dernières courbes sont bien sections de S par les hyperboloïdes 

( H ) 4/ 2 = (s. — C)*-+- 4aK 

3° Les surfaces ( [S), trajectoires orthogonales des hyperboloïdes H sont 
engéndrées par les courbes qui, dans les plans passant par Oz , coupent à 
angle droit les méridiennes d e s ( H ) : dans le plan = o elles sont définies par 

\dx) ~~ 4 " 

dont l ' intégration est immédiate. 

4° L'équation aux rayons de courbure principaux de ( S ) s'écrit 

a? R2 _ a 2 R ^ / Ô m T ^ — ( a 2 -+- v2 y = 0 . 

elle entraîne, entre ces rayons, la relation indépendante des coordonnées 
( R j H- R2)4-4- a 2 Bj R 2 = o. 

Autre solution par A. MONJALLON. 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une barre AB homogène pesante, de lon-
gueur il, de masse M, mobile dans un plan vertical fixe Oxy, a son 
milieu G rattaché, par un fif de masse négligeable, de longueur X, 
au point fixe O; en outre elle passe constamment dans un très petit 
anneau Q situé sur la verticale Oyr. OQ = X; cette liaison est supposée 
sans f rottement. 

Prendre comme paramètre Vangle 6 0.X, B a ) : 

i ° Calculer la force vive de A B ; 
2° Ecrire Véquation du mouvement et donner une intégrale pre-

mière ; 

3° Déterminer en grandeur, direction et sens les réactions T et R 
appliquées aux points G et Q ; donner Vexpression explicite de leur 
mesure T et R en fonction de 6; 

4° En supposant que pour t = o, on a 6 = o, ô ' = u>, discuter Vallure 
du mouvement selon la valeur de o>. Dans cette discussion, on 
supposera la liàison entre le fil et la barre réalisée de telle manière 
que la portion BG de la barre puisse, aussi bien que la portion GA7 

passer dans Vanneau Q ; si à un instant quelconque la distance GQ 
devient supérieure à V on considérera le problème comme terminé; on 
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tiendra compte dans la discussion de ce que la liaison entre G et 0 est 
réalisée par un fil : si à un instant quelconque le fil n? est plus tendu, 
on arrêtera la discussion; 

5° Ecrire et intégrer Véquation des petits mouvements de la barre 
autour de sa position d'équilibre stable. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — L 'équation de la force vive est 

= 0 0 8 2 0 + 

C'est celle d'un mouvement pendulaire. 
La tension T du fil s'obtient au moyen du théorème du centre de gra-

vité, par projection sur AB 

4MX6'2 cos6 4- 2MX6" sin9 = ( T — Mg)cosO. 

La réaction R au point Q s'obtient par le théorème du moment cinétique 
dans le mouvement du centre de gravité 

' M Ç e B = aXcosOR 

^R compté positivement dans le sens 8 H- —^ • 

EPREUVE PRATIQUE. — Un solide plein homogène, pesant, de masse M 
a là forme d'un « diabolo », c'est-à-dire qu'il est constitué par deux 
cônes de révolution identiques accolés par leur sommet S. 

Soient a le rayon de base et h la hauteur de l'un des cônes. 
A l'instant t = o, on pose ce diabolo sur un plan P dont la ligne de 

plus grande pente OX fait un angle a avec l'horizontale, Vaxe de 
révolution CG' étant horizontal. Soit f le coefficient du frottement 
de glissement aux deux points de contact J et J'; on suppose le frotté-
ment de roulement négligeable. 

A un instant t, on désigne par x Vabscisse commune de J et J', par 9 
l'angle dont a tourné le diabolo, par N et N' les réactions normales 
en J et J', par F et F ' les réactions tangentielles (comptées positive 
ment vers le haut). 

Déterminer en fonction de t : x, 6, F, F', N, N' dans les divers types 
de mouvement possibles suivant les valeurs de a. 

Application numérique : 

a = 5 c m j h = 6 C M , M = 7 0 0 ' , / = 0 , 1 6 , g = 9 8 1 G . G . S . 

Calculer (avec trois chif fres) x, 6, F, F', N, N' à l'instant t = is : 

i ° pour a = 5° ; 20 pour a = 6o°. 
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° Roulement sans glissement. 

L'équation du ftiouvement est 

i ,3a0" .= g sin a. 

Les réactions sont données par 

2 N . = 11N ' = M g cos a, 

Î F = A F = M g si n a — M A 8 ' , 

Ce cas se produit si 

Glissement, — On a Jes relations 

2 N = '2 N' — M u c o s a , 

¿e* = — f c-osa), 

o , 3a6 " = fgcoïa.. 

( L i l l e , novembre 1923.) 

C.63. —- EPREUVE THÉORIQUE. — On considère un cube homogène, 
pesant, /W désigne par a la longueur de Varête. 

i° Etudier le mouvement du cube en chute libre, /¿s conditions ini-
tiales étant arbitraires. 

20 On fixe un sommet O du cube de façon que le cube puisse libre-
ment tourner autour de ce point. 'Étudier le nouveau mouvement 
sachant que, à l'instant initial, une arête issue de O est verticale 
ascendante, et le corps est animé d'une rotation autour de la diago-
gale 0 0 ' du cube, mesurée par w. 

Déterminer la valeur de m en fonction de a et de Vaccélération g 
due à la pesanteur, de *manière que la valeur maximum de Vangle 
«aigu qwe fait la diagonale 0 0 ' avec la verticale ascendante soit 90°. 

3° A utt instant où 0 0 ' est horizontal, on immobilise, brusquement, 
le sommet O ' opposé au sommet 0 qui reste fixe. Etudier ce dernier 
mouvement. 

G.68. — EPREUVE PRATIQUA. — On considère un hémisphère plein, 
homogène de masse M, de rayon R et un point matériel de masse m, 
situé à Vintérieur sur Vuxe de symétrie, à la distance a du centre 
< a < R ) . 

i° Calculer Vattraction newtonienne de Vhémisphère sur le point, 
en désignant par f Vattraction mutuelle de deux points matériels, de 
masses ég'ales à Vunité, et dont la distance est égale à l'unité. 

20 Calculer à j^y près3 le rapport ^ par la condition que cette 

4attraction soit nulle. 
(Paris^ juin 192!.) 
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G.67. — ÉPREUVE THÉORIQUK. — Sur un cylindre G horizontal roule 

un parallélépipède rectangle P, homogène et pesant. Le centre de gra-
vité est, au repos, dans le plan vertical de l'axe du cylindre et les 
arêtes horizontales sont, les unes parallèles, les autres perpendicu-
laires aux génératrices du cylindre. Ce parallélépipède supporte par 
deux fils tendus et égaux, de longueur l, un second parallélépipède Q 
dont les arêtes sont parallèles à celles du premier. Le plan vertical 
de l'axe du cylindre est un plan de symétrie général du système. 

Les moments d'inertie respectifs de P et Q autour d'axes parallèles 
à G menés par leur centre de gravité sont MJE2, M ' ^ . 

Etudier les petits mouvements de ce système dans le plan perpendi-
culaire à G qui contient les centres de gravité P et Q. On adoptera 
comme paramètres : 

i ° L'angle u de roulement de P sur son support; 
L1 angle § de la direction des fils avec la verticale. 

(Besançon, novembre 1925«) 

CERTIFICAT DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I° Construire la courbe 

T 9 x = L tang ~ H- COS9, jK = sin®. 

Interprétation géométrique du paramètre cp. Longueur du segment MT 

de la tangente compris entre M point de contact et T point d'inter-

section avec Ox. Arc de la courbe (^prendre s = o pour cp = ^ et 

ds \ 

> oj. Equation paramétrique des développantes de cette courbe 

au moyen de cp. 
20 On se propose de déterminer une courbe telle que le segment 

compris entre le centre de courbure et le-pied sur Ox de la normale 
soit constant et égal à 1. Expliquer sans calcul comment la première 
partie conduit à la solution de cette question et expliquer le role des 
deux constantes arbitraires. 

3° Mettre en équation la question proposée au n° 20. Prendre 
y'2 = z pour nouvelle inconnue et former Céquation différentielle liant 
y et z : l'intégrer. 

4° Soit réquation différentielle (X constante) 
L Î H - r ' 2 ) * 

y — — •— — . — j 
2 v 1̂ + y'1 • 1 y 
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dy 

où L est le symbole des logarithmes népériens ety' = • On pose 

yr = — c o t tp et \/i —f- y'2 m —. Former Véquation différentielle qui 

lie x à cp; Vintégrer. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° La courbe donnée est une tr actrice; 
le segment M T vaut i ; cp désigne l 'angle de cette tangente M T avec Ox. 
L'arc s vaut L(sin<p). Les équàtions paramétriques des développantes soht 

9 

x — L tang - H- coscp 4- (G — L sincp) coscp. 

y = sin cp H- (G — L sincp) sin cp. 

i 0 Les courbes cherchées sont ces développantes à une translation près, 
le long de Ox. 

3° Leur équation différentielle ne contient que y et y'; une première 
intégration conduit à l 'équation indiquée au n° 4°. 

4° Le changement de variable indiqué permet de retrouver les équations ( i ) 
à une constante additive près pour x . 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I° On considère le cercle ( G ) x2-hy2=i. On 
pose x -h iy = Z = = ¿Y . Indiquer le position clu point Z 

correspondant à un point z pris sur G; on prend pour (x = i, y = o ) , 

X = i , Y = o et le point m (x, y) parcourt le cercle G dans le sens 
direct une fois à partir de x = i, y — o; quel chemin a parcouru le 
point M ( X , Y ) ? 

2° Soit cp Vargument de M : on projette M sur O m en fji; trouver, en 
jonction de les coordonnées de {jl Evaluer l'aire balayée par O [Jt 
quand m parcourt la demi-circonférence supérieure G; construire la 
courbe lieu de ]x. 

3° Calculer avec approximation par défaut et excès l'arc décrit 
par fi. quand m parcourt la demi circonférence supérieure. Partager 
l'intervalle d'intégration en six" parties égales. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° Le point M est le milieu de l'arc am, 
a désignant le point z — 1. Le point ¡x décrit la courbe 

6 
p = cos - • 

L 'aire demandée vaut — * 
4 

( L i l l e , novembre 1925.) 
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SUR LA CONSTANTE G DEHLER; 

PAR PAUL A P P E L L . 

On peut poser, d'après la définition même de G, 

C = H ( à ) _ l o g f c - + - S ( À ) , 

où h est un entier > 2, 

H ( Ä ) = I 1 

2 3 ' ' ' h — 1 ' 

S (h) tendant vers zéro, quand h croît indéfiniment. M. Ser a 
donné l'expression de S (A) dans Y Intermédiaire des Mathéma-
ticiens (2e série, t. IV, novembre-décembre 1926, p. 126-128): 

h h h-HI Ä ( Ä + I ) ( A . + 2 ) ' 

p 2 I I . 2 . . . V 
" ^ " 2; 

v = l 
où 

r 1 x(\ —x)(<x — x).. Av— \—x) , — d * ' 

On a aussi, en vertu de l'identité 

1 . 2 . . . v 1 . 2 . . . h 

( / n - i ) . . . ( / n - v ) (v + i ) . . . ( v + i i ) ' 

S ( Â ) s Ç + ( Â - r ) ! 2 V — ^ |(V + I ) ( v + 2 ) . . . ( V + A V 
v = l 

on peut également calculer les quantités 
V = 00 

1 "V Pv+V 
lh=Z^Thy 

V =1 

dont M. Ser donne les deux premières \0 et A, (/oc. cit., p. 127) 

en retrouvant la formule de Fontana-Bessel : 

Ann. de Mathémat., 6e série, 1 . 1 . (Juillet 1926.) *9 
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Nous ferons ici quelques remarques sur S (h). On a aussi 

où k est un entier différent de A (A1 ^2) . Alors en retranchant, on 
a, quel que soit C, 

H ( * ) — H ( / 0 — l o g | + - S ( / c ) - S ( A ) = 0, 

k 
Donc, comme H ( £ ) — H ( A ) est commensurable, log ^ incom-

mensurable, le logarithme étant népérien, 

0 ) " — S ( A ) = incomm. ( k ¿ ¿ h ) . 

Dans ces conditions il est impossible que S (A ) soit commensurable 
pour deux valeurs différentes de l'entier A, h = hK, h = A2, car 

qui devrait être incommensurable, d'après (1), serait commensu-
rable. Il peut exister une seule valeur de A, h~ h]y rendant S (h) 
commensurable. Si cette valeur existe, G est incommensurable 
d'après l'équation de définition où h — A,. Mais il est probable 
que A, n'existe pas et que S.(h) est incommensurable pour toutes 
les valeurs de l'entier A. , * ; 

On conclut de là que, quel que soit C, commensurable ou 
incommensurable, G-(- logA est incommensurable pour toutes les 
valeurs „de A, sauf une h = h\ au plus. Si h{ existe, G est incom-
mensurable; s'il n'existe pas, on ne peut rien dire sur la nature 
arithmétique de G. 

SUR UN POINT DU PROGRAMME DE LA CLASSE DE MATHÉMATIQUES ; 
PAR G. V À L I R O N . 

Les remarques suivantes, faites après l'audition d'une leçon d'un 
candidat à l'agrégation, intéresseront peut-être quelques lecteurs. 
Il s'agit de la démonstration des théorèmes qui servent dans l'étude 
de la variation des fonctions, tels que le suivant : Une fonction 
f ( x ) dérivable sur le segment a, a<x1^br et dont la dérivée 
est positive, est croissante. Dans la classe de mathématiques, cette 
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proposition doit être admise sans démonstration; mais dans cer-
tains Ouvrages à l'usage de cette classe, celui de M. Commissaire 
par exemple, elle est établie comme dans les cours d'analyse en 
s'appuyant sur la formule des accroissements finis, rendue intui-
tive par des considérations graphiques. Dans un cours où l'emploi 
des dérivées est restreint à l'étude de la variation des fonctions 
élémentaires et à la recherche des extrema, la méthode directe 
suivante est peut-être plus instructive ( * ) . On s'appuie sur ce 
lemme, qui est une conséquence immédiate de la définition de la 
dérivée et de l'hypothèse faite sur son signe : 

Si x0 est un point du segment a, il existe un intervalle l(xQ) 
ayant pour centre ce point, dont les points x (appartenant à a, b) 
donnent à / ( # ) — f(x0) le signe de x — x0. 

On peut-alors admettre que le segment a, b peut être couvert 
par un nombre fini d'intervalles l(x), alors f(a) <Cf(b), ce qui 
est bien la proposition à démontrer. La proposition admise est le 
théorème de Borel-Lebesgue. 

On peut se ramener à une proposition plus intuitive en utilisant 
le procédé des subdivisions. Supposons que l'on ait f(b)^ f(a). 
Si c est la moyenne arithmétique de a et b, l'une au moins des 
différences f{c) — f ( a ) i f ( b ) — f(c) est encore négative ou nulle ; 
on a donc un nouveau segment ¿>1, qui coïncide avec a, c 
ou c, b, pour lequel on a les mêmes hypothèses que pour a, On 
le divise en deux, et ainsi de suite, ce qui donne une suite infinie 
de segments 

M n ? b n, 
pour lesquels 

f(bn)<f(an), 

«/i-i'^a«, bn=t>n-i, ,bn—an=i-»{b — a). 
% 

On peut admettre que les nombres du et Un, ont un meme point 
limite \ tel que 

Le point \ est le centre d'un intervalle T(£) dans lequel les points 

( 1 ) La démonstration qui suit est à rapprocher des considérations développées 

par M. Denjoy dans son Mémoire Sur les nombres dérivés des fonctions conti-
nues (J. de Math1915, p. 106-240, en particulier p. 176). 

(2) C'est ce que l'on admet déjà, dans la même classe, dans la définition de la 

longueur de la circonférence. 
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an et bn sont compris àpartir d'une valeur de 11\ d'après le lemme 
on a, à partir de cette valeur, 

f ( à n ) < f ( b n ) . 

Cette contradiction établit le théorème. 
La proposition relative aux fonctions dont la dérivée est nulle 

sur un segment a, b est une conséquence de la précédente. Car, si 
l'on supposait / ( # ) *</ (# ) > la fonction 

g(x) = f ( x ) + [ f { a ) - / ( b ) ] 

aurait une dérivée positive sur a, alors que g(a) == g(b)} ce 
qui est impossible. En changeant f (x) en / ( # ) , on voit de 
même que l'on ne peut avoir f ( a ) ^ > f ( b ) . 

SUR LES CONGRUENCES DE CUBIQUES PLANES CUSPIDALES; 
PAR L . G O D E A U X 

(Liège). 

* Si l'on considère, dans un plan, une famille oo4 de cûbiques 
cuspidales (c'est-à-dire possédant chacune un point de rebrous-
sement), on sait que le lieu des points de rebroussement fait 
partie de l'enveloppe de la famille. De plus, en général, les cubi-
ques ne touchent pas l'enveloppe en leur point de rebroussement. 
Des propriétés analogues existent pour les systèmes oo2 ou con-
gruences de cubiques planes cuspidales de l'espace; c'est ce que 
nous allons montrer dans cette Note, en examinant la distribution 
des points focaux sur les courbes d'une telle congruence. Aupara-
vant, nous ferons une remarque sur le problème dans le plan. 

1. Une cubique plane possédant un point de rebroussement, ne 
possède qu'un seul point d'inflexion. Par conséquent, étantdonnée 
une cubique plane cuspidale, la tangente de rebroussement, la 
tangente d'inflexion et la droite qui joint les points de rebrous-
sement et d'inflexion- sont rationnellement déterminées. 



— 293 —, 
Si a = o. y = o, [ 3 = 0 désignent respectivement les équations 

de ces droites en coordonnées cartésiennes, dans un |>lan, la 
cubique sera, comme on sait, représentée par 

( i ) & a 2 Y + P 3 = o . 

Une famille oo* de cubiques cuspidales dans un plan pourra par 
suite être représentée par l'équation ( i ) , où l'on supposera, les 
coefficients des coordonnées dans a, ¡3, y, fonctions (dérivables) 
d'un paramètre u. 

Les points caractéristiques de la famille, situés sur une cubique ( i ), 
seront déterminés par la courbe 

Ces points seront donc au nombre de neuf. Voyons combien de 
ces points seront absorbés au point de rebroussement P (oc = ¡3 = o). 
Si, dans l'équation (2), nous faisons j3 = o, nous trouvons que la 
droite représentée par cette équation réncontre la courbe (2 ) , 
en un point P et en deux autres points en général distincts du 
premier. De même, la tangente de rebroussement a = o rencontre 
la courbe (2) en trois points dont deux sont confondus en P. Il 
en résulte que la courbe (2) passe en général simplement par P 
en y touchant la tangente de rebroussement. Par suite, sur une 
cubique de la famille, trois points caractéristiques sont en général 
confondus au point de rebroussement. 

Pour que les cubiques de la famille soient tangentes au lieu du 
point de rebroussement, il faut que ce lieu soit également l'en-
veloppe de la tangente de rebroussement a = o. Les équations du 
lieu du point de rebroussement s'obtiennent en éliminant a entre 
tx = o et (3 = o; il faut donc que la droite v ' u ~ o passe constam-
ment par l'intersection des droites a = o, [3 = o et cette condition 
est évidemment suffisante. 

Mais lorsque cette circonstance se présente, la courbe (2 ) est 
rencontrée par toute droite passant par P en deux points con-
fondus en P, c'est-à-dire qu'elle possède un point double en P. Il 
est d'ailleurs aisé de vérifier que les tangentes à la courbe ( 2 ) 
en P sont distinctes de la droite a = o. Il en résulte que les 
courbes (1) et (2) ont quatre points d'intersection confondus 
en P. Donc, lorsque la courbe (1) touche son enveloppe au point 
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de rebrousseraient, quatre points caractéristiques sont absorbés 
en ce point. 

2. Soit S une congruence formée de cubiques planes cuspidales. 
Si nous désignons par à = o l'équation cartésienne du plan d'une 
courbe de par a = S = o les équations de la tangente de rebrous-
sement, par [3 = S = o les équations de la droite joignant les 
points de rebroussement et d'inflexion, par a = y — o la tangente 
d'inflexion, les équations de la courbe envisagée seront 

f étant le premier membre de l'équation d'une quadrique. Toute 
courbe de S pouvant être représentée par des équations telles 
que (3), nous pourrons supposer que la congruence est elle-même 
représentée par les équations (3), où les coefficients des coor-
données dans a, ¡3, y, <5,/sont des fonctions (dérivables) de deux 
paramètres,//, v (toutau moins pour w, v variant dans un certain 
domaine). 

Gela étant, les points focaux de la congruence S seront déter-
minés (*') par les équations (3 ) et l'équation 

• § 3 + 8 / ) 
dS 
du 

( 4 ) 

Cette équation peut s'écrire, en effectuant les dérivations, 

2 a v a'p •+• a? + 3 P2 -I- l f v K 

L'équation (4) représente une surface du quatrième ordre et il 
y a donc, sur chaque courbe de la congruence S douze points 
focaux. Voyons combien de ces points sont confondus au point 
de rebroussement P (a = [3 == S = o ) de la cubique (3). 

Les points d'intersection de la surface ( 4 ) avec la droite ¡3 = 5 = o 
sont donnés par 

( 5 ) 

(* ) DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. II, 1889, p. 3 
et suiv. 
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11 j en a donc un qui tombe au point P et, en général, il n'y en 
aura qu'un seul. Le point P est donc en général simple pour la 
surface (4 ) . 

Les points d'intersection de la surface ( 4 ) avec la droite 

a = 8 = o 
sont donnés par 

I Fv ¿V 

Il y a don^ deux confondus en P. Observons que l'équation 

s;/ 

représente une quadrique qui détermine, sur la droite (3 = à = 
les points focaux de la congruence engendrée par cette droite 
lorsque w, v varient. Par suite, la droite oc = 8 = o rencontre la 
surface (4 ) en deux points confondus en P et en deux seulement 
lorsque le lieu des points de rebroussement des cubiques de S 
n'est pas une nappe de la surface focale de la congruence engen-
drée, par la droite fi == 8 = o. 

Enfin, les points d'intersection de la surface (4 ) avec la droite 

a = ¡3 = o 

sont donnés par l'équation 

( 7 ) « f: 
Il y en a un seui en P. 

Il résulte de tout ceci que parmi les points focaux de 2 situés 
sur une courbe de cette congruence, il y en a en général trois 
confondus en P. 

Dans une congruence de cubiques planes cuspidales, le 
point de rebroussement compte pour trois points f ocaux. 

Observons qu'en général, le point d'inflexion (¡3 = y ~ 8 = o ) 
n'est pas un point focal de la congruence S. 

3. L'équation de la nappe de la surface focale lieu des points de 
rebroussement des courbes de S s'obtiendra en éliminant w, ç 
entre les équations 

a = o. ¡3 = o, ; § = O. ^ 
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En général, la droite a = o = o ne sera pas tangente à cette sur-

face, c'est-à-dire que les courbes de S ne seront pas tangentes à 
la surface focale en leur point de rebroussement. 

Pour qu'il en soit autrement, il faut et il suffit que l'on ait 

c'est-à-dire que la congruence formée par les droites a = o, 8 = o 
ait la surface considérée comme nappe de sa surface focale. 

S'il en est ainsi, le point P est encore simple pour la sur-
face (4), car l'équation (7 ) n'est pas modifiée; mais le plan 8 = 0 
est tangent en P à la surface (4). La droite a = S = o rencontre 
encore la surface (4 ) en deux points confondus en P ; la droite 

"P = 8 = o 

rencontre la surface (4 ) également en deux points confondus 
en P, carie second facteur du premier membre de l'équation (5 ) 
s'annule pour a = [3 = 8 = o en vertu de l'équation (8) . Il en 
résulte donc que la section de la surface (4 ) par le plan 8 = 0 
possède un point double en P, les tangentes étant d'ailleurs dis-
tinctes de la droite a = 8 = o. 

Dans une congruence de cubiques planes cupidales, les 
courbes ne touchent pas, en général, la surface focale au 
point de rebroussement. Si ce contact a lieu, le point de rebrous-
sement absorbe quatre points focaux et en général quatre 
seulement. 

â. Les développements précédents supposent que le lieu des 
points de rebroussement des'cubiques de S est une surface pro-
prement dite. Supposons maintenant que ce lieu soit une courbe C. 
Dans ces conditions, les droites c/L = d — o et ¡ 3 = 8 = 0 s'ap-
puient sur la courbe G et cette courbe intervient donc comme une 
nappe de la surface focale de chacune des eongruences rectilignes 
engendrées par ces droites lorsque ur v varient. En d'autres 
termes, le long de la courbe G on a 

a'u Kl 
= 0, P « K 

3'„ 8„ 

Les résultats précédents doivent donc être modifiés. 
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L'équation (7) montre que la droite a = ¡3 = o rencontre la 

surface (4 ) en un seul point confondu avec P, donc P e^t encore 
simple pour cette surface. 

Nous allons voir que la section de la surface (4 ) par le plan $ = o 
présente actuellement en P un point de rebroussement, la tangente 
de rebroussement étant la droite a == S = o. 

L'équation (5 ) montre, comme plus haut, que la droite ¡3 = o 
rencontre la surface ( 4 ) en deux points confondus en P. 

L'équation (6 ) représente actuellement une surface dégéné-
rée en deux plans et une quadrique passant tous les trois par P. 
Il y a donc trois des intersections de la surface (4 ) et de la 
droite a = S = o confondus en P. 

Les points d'intersection de la surface (4 ) avec la droite S = o, 
a = sont donnés par l'équation 

c'est-à-dire 

X*ÉJÎ 

! o, 

Y « 

ïV 

K 
à' 

Pa K 

Il j a donc toujours, en vertu des équations (9), deux de ces 
points confondus en P. Il ne pourra y en avoir trois que si l'on 
a A = o, donc la section de la surface (4 ) par le plan 8 = o pos-
sède un point de rebroussement en P, la tangente de rebrous-
sement étant la droite a t= o, S = o. 

Les intersections de la courbe (3) et de la surface (4 ) absorbées 
en P sont donc au nombre de six, par suite : 

Si, dans une congruence de cubiques planes cuspidales, le 
lieu des points de rebroussement est une courbe, chaque point 
de rebroussement absorbe six points focaux. 

* En particulier, si la congruence S est linéaire, c'est-à-dire s'il 
passe, en général, une et seule courbe de S par un point de l'es-
pace, les nappes de la surface focale se réduisent toutes à des 
courbes, donc : 

Les courbes d'une congruence linéaire de cubiques planes 
cuspidales s'appuient en sept points sur une courbe {ou 
ensemble de courbes) fixe, Cun des points d'appui étant le 
point de rebroussement. 
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SIR UN THÉORÈME DE CALCUL YECTORIEL ET SES APPLICATIONS; 
PAR J. S U D R I A . 

* 1. Soient une grandeur scalaire foiiction d'un point P, et 
d'autre part une surface S ayant deux côtés et limitée par un con-
tour G orienté; considérons le côté de cette surface tel que les 
sens de la demi-normale et du contour forment une association 
sinistrogire ; n désignant un vecteur unité dirigé suivant cette 
demi-normale, on a 

( a ) / g r a d w À n dS'= / udP. 
Js Jc 

Nous avons donné une démonstration directe de ce théorème (*) 
sans faire intervenir les axes de coordonnées; signalons, pour 
éviter des redites, une autre démonstration qui consiste à projeter 
l'égalité vectorielle sur les trois axes; on trouve ainsi trois égalités 
qui résultent simplement du théorème de Stokes. 

La formule de Stokes et la formule que nous donnons plus 
haut ont donc la même origine, mais leurs formes différentes 
peuvent les rendre diversement propices à certaines applications. 

2. Considérons deux surfaces Si et S2 : la première, lieu d'un 
point P t ; la deuxième, d'un point P2. Ces surfaces étant limitées 
par des contours Ci et C2, on établit le sens de parcours d'après 
les conventions précédentes." 

Dans ce qui suit, l'opération -grad ou rot sera affectée des 
indices i ou 2, suivant que cette opération sera faite par rapport 
à un point P< ou un point P 2 ; r est la distance de ces deux points. 

Posons 

V = gradi j: x n i 

et 

q = niiV gradi '£5 

(*) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i5 février 1926. 



nous allons démontrer que 

( P ) g rad ,? = r o t 2 q . 

Mais on vérifie aisément, puisque ni ne dépend pas des points P2 , 
que ' 

p = — grad2 j x n i = — div2 

j i / n j 
q = — m x g r a d 2 - = — r o t 2 i - ~ 

il s'agit de montrer que 

g r a d 2 d i v 2 ^ ~ ^ = r o t 2 rot 2 ^ y ^ .. 

Or, la différence des deux membres est 

lequel se réduit, puisque xx, ne dépend pas de P2 , à 

n i A ^ i ^ o , 

Application des théorèmes précédents. — Supposons que les 
surfaces S { et S2 soient celles de deux feuillets de puissances 111 
et Iï2; la face choisie sur chacune d'elles étant celle chargée de 
magnétisme positif; le potentiel créé par un élément de Si en P2 

est, d'après un résultat dont l'interprétation, sinon la forme, est 
classique : 

I l i n t X gradj fyd&u 

et, pour tout le feuillet, 

V = TLXJ- m x grad t dS t . 
Si 

Le vecteur induction en P2, provenant du feuillet Si, est 

B = — g r a d 2 V . 

Le flux de B sortant par la face positive de S2 peut se remplacer 
par une circulation 

= — il i f Q x dP2, 
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Q étant, d'après (¡3), 

j f n i A gradi 

c'est-à-dire, d'après (a), 

ou enfin ( 

f f l l M h . 
Ci 

L'énergie potentielle des deux feuillets en présence est 

avec 
M = r fdPixd?,  r 

C'est la formule de Neumann démontrée sans l'intervention des 
coordonnées. 

QUESTION PROPOSÉE. 

2494. 

Deux plans parallèles P et P ' tournent respectivement autour d'axes X 
et X', perpendiculaires à ces plans, avec des vitesses angulaires cons^ 
tantes w et a)', d'ailleurs quelconques. Entre les deux plans se trouve une 
bille sphérique, dont le diamètre est égal à leur distance et qui roule sur 

ux. On demande le lieu du centre de cette bille. R. B. 

BIBLIOGRAPHIE. 

Le Précis de Mécanique rationnelle de G. BOUUGÀND ( 1 ) , dont le 
Tome I a paru l'an dernier, est d'une conception originale et très heureuse. 

L'Auteur s'est préoccupé d'amener le plus rapidement possible l'étudiant 

Vuibert. Le Tome II, k paraître, concerne le frottement et la dynamique 
des systèmes continus. 
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aux problèmes sur la dynamique des systèmes. Aussi, après quelques 
chapitres d'introduction, consacrés à la cinématique, la géométrie des 
masses et les principes, aborde-t-i l la dynamique analytique, en se plaçant 
d'emblée au point de vue du calcul des variations. L'exposé prend ainsi 
une grande unité, il est fort bien gradué et de très nombreux exercices, 
traités dans le détail, viennent le compléter : l 'Ouvrage peut être chaude-
ment recommandé aux étudiants et, tout particulièrement, à ceux d'entre 
eux qui doivent travailler seuls. 

Si le précis de M. Bouligand réalise ainsi^ et de la façon la plus pratique, 
la préparation à la Licence et à l 'Agrégation, ce serait bien mal connaître 
l 'Auteur qu'imaginer qu'il a pu négliger, un seul instant, la solide forma-
tion scientifique qui, par delà parchemins et programmes, doit être le but 
de l 'enseignement. Nous trouvons là les plus précieuses qualités du Livre 
et, même en une analyse rapide, il faut y insister. Ce sera d'abord pour 
noter l 'élégant exposé des principes, où se détache la notion de relativité 
du système de référence et pour relever combien texte et exercices sont 
propres à assurer le développement de l'esprit géométrique. Il faut enfin, 
à cet égard, signaler tout particulièrement le dernier chapitre : complé-
ments de dynamique analytique. En cë qui concerne les équations cano-
niques et leurs transformations, l 'Auteur a suivi le remarquable exposé de 
M. Cartan, dans ses Leçons sur les invariants intégraux ( l ) ; il résume 
ensuite quelques-uns des résultats de M. Painlevé sur les trajectoires 
réelles pour insister surtout sur les travaux de M. Hadamard concernant 
les systèmes dynamiquement équivalents et les différences profondes qu'ils 
peuvent comporter du point de vue de YAnalysis Situs. Le Livre contri-
buera grandement à faire entrer dans renseignement classique ces impor-
tantes théories. 

M. Bouligand a tenu à marquer, dans la préface de son L ivre tout ce 
qu'il doit ( e t que nous devons tous) à l 'enseignement de M. P . Appel l dont 
le grand Traité donne le plus parfait exposé d'ensemble de la Mécanique 
rationnelle actuelle. Un Tome V de ce traité vient de paraître ( 2 ) et témoi-
gnerait à nouveau s'il en était besoin, combien l'œuvre du Maître, image 
très fidèle de développement actuel de la Mécanique, marque aussi les 
possibilités d'extension ultérieure de cette science : ce Tome Y , écrit en 
collaboration avec M. Thiry, est en effet consacré aux éléments et aux 
applications du calcul tensoriel et constitue une introduction à la Méca-
nique de la relativité. 

Nul n'ignore que le Calcul tensoriel (ou calcul différentiel absolu) créé 
par Ricci et Levi-Civ i tà, s'est révélé comme l'instrument mathématique 
indispensable au développement des théories d'Einstein. Un progrès 
essentiel dans l'exposé de ce -Calcul a été réalisé par M. Levi-Cività-
lorsqu'il a introduit la notion du transport parallèle d'un vecteur dans 
une variété d'élément linéaire quelconque. 

( ' ) Hermann. 
( 3 ) Gauthier-Yillars et C le, éditeurs; i vol. de 197 pages; prix i4 fr. 



Dans le Livre de MAI. Appell et Thiry l 'étude même du Calcul tensoriel 
est précédée d'un élégant résumé des propriétés des formes linéaires et 
quadratiques. Les chapitres suivants conduisent le lecteur jusqu'aux 
délicates théories géométriques de MM. W e y l et Eddington et aux renjar-
quables travaux de M. Gartan, tandis qu'un dernier chapitre « Aperçus de 
Géométrie cayleyenne » , inspiré ( comme le premier ) d'un cours de 
M. Borel, en dégage les propriétés essentielles. 

Il est impossible, ici, d'entrer dans le détail, mais il faut noter du 
moins les nombreuses applications traitées, tirées du domaine de la 
Géométrie ou de la Mécanique rationnelle classique. Ces applications 
rattâchent le lumineux exposé des auteurs à des questions déjà connues de 
l'étudiant. Elles convaincront le lecteur que si même, comme le pensent 
de bons esprits, les théories relativistes ont peu d'avenir, la physique 
mathématique future ne pourra ignorer les développements donnés, par 
Ricci et M. Levi-Cività, à la pensée de Riemann. J. P . 

SOLUTIONS OE QUESTIONS DE LICENCE. 

Question G.63. 

(Calcul différentiel et intégral, épreuve théorique ; énoncé publié en 
mai 19ibi^p. ^53.) 

SOLUTION. 

i ° Les équations finies des multiplicités caractéristiques de l'équation 

proposée 
( H- q2 ) z — p 

peuvent s'écrire 

a?.= a s in9 , y ~ ab c o s ^ -+- c, z = ab sincf coscp ; 

p = ¿râéccp, q == tangcp. 

-Pour détermine^ "en suivant la méthode de Câuchy, les surfaces 
intégrales passant par la parabole x 2 = i z ^ y = o, on notera que, sur cette-
parabole, c 'est-à-dire pour 

(1) a sincp = ib coscp et ab cos2<p -h c = o, 

on doit avoir 
x <5z, §y = ot 

équations qui entraînent p = a7, ou 

( 2 ) b = a sincp cos cp. 



On tire de (1) et ( 2 ) 
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a — izb ( £ ¿ = ± 1 ) , sin2<p — e, 2COs2<p=si, 

et c = —s6 2 , ce qui donne les deux surfaces 

sa2 sa2 . 
x~a sincp, y = —ç COS29, 3 : = ~ s i n 2 c p 

d'équations 

( 3 ) œ i-\-i\zx — 4 ^ 2 = o . 

Si l'on suit la méthode de Lagrange, on partira, par exemple, de 
l ' intégrale complète 

( 4 ) '(y — c ) 2 - 4 - *2= è 2 ^ 2 ; 

la condition de contact de cette surface avec la parabole de l'énoncé 
s'écrit 62 = ec; et l 'enveloppe de la famille oc1 de surfaces ainsi obtenues 
s'obtient, immédiatement sous la forme (3 ) . 

3° Les surfaces intégrales développables vérifient une relation 

F {p. q) = const.; 

or les seules fonctions F admissibles sont des intégrales premières de 

dp dq 
Jq ~ 

déduite des équations différentielles des caractéristiques et l 'intégration de 
cette dernière équation ramène aux surfaces intégrales (4 ) . Ainsi les seules 
surfaces intégrales développables sont des cônes de révolution de sommets 
sur Oy, d'axes parallèles à Ox. 

Autre solution par M. J. LAUREAU. 

Question G.61 

('Calcul différentiel et intégral, épreuve théorique; énoncé publié 
en mai 1926, p. 2 5 3 . ) 

SOLUTION, 

P a r M . R . ODILE. 

I° On donne les équations 

, N u.-— v a- 4- p a + c u — v a2 -4- t>2 
( I ) X = p p , y = p > . Z = P : > 
^ 2 r 2 J 2 2 2 a 

où p est paramètre variable, et qui représentent une droite ( D ) dépendant 
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des deux paramètres u et P et l 'on demande d'abord d'établir entre u et P 
une relation telle que les droites D correspondantes soient tangentes à 
une courbe ( T ) . 

Les équations de la droite ( D ) étant prises sous la forme 

x = etz-hp, y = fiz q 
avec 

M + P u U — P L I . z — a— -» 3 = — a —— -, p = - (u — v), <7 = - ( m-f-p) 
U 2 - H P 2 R ¿ ¿ 2 - H P 2 ^ 2 ' ^ - a . 

la condition demandée est" 

— dp = o, 
d'où aisément 

\{u v) du — {u — p ) dv] [( u — C ) À - f - ( W + P ) dv\ = o . 

On est donc amené aux deux équations différentielles 

( 2 ) ( u - \ - v ) d u — (u-^v)dv = a1 

( 3 ) {u—v) du(u-h v) dv,—o, 

pour définir les développables de la congruence (1). 
L'une ou l'autre s'intègre immédiatement, l 'équation ( 2 ) ayant pour 

intégrale générale 

- = tang 1 iog ( 2 ' ) " = tang ^log 

tandis qpe ( 3 ) conduit à 

( 3 0 - = t a n g ^ l o g * — - j -

Dans l'un ou l'autre cas la droite D touche son enveloppe en un point 
dont le z est donné par 

_ dp 
don 

c^st -à-d i re , après un calcul simple et s'il s'agit de l 'équation (2)^ 

a 2 -HP 2 
£ = — ? ou encore p = — 1 . 

2 a 1 

Dans ce cas le point de contact de ( D ) avec son enveloppe a les coor-
données 

w2 H- P2 

* = ^ = * = 

et l 'équation ( 2 ' ) donne la project ion de la courbe enveloppe sur le 
plan xOy: c'est une spirale logarithmique. 
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On a des résultats tout à fait analogues dans le cas de l'équation (3 ) , les 

coordonnées du point de contact étant 

x = y = v, * = 2 a ( p = 

2° On demandait l'équation des nappes focales de la congruence des 
droites D. Ce qui précède montre que ce sont les deux paraboloides 

X2~hy2— 2 az = O, y2-h zaz = o. 

3° On demandait s'il existe des surfaces ( 2 ) admettant pour normales 
les droites ( D ) . Or les plans focaux passant par une droite ( D ) , c 'est-à-
dire les plans passant par cette droite et tangents respectivement à chacun 
des paraboloides en leurs points de contact avec ( D ) , ont pour coeff i-
cients v,, — u , — a et u, p, — a . La somme des doubles produits est-H a2 , 
nécessairement différente de zéro. 

Autrement dit, les plans focaux passant par une droite ( D ) ne sont pas 
rectangulaires, ce qui serait la condition nécessaire et suffisante pour que 
les droites ( D ) forment une congruence de normales. Conclusion : il n'y 
a pas de surfaces S admettant pour normales les droites ( D ) . 

CONCOURS D'AGRÉGATION 1\ 1926 
(SUJETS DE COMPOSITION). 

[Nous avons un peu retardé la date de parution de ce numéro des 
Nouvelles Annales pour pouvoir y publier les sujets qui suivent; nous 
en publierons les solutions dès les premiers numéros de la prochaine 
année scolaire. — L . R . ] 

Mathématiques élémentaires. 

I. Nous conviendrons d'appeler cycle d'ordre n l'ensemble des 
nombres obtenus en permutant circulairement, de toutes les 
façons possibles, les chiffres d'un nombre N. 

On caractérise un cycle par la donnée de son ordre et celle du 
plus petit de ses nombres. Par exemple le cycle d'ordre 3 du 
nombre 58 est formé des nombres o58, 58o, 8o5. 

i° Montrer qu'un diviseur commun à i o " — i et à l'un des 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Juillet 1926.) 20 



nombres d'un cycle d'ordre n divise les autres noriîbres du cycle. 
Enoncer une réciproque de cette proposition. 
2° Déterminer tous les cycles d'ordre 3 dont les nombres sont 

trois termes consécutifs d'une progression arithmétique. 
3° On considère les cycles d'ordre 6 dont les nombres sont, à 

l'ordre près, six termes consécutifs d'une progression arithmétique. 

JEtablir que les six chiffres composant ces nombres sont distincts, 
que la raison R de la progression est un diviseur de i ô 6 — î, et 
que le plus petit dés nombres du cycle est un multiple du quotient 
de R par 9. 

On recherchera enfin les limites entre lesquelles R doit être 
compris, et l'.on en déduira la détermination des cycles considérés. 

II. On donne, dans un plan,.trois points O, A , to. Après une 
rotation d'angle a et de centre co, les points O et A prennent res-
pectivement les positions O a et A a , 

La droite A A a coupe la circonférence de centre O a et qui passe 
en A a aux points A a et Ma . 

, # v 
i° Etudier comment varie, avec a, le vecteur O a M a . 

20 Déterminer l'amplitude et le centre de la rotation qui per-

met, en* général, de faire coïncider les vecteurs OA et O a M a . Lieu 

du centre de cette rotation quand a varie. ~ 
3° Montrer que la perpendiculaire menée; de O a à A A a passe 

par un point fixe I. Lieu de ce point I quand, O et A restant fixes, 
(o décrit une circonférence donnée, passant par A, ou une circon-
férence donnée dont le centre est le milieu de AO. 

4° Les points O et A étant donnés, ainsi qu'une droite D, 
construire les points o> et I sachant qu'ils sont sur la droite D.# 
Discuter. 

Mathématiques spéciales. 

Un point M a pour coordonnées, par rapport à deux axes rectangu-
¿3 _ _ 3 f 3 ¿2 [ 

laires Ox, Oy d'un plan x = a t ^ y = a - — ( a est une 

constante positive donnée). 
Quand a est fixe et que t varie, le point M décrit une courbe Ca . 
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Quand a varie à son tour, les courbes C a Constituent une famille. 

i ° Construire le lieu du point double et le lieu du point d'in-
flexion réel de G a . 

2° Soient respectivement Aa, Aa, A«, la tangente d'inflexion 
réelle, la droite qui joint les points d'inflexion, et l'asymptote 
de C a . Construire les enveloppes de ces trois droites. 

11 y a trois courbes C a dont les asymptotes ont la même 
direction. Etudier la configuration des droites Aa qui leur corres-
pondent. 

3° Pour quelles valeurs de a la courbe C a possède-t-elle une 
boucle fermée? a étant choisi convenablement, exprimer par 
deux intégrales définies l'aire de cette boucle et la longueur de l'arc 
qui la limite. 

4° Par un point N de Aa, on peut mener à une courbe G a 

deux tangentes dont les points de contact A et B sont distincts du 
point d'inflexion considéré. La courbe C a restant fixe, montrer 
que lorsque N varie sur Aa, la droite A B enveloppe une conique Ta. 

On demande de trouver, quand a varie,.le lieu des foyers des 
coniques Ta, de discuter leur genre, de trouver leur enveloppe. 

Chaque conique Ta coupe son enveloppe en deux points. On 
demande l'enveloppe de la droite qui joint ces deux points. 

5° Par un point M de Ga , on peut mener à cette courbe 
deux tangentes T , T ' autres que la tangente en M. Soit yM la 
conique de foyer O, tangente aux trois droites Aa, T , T ' . Trouver 
l'enveloppe de yM quand M se déplace sur C a . 

Calcul différentiel et intégral. 

On considère l 'équation différentielie< linéaire du second ordre 

( r ) x"-i- x K(t) = o, 

où A (t) désigne une fonction analytique de la variable indépen-

«dante t, réelle et régulière pour toutes les valeurs réelles et finies 

de L 

i° Démontrer que toute solution de cette équation peut se 

mettre sous la forme 
oc = p COSCp, 
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p satisfaisant à l ' équat ion d i f férent ie l l e 

( 2 ) p" P M O — °> 

où c dés igne une constante à laquel le on peùt donner une valeur 

arbitraire, autre que zéro ( i par e xemp l e ) , tandis que cp a pour 

valeur 
jcdt 

Réc iproquement , , si p est une intégrale que lconque de ( 2 ) 

et cp une fonct ion pr imi t ive de l ' intégrale générale de (1 ) est de 

la f o rme 
Cpcos (© -+- h): 

C et h étant des constantes d ' intégrat ion. T o u t e solution p ( ¿ ) de 

l ' équat ion ( 2 ) est régul ière et de signe constant quand t var ie 

de — 00 à - f - o o . 

20 11 résulte de ce qui précède que l ' équat ion (2 ) s ' intègre au 

moyen d'une quadrature dès qu ' on en connaît une solution part i-

cul ière. Sous quel le f o rme les constantes d ' intégrat ion p0 et p'0 

figurent-elles dans l 'expression de l ' intégrale générale? Interpréter 

le résultat en considérant les trajectoires du po in t analyt ique 

z = p e£9 

et le l i en qui existe entre les tra jecto ires correspondant aux 

diverses solutions de l ' équat ion ( 2 ) . Examiner le cas où A est une 

constante posit ive. 

3° O n suppose, dans cette trois ième part ie du prob lème , 

que A ( ¿ ) reste compris entre deux constantes posit ives M et rn. 

Démo n t r e r que les intégrales réel les de x(t) de l ' équat ion (1) sont 

oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant 

alternativement à des interval les moindres que — e t plus grands 
i\Jm 

que — • Établ i r , dans les mêmes condit ions, quelques propr ié tés 

des intégrales réel les p.(¿) de l ' équat ion ( 2 ) . Mont re r notamment 

que, si pi -et p2 sont deux valeurs stationnaires consécutives, on a 
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et que, dans le cas où les amplitudes d'oscillation p2 —p^ deviennent 

infiniment grandes, les intervalles 112—t\ \ correspondants ne 

deviennent pas infiniment grands, ni infiniment petits. 

4° Examiner ensuite le cas où A ( / ) est fonction périodique, de 

période égale à^rt. Montrer que, parmi les intégrales de ( i ) , il en 

existe alors en général deux, linéairement distinctes, qui sont 

multipliées par les facteurs \ et ^ quand on change t en t -f- TC, 

*k étant racine de l 'équation du second degré à coefficients réels 

A2 — /CA 4 - 1 = 0 . 

Quelles sont les propriétés des intégrales réelles de ( i ) et ( 2 ) 

qui correspondent aux diverses hypothèses 

k > 1 ou k < — 2 ou < 4 ou k = ± 2 ? 

Montrer que la condition k2 <^4 e s t suffisante, et la condi-

tion k2< 4 nécessaire, pour que ( 2 ) admette une solution pério-

dique. [ O n dit alors que les solutions de (1) sont stables.] 

5° Démontrer que A (t) étant toujours supposée périodique, le 

nombre N des zéros d'une intégrale réelle de (1), contenus dans 

l'intervalle ( o , T ) est donné par la formule 

N = aT + r,' 

a étant fixe et r restant borné. 

6° On pose en particulier 

A = q1 - h qi C0S21, 

q et 6/, étant des constantes réelles, qui vérifient l ' inéga- _ 

lité | q{ | < q2. Démontrer que si l 'intervalle ( q 2 — + 

ne renferme le carré d'aucun nombre entier, l 'équation (1) 

n'admet que des solutions stables. 

Mécanique rationnelle. 

Étude de certains mouvements d'une toupie. — La toupie est 
constituée par un disque circulaire plan homogène, de 
rayon 2a et de masse /n, d'épaisseur négligeable, fixé à une 
aiguille perpendiculaire, de masse et d'épaisseur négligeables, 
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de longueur a en dessous du disque jusqu'à la pointe et ia 
au-dessus. Uaction de la pesanteur est Supposée assimilable à 
celle d'un champ uniforme, vertical, d'intensité g par unité 
de masse ; on ne tiendra pas compte de la résistance de 4'air. 

Les candidats pourront traiter les diverses parties dans 
Vordre qui leur conviendra. 

I. La toupie étant animée dun mouvement de rotation de 
grande vitesse angulaire autour de son axe repose par sa 
pointe sur un plan horizontal. On supposera que le frottement 
maintient cette pointe immobile et que la résistance du plan 
peut se traduire par une réaction unique appliquée à la pointe. 

a. Etudier et décrire succinctement le mouvement de la 
toupie dans le cas où, à certains instants de ce mouvement, 
Vaiguille a une vitesse nulle, la vitesse angulaire de la toupie 
étant alors co. En se limitant à une période de temps qui sépare 
deux repos successifs de Vaiguille, étudier le mouvement , 
dune façon plus précise en développant les éléments qui le 

1 ^ or 
déterminent suivant les puissances de /. — supposé petit et 

en se bornant aux termes du premier degré en X. 
b. Etudier et décrire succinctement le mouvement dans le 

cas où, Û un certain instant de ce mouvement, Vaiguille passe 
par la verticale avec une vitesse angulaire s. En supposant e 
petit, donner des valeurs approchées de la variation du temps 
et de la précession entre deux passages successifs par la 
verticale. Que devient le mouvement si Von fait abstraction de 
1 action de la pesanteur? 

c. Déterminer lés conditions dun mouvement où l'aiguille 
garde une inclinaison constante sur la verticale; chercher le 
système des forces d'inertie et la réaction du plan horizontal, 
Ce mouvement étant réalisé, on suppose qu'on applique au 
centre de gravité de la toupie une force horizontale perpendi-
culaire à l'axe, d'intensité / ; comment tendent à varier les 
vitesses? Quel serait de même Veffet d'une percussion qui 
aurait même point d'application, même direction et pour 
intensité P ? 

II. La pointe de la toupie est engagée dans une rainure 
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circulaire horizohtàlê, de rayon par qui permet tout déplace-
ment angulaire de Vaiguille et tout déplacement de la pointe 
dans la rainure; la résistance de cette rainure peut ainsi se 
traduire par une réaction normale, appliquée à la pointe. Cher-
cher des équations différentielles définissant le mouvement, en 
prenant pour variables iabscisse angulaire de la pointe dans la 
rainure et les angles d'Euler qui définissent la position de la 
toupie. Chercher s'il existe un mouvement tel que l'aiguille 
ou son prolongement rencontre l'axe de la rainure en un 
point fixe. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

ÉPREUVE THÉORIQUE.. — Î° Déterminer les courbes y = f ( x ) telles que 
le segment TN intercepté sur Ox entre T pied de la tangente sur Ox, 
N pied de la normale sur Ox, soit constant, égal à la, où a est une lon-
gueur donnée ; 

2° Construire la courbe G d'équation 

^ = y = / i - t2. 

Calculer le' segment TN. La courbe rencontre Vaxe OxenA, Vaxe 0y 
en B. Donner sans calcul la valeur numérique du rayon de courbure 
en A. Calculer avec les tables de logarithmes le segment OA; 

3» Calculer Vintégrale J y d » , où y et * les fonctions du 

numéro précédent. Calculer Vaire limitée par OA, l'arc AB et BO. 
Calculer Vaire comprise entre Ox, 0 y et l'arc infini issu de B {valeurs 
numériques à calculer avec les tables). 

4 e Calculer le volume engendré en tournant autour de Ox par un 
arc de la courbe G; valeur numérique correspondant à l'arc AB où à 
l'arc infini issu de B. 

5° Calculer, en fonction de t, l'arc s de la courbe G compté à 
partir de B pour origine. Valeur numérique de l'arc AB. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I° La f am i l l e de courbes de l ' énoncé est 

définie par l'équation différentielle 

7 i + 
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çp 
Posant y r ' = tang - ^ on l ' intègre sous la forme 

y = a sincp, x = afcoscp -f- L ( i — eosç ) ] -h K . 

2° La courbe G est une courbe de cette famil le, pour a = i , K = o. Elle 
présente sur O y un point de rebroussement B d'où partent, à 45° sur les 
axes, une branche infinie asymptote à Ox et un arc A B rencontrant nor-
malement Ox en A . Le segment T N vaut ia = 2; le rayon de courbure 
en A est 2; 

O A = L 2 — 1 = — o,3o685 . . . . 

C / C / x / • 9 sin2cp 3° J y dx = J coscp(i -+- coscp) a y = sincp -+- ± -f- — — - • 

L'aire limitée par O A , l'arc AB , BO a pour valeur 

H 

[CD s i n 2 © l 2 TC 

sin<p — -h — = r — - . A 4 JTT 4 -

L'aire comprise entre O ^ et l'arc infini issu de B a pour valeur 

TC 

[9 sin 2 © 1 2 t. 

sino-f- 1 -H —7—- = 1 + T * 2 4 J 0 4 
4° Le volume engendré par cette aire dans sa rotation autour de O x a 

pour valeur 
1Z 

/ „ J l~cos2cp cos3© -] - 5:: , 

5° La différentielle de Tare est définie par 
ds dx \J 1 y = 

dx cos© dy 

cos - sin -
2 2 

L'arc s compté à partir de B a pour valeur 

s = 4 cos - h - 2 L tansr 2 | . 
L ^ 4 J 5 

L'arc AB s'obtient en faisant 9 = TC. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I ° Les séries 

cosa? cos2 'x ? cosn# 
C(a?) =2 1 • 

i 2 ! ni 

0 / • n sina? sin 23? sin/w? 
S ( a? ) = i 5 h . . ' 

r 2 ! ni 
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sont-elles convergentes? Trouver leur somme pour x = Calculer 
« 2 

, [ c ( ï ) ] . — - [ » ( = ) ] • arc cos | 

2° La série 

• i B(ï) 
* x\ 

sin ( — 

—H • . . n 

est-elle convergente ? 
3° La série 

sili2a? -+- 2 sin2 H-. . .4- // sin2 . 

est-elle convergente ? 

r „ y , . cos nx sinna? 
INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — i ° Les sériés ; — et — sont con-

ni n\ 
vergentes, car le terme général de chacune d'elles est inférieur en valeur 
absolue au terme général de la série e. 

On a 

ï ) = c o s i ; S ( j ) = 8ini . 

. / X\ 

S I N U 

2° La série — — — - est convergente, son ternie général étant équivalent à 

terme général d'une série convergente. 

3° La série n s i n 2 ^ ? ^ est divergente, son terme général étant équivalent 
x2 ** 

à -j terme général d'une série divergente. 
( Lille, juin 1925.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Construire la courbe G définie par les 
équations 

Sx = 4 cos u — cos4 

y — 4 sinw — sin4^. 

On prend sur G, pour origine des arcs, le point A fourni par u = o, 
pour sens positif, celui des u croissants. Soit M T la clemi-tangente 
positive en un point M de G. Calculer en fonction de u : Vabscisse 

curviligne A M = s, Vangle ( o ^ T J M t ) = a, le rayon de courbure. 
Construire la développée de G. 

H. On pose x = r cosô, y = r sinô. Déterminer deux fonctions f { r j 



- MA ~ 

et 9 (6 ) de manière que les expressions 

f(r)dx — y{*)dy et y(§)dx-4-f(r)dy 

soient simultanément des différentielles totales. 

G.68. — III. Soient deux axes rectangulaires Ox, Oy, une courbe G 
sur laquelle on a fixé un sens positif des arcs, MT la demi-tangente 
dans ce sens, Ou l'une des demi-droites qu'on peut distinguer sur le 
rayon vecteur du point M {indéfinimentprolongé), r la valeur algé-
brique {rapportée à Ou) de OM. On pose 

Os;, Oh 

A Vaide des formules qui permettent d'exprimer les coordonnées 
cartésiennes de M en fonction de r et de 6 et à Vaide des expressions 
classiques de cosa, sina, R {rayon de courbure affecté d'un signe), 
calculer cosV-, s inV et R en coordonnées polaires. Calculer la 
distance OK du point 0 au centre de courbure K, relatif au point M. 
Déterminer la courbe G de manière que la longueur OK et la lon-
gueur MK soient toujours égales. 

G.69. — ÉPREUVE PRATIQUE. — Soient Ox, Oy , 0 z trois axes rectan-
gulaires, M un point de coordonnées {x, y, z), V le volume intérieur 
à la sphère de centre 0 et de rayon un. On pose a? -hy -+- z = usj3. 
Transformer l'intégrale triple 

1= Ç j J f { x -r-y -4- z) dx dy dz 

r+l 
intégrale simple I <p(u)dà. 

J+2 

» + 1 
en une in 

' + 2 
Calculer complètement I, lorsqu'on fait successivement 

r r i x -+" Y -+" z 
/ = L n -

/ = 
V/3 

i 

v/3 — {x -t-y -h z)2 

(Poit iers, juin 1924.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — P r e m i è r e quest ion. — On a une surface 
fermée S limitant un volume Y . Etablir la formule qui remplace 
l'intégrale triple 

IÎR + à<x*,y>?) + d x d y d z 
dx • _ày àz ) 



- 315 — 

appliquée à ce volume par une intégrale de surface appliquée à S. 
Interprétation vectorielle. 

Deuxième question. — Axes rectangulaires. Déterminer les courbes 
telles que le milieu de la normale en M, IV1N limitée à Vaxe des x soit 

Position de ces courbes par rapport à la parabole. Peut-on donner 
n'importe quelle valeur à la constante entrant dans l'équation de la 
famille de courbes trouvée. 

G.70. — MÉCANIQUE. — Une plaque ayant la forme d'un triangle 
rectangle isoscèle OAB tourne avec une vitesse angulaire constante oj 
autour du côté de l'angle droit OÀ placé suivant la verticale ascen-
dante. ^ 

Une masse pesante de valeur m glisse sur le côté hypoténuse AB, 
elle ne peut quitter son support et elle est reliée au point A par un fil 
inextensible de masse négligeable. 

La longueur naturelle du fil sans tension est l\ si l'on exerce une 
tension T , le fil s'allonge de x et la tension est proportionnelle à 
l'allongement : T = kx, k constante donnée. 

A l'instant initial la longueur du fil est l et la vitesse relative de la 
masse m sur AB est nulle. 

Former en projetant sur AB Téquation définissant le mouvement 
relatif de la masse pesante m sur le support mobile AB . 

Étudier et caractériser ce mouvement suivant la grandeur de la 
rotation d'entraînement co. 

2° La. plaque tournant à la vitesse de 3oo tours à la minute, on 
constate que la masse m a un mouvement relatif d'oscillation de 
i5o tours à la minute. 

Le poids de la masse m étant de 5kg. on demande de calculer la 
constante k et l'amplitude de l'oscillation en supposant Vallonge-
ment x exprimé en mètres, la tension T en kilogrammes et en prenant 

On définira la position de la masse m en prenant comme origine la 
position initiale m0 et un axe m^x descendant. 

(Nancy, octobre 1923.) 

G. 71 ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Déterminer r de façon que la dérivée 

pour cette valeur de r, la dérivée d'ordre m de erx cosx? Trouver le 

sur la parabole 
y- — 2 px. 

g = 10 mèt./sec.2, / == 5m. 

une constante. Quelle est, 
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développement en série entière de cette fonction et montrer que, pour 
x négatif, en négligeant les termes nuls, on à une série alternée. 

I I . Pour tout point M. d'une ellipse donnée de foyers A et B? ôn pose 

( A B T A M ) ^ ^ ( B A J B M ) = = [ 3 . 

Trouver la relation qui existe entre oc et p. Calculer ~ en fonction 

de a. Trouver les points pour lesquels l'angle géométrique A M B est 
fnaximum. 

III. On considère la courbe définie, en coordonnées cartésiennes 
rectangulaires, par Véquation 

x(x2— 3 y 2 ) i= ay2 

où a est une constante. Construire cette courbe. Trouver le lieu des 
points M tels que les tangentes menées de M à la courbe aient leurs 
points de contact en ligne droite. En appelant A la droite des points 
de contact, trouver Venveloppe des droites A. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un pendule est constitué par une sphère, 
de I2CM de diamètre, fixée à l'extrémité d'une tige cylindrique, 
de om ,9o de long et de 4mm de diamètre. Cette tige est elle-même fixée 
à un couteau prismatique, de 6c m de long et dont la section droite est 
un triangle isoscèle, ayant I5MM de base et 2o")in de hauteur. Ces 
trois pièces sont construites avec le même métal. 

I° Calculer, à ^ de seconde près, la durée de IOOO oscillations du 
pendule. 

2° Calculer approximativement Verreur que l'on commettrait en 
négligeant la masse du couteau et celle de la tige. 

On donne g ~ 9m ,8 i . 
(Clermont-Ferrand, novembre 1923.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Les axes étant rectangulaires et 6 étant un 
paramètre arbitraire, on donne la surface S définie par 

x = cos36 -+- z sinô, 

y — sin3 0 + 2 cos6. 

Montrer que 2 est une surface développable et trouver son arête 
de rebroussement T. Quelle est la projection F de V sur xOy et la 
relation de cette- courbe Y' avec la trace de S sur ce plan ; 
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2° Quelle est la pente du plan tangent à 2 par rapport au plan xOy. 
Montrer que la courbe F èst une hélice (au sens général de ce mot); 
peut-on déduire ce résultat sans nouveau calcul de ce qui précède, ou, 
inversement, peut-on déduire certains des résultats précédents de cette 
dernière propriété établie directement 

3° On limite S à Y et au plan xOy et Von ne considère que la por-
tion pour laquelle x,y, z sont positifs. Calculer la longueur de Varc 
correspondant de F et Vaire de S. 

G.72. — II. Soit le trièdre de référence trirectangle 0xyz. Un point 
matériel M, de masse m, est soumis à une force constante F parallèle 
à et à une force F ' obtenue de la manière suivante. Par M, on 

-y' 
mène le vecteur vitesse MV et, par V, un vecteur YII parallèle à 0z 

et de mesure algébrique constante h. La force F ' est le moment de V H 
par rapport au point M. 

Cela posé, on lance M, au temps zéro, à partir de Vorigine et avec 

le vecteur vitesse V0, de composantes a, b, c. 

i° Calculer les coordonnées de M au temps t. Calculer également 
sa vitesse en fonction de son abscisse x. Chercher Vhodographe. Dire 
dans quels cas la trajectoire F de M est une hélice ou bien une cycloïde. 

2° On supposeV 0 dans le plan xO y. Calculer le rayon de courbureh. 

de la trajectoire T en 0 . Montrer que si V0 tourne autour de 0 , en 
gardant une grandeur constante le centre de courbure de Y en 0 
décrit une conique de foyer 0 . Vérifier que le produit du paramètre 
de cette conique par son excentricité est indépendant de Vq. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Construire la courbe. 

- y .= e~x sin x 

dans l'intervalle o < x < T.. 
On déterminera, en particulier, le point le plus haut, le point 

d'inflexion, les tangentes en ces points et les tangentes aux deux extré-
mités de la courbe. On prendra pour échelles : 

Pour x — i, u = 20mm ; pour y = i, u — 2ocm. 

Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'aire comprise entre 
la courbe et Vaxe des x, en supposant cette aire homogène. Marquer 
ce point sur le graphique. 

(Ciermont, juin 1926.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — 1. Calculer l'intégraleJ J d x dy 
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étendue à Vaire de Vellipse 

w ^ H r . - " * 0 -

i° En rassemblant les éléments situés sur chaque parallèle à O y \ 
2° En rassemblant les éléments situés sur chaque ellipse Ex, hon%o-

thétique et concentrique à E, dans le rapport X; 
3° En ramenant Vintégrale double proposée à une intégrale curvi-

ligne, prise le long de E, et calculant cette dernière à l'aide d'une 
représentation paramétrique. 

G.73. — I I . Soient deux axes rectangulaires Ox, Oy. Sur chaque 

axe u'Ou mené par 0 , tel que 0 x, 0 u = w, on prend un point M tel 

que 0 M = p. Soit v'Ov l'axe mené par 0 , tel que Ow, Ov = + ~ Le 

point M décrivant une courbe p = j f ( a ) ) , on appelle K le centre de cour-
bure en M, M T la demi-tangente dans le sens des arcs croissants, 

Y Vangle Ou^MT. 

' I° Rappeler les expressions de cosV, sinV, dV, en précisant les con-

ventions de signe. En déduire les composantes de M K suivant O u et Ov. 
En appelant H la projection orthogonale de O sur la normale 

en M, évaluer les composantes de MH suivant Ou et Ov. 
. . > 8 

3° Déterminer la courbe p = / ( w ) de manière quel'on ait M K = - MH. 

4° Pour quelle valeur de m Venveloppe de la droite 

x cos 0 -hy sin6 = a cos m 6 

répond-elle à la question ? 

.ÉPREUVE PRATIQUE. — Faire le changement de fonction inconnue z — -
y 

dans Véquation différentielle 

/dz\* d2 z ' dz ' 
\ lia/ / lA<Aj LA 

En déduire l'intégrale générale de cette équation. 

( P o i t i e r s , ju in 1926.) 
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CERTIFICATS D'ASTRONOMIE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Corrections à apporter aux observations 
faites à t'aide du théodolite, pour tenir compte des défauts du 
réglage. 

II. Démontrer les lois de Képler. Définir les éléments d'une orbite. 
Calculer l'anomalie vraie en fonction de Vanomalie excentrique. Étu-
dier les variations de Véquation du centre. Calculer le développement 
de son maximum, suivant les puissances croissantes de Vexcentricité, 
jusqu'au troisième ordre inclus. 

C1.74. — EPREUVE PRATIQUE. — Résoudre, par la méthode des moindres 
carrés, le système 

x -h y-h z — 0,425,. 

— x -H y-H 2 = — 2 , 0 2 6 , 

x — y 4- 3 = — r, 538, 

x h- iy -h z — i , 4 ° i , 

ix— y— z— 3,23j, 

x — y H- iz = — 3, 316, 

en supposant que les seconds membres sont les moyennes respectives 
de 10", 10, 20, 20, 10, 10 mesures de même précision. Déduire du résultat 
Ferreur probable imputable à chacune de ces mesures, ainsi que les 
erreurs probables dont sont entachées les valeurs trouvées pour x, y, z. 

(Clermont, juin 1926.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Équation du temps : définition ; calcul des 
termes périodiques prépondérants ; allure générale de la variation de 
l'équation au cours d'une année. Comparer les durées du matin et du 
soir en un point de la France, de longitude L par rapport à Greenwich 
pendant la période d'adoption de l'heure d'été. 

II. Théorème de Jacobi sur Vintégration des équations canoniques 
au moyen d'une intégrale complète de l'équation aux dérivées par-
tielles associée. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer le rayon vecteur et l'anomalie vraie 
de Mercure à l'instant où Vanomalie moyenne est 

i4o°8'55% 



— 320 --

sachant que pour cette planète, on a 

a — o,38710, e = 0,2o56o. 
Réponses : 

u = i46°37'42"5, 
r = o,45357, 
p = 1-52° 39 V . 

(Poi t iers, juin 1926.) 

CERTIFICAT DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

G.75. — ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une circonférence homogène, de 
masse m et de rayon R, peut tourner sans frottement autour d\un de 
ses diarnètres, supposé vertical. Une tige pesante homogène, de masse m' 
et de longueur ia (a < R ) s'appuie par ses deux extrémités à l'inté-
rieur de la circonférence, sur laquelle elle peut glisser sans frotte-
ment. 

i° Déterminer le mouvement du système. 
20 Montrer que si la tige a pour longueur le côté du triangle équi-

latéral inscrit dans la circonférence, son mouvement relatif (c'est-à-
dire par rapport à la circonférence) est un mouvement pendulaire, 
dont on calculera le pendule synchrone. Quel est alors le mouvement 
de la circonférence ? 

3° On revient au cas général. Montrer que les positions horizontales 
de la tige sont des positions d'équilibre relatif. Discuter leur stabilité 
et calculer la période des petites oscillations au voisinage des positions 
stables. 

4° Etant donné une, position quelconque de la tige, dire dans quel 
cas Von peut trouver une vitesse angulaire initiale de la circonfé-
rence telle que cette position soit une position d'équilibre relatif . Dis-
cuter sa stabilité. 

G.76. — ÉPREUVE PRATIQUE. — Un gyroscope est constitué par Un 
disque circulaire de 2ocm de diamètre et de 6mm d'épaisseur et par un 
tore, dont le centre coïncide avec celui du disque çjt dont les rayons 
équatoriaux sont respectivement iocm et i4cm. Le point de suspension 
est à 10cm du centre. Le disque et le tore sont homogènes et de même 
densité. La masse de l'axe est négligeable. Sachant que le gyroscope 
est soumis à la seule action de la pesanteur et qu'il fait 3000 tours à 
la minute, calculer le temps que met l'axe pour faire un tour com-
plet dans le mouvement de précession. On donne g = 9,81. 

(Glermont, juin 1926.) 



SUR LEGALITE ET LA SIMILITUDE DÉS FIGURES DANS L'ESPACE; 
PAR J. L E M A I R E . 

Dans tout ce qui va suivre, nous appel lerons éléments homo-
logues de deux figures, égales ou semblables, les éléments, points, 

plans, droites, l ignes, qui se correspondent dans les deux f igures ; 

deux tels éléments seront désignés par une même lettre, accentuée 

dans l 'une des f igures ; deux éléments homologues qui co ïncident 

sont dits doubles. 

I. — Figures directement égales. 

( F ) et ( F ' ) étant deux f igures directement égales, c 'est-à-dire 

superposables, on sait que si elles ont deux points homologues 

confondus, elles ont une droi te de tels po ints , et peuvent être 

superposées par une rotat ion de l 'une d'elles autour de cette droite . 

Rappe lons aussi que, dans le cas général, ( F ) peut être amenée 

à co ïncider avec ( F ; ) par un déplacement hélicoïdal autour d 'un 

axe X , et cela d 'une seule manière, la translation et la rotat ion 

qui constituent ce déplacement pouvant être permutées. 

Si A , B, C, . . . et A ' , B' , Ç' , . . . sont des points homologues 

des deux f igures, les vecteurs ( A A ' ) , ( B B ' ) , ( C G ' ) , . . . ont pour 

pro jec t ions sur X des vecteurs équipol lents. D é p l u s , si d 'un po int O 

que l conque comme or ig ine , on mène les vecteurs ( O a ) , ( 0 6 ) , 

( O c ) équipol lents aux trois vecteurs ( A A ' ) , ( B B ' ) , ( G C ) la perpen-

diculaire menée de O sur le plan abc donne la direct ion de l 'axe X , 

et la distance de O à ce plan donne la grandeur de la translation. 

Observons encore que les dièdres tels que M X M ' sont tous égaux 

et de même sens, et que les vecteurs ( O m ) , ( O / i ) , . . . équipo l -

lents à ( M M ' ) , ( N N ' ) , . . . ont leurs extrémités, m , /Ï, . . . dans 

le plan abc. 

Eléments doubles. — L 'éga l i té de deux f igures de l 'espace étant 

Ann. de Mathémat., 6e série, 1 . 1 . (Octobre 1926.) 21 
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un cas particulier de l 'homographie, la transformation qui permet 

de passer de ( F ) à ( F ) possède quatre points doubles, dont aucun 

n'est situé, d'après ce qui précède, à distance finie. 

L'axe X glissant sur lui-même, les points homologues des deux 

figures qui appartiennent à cet axe forment deux divisions égales 

dont les points doubles sont confondus à l ' infini sur l 'axe; les 

deux autres points doubles appartiennent à là droite de l'infini 

des plans perpendiculaires à X , qui est évidemment une droitç 

double de la transformation; et comme les angles homologues 

situés dans deux tels plans sont égaux et de même sens, ces points 

doubles sont les points cycliques communs à ces plans. 

Les plans doubles de la transformation sont les plans cycliques 

passant par X et le plan de l ' infini compté deux fois. 

Groupe de points homologues. — A, un groupe de points 

homologues M, M7, correspond un point, milieu de MM' , que 

nous appellerons le point médian du groupe. Inversement, à un 

point arbitraire m correspond un système de points homologues 

dont m est le point médian : nous verrons en effet plus loin que 

deux figures inversement égales, c'est-à-dire dont l 'une est super-

posable à la symétrique de l'autre par rapport à un point ou à un 

plan quelconque de l'espace, possèdent un point double à distance 

finie et un seul. Ceci admis, si nous considérons la figure ( F | ) 

symétrique de ( F ) par rapport à m, les figures ( F | ) et (F 7 ) sont 

inversement égales et ont un point double M<M7 et un seul; donc 

il existe bien, dans ( F ) et ( F ' ) , un système de points homologues M, 

M ' et un seul, admettant m pour point médian. 

Groupe de droites homologues. — Si À , B, G, . . . et A7 , B', 

C' , . . . sont des points homologues de deux droites homologues A 

et A7, les droites A A ' , BBJ, CC r , . . . sont des génératrices d'un 

même système d'un paraboloïde, dont A et A' sont génératrices de 

l'autre système; les milieux c, . . . des segments A A 7 , BB r, 

GGr, . . . se trouvent sur une génératrice du même système que A 

et A', de sorte que les milieux des segments A A ' , BB', . . . 

joignant les points homologues de deux droites homologues A 

et A7 appartiennent à une droite S, nous l'appellerons la droite 
médiane de A et A7, 
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I l est aisé de vo i r que S est également inclinée sur A et ces 

trois droites étant d'ailleurs parallèles à un même plan (fi g. i )•. Les 

segments homologues tels que A B et A ' B ' ont sur S des pro jee-

Fig. i. 

tions orthogonales équivalentes; il en est donc de même des seg-

ments A A ' , BB', . . . . En particulier, si A A ' est perpendiculaire 
ci S, il en est de même pour BB', CC' , . • . . Ce qui précède s'ap-

pl ique aussi au cas où A et A' se coupent. 

Inversement, montrons qu 'à une droite quelconque S de Ves-
pace correspondent deux droites homologues A , Ar pour les-
quelles 8 est la droite médiane : a et b étant en effet deux points 

arbitraires de S, a est le point médian de deux points homologues 

A et A ' , b le point médian de deux points homologues B et B ' ; les 

droites A B et A'13' sont deux droites homologues, et les seules, 

pour lesquelles S est la droite portant les mil ieux des segments 

A A ' , BB', . . . . 

Groupe de plans homologues. — Considérant enfin deux 

plans homologues ( P ) et ( P ' ) , on verra faci lement, en s'appuyant 

sur ce qui précède , que les segments MM 7 jo ignant les points 

homologues de ces plans ont leurs milieux sur un même plan (/?), 

que nous appellerons plan médian de ( P ) et ( P ' ) ; inversement à 
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.un plan (p) donné arbitrairement, correspond un groupe, et un 

seul, de deux plans homologues pour lesquels ( p ) est le plan 

médian. 

Précisons les positions relatives des trois plans : ( P ) et ( P 7 ) 

étant deux plans homologues, considérons leur intersection A' 

comme une droite de ( F ' ) , son homologue À est dans ( P ) ; À , point 

commun à À et A', considéré comme appartenant à A , a pour 

homologue un point A ' de A ; de même ce point, considéré comme 

appartenant à A' et appelé B', a pour homologue un point B de A ; 

les segments A B et A ; B ' sont homologues et par suite égaux, et 

leurs milieux C et G sont homologues; la droite CC ' n'est autre 

chose que la droite médiane S de A et A', elle est dans le plan 

médian (p) de ( P ) et ( P ' ) (fig\ 2 ) . 

F i g . 2. 

Soient P le point de ( P ) qui se projette en C et C7 sur A et A7, 

P ; son homologue dans ( P ) ; les triangles P A B et P ' A ' B ' sont 

homologues et isoscèles, leurs hauteurs P C et P C' sont égales; 

par conséquent PC ;=r: P ' C et ces droites sont toutes deux perpen-

diculaires à A'. Si la bissectrice C ' Y de PC 'P 1 coupe P P ' en /?, ce 

point/? appartient au plan médian ( p ) de ( P ) et ( P ' ) . Observons 
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que C ' Y est la droite médiane de A P et A ' P f et qu 'e l le est perpen-

diculaire aux droites jo ignant les points homologues de ces deux 

droites. 

L e plan (p) est déterminé par le point p et la droite 8; i l coupe 

de même ( P ; ) suivant la droite 8| médiane de À| et A ' p en appe-

lant A { la droite commune aux plans ( P ) et ( P ' ) considérée comme 

faisant partie de ( F ) . 

L es plans ( P ) et ( P ' ) étant symétriques par rapport à la droite C ' Y 

de (/?), ce plan médian des deux premiers est également incliné 
sur chacun d'eux; 8 et 8 i sont aussi symétr iques par rapport 

à C ' Y . 

Remarque. — A et A ' étant deux points homologues quel-

conques, et 8 une perpendiculaire à A A ; en son mi l ieu, 8 est la 

droi te médiane de deux droites homologues A et A ' symétr iques 

par rapport à 8; une symétr ie par rapport à 8 permettra de passer 

de ( F ) à ( F , ) ; les f igures égales ( F , , ) et ( F ' ) ayant une droite de 

points doubles A' , une rotat ion autour de cette droi te amènera ( F 4 } 

en ( F ' ) : ainsi l ' on peut passer de ( F ) à ( F 1 ) , d 'une inf inité de 

manières, par un renversement, ou symétr ie par rapport à une 

droite, suivi d 'une rotation autour d'une autre droite . 

Montrons que le déplacement hélicoïdal permettant de passer 
de ( F ) à ( F ) peut être remplacé, d\ine infinité de manières, 
par deux renversements {voir C inémat ique Kœn igs , note de 

Da rboux ) : 8 étant une droite coupant à angle droit , en un point 

arbitraire a , l 'axe X du déplacement hél icoïdal , a est le point 

médian de deux points homologues A et A ' de l ' axe , S est par 

suite la droite médiane de deux droites homologues A et A' aussi 

perpendiculaires à l 'axe : car si B et B' sont deux autres points 

homologues de ces droites, le mi l ieu b de BB' est sur 8, a pour 

pro jec t ion a sur X , et comme la pro jec t ion de BB 'es t égale à A A ' , 

les points B et B7 se projet tent en A et A7 , A et A' sont b ien per -

pendiculaires à l 'axe. Cec i posé , un renversement autour de 8 

amène ( F ) en ( F < ) , et A sur A ' , points homologues con fondus ; 

une seconde rotat ion, autour de A ; , amènera ( F i ) en ( F 7 ) ; le ren-

versement ayant ramené l 'axe X sur lu i -même, en changeant son 

sens, la seconde rotat ion doit remettre finalement cet axe sur sa 

posit ion pr imit ive à un glissement près, et cela exige que cette 
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rotation soit aussi un renversent eut T ce qui démontre la propriété 

énoncée. 

Revenons aux plans homologues ( P ) et ( P ) considérés plus 

haut : une rotation convenable autour de leur droite commune 

peut amener ( P ) en coïncidence avec ( P ' ) , le point P en P ' ; 

( F ) entraînée dans le mouvement yient en ( F f ) ; la f igure ( / ) , 

intersection de ( F ) et de ( P ) , égale à la f igure homologue ( f ) , 

intersection de ( F 7 ) et de (P 7 ) , vient occuper une position (/ , ) 

dans ( P ' ) , et i l est clair que la rotation peut être choisie telle 

que ( / * ) et ( / ' ) soient directement égales., 

Ces figures ayant un point double en P ' , une rotation conve-

nable autour de la perpendiculaire en ce point à ( P ' ) pourra 

amener (/.,) en coïncidence avec ( / ' ) , et par suite ( F t ) en coïnci-

dence avec ( F ' ) . O n voit ainsi qu'on peut, d?une infinité de 
manières, amener ( F ) en ( F ' ) , à L'aide de deux rotations autmir 
de deux droites rectangulaires. 

COMPLEXES ATTACHÉS AUX DEUX FIGURES. 

Nous allons étudier brièvement deux complexes attachés aux 

deux figures : le complexe des axes des segments M M ' , et le com-

plexe des droites qui portent ces segments. 

Complexe ( C i ) des axes des segments M M ' . — Pour chaque 

groupe de points homologues M, M ' , il existe un nombre infini 

d'axes, c 'est-à-dire de perpendiculaires au segment MM ' en son 

mil ieu; comme ces points sont eux-mêmes en nombre triplement 

infini, on serait tenté de penser que les axes des segments tels que 

M M ' sont en nombre quadruplement infini, et par conséquent ne 

forment pas un complexe; maïs il n 'en est r ien, puisque nous 

avons vu plus haut que tout axe d'un segment M M ' est aussi axe 

d'une infinité de segments pareils, et se trouve par suite compté 

un nombre oo1 de fois, de sorte que ces axes sont en nombre oo3, 

et constituent bien un complexe. 

Tous les axes passant par un point a sont des axes pour le seg-

ment AA ' ' dont a est le point médian, sotit par suite perpendicu-

laires à A A ' , et appartiennent tous au plan axial du segment. Par 

conséquent, les axes des segments M M ' forment un complexe 
linéaire; nous l 'appellerons ( C t ) . 
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Plan polaire d'un point. Pôle d'un plan. — L e plan polaire 

d'un point est aussi Le plan axial du segment de droite dont les 

extrémités ont ce point pour poii it médian. 

Inversement étant donné un plan ( P ) , considérons la figure ( F t ) 

symétrique de ( F ) par rapport à ce plan; les*figures inversement 

égales ( F ' ) et ( F * ) admettent un point double TU', TI, et un seul à 

distance finie, par suite il existe dans ( F ) et ( F ' ) un groupe de 

deux points homologues TU, TU' et un seul, qui sont symétriques par 

rapport à ( P ) . L e point médian P de ces deux points est le pèle 

du plan ( P ) . Si nous nous reportons à la figure 2 , nous voyons 

que les points P , P ' de cette figure sont les projections sur les 

deux plans d'un même point TU' de Y , lequel est equidistant des 

plans; considéré comme appartenant à la figure ( F ' ) , ce point TU' a 

dans ( F ) un homologue TU qui est précisément son symétrique par 
rapport au plan ( P ) , de sorte que le plan ( P ) a pour pôle le point P 

de cette figure 2 . Ce point TU7 considéré comme appartenant à ( F ) , 

et désigné, à ce titre, par tz{ , a pour homologue son symétrique t^ 

par rapport à ( P ' ) , et P ' est le pôle du plan ( P ' ) : ainsi deux plans 
homologues ont pour pôles deux points homologues; corrélati-

vement, deux points homologues ont pour plans polaires deux 
plans homologues. 

Il serait aisé d'adapter au complexe (C* ) toutes les propriétés 

des complexes linéaires et d'en déduire de nombreuses propriétés 

de deux figures égales. Bornons-nous à montrer que Y axe de{ C , ) 

est V axelLdu déplacement hélicoïdal permettant de passer de ( F ) 

à ( F ' ) : en effet tout point a de X est le point médian de deux 

points A , A ' de l 'axe, est par suite le pôle du.plan perpendiculaire 

à X et passant par a, <le sorte que X , étant le diamètre conjugué, 

par rapport à ( C , ) des plans qui lui sont perpendiculaires, est 

bien l 'axe du complexe. 

On obtiendrait cet axe sur la figure 2 en observant qu' i l coupe 

à angle droit la perpendiculaire commune Y aux deux droites 

conjuguées rectangulaires À' et PP ' , et cherchant directement une 

telle droite qui puisse servir d'axe à un déplacement hélicoïdal 

permettant d'amener P en P ' , en même temps que ( P ) sur ( P ) . 

Complexe ( C 2 ) des droites MM ' . — Pour qu'une droite porte 

deux points homologues des deux figures ( F ) et ( F 7 ) , il faut et il 
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suffit que cette droite, considérée comme appartenant à l 'une des 

figures, rencontre son homologue; les droites M M ' forment donc 

un complexe. Ce complexe est identique au complexe des droites 

d'intersection de deux plans homologues : soit en effet A' une 

droite portant deux'points homologues M et M ' ; considérons-la 

comme faisant partie de la figure ( F 7 ) , elle a une homologue A pas-

sant en M e t déterminant avec A ; un plan ( P ) ; ce plan passant 

par A, son plan homologue ( P ' ) passe par A' : cette droite M M ' est 

donc aussi l ' intersection de deux plans homologues. La proposition 

corrélative se démontre aussi aisément. 

Faisons voir que ce complexe coïncide avec le complexe des 
droites perpendiculaires à leurs conjuguées par rapport au 
complexe ( C , ). Soient en effet M M ' une droite du complexe ( C 2 ) , 

m le milieu de M M ' ; le plan polaire de m par rapport à (C i ) étant 

perpendiculaire à M M ' et contenant la droite conjuguée de MM ' , 

cette droite M M ' et sa conjuguée sont bien orthogonales. 

Inversement, D et A étant deux droites conjuguées supposées 

rectangulaires, menons par A le plan ( P ) perpendiculaire à D , i l 

a pour pôle le point m où D le coupe; ce point est par suite le 

point médian de deux points homologues M et M' , symétriques 

par rapport à ( P ) , donc appartenant à D , qui est bien ainsi une 

droite de ( C 2 ) ; il en est de même de A. 
« 

Courbe du complexe. — Cherchons l 'enveloppe des droites du 

complexe ( C 2 ) contenues dans un plan ( P ) ; la droite A' commune 

à ce plan et à son homologue ( P ' ) 7 considérée comme appartenant 

à ( F ' ) , a son homologue A située dans ( P ) ; la courbe du complexe 

n'est autre que l 'enveloppe, des droites qui jo ignent les points 

homologues de A et A ' ; comme ces points forment sur ces droites 

des* divisions égales, la courbe est une parabole II, e t ( C 2 ) est un 

complexe du second ordre. Si nous nous reportons à la f igure 2, 

nous voyons que ET touche A en B, A' en A ' , a pour tangente au 

sommet la droite médiane CC ' de A et A', et pour foyer le pôle P 

du plan ( P ) par rapport au complexe ( C i ) . 

Cône du complexe. — Ce cône est donc du second degré ; déter-

minons-le d'une manière précise pour un point donné P : une pre-

mière génératrice est la perpendiculaire en ce point à son plan 
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polaire ( P ) . Les droites du complexe situées dans ce plan et pas-

sant par P sont les tangentes menées de ce point à la courbe du 

complexe, c'est-à-dire les droites isotropes du point, de sorte 

que ( P ) donne une direction de sections circulaires du cône. 

Les points doubles de la transformation de ( F ) en (F7 ) ' étant le 

point à l ' infini, compté deux fois, sur l 'axe X du déplacement 

hélicoïdal, et les points cycliques I , J des plans perpendiculaires 

à cet axe, le cône du complexe passe par la parallèle P Y à X , et 

par les droites isotropes P I , PJ des plans perpendiculaires à l 'axe, 

qui donnent ainsi les autres sections circulaires du cône. 

F inalement , le cône du complexe n'est autre que le lieu de 
Varête d'un dièdre droit dont les faces contiennent respective-
ment la perpendiculaire au plan ( P ) menée par P , et le dia-
mètre du complexe ( C j ) qui passe par ce point. 

Remarque. — Revenons à la courbe II du complexe ( C 2 ) située 

dans un plan ( P ) , parabole ayant pour foyer le pôle P du plan et 

tangente aux droites A et A', symétriques par rapport à son axe; 

ces deux droites homologues font un même angle avec tout plan ( R ) 

perpendiculaire à l 'axe X , et les points homologues M , M7 de 

ces droites déterminent sur elles des divisions égales; S et S7, m 
et m étant les projections sur ( R ) de A et A7, M et M', les points m 

et m' déterminent sur 8 et 87 des divisions égales, et comme le 

dièdre M X M ' est de sens et de grandeur invariables, il en est (de 

même de son angle plan mxm\ d'où il résulte que mm enveloppe 

une parabole, project ion de II, tangente à 8 et 87, ayant pour f o y e r 

la trace x de l 'axe X sur ( R ) : ainsi toute parabole II du com-
plexe ( C 2 ) se projette sur tout plan perpendiculaire à X sui-
vant une parabole dont le foyer est la trace de Vaxe sur ce 
plan. 

Gela résultait d'ailleurs aussi du fait que la conique du com-

plexe est tangente aux plans isotropes passant par l 'axe du dépla-

cement, plans doubles de la transformation. 

En résumé, tout point P de l 'espace est le pôle d'un plan ( P ) 

par rapport au complexe ( G , ) et le foyer d'une parabole II du com-

plexe ( C 2 ) , située dans ce plan, et ayant pour tangente au sommet 

la trace sur ( P ) du plan médian ( p ) , des plans homologues ( P ) 
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et ( P ) . Signalons encore que deux points homologues P et P ; sont 

les foyers de deux paraboles du complexe ( C 2 ) , paraboles égales, 

situées dans les plans homologues ( P ) et ( P ' ) , de pôles P et W par 

rapport à ( G , ) , et que ces paraboles touchent la droite commune 

à leurs plans, respectivement en À ' et À , points homologues portés 

par cette droite (fig- 2 ) . 

Cubiques attachées au complexe ( C 2 ) . — S et S' étant deux 

points homologues des ligures ( F ) et ( F ' ) , MM7 une droite de ( C 2 ) 

passant en ( S ) , cette droite A considérée comme appartenant à ( F ) 

a pour homologue A ' la droite S 'M 7 ; les lieux géométriques de A 

et A' sont les cônes ( S ) et (S 7 ) du complexe, cônes ayant SS 'pour 

génératrice commune, de sorte que le lieu de M ' est une cubique 

gauche passant par S et S ' ; le lieu de M est la cubique homolpgue, 

laquelle passe en S et au point S homologue, dans ( F ) , du pointS ' 

de ( F ' ) qui coïncide avec S ; appelons ( M ) et ( M 7 ) ces deux 

cubiques. 

( M ) par exemple contient aussi les points doubles d e l à trans-

formation de ( F ) en ( F 7 ) ; elle a donc pour asymptote F axe -X du 

déplacement hélicoïdal, et passe aux points cycliques des plans per-

pendiculaires à cet axe ; elle se trouve par suite sur le cylindre de 

révolution déterminé par l'axe X et par les deux points S' et S ou S\ 

L'autre cubique ( M ' ) appartient de même au cylindre de révo-

lution déterminé par X et par les deux points 2' ou S et S. 

Gomme S'S' est la position que vient occuper S S après le dépla-

cement hélicoïdal qui amène ( F ) en ( F ) , les deux cylindres sont 

symétriques par rapport au plan déterminé par l 'axe et le point S S' ; 

cela n'a rien d'étonnant puisque ces cylindres projettent, sur un 

même plan, deux cubiques égales et semblablement placées; 

d'ailleurs ces cylindres sont amenés à coïncider après le déplace-

ment hélicoïdal, lequel fait coïncider aussi la cubique ( M ) avec la 

cubique ( M ' ) . 

On sait que, étant données deux figures homographiques quel-

conques à trois dimensions, les droites qui portent deux points 

homologues, les droites communes à deux plans homologues, les 

droites qui rencontrent leurs homologues forment un même com-

plexe tétraédral qui a pour tétraèdre fondamental le tétraèdre des 

points doubles de la transformation. Gela est vrai pour deux 
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f igures égales, et le complexe ( C 2 ) est un complexe tétraédral, 

auquel on appliquerait sans peine les propriétés des complexes 

tétraédraux. 

DÉPLACEMENT CONTINU D 'UNE FIGURE. 

Si, dans tout ce qui précède, nous supposons les figures ( F ) 

et ( F ' ) infiniment voisines, nous obtenons des propriétés du 

déplacement continu d'une f igure. 

C'est ainsi que les complexes ( C A ) et ( C 2 ) deviendront le com-
plexe des normales aux trajectoires des points du système mobile 

pour une position du système, et le complexe des tangentes 
aux trajectoires, qui coïncide avec le complexe des caractérisa 
tiques des plans du système. 

Les propriétés du déplacement sont bien connues ( voir Cours de 
Géométrie de VEcole Polytechnique, I , p. 2 9 ^ par M . d 'Ocagne) . 

Bornons-nous à énoncer le théorème suivant dont la première 

partie est due à Chasles : 

Le lieu des tangentes aux trajectoires des points d'art 
système indéformable mobile qui, pour une position du sys-
lènié, passent en un point donné S, est un cône du second degré; 
ce cône contient la parallèle S Y ci Vaxe instantané du dépla-
cement et la tangente en S à la trajectoire de ce point, et peut 
être obtenu par l'intersection de deux plans rectangulaires 
tournant respectivement autour de ces droites. Le lieu des 
points de contact des tangentes est une cubique gauche tan-
gente en S à la trajectoire de ce point, et ayant pour asymptote 
V axe instantané ; cette cubique se projette sur le plan mené 
par S perpendiculairement à Vaxe suivaiït un cercle coupant 
Vaxe et tangent en S à la projection de la tangente à la tra-
jectoire de ce point. 

Ce théorème est une conséquence immédiate de ce qui a été 

établi plus haut. 

II. — Figures inversement égales. 

Ce sont deux figures dont l 'une est superposable à la symé-

trique de l'autre par rapport à un plan ou à un point quelconque 

de l 'espace. 
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A et A ' , B et B7, C et C7 étant trois couples de points homo-

logues de deux telles figures ( F ) et ( F ' ) , les plans axiaux 

des segments A A ' , BB7, CC7 ont un point commun OO 7 , les 

tétraèdres O A B C et 0 'A 7 B 7 C' ayant leurs arêtes respectivement 

égales, sont directement ou inversement égaux; ils ne peuvent 

l 'être directement, car alors ( F ) et la f igure directement égale 

définie par les points A ' , B', G' considérés comme homologues 

de A , B, C auraient un point double, ce qui n'est pas. Les deux 

tétraèdres étant donc inversement égaux, 0 0 ' est un point double 

de la transformation de ( F ) en ( F 7 ) , et il est évidemment le seul à 

distance f inie. 

Ceci posé, considérons la f igure ( F { ) symétrique de ( F ) par 

rapport à ce point 0 0 ' , les deux figures ( F , ) et ( F 7 ) sont directe-

ment égales^ et ont deux points homologues confondus en O , de 

sorte que ( F 4 ) peut être amenée en coïncidence avec ( F * ) par 

une rotation autour d'un certain axe O X (fig> 3 ) . 

La transformation de ( F ) en ( F ' ) est appelée un retournement. 
Nous voyons donc qu 'un retournement équivaut à une symétrie 
par rapport à un certain point OO ' , suivie dune rotation 
autour d'un axe O X passant par ce point. 

I l est d'ailleurs manifeste que la symétrie par rapport au point 

double peut être remplacée par une symétrie par rapport au 

plan ( R ) perpendiculaire en O à O X , l'axe de rotation restant le 

même, mais l 'angle de rotation étant augmenté de n. 

On déduit immédiatement de là ce théorème de Chasles : Tous 
les segments tels que M M ' ont leurs milieux m dans le plan (R ) . 

O m est la perpendiculaire commune à MM 7 et à O X ; ainsi la 
perpendiculaire commune* à O X et à toute-droite M M ' est 
située dans le plan ( R ) . 

Observons encore que Vangle dièdre MXM/ est le même, 
en grandeur et en sens, pour tous les groupes de points homo-
logues, étant l 'angle dont il faut faire tourner ( F 4 ) pour l 'amener 

en ( F ' ) . 

Conséquence. — Considérons deux plans homologues ( P ) 

et ( P ' ) de deux figures directement égales ( F ) et ( F ' ) : les inter-

sections respectives ( / ) et ( / ' ) de ces figures et de ces plans sont 

des figures égales qui peuvent être regardées comme appartenant 
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à deux figures inversement égales à trois dimensions, par exemple 

( F ) et la symétrique ( F j ) de ( F ' ) par rapport à ( P ' ) ; et alors, en 

vertu du théorème de Chasles, on peut dire que les milieux des 

segments MM' j o i gnant les points respectivement homologues des 

plans homologues ( P ) et ( P ' ) sont dans un même plan; c'est ce 

plan que nous avons appelé le plan médian des deux plans ( P ) 

et ( P ' ) dans l'étude: des figures directement égales. 

Eléments doubles. — Revenons à deux figures inversement 

égales; nous avons deux points doubles sur O X , le point 00( 

trouvé plus haut, et le point à l ' infini sur cet axe, puisque les 

points homologues des deux figures qui appartiennent à cette 

droite forment deux divisions symétriques par rapport à OO ' . Les 

deux autres points doubles de la transformation sont les points 

cycliques des plans perpendiculaires à O X . 

Les plans doubles sont le plan ( R ) obtenu plus haut, le plan de 

l ' infini, et les plans isotropes passant par O X . 

COMPLEXE ATTACHÉ A DEUX FIGURES INVERSEMENT ÉGALES. 

I I n'y a pas lieu de considérer ici les éléments médians relatifs 

aux éléments homologues des figures, ces éléments médians 

appartenant au plan double ( R ) d'après le théorème de Chasles. 

Il n'existe donc pas, pour deux figures inversement égales, de 

complexe linéaire analogue au complexe ( C i ) de deux figures 

directement égales. 

Complexe des droites MM' . — Mais les droites qui portent 

deux points homologues et les droites communes à deux plans 

homologues forment encore, comme pour deux figures homogra-

phiques, un même complexe tétraédral ( C 2 ) . 

Courbe du complexe. — La courbe du complexe située dans 

un plan quelconque ( P ) est une conique tangente aux traces des 

plans doubles sur ce plan, donc une parabole II tangente à l ' inter-

. section r de ( P ) et du plan double ( R ) ; cette parabole, étant aussi 

tangente aux plans isotropes passant par l 'axe O X , se projette sur 

le plan ( R ) suivant une parabole de foyer O et tangente à r . 
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Nous pouvons reprendre en la modif iant légèrement la figure 2 

faite plus haut : ( P ) étant le plan considéré, ( P ' ) son homologue, 

A' leur droi te commune, A son homologue, A le point commun à 

ces droites^ A ' son homologue, B' le point A considéré comme 

appartenant à ( F ' ) , B son homologue, C et C7 les points homo-

logues mil ieux de A B et A ' B ' , la courbe du complexe du plan ( P ) 

est la parabole I I enveloppe des droites jo ignant les points homo-

logues de A et A ' ; cette parabole touche A en B et A' en A ' , A est 

sur son axe, son foyer P est commun aux axes de symétrie de A B 

et A 'B ' ; C et G', étant les mi l ieux de A A ' et BB7, la droite qui jo int 

ces deux points n'est autre que la trace r de ( P ) sur ( R ) ; cette 

droite est, comme on voit , la tangente au sommet de H, et par 

suite aussi de la project ion de cette parabole sur le plan double (B.). 

( P ' ) étant le plan homologue de ( P ) , la parabole I I ' de ce plan sera 

égale à I I et placée par rapport à A ; B ' comme II par rapport à A B , 

de sorte que le f oyer de II' sera le point IY homologue du foyer P 

de ET; le plan double est le plan ( p G ' C ) , p mil ieu de P P ' . Si ÎT 
et iz sont les symétriques, par rapport à ( P ) et ( P ' ) , du po in t O 
projeté en P et P ' sur ces plans, les tétraèdres T T P A B et TC'P'A'B' 

sont inversement égaux, 71 et n sont homologues; i l s'ensuit que 



— 335 -

le point O , qui est symétrique de 7r par rapport à P et de n' par 

rapport à P ' , est à lui-même son homologue, n'est autre que le 

point double OO7 des deux figures. Finalement, nous obtenons 

pour la courbe du complexe située dans un plan ( P ) la parabole 
qui a pour foyer la projection du point double sur ce plan et 
pour tangente au sommet la droite commune au plan ( P ) et 
au plan double (R). 

Cône du complexe. — Ce cône est du second degré; si S est 

son sommet, il est déterminé par SS' et par les droites joignant S 

aux points doubles de la transformation : droite SO, parallèle S Y 

à l'axe O X , et droites isotropes passant par S dans le plan perpen-

diculaire à S Y . Par suite, les plans perpendiculaires à l'axe 

donnent des sections circulaires de ce cône. L e plan perpendicu-

laire en S à SO, a pour courbe du complexe une parabole de 

foyer S, de sorte que les génératrices du cône appartenant à ce 

plan sont isotropes, et que les plans perpendiculaires à SO 

donnent la deuxième direction de sections circulaires du cône. 

Finalement, le cône du complexe relatif à un point S est le lieu 
de Varête d'un dièdre droit dont tes faces contiennent respec-
tivement SO et la parallèle S Y à Vaxe O X ; sa trace sur le 

plan ( R ) est le cercle déterminé par le point O , par la trace 

de SS' et par la projection de S sur ce plan double. 

III. — Figures directement semblables. 

On donne ce nom à deux figures dont l'une est égale à une 

figure directement homothétique de l 'autre; de même deux figures 

sont inversement semblables quand l'une est égale à une figure 

inversement homothétique de l'autre. 

Les positions de dçux telles figures dans l'espace sont détermi-

nées dès que l 'on connaît trois points A , B, C non en ligne droite 

de l 'une d'elles en même temps que leurs homologues A7, B7, C 

dans l'autre, ce qui exige que les triangles A B C et A ' B ' C soient 

semblables. 

La sphère (a) lieu des points dont le rapport-des distances à A 
AB 

et A ' est égal au rapport de similitude des deux triangles et 
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les deux sphères analogues (b) et (c) ont deux points com-

muns ( 0 0 ' ) et (we*)'); chacun de ces points détermine avec les 

-deux groupes de trois points donnés deux tétraèdres semblables; 

cette similitude ne peut être de même nature pour les deux points, 

car deux figures semblables ne peuvent avoir deux points doubles; 

par conséquent, les tétraèdres O A B G et O ' A ' B ' C ' par exemple 

sont directement semblables, coABC et co 'A 'B 'C ' inversement 

semblables; 0 0 ' est un point double, et le seul, pour les figures 

directement semblables ( F ) et ( F ' ) définies par les deux groupes 

de trois points considérés. 

O n peut montrer comme il suit que les deux points 0 0 ' et ww' 

sont réels : ( F ) et ( F ' ) étant directement semblables, à l 'aide 

d'une homothétie convenable, avec un centre quelconque, on 

peut déduire de ( F ) une figure ( F < ) directement égale à ( F ), 

figure qu'on peut amener en F ' par un déplacement Jiéliéoïdal 

d'axe X ; de là résulte que tout plan ( P ) de ( F ) perpendiculaire 

à cet axe a un plan homologue ( P ) qui lui est paral lè le; les cercles 

de ( P ) ont pour homologues des cercles de ( P ' ) , de sorte que les 

points cycliques de ces plans sont des points doubles de la transfor-

mation; le point à l ' infini sur X est un autre point double, qu i 

est rée l ; par conséquent le quatrième point double doit être réel, 

et les trois sphères considérées plus haut se coupent bien en des 

points réels. 

Ceci posé, et 0 0 ' étant le point double à distance f inie de ( F ) 

et ( F ' ) , k le rapport de similitude de ( F ' ) à ( F ) , de sorte que 

O M ' • 

M et M' désignant deux points homologues, construisons la 

f igure ( F j ) directement homothétique de ( F ) par rapport à 0 0 ' 

dans le rapport k ; les figures (F< ) et ( F ' ) sont directement égales 

et ont un point double, et l 'on peut passer de la première à la 

seconde par une rotation autour d'un axe O X passant par ce 

point. 

A insi , on peut passer de ( F ) à ( F ) par une homothétie 
directe par rapport à un certain point O, suivie d'une rotation 
autour dun axe contenant ce point; ces deux transformations 

partielles sont d'ailleurs permutables. 
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Eléments doubles. — Les points doubles sont le point 0 0 ' , le 

point à l ' inf ini sur l 'axe X , et les points cycl iques communs aux 

plans perpendiculaires à X . 

Les plans doubles sont le plan ( R ) perpendiculaire en O à X , 

le plan de l ' inf ini , et les plans cycl iques passant par X . Deux points 

homologues M et 'M ' des deux figures étant tous deux du même 

côté, par rapport au plan double ( R ) , que leur homologue com-

mun dans ( F , ) , sont eux-mêmes du même côté de ce plan. 
Si m est la trace de M M ' sur ( R ) , on peut écrire 

mW __ O I T _ OM ' __ K 

M N I ~ " Û W ~ O M ~ ' 

donc la trace du plan O M M ' sur le plan ( R ) est la bissectrice 
de Vangle extérieur en O du triangle O M M ; , et ( R ) contient 

les points tels que m des droites M M ' déterminées par = k; 
* . / m M 

c'est une généralisation du théorème de Chasles vu plus haut. 

Les dièdres M X M ; sont égaux et de même sens, leur valeur 

cominune étant l 'angle dont il faut faire tourner ( F d ) autour de X 

pour amener cette f igure en coïncidence avec ( F ' ) . 

Les dièdres formés par deux plans homologues ( P ) et ( P ) avec 

le plan double ( R ) , étant homologues, sont égaux; autrement dit 

deux plans homologues sont également inclinés sur le plan 
double. I l en est de même de deux droites homologues. 

COMPLEXE DES DROITES M M ' . 

Comme pour deux figures homographiques quelconques, les 

droites qui portent deux points homologues, ou qui appartiennent 

à deux plans homologues, ou qui coupent leurs droites homologues, 

forment un complexe tétraédral dont le tétraèdre fondamnetal est 

le tétraèdre des points doubles. 

Courbe du complexe. — El le est de seconde classe, c'est la 

parabole tangente à l ' intersection du plan donné ( P ) et de son 

homologue, à la trace de ( P ) sur le plan double, et aux intersec-

tions de ce même plan ( P ) avec les plans isotropes passant par 

Ann. de Mathémat., 6° série, 1 . 1 . ( Octobre 1926.) 22 
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l 'axe X . Cette parabole se projette sur le plan ( R ) suivant une 

parabole de foyer 0 . 

Cône du complexe. — L e cône de sommet S est du second degré, 

et déterminé par SS' et par les droites jo ignant S aux points 

doubles de la transformation : droite S O , parallèle S Y à l 'axe O X , 

et droites isotropes passant par S dans le plan perpendiculaire 

à S Y . Les plans perpendiculaires à S Y donnent donc des sections 

circulaires du cône, qui se trouve ainsi défini par son sommet et 

le cercle du plan ( R ) qui passe par O , par la project ion de S 

sur ( R ) , et par la trace de SS' sur ce même plan. 

VARIATION CONTINUE DE GRANDEUR D'UKE FIGURE DE FORME INVARIABLE, 

O n peut concevoir qu'une f igure à trois dimensions vàrie en 

grandeur d'une façon continue en restant directement semblable à 

el le-même, ses divers points décrivant des trajectoires; on a ainsi 

une sorte de généralisation du déplacement continu d'une f igure. 

En prenant deux positions inf iniment voisines de la figure, et 

appliquant ce qui a été dit plus haut, on est conduit à considérer 

le complexe des tangentes aux trajectoires pour une position 

déterminée de la figure, lequel coïncide avec le complexe des 

caractéristiques des plans de la figure : c'est encore un complexe 

du second ordre. 

Comme pour une figure mobile de grandeur invariable, le lieu 
des points dont les tangentes aux trajectoires, pour une posi-
tion de la figure, passent par un point donné S, est une cubique 
gauche circulaire, et le lieu de ces tangentes est encore un cône 
orthogonal. 

IV. — Figures inversement semblables. 

I l résulte de ce qui a été dit plus haut que deux telles figures 

admettent un point double à distance finie et un seul. 

En raisonnant comme pour deux figures directement semblables, 

nous verrions qu'on peut passer d une figure ( F ) à une figure ( F ' ) 

qui lui est inversement semblable par une homothétie inverse 
par rapport cc un certain point O, suivie dune rotation autour 
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d'un axe X contenant ce point; ces deux transformations par-

tielles sont permutables. 

Eléments doubles. — Les éléments doubles sont les mêmes 

que dans le cas de deux figures directement semblables. Mais ici 

deux points homologues M et M/ sont de part et d'autre du plan 
double (R). 

O n démontrera aisément les propriétés suivantes : la trace du 
plan O M M ' sur le plan double ( R ) est la bissectrice de 

l'angle M O M ' ; le plan double ( R ) contient les points m des 

droites MM7 déterminés par = = — k , en appelant k le 

rapport de similitude de ( F ' ) â ( F ) ; c'est Vextension aux figures 

inversement semblables du théorème de Chas les obtenu plus 

haut pour les figures inversement égales. 

Corollaire. — Considérons deux figures planes semblables ( / ) 

et ( / ' ) situées dans deux plans ( P ) et ( P ' ) ; si nous les regardons 

comme appartenant à deux figures à trois dimensions (F)., ( F 7 ) 

directement semblables, puis comme appartenant à deux figures 

à trois dimensions inversement semblables, par exemple ( F ) et la 

symétrique ( F ' 4 ) de ( F ' ) par rapport au plan ( P ' ) et si nous appli-

quons le théorème de Chasles généralisé, nous pouvons dire que, 

étant données deux figures planes semblables ( / ) et ' { f n ) , si sur 
chaque droite .MM' joignant deux points homologues, on 

7 , . , l r „ . , m M ! j . m M' , 
prendjes points m et m' determines par — — = A , e t = = = - ^ — k, 

én désignant par k le rapport de similitude de ( / ' ) à ( / ) , les 
points m appartiennent à un même plan, \ainsi que les 
points m'. 

O n pourrait être tenté de croire que les figures ( m ) et { m ' ) 

formées par l 'ensemble des points m et l 'ensemble cl es points m ' 

sont semblables aux figures données : cela est vrai pour des figures 

directement semblables situées dans un même plan, mais non 

pour des figures inversement semblables d'un même plan, car 

alors (m) et (m) sont deux droites, quelles que soient les figures 

primitives. 

A plus forte raison, le théorème n'est pas vrai pour deux figures 
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non en même plan ; sinon, en amenant à coïncider les deux plans 

de manière que les figures deviennent inversement semblables, la 

propriété serait encore vraie à la l imite pour deux telles f igures, 

ce qui n'est pas. 

Complexe des droites M M ' . — Lçs droites qui portent 

deux points homologues de deux figures inversement semblables 

et les droites communes à deux plans homologues constituent 

encore un complexe tétraédral auquel s 'applique tout ce qui a été 

dit dans le cas des figures directement semblables, relativement à 

la courbe et au cône du complexe. 

Signalons cette di f férence entre deux figures à trois dimensions 

directement ou inversement semblables : deux telles f igures sont 

déterminées si l 'on se donne le plan double, le point double de ce 

plan, et deux points homologues M et M' , du même côté du plan 
double ou de part et dautre, suivant que la similitude est 

directe ou inverse. 

Remarque générale. — Dans les divers modes de transforma-

tion étudiés ci-dessus, un plan, les cercles de ce plan et sa droite 

de l ' inf ini ont pour homologues un plan, les cercles de ce plan et 

sa droite de l ' in f in i ; par conséquent, le cercle de Vinfini se trans-
forme en lui-même. O n démontre que ce sont les seuls modes de 

transformation qui conservent le cercle de l ' inf ini (Leçons de 
Cinématique, Kœnigs , p. 334) . 

O n a remarqué les propriétés communes aux quatre transfor-

mations. Signalons en particulier la suivante : les droites joi-
gnant les points homologues de deux droites homologues sont 
les génératrices dune même famille dun paraboloïde hyper-
bolique; dans le cas particulier où ces droites homologues se 

coupent, les droites M M ' jo ignant deux points homologues 

enveloppent la parabole du complexe des droites M M ' de ce plan. 

Dans le cas de deux figures directement égales inf iniment 

voisines, on a ce théorème : Les tangentes aux trajectoires des 
points dune droite A de la figure mobile, pour une position 
de cette figure, la droite ri*appartenant pas au complexe des 
tangentes, sont les génératrices d'un même système d'un 
paraboloïde. -
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Si la droite appartient au complexe des tangentes, les tangentes 

aux trajectoires de ses points, sont dans un même plan, et enve-

loppent la courbe du complexe située dans ce plan, laquelle est la 

parabole a jant la droite pour tangente au sommet, et pour foyer 

le pôle du plan par rapport au complexe des normales, c'est-à-dire 

le point du plan qui, pour la position considérée de la figure 

mobile, se déplace normalement au plan. 

N . B . — On pourra lire une étude élémentaire analogue à la 

précédente, et relative aux figures planes, dans la Revue de P ensei-
gnement des sciences (année 1919, librairie A lcan ) . 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1926. 

Composition de Géométrie analytique. 

PREMIÈRE QUESTION. 

Deux points P et P' décrivent une ellipse ( E ) , de foyer F , 

et qui, rapportée à ses axes, a pour équation 

La somme des distances F P + FP7 est constante : 

FP -h FP' = k.] 

i ° Montrer que le milieu M du segment P P ' décrit une droite 
d'équation x = h. Relation entre k et h. 

2 0 Trouver Venveloppe ( G ) de la droite PP ' . 

3° Trouver les tangentes communes à ( E ) et à ( G ) , ainsi 
que les points d'intersection de ces deux courbes. 

4° Trouver le lieu du point de rencontre des tangentes 
menées à ( E ) aux points P e t P ' ( * ) . 

( l ) Prière de faire la figure 
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SOLUTION PAR M . PLI. MJ PÎLES&IS. 

i ° Si F est le f o y e r d'abscisse c , an a, c omme il est b i en connu», 

_ C3C -ni-»/ G OC 
F P = a , F P '=a ? 

a a 

d 'où, en faisant la somme, et si h est l 'abscisse du mil ieu M de 

P P ' , 
, '2 C Îl 
k •= 2 a 

a 

L e point M décr i t donc la perpendicula i re à l 'axe focal A A ' , 

menée par le po int H d'abscisse 

(1) h = a { ' i a - k ) . 

Lorsque les points P et P ' v iennent se con fondre avec l 'un des 

points C de rencontre de cette droi te avec l 'e l l ipse ( E ) , on a 

k 

ce qui montre que la solution n'est réel le que si 

' 2 (a — i ( a -4- c ) , 

2° Trans formons la f igure par di latation des ordonnées dans le 
* a 

rapport . 

A l 'e l l ipse ( E ) correspond le cercle ( E , ) de d iamètre A A ' , aux 

points P et P ' de ( E ) les points P i e t P', d e ( E , ) , et le mi l ieu M , 

de P| P\ décrit aussi la droi te H G . C o m m e O M 4 est perpendicula ire 

à P^PJ, l ' enve loppe de cette droite est la parabole ( G i ) de f oye r O 

et de sommet H , dont l ' équat ion est 

O ) — h) = o. 

L ' enve l oppe ( G ) de P P ' est dome la parabole obtenue en réduisant 

les ordonnées de la première dans le rapport son équation est 

( 3 ) 4 — h) = o.1 

2 b* h 
Son sommet est H et son paramètr e 
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3° Lorsque les points P* et P^ se confondent en C15 po int de 

rencontre de H C et du cercle ( G * ) r la droite Pt Pi se con fond avec 

la tangente en Ci à ce cercle. Cette tangente, avec sa symétr ique 

par rapport à A A ' , constitue donc un premier couple de tangentes 

communes à ( G , ) et à ( E t ) . Pour avoir le second, il suffit de 

remarquer que les droites isotropes issues de O sont tangentes à 

la fois au cercle (E| ) de centre O et à la parabole ( G , ) de f oye r O . 

Ce sont d'ailleurs les asymptotes de ce cercle. 

Donc les tangentes communes à la parabole ( G ) et à l 'e l l ipse (E ) 

sont : i ° les tangentes à cette ellipse en ses points de rencontre C 

et G avec la droite H M ; 2 ° les asymptotes de l 'e l l ipse, d'équations 

ay = =1= bx sj— i. 

Quant aux points communs à ( G ) et à ( E ) , ils auront mêmes 

abscisses que les points communs à ( G i ) d 'équat ion ( a ) et au 

cercle ( E < ) d 'équation 

x2-\--y*z=a2. 

L 'é l iminat ion de y 2 entre ces équations donne immédiatement 

( 4 ) X 2 — K H Y - H 4 ^ 2 — A 2 = O 

o u 

c'est-à-dire 
x — 2h zh a. 

D'ai l leurs la substitution de a et de — a dans le premier membre 

de ( 4 ) donnant — 4 h(a~h) et 4 h (a-h h) qui sont de signes 

contraires, une seule de ces racines est comprise entre — a et a et 

i l n 'y a que deux points communs réels. 

4° L e pôle Q i de P^P^ par rapport au cercle ( E , ) est situé sur 

O M | et tel que 
OM, . OQi = a 2 . 

L e lieu de ce pôle est donc le cercle inverse de la droi te HC< 

par rapport au cercle ( E , ) , c 'est-à-dire le cerc le circonscrit au 

triangle O C , T , si T est le point de O A où se coupent les tangentes 

en C et en C , à ( E ) et à ( E * ) . L ' équat ion de ce cercle est 

x- -h V2 r x = o. h 
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L e lieu du pôle Q de P P ' par rapport à l 'ell ipse ( E ) est dès lors 

l 'el l ipse, semblable à ( E ) , qui a pour axe O T et passe par C . Son 

équation est 
0 a-yL a-x 

ou 
Xs y2 x 
a» + 'b* ~ h ^ 

DEUXIEME QUESTION. 

Un triangle rectangle A O B a pour hypoténuse un rayon 
variable O B d'un cercle de centre O et pour sommet de l'angle 
droit un point A variable sur une droite fixe qui rencontre le 
cercle aux points D et D ' , H étant le milieu de D D ' , on désigne 

par oc l'angle tìoX et par (3 l'angle H O B . 

i ° Relation entre <x et ¡3. 

a0« Déterminer le maximum de l'angle [3, ainsi que la valeur 
de a pour laquelle il y a maximum. 

3° Déterminer la position de D D ' de telle manière que, 
lorsque ¡3 est maximum, A se trouve au milieu du segmentUD. 
Calculer dans ce cas la valeur numérique de cos|3 ). 

SOLUTION PAR M . P H . DU PLESSIS. 

I° Il suffit d'évaluer O A dans les triangles O A B et O A H pour 

avoir immédiatement, en posant O B = ; r , O H = A, 

r eos( S — a ) = — — 
' cosa 

ou 

cosa cos (P — a ) — 

qu'on peut écrire 
h 

• cos ¡3 H-cos ( (3— 2 a ) = — • 
) 

2° L e maximum de |3 aura lieu lorsque la dérivée partiel le du 

( * ) Prière de faire la figure. 



premier membre par rapport à a sera nulle, c'est-à-dire pour 

sin ( p — . 2 a ) = o 

ou 

Ce résultat peut d'ailleurs s'obtenir immédiatement par la géo-

métrie. En effet, le point A se trouvant sur le cercle de diamètre 

OB, le maximum de ¡3 aura lieu quand ce cercle sera tangent à la 

droite D D ' . Mais ce cercle passant par le pied I de la perpendicu-

laire abaissée de B sur O H , et le point de contact A étant alors le 

milieu de l'arc IB, on a 
¡3 = 2a. 

L'égal i té des angles faits par O H et O B avec la perpendiculaire 

O A a A B entraîne la conséquence que A B coupe O H à une dis-

tance de O égale à OB. Donc, A B passe par l 'extrémité C d u rayon 

formé par O H prolongé. L e point A se trouvant, dès lors, sur le 

cercle de diamètre O C s'obtient par la rencontre de ce cercle et 

de la droite D D ' ; puis, le point B par la rencontre de la droite C A 

avecile cercle donné. 

Dans ces conditions, 

01 = OC — 2HC = r — <i{r — h) = <ih — r, 

et la valeur correspondante de (3 est donnée par 

Q ih — r 
cosS — 1 r 

3° Si le point A se trouve au milieu de A D , BD est parallèle et 

égal à H C puisque A est la project ion du milieu de O B sur H D ; 

les points I et H sont symétriques par rapport à O , et l 'on a 

10 = O H = i î ^ 
2 

O C . I 
ou 10 = — ; par suite, cos[3 = — - • 
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CONCOURS D'AGRÉGATION EN 1926 

Mathématiques élémentaires. 
( DEUXIÈME QUESTION. ) 

On donne, dans un plan., trois points (3, A , to. Après une 
rotation d'angle a et de centre M, les points O et A prennent 
respectivement les positions O a et A a . 

La droite A A a coupe la circonférence de centre O a et qui 
passe en A a aux points A a et M a . 

i ° Étudier comment varie, avec a, le vecteur O a M a . 

2° Déterminer Vamplitude et le centre de la rotation qui 

permet, en général, de faire coïncider les vecteurs O A et O a M a . 

Lieu du centre de cette rotation quand a varie. 
3P Montrer que la perpendiculaire menée de Oa à AAa passe 

par un point fixe L Lieu de ce point I qiiand, O et A restant 
fixes, oa décrit une circonférence donnée, passant par A , ou 
une circonférence donnée dont le centre est le milieu de A O . 

4° Les points O et A étant donnés, ainsi qu'une droite D , 

construire les points m et I sachant qu'ils sont sur la droite D . 

Discuter. 
SOLUTION PAR M . O . 

i ° De ce que O a M a = O a A a ™ O A , résulte que le vecteur O a M a 

conserve la même grandeur. 
A A A ' 

Si l 'on appelle O , A , « les angles du triangle O A « , on a 

O a A a c o — A . Mais, dans le triangle isoscèle coAA a , À A a - w = ^ — 

Donc Ô a A a A = ~ — ^ —-A . Par suite, dans le triangle isoscèle 

O a A a M a , À a O a M a = = a + 2 A et, en désignant par P et N les points 

où O a A a et O a M a rencontrent la droite O A , P O a N = t t— a — % A ; 

et, comme N P O a = a, il vient 

O N M A = TC— 2 A . 
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Ainsi , l 'angle du vecteur O a M a avec la direction fixe O A est 

constant; donc, la direction de ce vecteur> de même que sa 
grandeur, est invariable\ 

2 ° On amène le vecteur O A à coïncider avec O a M a par deux 

rotations, l 'une d'amplitude a autour de co qui amène O A en O x A a , 

l 'autre d'amplitude —(oc + 2 â ) autour de O a . Diaprés la régie 

connue delà composition des rotations, ces deux rotations peuvent 

être remplacées par une seule d'amplitude égale à la somme algé-

brique de leurs amplitudes, c'est-à-dire à — 2 A autour d'un 

centre G. Ce centre C se trouve d'abord sur la bissectrice de 

l 'angle O w O a . De plus, puisque l 'angle O C O x doit être égal à 
A A 

2 A , l 'angle O w C est égal à A , et, par suite, le «centre C doit se 
trouver sur le cercle circonscrit au triangle OAco, qui cons-
titue le lieu de ce centre C lorsque a varie. 

3° La droite O a H perpendiculaire à A a M a coupant &> C en J, 

on a 

ÎO^w = tu — ( c i o ^ A ^ - f - t i b a A a ) = = tz — ( Ô H- ^ + A^ 

/a A\ A ot 
= TC — I tz — co —a> 

\2 / 2 

I l en résulte que . 

/ \ . A a a A 
f J co — 10 a eu -f- J CO Oa = co f- - = on, 

et 

CO JO — TZ — to. 

Donc, le lieu de J est un cercle passant par O et et, puisque 

IJco est aussi constant, 1J coupe ce cercle en un point I fixe. 
Mais, si ol= o, O a vient en O, A a en A , et O a H se confond avec 

la perpendiculaire menée par O à la tangente en A au cercle de 

centre to, ou, ce qui revient au même, avec la parallèle à 0 0 A 

menée par O . Donc, l 'angle I O Î O est égal à co, et le triangle OCOL est 

isoscèle. 

Ainsi , le point I est le symétrique de O par rapport au pied K 

de la perpendiculaire abaissée de o> sur la parallèle à • coA 
menée par O . 
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Si , O et A étant fixes, le po int c*> décr i t un cercle passant par £ 

la perpendicula ire w l i à Aco passe par le po int B, d iamétralement 

opposé à A dans ce cercle. Dès lors, le po in t K décr i t le cercle 

décr i t sur O B comme diamètre, et le lieu du point I est le cejj^jg 
de centreBpassant par O. 

D e plus, la perpendicula ire é levée à « K en son mi l ieu 

par le mi l ieu de O A , ce dernier po int est à égale distand 

et K . Si donc G> décr i t un cerc le autour de ce po int , 

décr i t le même cerc le , et le point I un cercle homo\ 
précédent par rapport à O, avec le rapport d'hont 
cercle qui a son centre en h. 

4° Abaissons de O sur À w la perpendicula i re O L . O n a 

O) L = K O = Ï K . _ 

L e po int L se trouve donc sur la droi te D ' menée par 'P lq 

ment à la droi te D sur laquel le se t rouvent I et o), c 'est-à-<ï3^^ur 

la dro i te homothé t ique de D par rappor t à O , avec le rapport 

d 'homothét ie - • 
i ( 

Si la dro i te D est donnée , i l en est de même de D ' sur laquel le 

do i t se t rouver L ; mais, de plus, l 'angle O L A étant droit , le 

po int L est sur le cercle décr i t sur O A comme diamètre . Le 
point L est donc donné par la rencontre de ce cercle et de la 
droite D ' ; la droite A L donne ensuite le point « sur D , et la 
parallèle à A L menée par O , le point I . 

Suivant que la dro i te D ' et le cercle de diamètre O A ont en 

commun deux points réels ou imaginaires, il y a, ou non , deux 

solutions réel les qui se réduisent à une lorsque la dro i te D ' est 

tangente à ce cercle . 

CERTIFICAT DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — On considère % tiges rectilignes rigides homo-
gènes pesantes QP et OQ, de même longueur l et de même masse m, 
dont Vextrémité commune O est fixe. Le point P décrit un cercle hori-
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J tal y de centre 0 {on admettra que OQ est imperceptiblement plus 
court que OP pour éviter tout choc de OQ et de y ) . En outre, par une 
liaison (X) , les extrémités P et Q sont maintenues à une distance cons-

l\/-i l'une de Vautre. On néglige le frottement. 

Récrire les aspects divers du mouvement en supposant que la 
Wonl\) soit bilatérale. On prendra pour origine le point 0, pour 

OY deux rayons rectangulaires du cercle y, pour axe OZ la 

cendante de O. On posera O X , O P = ty et 

1 l cosu) sin6 -h j l sinw sin6 -+- k lcos6; 

; > > . 7 

j ¿l+k les vecteurs unitaires de OX, OY, OZ et w un angle 
une simplement en fonction de ^ lorsque la liaison (X) est 

lère'une position initiale du système respectant la liai-
ooridant aux valeurs ^ •= o et 9 = 0O. On imprime au 

Fette position, des vitesses initiales compatibles avec (X) 
fit aux valeurs 6'0 des dérivées de. ̂  et 8, par rapport 

"¿T ' f^ïj^H^jDosant que la liaison ( X ) soit réalisée par un fil flexible, 
inextemible et sans masse, trouver la condition pour que ce fil demeure 
tendu, au moins au début du mouvement. 

3° Dans le cas ou Vinégalité obtenue n^est pas vérifiée, quel sera le 
mouvement pris au début par le système? Quel sera le sens initial de 
variation de la distance PQ ? 

4° On considère un mouvement dans lequel le fil n*est pas initiale-
ment tendu, mais tel que la distance P Q ayant atteint en croissant la 
valeur l\j2, le fil se tende brusquement. Déterminer en général l'état 
des vitesses du système qui succède à cette tension. Approfondir le cas 

où 80 = y y et où Von donne à w'0 une valeur telle que le mouvement 
4 

de OQ antérieur au choc soit une rotation uniforme autour de OZ, 
à une valeur telle que le moment cinétique du système par rap-
port à OZ soit nul. 

SOLUTION.— Si ( X ) n'est pas réalisée, on obtient la force vive 

ml2 

2 T == ~ (<|/«-t- 0'*-+- *>'*sin*Q); 

si (X ) est réalisée, on peut poser co =jJ/ H- ^ etl 'ona 
= [<|/*(1 H- sin2 6) -+- 8'2]. 
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La fonction de forces est U — mg~, cos6. 
i 

iG On a les intégraFes premières 

• ( H - sin»6 ) + 6 f î = ^ cos 6 + A, 

+ s i i i ^ ) = K, 
'ou 

oosO — - K * 
l I H- sin-0 

La discussion conduit à trois aspects principaux du mouvement suivant 
que 6 est une fonction monotone du temps ou oscille, soit symétrique-
ment par rapport à 6 = o, soit entre deux valeurs Ô4 et ôa de même 
signe; sans détriment des cas limites. 

2° On pourra désigner par t la tension du fil, et écrire que O P se meut 
dans le plan horizontal sous Faction de cette force. En appliquant le 
moment cinétique par rapport À OZ, on obtiendra aisément la valeur de T. 
Tant que cette valeur demeurera positive, le fil restera tendu. On trouvé 
qu'initialement, le signe de cette tension est celui de — c o s ^ o -

3°, Si ( A ) n'est pas réalisée, O P est animé d'un mouvement de rotation 
uniforme, le mouvement de O Q est celui du pendule sphérique. L ' inégal ité 
du 2° n'étant pas satisfaite, P Q est initialement décroissant. 

4° En appliquant l 'équation générale de la théorie des percussions, on 
trouve aisément 

Dans Le cas particulier demandé, les vitesses finales sont nulles. 

EPREUVE PRATIQUE. — Soient trois axes rectangulaires fixes Oix1ylzi. 
Une sphère de centre O et de rayon R, à laquelle sont liés trois axes 
rectangulaires Qxyz, de même disposition que les précédents, est 
astreinte a rouler sans glisser le long de Oi z% : i° écrire les équations 
différentielles, entre les coordonnées cylindriques R, &>, Ç du centre O 
de la sphère et les angles d'Euler ty, 0, <p, qui traduisent le non-glisse-
ment; on étudie le cas particulier où Ox reste parallèle au 
plan Q\X\y\. Trouver alors la trajectoire (1) décrite sur la sphère 
par la molécule au contact. Montrer que chaque point invariablement 
lié à la sphère décrit une surface, Déterminer cette surface : 

a. Pour un point de la ligne ( X ) ; 
b. Pour un point quelconque cle la sphère. 

SOLUTION. — En écrivant que la vitesse de la molécule au contact est 
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nulle, on trouve les conditions cherchées 

du* = d f cos l -+-

~ = dy sin 8 cos ( ^ — -o.)) — d§ sin ( tl — ta ), 

si © = o, ^ — w conserve une valeur constante. On en déduit que la tra jec-
toire de la molécule au contact sur la sphère est un cercle (ce qu'on pourra 
aussi établir géométriquement en traduisant la condition qu'un diamètre O a? 
invariablement lié à la sphère reste orthogonal à la droite O ^ a u contact 
de laquelle la sphère roule sans glissement). 

La surface a est une surface de révolution engendrée par la rotation 
autour de O iz ± d'une cycloïde dont la base est O ^ . La surface b est 
engendrée par la rotation autour de 0±z± d'une cycloïde allongée ou rac-
courcie contenue dans ua plan parallèle à O^Zi. 

(Poit iers, juin 1926.) 

CERTIFICAT- DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTEGRAL. 

ÉPÏÎEUVE THÉORIQUE. — I. R° Etant donnée Véquation aux dérivées 
partielles 

( E ) l^pqxy— z2 = o, 

montrer qu'il existe oo1 suif aces intégrales de ( E ) qui sont des cônes 
(G) de sommet O. 

20 Trouver V équation générale des surfaces ( S ) qui coupent partout 
à angle droit les cônes (G ). 

3° Montrer que parmi les surfaces ( S ) il en est oo1 qui sont de révo-
lution autour de 0z ; soient (S) ces dernières surfaces. 

Trouver les surfaces qui coupent partout à angl<e droit les sur-
faces (G) et (2). 

5° Trouver une intégrale complète de ( E ) , et en déduire Véquation 
générale des caractéristiques, 

II. On considère les surfaces ("S) dont Télément linéaire a la forme 

ds*= Xj(u)(duz-hdvz). 

i° Par un changement cle variables = «p(u), ramener le ds2 à la 
forme géodésique polaire. 

Déduire de là la courbure totale de la surface i^qu'on exprimera 

. T. dXJ > U \ 
cm moyen de — 
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3° Choisir U pour que ("S) soit à courbure totale constante. 
4° Déterminer les géodésiques de (E>) dans le cas où U == u. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I . i° — ~a j ^ p a r px 4- qy — z ou par 

— / ( î ) ] -
2° F(ix2 -h z2,. 2y2 -h z2) = const. 
3° X2 -h y2 -f- z2 = const. 

2x2-i-z2 / . Î, x2—y2 
4 — ^ = const. ( ou, si I o n veut, ~r = c o n s t . 

\ , ' x2 -+- y2 -+- z2 

a 1 
5° z = Ax* y9-a (par séparation des variables) . 
Si Ton veut intégrer le système différentiel caractéristique de ( E ) , on 

px 

partira de l ' intégrale première —- =• a2. On pourra faire aussi la trans-

formation 

x — y = eY , z — ëL. 

I I . I ° du± = ^/U du. 
2VJ- 2U 3 

3 ° U = - ou u = + G , 
4 K c h 2 — — 4 K c o s 2 — — 

2 % 

èt 

(avec u' = ¿Î — u0). 

4° — v0 = 2 a </u — a2, et, en général 

/
a du 

- 7 = V / U - a 2 

ÉPREUVE PRATIQUE. — " E n intégrant une fonction mohogène analy-
tique le long d'un contour d'intégration formé de deux segments de 
droite issus de 0, et de deux arcs de cercle de centre 0, calculer, grâce 
à la théorie des résidus, les intégrales 

C 00 dx \ogx clx 

Jo J0 I -H a?» 

oti /i eii une constante réelle supérieure à 1. 

SOLUT ION : 
7U 

COS -

T. n '£ . „ TZ 
n sin — sin2 -

n n 

(Po i t iers , juin 1 9 2 6 . ) 



A PROPOS DU NOUVEAU PROGRAMME DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES ; 
PAR A . G R É V Y . 

L e numéro de ju in des Nouvelles Annales cont ient un article 

dans leque l M . Hadamard cr i t ique avec que lque v ivaci té les tra-

vaux de la Commiss ion interministér ie l le chargée de reviser le 

p rog ramme maximum de la classe de Mathémat iques spéciales. 

R i e n de ce qui émane de la p lume d'un savant universe l lement 

est imé, qui s' intéresse aux choses de l ' ense ignement et se p r éoc -

cupe du grave p rob l ème de la fo rmat ion de la jeunesse, ne saurait 

passer inaperçu. En accueil lant cet art icle, la D i rec t i on des 

Nouvelles Annales a mis l ibéra lement ce pér iod ique à la dis-

posi t ion de ceux qui croiraient devo i r intervenir dans le débat. 

Je prof i terai de cette o f f re gracieuse, non pour discuter po int par 

po in t les arguments présentés, ce qui m'entraînerait à fa ire une 

étude systématique des nouveaux p rog rammes ; ce serait abuser de 

la patience du lecteur et de l 'hospital i té qui m ' es t o f f e r t e ; j e me 

bornera i à présenter quelques observations générales qui , j e 

l 'espère, montreront à mon camarade et ami que le désaccord 

qu ' i l signale est plus apparent que réel . 

Je n'ai pas qualité pour présenter la défense de la Commiss ion 

et la just i f ier de n 'avo ir pas adopté le pro je t qui lui était présenté 

au nom de l 'Eco le Po l y t e chn ique ; j e ne puis toutefo is m ' empêcher 

de faire remarquer qu ' i l s'agissait en la c irconstance d 'é laborer 

un programme maximum, qu ine se prêtât pas à une extension indé -

finie, dans l e que l les di f férentes Eco les intéressées pourraient 

puiser leur programme d'admission. 

I l était dès lors naturel que, de l ' échange de vues entre leurs 

représentants et ceux de l 'Univers i té , qui est chargée de f o rmer 

leurs futurs élèves, résultât un programme d 'ensemble , qui ne fût 

pas la reproduct ion intégrale de celui qu'avaient préparé les seuls 

représentants de l 'Éco le Po l y t e chn i que ; d'ai l leurs, pendant la 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Novembre 1926.) 23 
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longue et minutieuse discussion qui eut lieu, ceux-ci n'ont élevé 

aucune object ion de principe contre les décisions prises; leurs 

propositions ont été, quoi qu'en pense M . Hadamard, étudiées 

« avec la plus sérieuse attention » et s'ils se sont inclinés devant 

l 'opinion générale, c'est que, vraisemblablement, les raisons qu'on 

leur a données leur ont paru avoir quelque poids. 

Je comprends d'autant mieux que M . Hadamard, qui n'a pu 

assister aux séances de la Commission, regrette que certaines 

modifications proposées n'aient pas été admises, que, sur certains 

points, j e suis d'accord avec lui : j e crois qu'i l eût été possible ele 

supprimer l 'étude, sur les équations réduites, des coniques, voire 

même dès quadriques et de la remplacer par une étude géométrique ; 

j e n'aurais vu nul inconvénient à l ' introduction de la notion de con-

vergence uniforme qui, j ' en parle par expérience, est tout à fait acces-

sible à ceux de nos élèves susceptibles de comprendre le Cours de 

Mathématiques spéciales; il me semble également qu' i l eût été 

préférable de né pas laisser de côté quelques équations dif fé-

rentielles dont l ' intégration ne présente aucune diff iculté. Sur ces 

points, en particulier, j e n'ai pu convaincre la Commission; 

peut-être aurais-je eu gain de cause, si M . Hadamard eût été là 

pour appuyer mes arguments de sa haute autorité. 

Mais, j e l 'avoue, mes regrets n'ont pas la même vivacité que 

les siens et, cela, pour la raison que nos conceptions de l'usage 

d'un programme sont quelque peu différentes, sinon en théorie, 

du moins en pratique; je crois même qu' i l n 'y a pas désaccord 

véritable entre le point de vue où s'est placée la Commission et 

celui que soutient M . Hadamard; il y a un simple malentendu, 

que j e voudrais essayer de dissiper. 

On peut envisager un programme sous deux angles, suivant 

qu'il constitue la matière sur laquelle porteront les questions des 

examinateurs ou la matière qui servira de base au cours du pro-

fesseur. 

L 'examinateur doit s'assurer que le candidat possède les connais-

sances nécessaires pour suivre avec fruit les cours de l 'Ecole, qu'i l 

est capable de raisonner, que son esprit est assez mûr pour que 

l 'enseigiiement, qu'i l recevra plus tard, lui soit profitable. Ce dont 

i l est j u g e , c'est des connaissances acquises par le candidat et de 
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son intel l igence, et non pas des méthodes, sur lesquelles on peut 

juger le professeur, non l ' é lève , qui n'est pas responsable de 

l 'enseignement qu' i l a reçu, mais de la façon dont il a compris les 

théories et dont il sait en tirer parti. 

Il en est autrement de l 'attitude du professeur en face d'un 

programme. Ce que ses élèves peuvent exiger de lui, c'est qu' i l les 

mette en état de répondre aux questions qui leur seront posées \ 

il doit donc passer en revue toutes les parties du programme ; mais il 

est maître de le faire de la façon et dans l 'ordre qui lui con-

viennent, c'est même son devoir de varier les méthodes suivant 

la qualité de ses élèves. Si ceux-ci sont médiocres, il s 'ef forcera, 

sans sacrifier la log ique et la r igueur du raisonnement, de donner 

des démonstrations aussi simples que possible, mêrïie si elles ne 

paraissent pas présenter sous leur vrai j our les sujets traités ; à des 

élèves bien doués, i l exposera les mêmes questions d'un point de 

vue plus général, plus compréhensi f ; il pourra, et i l devra même 

au besoin, sortir des limites littérales du programme, s'inspirànt 

surtout de son esprit, s'il y a prof it pour Inintelligence vraie du 

sujet traité, qui apparaîtra ainsi, non plus isolé, mais rattaché par 

des liens étroits à d'autres sujets. I l ne faut pas oublier, en ef fet , 

que le professeur ne prépare pas uniquement ses élèves à subir 

avec succès un examen; il a pour tâche principale de former leur 

esprit ; de leur faire pénétrer la raison pro fonde des choses; de 

mettre en lumière les liens qui unissent des parties, en apparence 

hétérogènes les unes aux autres, de la science; de leur ouvrir , à 

propos d'une question, des horizons nouveaux et d 'évei l ler, par 

là, leur curiosité scientif ique. 

L e programme, impérati f sous sa fo rme littérale pour l 'exa-

minateur, n'est pour le professeur qu'une table des matières, dont 

i l peut, à son gré, modi f ier l ' ordre et, au besoin, étendre l ' ob j e t . 

Qu ' on ne voie pas dans cette l iberté, que j e réclame pour le pro-

fesseur, une l icence de n'agir qu'à sa fantaisie; il a des supérieurs 

devant lesquels il est justiciable de son enseignement. 

Les idées, que j e viens d'émettre seront, j e crois, admises par 

tous ceux qui savent ce qu'est l 'enseignement; elles semblent être, 

sous cette forme ou sous une forme légèrement atténuée, celles 

de M . Hadamard, puisqu'i l admet qu'un professeur puisse 

enseigner la convergence uni forme, qui n'a jamais figuré au pro-
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gramme; les seules craintes qu' i l exprime sont que ce professeur 

soit une exception et que les autres « seront impressionnés par 

l 'ordre qui leur est indiqué » . C'est là que gît le malentendu dont 

j 'a i parlé; que M . Hadamard soit rassuré: j e connais la plupart 

des professeurs de Spéciales, j e n'en connais pas un seul qui ait 

la préoccupation de suivre l 'ordre du programme, d'autant moins 

qu'on ne l 'exige nulle part; s'il est quelquefois question de cet ordre, 

ce n'est le plus souvent que pour faire ce que fait M ; Hadamard, 

c'est pour le critiquer, quel que soit d'ailleurs cet ordre, qui ne 

saurait plaire à tous. 

Nous serions donc tout à fait d 'accord et il ne resterait r ien 

qu'un article intéressant, plein d'idées suggestives, si le pauvre 

théorème de Rouché n'était venu se mettre à la traverse ; qu'i l 

soit ou non « la plus belle chose du m o n d e » , qu' i l soit ou non 

« utile » , j e n'ai pas l ' intention de le rechercher; j e constaterai 

simplement que les raisons données pour le condamner sont peu 

probantes. C'est aller un peu loin que le rendre responsable des 

maladresses des « taupins» ; j e retrouve là une erreur assez répan-

due et d'ailleurs toute naturelle de la part de personnes qui n 'ont 

de lointains contacts avec nos élèves; M, P . L é vy , ici même, 

n'a-t-il pas attribué à des causes du même genre les bévues des 

candidats à l 'Ecole des Mines. 

I l suffit de faire une classe pendant une année pour les vo i r 

défi ler les unes après les autres et pour constater que, malgré des 

observations journalières, malgré une insistance fastidieuse, le 

professeur lé plus écouté ne peut obtenir que rarement qu/un 

élève moyen réfléchisse à la question posée, regarde avec ses 

yeux ; il est si commode, en apparence, d 'énoncer un résultat 

général que l 'on ne sait pas, d'ailleurs, toujours utiliser. Celui qui 

est responsable^ c'est l 'é lève qui ne devrait pas suivre un cours 

au-dessus de ses forces, et cet élève est l ég ion ; ce n'est pas le 

professeur, qui se débat en va in ; ce n'est pas le théorème général ; 

ce n'est pas « la méthode pédagogique théoriquement parfaite, en 

réalité uniquement propre à déformer l 'esprit » . 

I l faut le dire bien haut, puisqu'on semble parfois l ' ignorer (* ) , 

les maîtres de l 'enseignement secondaire ne connaissent pas la lo i 

0 ) Je n'ai pas besoin de dire que ce reproche ne s'adresse pas à M. Hadamard. 

qui a si nettemeut rendu justice aux professeurs de l 'Enseignement secondaire. 
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du moindre effort, savent qu'une théorie n'est comprise que si l 'on 

sait l 'appliquer, que si elle a été exposée, vérif iée sur des exemples 

concrets; mais, j e l 'avoue à leur grande honte, i l faut qu'ils soient 

d'une rare maladresse puisqu'ils n'obtiennent pas qu'un élève, 

qui ne comprend pas plus le cas concret qué la théorie générale, 

donne au moins l'illusion de les comprendre. 

Que l 'on enseigne ou que l 'on n'enseigne pas le théorème de 

Roue hé, on peut être sûr que le résultat sera le même; et pourtant 

non, car de bons élèves, qui ont la curiosité éveillée, qui éprouvent 

le besoin d'avoir une réponse à une question qu'ils sont amenés 

naturellement à se poser, chercheront si l 'étude d'un système 

d'équations linéaires peut être faite simplement dans le cas général 

et seront heureux de savoir que les résultats de cette étude peuvent-

être aisément résumés par ce théorème. Que cela soit important 

ou ne le soit pas, peu importe; ne vaut-il pas mieux, à peu de 

frais d'ailleurs, satisfaire une curiosité légitime d'un bon élève, 

que céder à 3a crainte chimérique qu'un mauvais élève puisse se 

tromper ou faire preuve de maladresse uniquement parce qu'on 

lui aura enseigné un théorème général? On peut être tranquille; 

avec ou sans théorème le résultat sera le même. 

J'aurais voulu borner là des remarques déjà trop étendues; 

mais, coinment ne pas signaler un reflet de la pensée de M . Hada-

mard dans certaines modifications apportées au programme 

d'admission à l 'Ecole Polytechnique pour 1927 ? 

Toujours à propos des équations linéaires, il est dit expres-

sément que lé « théorème de Rouché » ne figure pas au programme 

et que la théorie des formes linéaires devra précéder celle des 

équations linéaires. 

Je ferai d'abord remarquer que le théorème de Rouché né 

figurait pas explicitement au programme, qui laissait le maître 

l ibre de traiter ces questions comme il l 'entendait. D'autre part, il 

semblait entendu que les programmes d'admission devaient 

être pris dans le programme maximum et ne comporter, vis-à-vis 

de celui-ci, que des suppressions; j e ne suis pas sûr qu'en impo-
sant une façon de traiter ces questions, l 'Ecole Polytechnique ait 

observé les conventions qui avaient été faites et en quelque sorte 

contresignées par toutes les écoles .représentées à la Commissions 
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I l j a là quelque chose de grave, contre quoi j e crois devoir 

protester ; que deviendra renseignement des lycées, le jour où 

chaque Ecole croira pouvoir imposer ses préférences pour telle ou 

telle méthode ? J'avais cru jusqu'à ce j our que l 'Université était 

maîtresse chez el le ; il paraît que j e me suis trompé. 

Je serais curieux aussi de savoir ce que pense M . Hadamard de 

la réduction de la Dynamique au seul mouvement du point l ibre ; 

comment concil ier cela avec son souci, que j e partage entièrement, 

de ne pas perdre de vue le concret, la réal ité? En dehors du 

mouvement des projecti les et du mouvement des astres, quelles 

questions posera-l-on aux élèves? Nous verrons éclore une suite 

de points soumis à des forces étranges, dont toute la réalité con-

sistera en ceci qu'elles donneront naissance à des équations 

différentiel les que l 'on sait intégrer ou discuter. Par un singulier 

renversement des choses, celles-ci, qui avaient été introduites en 

vue de la Dynamique, vont, pour justif ier leur raison d'être, 

susciter une série de problèmes qui n'auront aucun rapport avec 

ceiix que l 'on rencontre réel lement. 

SUR LE CONTACT A RUGOSITÉ PARFAITE; 
PAR ET. 0 E L A S S U S . 

I . 

1. O n a l 'habitude, dans beaucoup dé questions, de dire que 

l 'on suppose les corps parfaitement rugueux ou que l 'on suppose le 

coeff icient de frottement infini de façon à empêcher tout glisse-

ment et à assurer ainsi le roulement. C'est une conséquence immé-

diate de la loi dé frottement 

| F ' | = / | N | 

puisque la force de frottement devient alors infinie. Comme en 

bien d'autres questions de mécanique, on est là en présence d'une 

chose é v i d e n t e . . . , mais fausse. 
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2. Pour s'en convaincre, reprenons la discussion géométr ique 

du contact plan avec coef f ic ient de f rot tement très grand ( 4 ) . 

Nous avons une droite d'échappement E ( 2 ) et un seul côté A 

de l 'angle de f rot tement au-dessus de E . Ce côté est d'ail leurs très 

vois in de O x . 

Si les condit ions initiales donnent V 0<C o et un point <r sur O y , 

on a un mouvement M«. de réaction O y donnée par la construc-

t ion connue. 

Si l ' on a V 0 = ; o , il faut supposer le point to, extrémité de la 

réaction du roulement forcé situé dans l 'angle A O E , et il donne un 

mouvement M ^ de réaction O y 4 . 

Dans les deux cas, on voit que le mouvement M^ obtenu don-

nera une réaction tangentiel le finie et une réaction normale très 
petite. 

I l est faci le de passer à la l imite pour f inf ini , car la droi te E , 

ainsi que les points cr et co, sont absolument indépendants d e / . 

A viendra se confondre avec et y , y^ v iendront en G, C|, de 

sorte que l ' on aura un mouvement limite caractérisé par une 
réaction tangentielle finie et une réaction normale nulle. 

L ' idée , signalée au début, que la croissance indéf inie de f avait 

pour ef fet de faire croître indéf iniment F était donc fausse puisque 

(*) Voir DELÀSSUS, Considérations sur le frottement de glissement (N. A., 
1920). 

( 2 ) C'est la droite D de l'article cité, mais à laquelle nous donnons un nom 
pour rappeler sa propriété de limite de la région d'échappement. 
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l ' e f f e t vér i table est de fa ire tendre N vers zéro , ce qui permet à F 

de rester f in i . 

3. L ' é tude précédente nous conduit donc à dire que , aussi b ien 

dans l 'espace que dans le p lan, quand le coe f f i c i ent de f ro t tement 

est inf ini , les mouvements de glissements sont caractérisés par une 

réaet ion normale nulle et l ine f o rce de f ro t tement f in ie satisfaisant 

à la condi t ion d 'être opposée à la vitesse de gl issement. Toutes les 

construct ions données pour / que lconque s 'appl iquent avec leurs 

conséquences à ces mouvements . 

L e cas du mouvement plan v ient d 'être étudié et ne donne l ieu 

à aucune s impl i f i ca t ion ; i l n ' en est pas de même dans le cas de 

l 'espace. 

Si l ' on a V 0 = o, il existe, pour l ' ex t rémité co de la réact ion du 

rou lement forcé , trois rég ions : 

R p , côté négati f du plan E d ' échappement , c'est la rég ion 

d ' échappement ; 

R r , r ég ion de roulement , por t i on de l 'espace intérieur au cône 

posit i f de f ro t tement et du côté posit i f de E ; 

R^ , rég ion de gl issement extér ieure au cône de f ro t tement et du 

côté posit i f de E . 

J'ai montré ( * ) que, (o étant dans R^, la réact ion O y du mouve-

ment M ^ était déterminée par une équat ion du quatr ième degré et 

que , dans certains cas, i l était absolument impossible de caracté-

riser la racine qui donnait le vér i table mouvement M^. 

Dans le cas actuel ( / = oo), r ien de tout cela ne se produi t . O n 

pourra i t le v o i r c omme conséquènce l imite des calculs de l 'art icle 

que nous venons de citer, mais i l est aisé dé le vo i r d i rectement . 

So i t 

la quadr ique qui se re trouve dans toutes ces questions et qui est 

cel le emp loyée par M . Pérès dans ses articles sur le choc avec 

f ro t t ement { 2 ) . 

( ' ) DELASSUS*, Sur les lois du frottement de glissement (Bulletin de la 
Société mathématique de France. 192.3). 

( 2 ) PÉRÈS, N. A.j 1923 et 1924. 



— 361 --

Si nous dés ignons par x, y, o la réact ion O y de Mg et par xi} 

yK, z{ la réact ion Oto de M r , on établit aisément les deux cond i -

tions 
x y 

— = _ _ < 0 > 

- ( x - x u y - y u JL(x — xuy—yu — zx) 

â(? / \ 

P o u r la commod i t é de l ' interprétat ion, nous remplacerons dans 

la p remiè re zK par sa valeur t irée de la seconde et l ' on verra que le 

système pourra s 'écr ire 

x y 
• . ¿ I R " = SiR ; < 0 ' 

, — (x — xu y — yl) —(x - XU y—y,) 

. ^(x — Xi, y — yu —¿0= o, 

U étant une nouve l le f o rme quadrat ique à deux variables déf in ie 

posit ive» O n est ramené à l ' intersect ion d 'une droi te £2, intersec-

tion de xOy avec E r menée par to paral lè lement à E , et de l ' hype r -

bo le d 'Apo l l on ius relat ive au po int O et à l ' e l l ipse 
U(07 — xu y— jKi) = I, 

Cette hyperbo l e passe par O et par o j v ) , p ro j ec t i on hor i zon-

tale de o). Ces deux points sont sur une même branche et l ' i néga l 

l i té expr ime que le po int y do i t être sur l 'arc Oto ' . 

L a rég ion R ^ se réduit ic i au d ièdre déf ini par le côté négat i f 

de xOy et le côté posit i f de E ; par hypothèse , o> y est situé, et, 

sans perdre notre temps à le démontrer , on vo i t imméd ia tement 

que a/ et O sont alors f o r cément de part et d 'autre de E ' , donc de 

part et d 'autre de son intersect ion & avec xOy. L ' a r c O w ' d 'hy -

perbo le traverse i l en un po int et un seul, de sorte que l ' on a en 

dé f in i t ive à résoudre une équat ion du second degré dont une 

racine ne conv ient pas et dont l 'autre donne la solution cherchée* 

Si les condit ions initiales étant supposées donner un 

po int c sur l 'axe O z lu i -même, i l n J y ' c o r r e spondra un mouve -

ment M^ que si V 0 est dans le demi-p lan x Oy opposé à la face x Oy , 
de K g . Dans le cas contra ire , il y a choc ( 4 ) . 

( * ) DELASSUS e t PÉ R È S , N.A., 1924. 
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I I . 

4. L e choc avec coefficients de frottement infini s'étudie sans 

aucune diff iculté, comme cas limite, en appliquant la discussion 

de M . Pérès. 

Mais il y a des simplifications. 

L e point le plus haut de l 'ellipse <p (cas du p lan ) ou de l 'e l l ip-

soïde cp (cas de l 'espace) se trouve toujours à l ' intérieur du cône 

de frottement qui est ici le dessus de xOy de sorte que, si le choc 

débute par roulement, il se fera entièrement par roulement. 

Dans le cas de l'espace ( i ) le cercle C de M. Pérès a un rayon infini, 

les points limites sont à l ' infini, aucun d'eux n'est sur l'arc B h de 

l 'hyperbole d 'Apol lonius, de sorte que, quelle que soit la vitesse 

de glissement du début du choc, on a une courbe ( M ) allant ren-

contrer O ^ , donc choc à une seule période ou choc à deux 

périodes, la seconde étant de roulement. 

I l est à remarquer que, dans ce cas, on peut effectuer explicite-

ment les quadratures qui donnent la courbe ( M ) . Supposons que 

l 'on ait choisi pour O x et O y les axes de la section horizontale de 

la quadrique cp ; on a alors 

<p = A a ^ - h G * 2 — i D y z — % E z x y 

et en vertu de 
X Y 7 

les équations différentielles de ( M ) deviennent 

d\J _ dV __ dW 
A U ~~~ B V ~~ — EU D V ° 

et donnent les équations finies de la courbe ( M ) qui permettent de 

déterminer M< dans le cas du choc simple à glissement. Dans tous 

les autres cas sera sur O * et sera déterminé sans passer par ces 

formules. 

I l est à remarquer que le système précédent, intégré, donnerait 

simplement, pour ce cas particulier, les résultats de M . Pérès sans 

les déduire du cas général. 

C1) Cf. PÉRÈS, A., mars 1924, § 6-8. . 
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m. 

5. La notion analytique de roulement unilatéral signifie que le 

roulement est forcé par l 'existence même du contact. Quand le 

contact cesse, il y a échappement sans discontinuité sur les q\ 
c'est-à-dire sans choc, et nous admettrons comme fait expérimental 

celui que nous admettons dans toutes ces questions de contact, 

que le mouvement l ibre se produit dès qu'i l est possible. 

Nous admettrons aussi, comme nous l'avons fait pour le contact 

à frottement, le principe de la réaction normale positive. 

Ceci posé, plaçons-nous dans le cas de l 'espace, donnons-nous 

des conditions initiales de roulement fournissant une réaction Oo> 

pour le mouvement à contact et roulement forcés. I l ne peut se 

produire que deux mouvements effectifs : soit le mouvement 

l ibre Mp, soit le mouvement de roulement M r . La région R p sera 

toujours le dessous du plan d'échappement 

et le reste de l'espace, c'est-à-dire le côté positif du plan E, sensible 

devoir constituer la région R r . Mais ce côté positif de E se com-

pose de deux dièdres : l 'un au-dessus de xOy, qui est la vraie 

région R r et l'autre R ' au-dessous de xOy. 
Dans cette région R ' le mouvement M p est impossible et i l en 

est de même de M r qui aurait une réaction normale négative; c'est 

une région d'impossibilité. Que se passe-t-il quand <o y est situé, 

ce qui peut effectivement arriver comme on peut le vérif ier sur des 

exemples simples? Aucun mouvement n'étant possible, il n 'y a 

plus que l 'hypothèse d'un choc ramenant brusquement à des con-

ditions initiales de possibilité pour M r ou pour M p et, sur ce choc, 

nous ne savons absolument rien ni théoriquement, ni expérimen-

talement. 

6. On est débarrassé de toutes ces difficultés si l 'on admet que 

le contact est à frottement de coeff icient infini. Nous remarquons 

en effet que le diagramme R p , R r , R ' que nous venons de former 

pour le contact à roulement est identique au diagramme R p , R r , R^ 
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que nous avons formé pour le contact à rugosité parfaite, de sorte 

que, si nous réalisons le roulement par cette rugosité parfaite, 

nous aurons tout naturellement la signification de la région R/, ce 

sera la région R^ de production de ces mouvements de glissement 

étudiés dans la première section; mais alors, il faudra abandonner 

la définition du contact à roulement, ne plus admettre que le con-

tact entraîne forcément le roulement et aussi, conformément à ce 

qu ia été dit au début, perdre la notion fausse de rugosité parfaite 

assurant le roulement. 

Quand tu se trouvera dans R ' il n 'y aura donc pas de choc mais 

simplement mouvement M*. à réaction normale nulle, à réaction 

tàngentielle finie et de durée finie, de sorte que ce mouvement 

lui-même ne pourra pas être assimilé à un choc. Ce sera une pre-

mière période du mouvement total. 

A v e c la première conception du roulement, si l 'on partait du 

contact avec une vitesse de glissement V 0 non nulle, il y avait for-

cément choc sur la liaison de roulement. Avec la réalisation consi-

dérée, il ne se prodùit plus de choc ; il y a production sans choc 

d'un mouvement M^, pourvu toutefois que les conditions initiales 

de glissement ne soient pas dans le cas d'impossibilité. Si V 0 se 

trouve dans la face xOy de R ; , il y aura le choc déjà indiqué ( f in 

du paragraphe 3 ) . 

Des résultats analogues sont obtenus plus simplement dans le 

cas du mouvement plan. 

De là résulte que la conception abstraite de la liaison unilatérale 

de roulement conduit à des conséquences inacceptables et qu'il 

semble que l 'on ne puisse avoir une conception véritablement 

mécanique d'une telle liaison qu'en la considérant comme réalisée 

par un certain procédé, ce qui change ses propriétés mais supprime 

les lacunes. 

Il y a une infinité de façons de réaliser le roulement. Celle qui a 

été étudiée ici a l 'avantage de ne faire intervenir aucun contact 

supplémentaire et d'être la l imite d'un cas pratiquement réali-

sable. 

I V . 

7. Tout ce-qui vient d'être dit dans les trois sections précé-

dentes repose sur un fait unique : c'est que, dans le cas du plan, 
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la droite d 'échappement ne coïncide pas avec O x \ dans le cas de 

l 'espace, le plan d 'échappement ne coïncide pas avec xOy. 
Si nous reprenons le raisonnement du paragraphe 2, en suppo-

sant la droite E confondue avec O x , l 'angle # O E , qui est la 

rég ion R * , n'existera plus; des condit ions initiales de roulement 

donneront toujours M r ou M p . Des condit ions initiales de glisse-

ment donneront Mp si o- est au-dessous de O , et, si <7 est au-dessus 

de O , un point C à l ' inf ini sur Ox, c'est-à-dire un mouvement Mg 
à réaction normale nulle ou indéterminée et à réaction tangen-

tiel le in f in ie ; ce mouvement sous l 'act ion de forces inf iniment 

grandes sera en réalité un choc qui ramènera aux condit ions de 

roulement, donc au roulement, d'après l 'observation précédente, 

de sorte que : 

La rugosité parfaite donne la réalisation rigoureuse de la 
liaison unilatérale de roulement lorsque le solide en mouve-
ment est tel que la droite ou le plan d'échappement coïncide 
toujours avec la tangente ou le plan tangent de contact. 

Pour qu' i l en soit ainsi, il faut que la tangente de contact soit 

axe de symétrie de la conique <p 

donc 
a = 0 , 

ce qui signifie que la plaque est un disque circulaire avant son 

centre de gravité au centre et, dans le cas de l 'espace, que le 

plan des xy sort plan de symétrie pour la quadrique o 

— - h f ( c Y - b Z , aïL — cX, bX — aY)*=i, 

ce qui exige 
a = b = o, 

c'est-à-dire que le solide soit une sphère ayant son centre comme 

centre de gravité. 
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AGREGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(SESSION DE 1926). 

Composition de Mathématiques élémentaires (Arithmétique), 

Nous conviendrons d'appeler cycle d'ordre n Vensemble des 
nombres obtenus en permutant circulairement, de toutes les 
façons possibles, les chiffres d'un nombre N . 

On caractérise un cycle par la donnée de son ordre et celle 
du plus petit de ses nombres\ Par exemple, le cycle d'ordre 3 

du nombre 58 est formé des nombres o58? 58o, 8o5. 

i° Montre? qu'un diviseur commun à \on—i et à l'un des 
nombres d'un cycle d'ordre n divise les autres nombres du 
cycle. 

Enoncer une réciproque de cette proposition. 

2° Déterminer tous les cycles d'ordre 3 dont les nombres 
sont trois termes consécutifs d'une progression arithmétique ; 

3° On considère tous les cycles d'ordre 6 dont les nombres 
sont, à l'ordre près, six termes consécutifs d'une progression 
arithmétique. 

Etablir que les six chiffres composant ces nombres sont dis-
tincts, que la raison R de la progression est un diviseur de i o 6 — i 

et que le plus petit nombre du cycle est un multiple du quo-
tient de R par 9 . 

On recherchera enfin les limites entre lesquelles R doit ètrç 
compris et l'on en déduira la détermination des cycles con-
sidérés. 

SOLUTION 1PAR M . B . GAMBIER. 

I° So i t N , = A , « 2 <*>n un nombre du cyc le , écrit sous 

f o rme décimale : chaque a i est un entier compr is entre o et 9 

inclus. O n écrira de même 

(1) N 2 = ata-i. r.anau N3 = a%ak... anaxa^ Nn = anax... 
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La soustraction de N 2 du nombre 10 N^ ou CL\CLi . . . a n o se fait 

à vue et donne 

i oN t — N 2 ^ = « i ( io7 1— i ) , 

10N2 — Nz=z a<t (io^ —-1), 

* ' M 

i o N a — N i = an(io* — i ) . 

La première de ces égalités montre qu 'un diviseur D. commun 

à N , et ion—i divise aussi N 2 ; mais alors la seconde égalité et les 

suivantes montrent que D divise aussi N 3 , . . . , N w . 

Réciproquement, tout diviseur D commun à N 4 , N 2 , . . . , N „ 

divise tous les nombres at( ion — i ) et l 'on doit distinguer deux cas : 

À ) air a 2 , .. ., an sont premiers entre eux dans leur ensemble, 

D divise \ o n — i ; l 'ensemble des diviseurs communs à N 4 , . . . , N * 

coïncide avec l 'ensemble des diviseurs communs à l 'un d 'eux 

et i o11 — i ; 

B ) a ( , . . . , an ont un plus grand commun diviseur à; comme 

aK, . .., an sont des nombres d 'un chi f f re , il en est de même de à 
et les nombres entiers 

- 1 = / ^ V - ' i ^ - V — 
5 \ Ô / \ B / \ $ / 8 / ' ' S 

f o rment un cycle d 'ordre n qu ' i l est naturel d 'étudier au l ieu et 

pla ce de N f , N 2 , • . . , "N«« L e diviseur D en question est diviseur 

de à(ion — i ) ; on peut donc énoncer une proposi t ion directe plus 

précise que cel le du texte, de sorte qu ' i l n 'y ait plus deux hypo -

thèses à séparer pour la réc iproque : un diviseur commun à ïun 
quelconque des nombres du cycle d'ordre n et à 8( ion— i) 
divise tous les autres nombres du cycle; réciproquement tout 
diviseur commun aux nombres du cycle divise S( ion— i ) . 

20 Dans cette question et la suivante, désignons par N< le plus 

petit nombre du cycle , de sorte que chaque ai est au moins égal 

à aK. O n aura donc ici 

( 3 ) N 2 = N 1 -+ -R , N , = N i - + - a R , R > o ; 

l ioNt — N a — g N i — R = 999«i> 

( 4 ) " ] ION 2 — N 3 = 9N1-H 8 R = 999^2, 

( i o N 3 — N i = = 9N1-+- 20R = 999 «3 . 
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O n vo i t que R est d iv is ib le par 9 ; on écrira R = g>p puis 

( 5 ) N i — p = n i a i , N j 4 - 80 = m a 2 , N t 2 0 0 = 1 1 1 ; 

' ( 6 ) ' 9p = i i i ( a 2 — ai ) , 2ip = i i [ ( a 3 — a x ) . 

L e s égalités ( 6 ) div isées par 3 donnent 

( 7 ) P = 37P'> a 2 = a ! + 3 p ' , = + 7 p'. 

C o m m e 9, on a p ' = i et a { = 0, 1 ou 2* 

O n obt ient ainsi trois cyc les ( R = 333 ) 

037 148 259 

370 481 592 

703 814 925 

Si l ' on supposait, c omme au n° 3, que les nombres du cyc le 

donnent une progress ion, à l ' o rd re près, i l y aurait l ieu d ' env i -

sager l 'hypothèse 

N 2 = N i m - 2R, N 3 = N j + R 

qui conduit par le même procédé aux trois cycles ( R = 333 ) 

074 i85 296 

740 851 962 

407 518 629 

3° O n a, en désignant par X,, X2, \ les nombres 1, 2, 3 

4, 5 pris dans un ordre inconnu 

( 8 ) N/+1 = Ni-t-XiR ( Ï = i , 2 , 3 , 4 . 5 ) . 

O n écrit , par la même méthode que plus haut, 

9 ^ — X4R = 999999^«? 
9 N i - h ( i o X 1 — X 2 ) R = 9 9 9 9 9 9 < ^ 2 , 

G N I + I I O - X , — X A ) R = 9 9 9 9 9 9 ^ 3 , 

9 ^ - 4 - ( 1 0 X 3 — X 4 ) R = 9 9 9 9 9 9 ^ 4 , 

9 N 1 4 - ( I O X 4 — X 5 ) R = 9 9 9 9 9 9 ^ 5 , 

9 Ni-4- 10 X5 H .=s99^99a f . 

L ' éga l i t é de a a — (a ^ ¡3 ) entraînerait 

ioXa_i — X a = ïoXp_i — Xp 
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( e n posant X0—- X6 = o ) , ce qui rev ient à l 'égal i té 

( 1 0 ) 

où les deux membres doivent être lus comme nombres du système 

déc ima l ; or X a _ j ^ Xj3_, et X p ^ Xa de sorte que Fégal i té est impos-

sible, les nombres a2l ..., a§ sont donc distincts. 

D'autre part les nombres X4, i o X j — X2, i o X 2 — X 3 , 10X3— X4, 

i o X 4 — X5, X5 ne peuvent être tous divisibles par 3, sinon X4, X2, 

X37 X4, X5 le seraient tous, ce qui est absurde puisqu'à l ' o rdre près 

ce sont 1, 2 , 3, 4, 5. D o n c ZVme afes égalités ( 9 ) donne R = 9p 

om p esi un entier ( l es deux conclusions qui précèdent valent 

.quel le que soit.la valeur de n comprise entre 2 et 10 inc lus ) . O n 

remplace donc les égalités ( 9 ) par les égalités plus simples 

( a = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ) : 

( 9') N j -M i oXa - - ! — X a ) p = m m « A * 

Par soustraction on a 

(11) [loÇXp--! — X a - i ) — (X^ — X a ) ] p = I i n i i ( a p — a a ) . 

O r les nombres a , , . . . . . , a T étant supposés rangés en 

ordre croissant, on a cinq intervalles qui ne peuvent être tous 

égaux ou supérieurs à 2 , car o , a^S. 9 ; donc l 'un au moins des 

intervalles est égal à 1, et si, dans (1 i ) i on suppose ap — a a = i on 

vo i t que p divise 111 111 et R divise 999999. 

( L e raisonnement est valable pour n = 6, 8 , 9 , 10 : R est 

mult iple de 9 et divise i ô ' * — 1.) Ecr ivons donc 

( 1 2 ) 111111 = pp\ 

puis, quels que soient a et ¡3, distincts, compris entre 1 et 6 

i O Î X p - i — Aoc-i) — (^(3— *oc) 
(13 ) p = : * 
V — « a 

Cherchons le min imum de p : utilisons encore une d i f f é -

rence a p — aa égale à l ' un i t é , on a 

(14) Xp - !— X p — X a g 5 , 5. 

Pour avoir le maximum de p', remarquons que la plus grande 

d i f f é rence a p — a a s 'obtient en prenant a = i r et choisissant 

pour a$ le plus grand des a . 

Ann. de Mathémai., 6e série, t. I . (Novembre 1926.) 



— 570 -

JLa d i f f é rence — a f est au moins égale à 5 ; Np est le plus 

grand nombre , donc = • 5 

, loX^—i'-i- Xj — ^ 5o h- 4 — o 
^ ' ctQ— ai = 5 9 

d'où 

(15) e ' < i o . 

La décompos i t ion de i n i u en facteurs premiers , à savoir 

3. 7 . 1 1 . i 3 , 37 montre que p' est égal à 7 , p à 15873, R à 142 857. 

O n a 

(16 ) N j = À4p -4- 111 u I ; 

R 
donc N| est mul t ip le de p ou — (d 'a i l l eurs N 2 , . . . , N 6 aussi ) , 

Dans la f o rmule ( 1 6 ) , on ne peut donner àX4 que les valeurs 1, 2, 

3, 4? 5 et à aK que les valeurs o, 1, 2 , 3, 4 ; cela rédui t donc les 

essais à un total de 25. J'écris les nombres en question^ entre les-

quels on doit choisir N* : 

0. 1. 2. 3. . •4. 

1. 015873 126984 238095 349206 460317 
2, o31746 142857 253968 365o79 476190 
3. 047619 i5873o 269841 380952 492063 
4. o63 492 174603 285714 396825 5. , , 
5. 079 365 190476 3 . . . . . 4 . . . . . 5 

L e chiffre^ marqué à gauche est la valeur de X4 ; le ch i f f re placé 

en haut est la valeur de a± et doit co ïnc ider avec le premier ch i f f re 

du nombre , ce qui dispense d ' écr i re certains nombres ; la p remière 

co lonne ex ige seule un calcul, les autres s 'obtenant par l 'addi-

t ion de 111 111. 

Dans le ch i f f re de gauche doi t être le plus pet i t : ce cr i tér ium 

ob l i g e à ne garder que le tableau T : 

/ 015873 126984 
1 o3i746 142857 253968 

( T ) | 047619 

I 063492 
l 079360 

D'autre part, s i T o n essaie pour N , le nombre o3 i 746 qu i se ter-
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m i n e p a r 6 , p u i s q u e H se t e r m i n e p a r 7 , les c h i f f r e s t e r m i n a u x 

de Nj-, N , - f - R , . N j - f - S R s e r o n t r e s p e c t i v e m e n t 6 , 3 , o , 7 , 

4,i et doivent coïncider (à Vordre près) avec les chiffres ifeN^ 

ce c r i t é r i u m réussi t p o u r o 3 i 746 , 142857 , 2 5 3 9 6 8 et é c h o u e p o u r 

les autres c o m m e l e m o n t r e l e tab leau 

296307 630741 
307418 741852 
418529 852963 
529630 963074 

b o r n é aux seuls c h i f f r e s 2 , 3, . . . , 9 t e r m i n a u x des d i v e r s n o m b r e s 

d u tab l eau T . 

L e s tro is n o m b r e s c i tés réuss issent , o n v é r i f i e q u e p o u r eux 

N 2 = N 1 - 4 - 2 H , N 3 = N I -+- R , N 4 = NIHE- 5 R , 

N 5 = N I 4 - 3 R , N 6 = = N 1 H - 4 R 

( v é r i f i c a t i o n nécessa i r e u n i q u e m e n t p o u r o31 746 , n o m b r e d o n t 

t ous les c h i f f r e s s on t au p lus é g a u x à 7 , de so r t e q u e l ' a d d i t i o n 

de 111 i i i ou 2 2 2 2 2 2 à u n n o m b r e q u e l c o n q u e d u c y c l e se f a i t 

sans r e t e n u e ) . 

BIBLIOGRAPHIE. 

I l a déjà paru, depuis 1924, six fascicules du grand Traité du calcul 
des probabilités et de ses applications ( 1 ) , que publie M. Emile Èorel. 
L 'Ouvrage complet comportera 17 fascicules, mais on peut, dès mainte-
nant, en apprécier toute l ' importance. 

La nouvelle œuvre de M. Borel nous paraît, à quelques égards, devoir 
être mise en parallèle avec sa Collection de Monographies, dont nul 
n'ignore l'influence décisive sur le développement actuel de la Théorie des 
fonctions. Nous n'oublions point, en faisant ici ce rapprochement, que 
lorsque parut, en 1898, le premier volume de la collection de Monogra-
phies, la Théor ie des fonctions était bien loin d'être constituée, tandis 
que, depuis plus d'un siècle, Laplace dans sa Théorie analytique des 
probabilités « a fourni un modèle à tous ceux qui ont abordé le sujet » . 
Mais il faut ajouter que le Calcul des probabilités prend de nos jours, par 

( x ) Gauthier-Yillars, éditeur. 
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ses applications, une extension que ses fondateurs né pouvaient prévoir. Il 
intéresse, et très profondément, les branches les plus diverses de la Science, 
de sorte qu'une synthèse générale répond aux besoins de l'heure présente 
et ne peut manquer de donner une vigoureuse impulsion à tout un 
ensemble de recherches. 

Cet exposé d'ensemble, qui doit mettre en évidence, sous la diversité 
des applications, l'unité du Calcul des probabilités et qui seul peut assurer 
l'heureuse réaction des nécessités . pratiques sur le développement des 
recherches théoriques, nous le trouvons dans le Traité de M. Borel. Pour 
sa publication, l'auteur a obtenu le concours de spécialistes distingués : 
c'est ainsi par exemple ( e t cela caractérise bien l'ample synthèse que doit 
réaliser le Tra i té ) qu'un éminent naturaliste comme Blaringhem a été 
appelé à collaborer aux fascicules (à paraître) concernant les applications 
à la Biologie. 

Les 17 fascicules que comprendra le Traité complet se groupent en 
quatre tpmes : 1. Principes de la théorie; IL Applications mathématiques 
et physiques; III. Applications aux Sciences économiques et biologiques; 
IV. Applications diverses ( t i r , j eux ) et conclusion philosophique. Le seul 
fascicule paru du tome premier : Principes et formules classiques (*), 
rédigé par R. Lagrange d'après le Cours de M. Borel, donne l 'exposé le 
plus sûr et le plus limpide des bases mathématiques du càlcul des probabi-
lités. Les principes fondamentaux (des probabilités totales et de la proba-
bilité composée) sont d'abord posés comme axiomes caractéristiques de la 
notion de probabilité, axiomes dont la valeur pratique se précise immédia-
tement par d'intéressants exemples. L'auteur étudie^ ensuite les méthodes 
permettant de traiter les problèmes du premier et du second ordre, tant 
pour les probabilités rationnelles que pour les probabilités dénombrables 
ou continues; enfin, dans un dernier Chapitre, la considération des fonc-
tions de la statistique l'amène à un suggestif exposé de la résolution du 
problème des moments de Stieltjes. 

Le\ome second du Traité débute par un volume & applications à V Arith-
métique et à la Théorie des fonctions ( 2 ) ( rédigé par P . Dubreil d'après 
des leçons de Fauteur). Les recherches qu'y développe l'auteur sont des 
plus attrayantes et il semble qile le champ qu'il ouvre ainsi à l 'activité des 

* chercheurs doive être des plus féconds. Pour donner au lecteur le désir de 
connaître ce petit Livre, il suffira de citer ici l'un des premiers résultats : 
soit fn la fréquence d'un chiffre donné, dans les n premiers chiffres du 
développement décimal d'un nombre; si l'ensemble E des ftl admet deux 
points limites f et il admet aussi pour point limite tout point du seg-
ment ff'\ de plus, l'ensemble des nombres pour chacun desquels E admet 
un point l imite autre que a une mesure nulle. 

L'étude des probabilités géométriques qu'expose M. R. Dehheil dans le 

( 1 ) 1 volume de 160 pages; prix i8fr. 
( 2 ) 1 volume de 100 pages; prix 
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second fascicule du même tome ( * ) , n'est pàs moins attrayante. Si les pre-
miers résultats sur ce sujet (solution de Buffon pour le problème de l 'a i -
gui l le ) sont déjà très anciens, la théorie générale en est par contre récente 
et l'on doit rapporter ses progrès aux travaux de Poincaré introduisant 
dans la définition de la probabilité élémentaire une fonction arbitraire et 
à la thèse de M. Deltheil, qui détermine cette fonction par l'invariance de 
la probabilité pour certains groupes de transformations. Il faut signaler, 
dans l 'excellent Ouvrage de M. Deltheil , l'intéressante étude du problème 
de Sylvester (probabil i té pour que quatre\points pris dans un domaine 
forment un quadrilatère convexe) et l 'élégant exposé des résultats de 
Barbier et Crofton. 

Le dernier Chapitre : Problèmes sur la sphère de Pespace à m dimen-
sions, nous amène tout naturellement au fascicule suivant du Traité : 
Mécanique statistique classique, fascicule qui est dû à M. Borel ( leçons 
rédigées par F. Pe r r in ) ( 2 ) . Les positions et vitesses d'un système méca-
nique étant définies par des variables canoniques, le point de départ de la 
Mécanique statistique est la notion d'extension en phase 

Jdpi dpt ..., dpn dq j dq2 .. ., dqn 

intégrale invariante pour les changements de coordonnées et indépendante 
du temps quand on suit le mouvement du système. On verra d'abord dans 
l é l ivre de M. Borel comment l 'extension en phase ( multipliée par une fonc-
tion de l 'énergie, en général seule intégrale première uniforme des équations) 
intervient dans la définition de la probabilité élémentaire; cela résulte des 
propriétés précédentes et de Y étalement de l 'extension en phase qui fait 
que, pour de petites variations des données initiales, les trajectoires cor-
respondantes recouvrent entièrement une hypersurface d'énergie constante. 
Cette importante notion se trouve remarquablement mise en lumière par 
des exemples concernant le cas où se produisent des réflexions. Le pro-
blème général de la théorie cinétique des gaz équivaut, comme le montre 
alors l'auteur, au mouvement, à vitesse constante, d'un point P dans 
un hyperespace limité par certaines surfaces, le point se réfléchissant sur 
les surfaces limites : l 'étalement des trajectoires entraîne que toutes 
directions sont également probables pour la vitesse de P , et M. Borel en 
déduit, de façon particulièrement satisfaisante, la loi fondamentale de 
répartition des vitesses d'une masse gazeuse ( lo i de Maxwe l l ) . Il déve-
loppe ensuite la théorie cinétique et le fascicule s'achève sur une substan-
tielle étude de la notion d'entropie. 

Pour terminer cette revue rapide, il nous reste à signaler ici le volume 
de M. H. Galbrun ( t . I I I , fase 1 ) ( 3 ) consacré aux assurances sur la vie 

/ 

( 1 ) i volume de 123 pages; prix"22 f r . 

( 2 ) i volume de 148 pages; 'pr ix i8 f r . 

( 3 ) 1 volume de 310 pages; prix 35fr. 
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(calcul des pr imes) et le volume de M. J. Haag : Applications au tir 
( t . IV , fâsc. 1 ) ( i ) . M. Galbrun dégage idées et méthodes générales dans 
des questions qui sont parmi les plus importantes applications pratiques 
"du calcul des probabilités. M. Haag s'est occupé des problèmes de probabi-
lité de tir, d'abord à la Commission de Gâvre, puis au Centre d'études 
d 'art i l ler ie; il donne de ce vaste sujet un exposé parfaitement documenté 
et très accessible, exposé très original et où l 'on trouvera en particulier 
les travaux personnels de l'auteur sur le calcul de la portée moyenne et de 
l 'écart probable, sur le réglage et le rendement, sur la probabil ité d'eff i-
cacité et le tir sur z.one. J. P . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE. 

Question C.59. 

[Mathématiques générales ; épreuve théorique ; énoncé publié en 
avril 1926, p. 224.] 

SOLUTION 

P a r M . R . WEINZAEPFEL. 

On demandait d'abord d'évaluer, en exprimant r et 6 en fonction d'un 
paramètre, l ' intégrale 

« "l' 
En posant 

/4 a 2 — r 2 

on trouve, après des calculs faciles, 
TC X U 

( 2 ) 6 = T H- - arc tangw — arc tang — v J 4 2 2 

2 

Les formules ( 2 ) et ( 3 ) définissent r et 6 en fonctions du paramètre u 
et, par suite, 0 en fonction de r . 

On envisageait ensuite, sur le cercle x 2 - h y 2 = « % deux points M et M ' 

( ! ) 1 volume de 183 pages; prix 25fr. 
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ayant des vitesses angulaires respectives -+- 3 et — i et partant simultané-
ment du point x = a, y == o et l'on demandait l 'enveloppe de la droite MM ' 
On trouve pour équation de cette droite 

x cost -h y s i n £ a cos2i = o, 

et l 'enveloppe est définie par le système 

x = a c o s £ ( i - f - 1 sin2£), 

y = — a sin i ( i -4- 2Cos2£). 

La construction de cette courbe est immédiate; c'est, comme il est 

connu, une astroïde ou hypocycloïde à quatre rebroussements ayant .ses 

rebroussements sur les bissectrices des axes. Pour le voir géométriquement 

soient A et B les points où MM' rencontre respectivement les bissec-

trices y = x et y — — x . L'angle M ' O A vaut t - h ~ * il en est de même 
r ' ^ 

de l 'angle M ' A O parce que, si l'on abaisse de O la perpendiculaire O H 
sur MM', on a 

£OH <= t, 
donc 

S T A O = ^ - H O A 2 2 V 4 / 4 

Le triangle M ' O A est donc isoscèle et l'on a 

M ' A = M ' O = a\ 
de même on a 

M ' B = M ' O = a ; 
d'où 

A B = <ia. 

L 'enveloppe en question est donc celle d'un segment de droite de 
longueur ia dont les extrémités décrivent deux droites rectangulaires; 
c'est un astroïde que l'on placera sans peine sur la figure. 

Enfin si r et 6 sont les coordonnées polaires d'un point de l 'enveloppe, 
on a 

sin£ I + 2 C O S . , O • • 
tangô = r - t i j r 2 = a 2 ( i + 3 s in 22t ) , 

6 cos t i -h 2sin2£ v 

d'où par différendation 

i -+- 3sin22i r 2 

et 
rdr 

dt = 
a 2 y/4 a 2 — /'2 

d'où, entre r et ô, la relation précédente ( i ) qu'indiquait l'énoncé. 

A u t r e s s o l u t i o n s par M M . J. DEVISME e t PARIS. 
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Question G.71. 

[Mathématiques générales; épreuve théorique; énoncé publié en 
juillet 1926, p. 315.] 

SOLUTION 

Par M , u Odette DEVISME. 

I l s'agit de déterminer les constantes r et a pour que l 'on ait la 
relation 

(erx cosx)' = aevx cos (^x H- ^ 

ou, en effectuant et divisant par erx, 
s/i. . 

rcosx— si nx^a1—(cosx — s i n # L 
2 

d'où l'on tire 

a — sj 2 et r = 1. 

Dans ces conditions, la dérivée mième de l 'expression 

f ( x ) = erjccosx sera £gale à 

amerx COS + m ^ ( ^/o)méx COS (^C -H m ^ 

et l 'application de la formule de Mac Laurin conduit au développement 
de f ( x ) 

. ax tz a'nxm iz 
fix) — 1 H cos - - 4 - . 4- r— cos m , -+-. . . 

J. 7 i 4 m ! 4 

__ X 'xz Xk X5 

~~ i 3 6 3o 

ou enfin, en groupant les termes qui correspondent à m < 8k -f- 8, 
o? 

I X I X s 

-h 
(8A:) ! (8/C-+-1)! (8A" -+- 3 ) ! 

4 ^ 

(8/t-+-4)! (8A 5)1 ( 8 & -H 7 ) ! _ 

Cette dernière expression montré bien que, pour x négati f , le dévelop-
pement de f ( x ) ( où l'on néglige les termes nuls) est une série alternée. 

Question C.49. 

|Physique Mathématique; épreuve pratique ; énoncé publié en 
jévrier 1926, p. i53]. 
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SOLUTION. 

p a r u n ANONYME. 

On considère dans un plan vertical un point pesant attiré par un 
point O du plan (or ig ine des coordonnées, axe O y vert ical ) avec une 

k 

force égale à — ( O M = r, k > o ) . On demande d'étudier son mouvement 

en utilisant les paramètres 

,>\= r+y, 

21X== r — y. 
Les courbes X = const, et [x = const, forment évidemment un faisceau de 

paraboles homofocales; la force vive sera 

2 Î 

et la fonction des forces 

U = 
X H- fJL 

Le calcul classique conduit à l'équation de Jacobi suivante ; 

I \\ (àW\2 /D W \ 2 1 k ^ . . 7 

qui permet (après multiplication par X -4- JJL) de séparer les variables 
et donne 

en posant 

L ( X ) = — 2 / i X + ^ + a, 

M(fJl)=H-2^-fJL2-i-2A[JL-hA- — a, 

d'où les équations du mouvement sous la forme 

f \/mdl+f \/ 
r d\ r du 

J V/XL(X) + J = 

Application. — Avec les conditions initiales données on a : 

1° L ( X) = — 2g( X b)2, 
M( ¡x) = -4- 2g( ¡j. — b)2-h 2k, 

X reste égal à b pendant tout le mouvement et ku varie dans le même sens. 
La trajectoire est la parabole X = b, tournant sa concavité vers le bas. Le 
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mouvement est stable parce que des données initiales voisines donneront, 
pour X L ( X ) , un polynome ayant deux racines très voisines de b et positif 
entre ces racines. 

L ( X). = — 2g( X -J- b y - h l k , 

(x reste égal — b pendant tout le mouvement et X oscille entre o et 

6-4- trajectoire est un arc de la parabole ¡x ~ b ( tournant sa 

concavité vers le haut) décrit d'un mouvement oscillatoire. Le mouvement 
est stable, pour la même raison que plus haut. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r IVL\I. J. DKVISME, A . MONJALLON. 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — G.77. — On considère la fonction 

2 r 1 c o s ( t x ) d t 
— 1 f C Q g ( 

y/i —- r2 

i° Montrer que J(#) est holomorphe pour toute valeur réelle ou 
imaginaire de x. 

2° Montrer que J(#) satisfait à Véquation différentielle 

(i) xy"-{-y'-hxy = o. 

3° Trouver le développement de J (x) suivant les puissances crois-
santes de x. 

4° Montrer que 

i(x) 
'41 y db 

/o 

prouver que, si x est réel et positif , 

V A - cos u2 du 

'o 

/ T D U 

/ V * cos u2 du 
lim ./ — • = / cos u2 du, 

• ' / - s / -
/ V . r gin u2 du r" a 7 

lim / = . / sin u2 du\ 
a: > oc 

V I X 
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en conclure la valeur de 

îim sjx -T- 9.A-7tJ (X -\-ikT: ), 

k étant un, entier positif. 
5° Trouver la solution générale de Véquation 

= o, 

où 7 est une constante non entière, et en déduire Vinîégràle générale 
de Véquation (i) par un passage à la limite. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — G . 7 8 . — Calculer 

r l dx 

«/q (x — a)\/x2( i — x)z 

a étant une constante réelle {méthode des résidus). 

(C lermont , juin 1926.) 

ÉPREUVE THÉORIQUK. — I° Les surfaces S d1 équation 

y(z -t- b) = x(x - 4 -

où a et b sont des constantes, vérifient, quelles que soient a et b, une 
équation E aux dérivées partielles du premier ordre que Von formera. 

2° Trouver la surface 2 intégrale générale de cette équation E. 
Montrer que S est réglée; que sont les génératrices de S vis-à-vis de E? 

3° Le long de chaque caractéristique de E, x, y, z, p? q satisfont à 
un systeme différentiel Y) que Von intégrera complètement en expri-
mant y, z, p, qy au moyen de x et de trois constantes arbitraires. 

4° On considère la surf ace réglée définie paramétriquement par les 
équations 

X — tz-h ©(¿), y — t*z -f- ty(t). 

Former Véquation des asymptotiques, déterminer cp de sorte que z.= o 
donne une asymptotique particulière et intégrer Véquation corres-
pondante. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — i ° L 'équation E est linéaire: 

p xy -f- q y2 = x2. 

2° La surface 2 a pour équation 
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En posant y == tx, on a des équations de la forme 

x = t 3 -b ?(0> 
/ = t2z -h' ícp(í ) . 

Les courbes t = const. sont les caractéristiques, ce sont des droites. 

3° Les équations demandées sont 

dx __ d y __ dz _ — dp __ — ^ 
~~ y^ ~~ x2 — 2 3 + 2 ^jk px 

On a deux intégrales premières 

5=c, = 
puis 

v dp dx 
— 2 -h p G Ca? 

d'où 
C2 2 

/ ^ - H - g , . 

ç est tiré de l'équation même 

_____ i C2 

CV G î t ' 

4° L'équation des asymptotiques s'écrit 

dz • 
2 Cp) -f- — Cp')2 — CD') = O. 

La courbe z = o est asymptotique, si l'on a 
A. 

2 ce ' 2 — cp f = o , d ' o ù <p = — g . 

Dans ce cas particulier, l'équation devient linéaire en u ~ - et s'intègre 

sans difficulté. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Quelle est la section de la surface 

a2y2 ±= ( a2 — x2 ) ( ai — z2 ) 

par un plan horizontal ? Calculer Vaire de cette section par le 
plan z = zXypuis le volume limité par la surf ace et les deux plans z~-r-a 
etz^-k- a. Calculer Vintégrale 

)z2dz f 
0 

ode des rés 

r 
Jc ( z ~ a y ( z - b y 

I I . Calculer par la méthode des résidus l'intégrale 

dz 
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prise dans le sens positif le long d'un cercle G de rayon I ayant pour 
centre Vorigine, a et b étant des constantes telles que 

] « | < i , | 6 | < i 
et n un entier positif. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. L 'aire S est celle d'une ellipse 

S = TU a \Ja2 — z\. 

Le volume demandé a pour valeur tz2 a3 , l ' intégrale % ** » 

8 

II. La somme des résidus est évidemment nulle, donc l ' intégrale est nulle. 

( Lille, juin 1926. ) 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Un solide pesant S est formé d'un disque cir-
culaire homogène, de rayon R, dépaisseur négligeable, muni en son 
centre A dune tige rectiligné O A , de longueur R, de masse négli-
geable, qui lui est invariablement fixée normalement à son plan. 

Uextrémité O de cette tige est articulée sans frottement au sommet 
d'un trièdre trirectangle fixe Oxiyxz^O Zx verticale ascendante). 

Le corps S se meut entre les deux plans matériels fixes 

( P ) •*1 = R ; ( Q ) Zi=— R, 

qu'il touche, soit en I , soit en J» On supposera le diamètre du disque 
légèrement inférieur à la distance des deux plans, de telle sorte que 
le contact ne puisse avoir lieu simultanément en I et en J. 

On désignera par f le coef f ic ient de frottement en ces deux points, 
par (xi la vitesse angulaire de la rotation propre du disque, par X la 
vitesse angulaire du plan A O z ± . 

i ° Comment faut-il lancer le corps S pour qu'il se meuve sans ap-
puyer sur les plans P et Q ? 

20 Le corps S étant supposé immobile, quelle percussion faut-il 
exercer au point] tangentiellement à la circonférence du disque pour 
que le mouvement ultérieur remplisse les conditions du premier para-
graphe ? 

3° Comment faut-il lancer le corps S pour qu'il roule sans glisser : 
a. sur le plan inférieur ; b. sur le plan supérieur? Etudier ces mou-
vements. 

4° Étude générale du mouvement du corps entre les deux plans P 
et Q avec des vitesses initiales (w 0 , X 0 ) quelconques. Discussion. 

Examiner en particulier les deux cas 

\ 1 \ ' i 0° - 4 
X ® T . T " V R' 
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On se bornera à indiquer Vaspect dix mouvement, çans insister sur 
le calcul, d? ailleurs très simple, ¿/es expressions de X e i ¿/e u> en fonc-
tion de t. 

Il sera commode de baser Vétudê sur l'équation différentielle que 
vérifie la vitesse de glissement au point (I ou J) où le contact a lieu. 

Indications sur la solution. — Mouvement stationnaire d'une toUpie 
de révolution. La condition est 

R Î0OÀO = ig. 

2° Le moment de la percussion P par rapport à O doit avoir pour valeur 
le moment cinétique à la fin du choc, d'où, la passe de la toupie étant 
l'unité, 

3° a. La condition est simplement 

wo -+- Xo = o ; 
b. La condition est 

(o0==:Xo avec R c o 0 X 0 > 2g. 

4° Le théorème du moment cinétique au point O donne les equations du 
mouvement sous la forme 

R du j .^ 5R d l ,_T R . 

avec 
N > . 0 ; e(X -h a>) < o ; s = riz i 

dans le cas du contact en J. 
La vitesse de glissemènt u vérif ie l 'équation 

^ du A _ (2u-+-k)(5u— k)~\ 

avec R ( 5 X — 2OJ) = k. 
On en déduit que, si 

R b ) o X 0 < 2 g, 

| u j décroît et atteint la valeur zéro au bout d'un temps fini ; i l la conserve 
indéfiniment. 

Si le contact a lieu en I, l 'équation en u est 

35 R ^ = : £ / [ ( K - 5 m ) ( K + 2 « ) - 9 8 ^ R ] , 

avec 

R ( 5 X -4- 2 w ) = K , £ ( X — w ) < o , E = ± I ; 

Si K 2 < 8o gJ\, lé contact a lieu en J ; 

Si 8o ^ R < K 2 < 98 ^ R , le mouvement tend au bout d'un temps fini 

vers le mouvement étudié dans i ° ; 
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Si 98 < K2 , il y a roulement sans glissement en I au bout d'un temps 
fini. 

EPREUVE PRATIQUE. — Une sphère homogène pesante, de rayon 
R = io c m , est assujettie, à rouler sans glisser sur Un plan horizontal 
fixe, en un lieu dont la latitude est 45 degrés. 

Etudier son mouvement en tenant compte de la rotation de la Terre. 
On prendra comme axes de référence liés à la Terre, l'horizontale 

Nord-Sud, l'horizontale Est-Ouest et la verticale issues de la position 
initiale du centre de la sphère. 

u, v, o, p, q, r désigneront respectivement les composantes de la 
vitesse du centre de la sphère, et les composantes de sa rotation ins-
tantanée par rapport à la Terre. 

On se bornera à étudier le cas où le mouvement initial de la sphère 
est une rotation de 10 tours par seconde autour de la verticale de son 
centre (u0— v0 = pQ = q0 = o). 

i° Déterminer, dans le cas de cette sphère, la correction à apporter 
aux lois habituelles de la Mécanique terrestre pour tenir compte de la 
rotation de la Terre. 

2° Déterminer avec précision la trajectoire du centre de la sphère. 
Indiquer sa nature et ses principales dimensions. 

Nota : La pesanteur, ou résultante de Vattraction newtonienne et de 
la force d'inertie dentraînement sera supposée constante et normale 
au plan horizontal donné dans la région oü Con étudie le mouvement 
de la sphère. 

Indications sur la solution. — Les équations du mouvement sont : 

du v /- 2 R dp __ s 1/2 

dt v ' 5 dt 5 v r / v-bp R = o . 
_ /- 2 R dr s \J-2 

( e = vitesse de rotation de la Te r re ; X, Y , Z désigne la réaction du plan; 
la masse de la sphère est prise pour unité). 

L 'él imination de X, Y , /?, q, r donne deux équations en u et v, d'où les 
coordonnées x, y du centre de la sphère : 

6 s d 2 
x = A ( i — cosko¿); y = = — A ( s i n p í — p ¿ ) , 

avec 

7.9 = £ s/79 ; 79 £ = 7 R r 0 V/2. 
La trajectoire est la projection orthogonale d'une cyçloïde. 

(Li l le, juin 1926.) 
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EPREUVE THÉORIQUE. C .79. — Un disque circulaire homogène, de 
masse m, de rayon r, est soumis aux liaisons suivantes (sans frotte-
ments) : le centre 0 du disque est fixe et, de plus, un diamètre bien 
déterminé du disque, soit A ce diamètre, est assujetti à faire un angle 
constant et donné a avec la verticale 0 z. 

La position du disq ue dépend donc de deux paramètres. On prendra 
les suivants : <p, angle du plan que définissent Qz et A avec un plan 
vertical fixe passant par Oz. 

0, angle du plan du disque av&c le plan de 0 z et A. 

i° Discuter le mouvement pour des conditions initiales quelconques. 
On discutera d'abord par rapport au paramètre 6, puis on exami-

nera si 9 varie toujours dans le même sens. 

Caractériser tous les mouvements dans lesquels reste constant, 

20 On suppose qu'à un instant t on ait 

¡A ' \ 
0 = o, — = o, —r = m ( donne ) ; 

' dt dt v ; 

à cet instant on fixe brusquement le plan (A , 0 , z ) , le disque restant 
mobile autour de Vaxe A. Calculer la valeur que prend la vitesse 

, . d% 
angulaire —r-* 

dt 

3° On impose au plan (A, Oz) un mouvement de rotation uniforme 
autour de Oz : ç = (où (¿> est donné et constant), le disque 
restant librement mobile autour de A. Etudier le mouvement relatif 
du disque par rapport q,u plan (A , 0 * ) . 

EPREUVE PRATIQUE. — Une circonférence matérielle et pesante, de 
masse 4 rn, de rayon a, peut tourner librement autour dun axe Ozr 

fixe et horizontal, qui est invariablement lié à cette circonférence et 
qui lui est tangent au point O. Un point matériel P, de masse M, 
glisse sur cette circonférence. On néglige les frottements. 

I étant le centre de la circonférence, on désignera par 9 Vangle du 
rayon I P avec le prolongement de 01 et Von appellera 6 Vangle de 01 
avec la verticale descendante : 

i° Ecrire et intégrer les équations clespetits mouvements du système 
autour de sa position d'équilibre stable. 

20 On suppose qu'à Vinstant initial t — o on ait 

%; r. d9 d§ 
, 2 4 dt dt 

d'2iï d*® 
Calculer, à cet instant, les valeurs des dérivées secondes -r-r et 

< atL at'1 

déterminer, au même instant, la réaction du point P sur la circon-
férence. 

(Marseille, juin 1926.) 
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FORMULES RELATIVES A LA FONCTION T ; 
P A R J. SER. 

Étant donnée une fonc t ion supposée déve loppable en série de la 

f o rme 

la fonct ion V ( # ) s'annulant avec x et satisfaisant à l ' équat ion 

fonct ionne l le 

( I ) V ( ^ - M ) _ V ( * ) = / ( » ) • 

a pour expression 
\Tt \ ^ œil — x) x{\—x)(i — x) -
V(a?) = xf0 •+- — \ f i -h ~Y— ; ft -+-.... 

Considérons ma in tenance déve loppement valable pour a? - f - a > > o, 

, v a x x{\—x) N a?([— ¿r)(2 — x) 
.r -t- a ~~ i •+• a ( i -h a) (2 -+- a) ( i + a ) ( ' 2 + a ) (3 + a ) 

que l ' on peut déduire entre autres de l 'égal i té 

F désignant le symbole de la série hypergéométr ique . 

La fonct ion 
rr(x + a) r'( a) 1 

a It(x-ha) r ( a ) J 

s'annule avec x et satisfait aussi à la condi t ion ( i ) . 

O n en dédui t la relation 

' ( 3 ) + = E ' K ) + x , , — x)('2-~x) 
^ ' P ( ^ ) « 2 F L ( I + A ) 3 « ( I - F - a) ( 2 -+- A.) 

En intégrant de zéro à x, on introduit les po l ynomes ( 1 ) , 

( 4 ) 
»/A 

— x). . .(n — i — x) 
n ! 

dx 

(*) Intermédiaire des Mathématiciens, 1925, p. 126; Comptes rendus de 
VAcadémie des Sciences, 1926, p. 818. 

Ami, de Mathémat6" série, t. I. (Décembre 1926.)̂  2.5 
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qui sont positi fs pour o < x < i et fo rment une suite convergente 

dont la somme est x. 

La formule ainsi obtenue, 

F ( a ) ^ ( a ) à a ( i - h a ) 

est très avantageuse pour le calcul de l o g T ( ^ ) , si Ton prend pour a 

un entier suffisamment grand. 

Lo rsque ~ < x < C i , on peut employer de pré férence la f o r -

mule 

l0%T(v-i-a)-(l Y (a) a ^ «(i + a) 

les nombres ph désignant les valeurs de P^ pour x = i . 
L e développement obtenu en faisant x = î dans la formule ( 5 ) 

donne une expression de l og a pour toutes les valeurs positives 

de a , 

r ' ( t t ) /?2 , I • i 2 ! /?4 _L_" 
( 7 ) l o g a = 

M . Appe l l a établi cette formule dans le cas général ( A c t a 
malhematica, 1926) en partant d 'une formule de Joseph 

Bertrand. 

SUR UN THÉORÈME DE S T E I N E R ; 
PXR V . T H É B A U L T , 

Inspecteur d'assurances, au Mans. 

Dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 
1 9 2 2 , p. 128-134, nous avons donné des développements assez 

curieux relat ivement à des groupes de cercles et de sphères. Ces 

recherches nous avaient été suggérées par des configurations envi-

sagées par Steiner. 

La lecture d'années c^éjà anciennes des Nouvelles Annales 
nous y a fait rencontrer un cas particulier, signalé dans notre 

Mémoi re de 1 9 2 2 , question 2103, 1908, p. 479-
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Q u ' i l nous soit permis de reprendre ic i , en les complétant par-

fo is , certains passages qui général isent une question proposée aux 

lecteurs des Nouvelles Annales. 

1. Ste iner a énoncé le théorème suivant ( Journal de Crelle, 
t. I I , p . 9 2 ) : 

Sur les perpendiculaires abaissées d^un point sur les faces 
d^un tétraèdre A B C D , on marque un quadruple de points 
A1 y B ' , G' , D ' , puis un second quadruple A", B", G", D". St 0 est 
le point de concours des perpendiculaires abaissées de À , B, C , D 

sur les plans des faces BfCD!, C D ' A ' , D 'À ' -B ' , À ' B ' C ' , et 0' 
celui d'intersection des perpendiculaires abaissées de A, B , C , D 

sur B " C " D " , C " D " A V D " A " B " , A " B " C " , la droite 0 0 ' est nor-
male au plan d^homologie des tétraèdres A! B' C' D ' et 
A " B " C " D " ( « ) . 

V o i c i la démonstrat ion simple de M . Neube rg . 

Des sommets du tétraèdre A B C D , comme centres, décr ivons 

quatre sphères quelconques, et de léur centre radical S abaissons 

les perpendiculaires pa, pi>, pc, pa sur les faces B C D , C D A , D A B , 

A B C . Ces droites sont les axes radicaux des triples de sphères 

. (B , C, D ) , ( C , D , A ) , ( D , A , B ) , ( A , B, C ) . 

So ient A ' , B' , C ' , D ' quatre points quelconques de ces axes. 

A ' , B', C' , D ' sont les centres de quatre sphères respect ivement 

orthogonales aux sphères ( B , C, D ) , (C , D , A ) , ( D , A , B», ( A , B , C ) . 

La sphère A coupant or thogona lement les sphères (B ' , C , D ' ) , 

son centre est situé sur l 'axe radical de ces dernières sphères; de 

même B, C, D appart iennent respect ivement aux axes radicaux des 

groupes de sphères ( C , D , A ) , ( D , A , B ) , ( A , B, C ) . 

O n en conclut que lés perpendiculaires abaissées des sommets 

A , B, C , D respect ivement sur les plans des f^ees du tétraèdre 

A ' B C D ' , concourent en un po int S ' , centre radical des sphères 

( l ) En réalité; Steiner a énoncé trois théorèmes analogues : l'un relatif au 
triangle plan, l'autre au tétraèdre et le troisième au triangle spliérique. Le pre-
mier a été démontré pour la première fois par Félix Ebert}r (Journal de Crelle, 
t. V, p. 107), le second par M. J. Neuberg (Annales de la Société scientifique 
de Bruxelles, 1921, p. 228). Le troisième, à notre connaissance du moins, reste 
à démontrer. (V. T.) 

Ann. de Mathémat., 6e série, t. I. (Décembre 1926.) 2D. 
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À ' , B', C ' , D ' . Les points S, S ' sont par suite les centres d'ortho-
logie des tétraèdres ( A ' B ' C ' D ' , A B C D ) et ( A B C D , A ' B ' C ' D ' ) . 

Prenons sur les droites pa, ppCJ pa un second quadruple de 

points A " , B", C", D" , desquels, comme centres, nous décrivons 

des sphères coupant or thogonalement les triples de sphères 

( B , C, D ) , ( C , D , A ) , ( D , A , B ) , ( A , B, C ) . Soit S" le centre 

d 'or tholog ie des tétraèdres A B C D et A ' B ' C ' D ' . Les points S' , S" 

sont les centres de deux sphères coupant orthogonalement , l 'une 

les sphères A ' , B ' , C ' , D ' , l 'autre les sphères A " , B", C ' , D ' . Les 

sphères B' , C ' , D ' sont orthogonales aux sphères A et S ' ; donc le 

plan B ' C ' D ' est le plan radical des sphères A et S'. D e même le 

plan B ' C ' D " est le plan radical des sphères A et S ' . Par suite, 

l ' intersection des plans B' C D ' , B ' C ' D " appartient au p lan radical 

des sphères S', S". En continuant ainsi, on constate que ce dernier 

plan contient toutes les intersections de deux faces homologues 

des tétraèdres A ' B ' C ' D ' et A " B " C " D " . Au t rement dit, le plan 
d'homolog te de ces tétraèdres est normal à la droite qui joint 
les centres d'orthologie des tétraèdres ( A B C D , A ' B ' C ' D ' ) et 
( A B C D , A/,B'/C//D//). 

2. Soient a, , a2, a3, a4 et a'2, a'3, a'4 les project ions or thogo-

nales de S', S" sur les plans des faces B C D , C D A , D A B , A B C 

du tétraèdre. La droite S ' A , par exemple, est perpendiculaire au 

plan B ' C ' D ' . Mais S ' A est un diamètre de la sphère S ' a 2 d 3 a 4 , et, 

comme les trièdres ( S ' , a2oc3a4 ) et ( S , B ' C ' D ' . ) ont leurs arêtes 

parallèles respect ivement, le plan a 2 a 3 a 4 est antiparallèle à B ' C ' D ' 

par rapport au tr ièdre ( S , B ' C ' D ' ) . D e même les plans a 3 a 4 a , , 

a2a30C/f sont antiparailèles aux plans C ' D ' A ' , . . . , A ' B ' C ' par rap-

port aux trièdres de sommet S qui leur correspondent. 

L e tétraèdre a j O ^ ^ a * est donc homothét ique à un tétraèdre 

a b ' c d ' y dont les sommets, situés sur SA ' , SB ' , SC ' , SD ' , sont les 

inverses de A ' , B' , C ' , D ' dans une inversion de centre S et de 

module quelconque k 2 . Parei l lement, le tétraèdre a ( a ' 2 a 3 a 4 est 

homothét ique à un tétraèdre -a"'b"c"d" obtenu par inversion des 

points A " , B", C", D" , le centre étant S et le module k ' 2 . 

Remarquons aussi que les points S' et S, S" et S sont des 

couples de points homologues dans les homothét ies 

(a'b'c'd', a1a2a3a4 ) et (a"b"c"d", a', aUU' , , ), 
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car ces points sont les concours de parallèles issues de points 

homologues . Par suite, 

S'g j __ a ! a2 _ S" cl\ _ cl\ a'2 , 

s a ' ~~ iMÏ ~~ ¡Sô? ~~ ~~ m ' 

— cJ~r i ~cT mm'k^ki S a j . S a — mm .S a . S a = •. - ; 
S A ' . S A " 

si b ien que 

= ( w . ^ ) . ( ^ . i x ) 

= ( ^ . s c j . i s ^ . s x ) 

= ( ^ . s F ) . ( s ^ . s v ^ ) , 

relat ion remarquable entre les produits des distances des points S7 

et S" aux plans des faces du tétraèdre A B C D et du point S aux 

sommets des tétraèdres A ' B ' C ' D ' et A " B " C " D " . 

3. Cette égalité est part icul ièrement curieuse lorsque 

S A ' . S A ^ S F . S F ^ SÏÏ ' .SC7=: S F . S D 7 , 

c'est-à-dire quand les points A ' et A " , B ' et B", C ' et C", D ' et D " 

se correspondent dans une inversion de centre S. A l o r s 

S 'a ] . S" a j = S' a2 . S" a'2 = S' a3 . S" a'3 = S' a4. S" ot'4. 

S' et S" sont alors conjugues isogonaux par rapport au 
tétraèdre A B C D , c'est-à-dire les foyers d'une quadrique de 
révolution inscrite à ce tétraèdre. Cette quadrique est un 
paraboloïde lorsque S' , par exemple, appartient à la surface 
du troisième ordre lieu des points dont les projections orthogo-
nales sur les faces du tétraèdre A B C D sont situées dans un 
même plan. 

4. Si les quatre sphères de centres A , B, C, D se coupent trois 

à trois en des points A ; , B'-, C ' , D ' et A", B", C", D ' , nous re t rou-

vons ce théorème que nous avons donné en 1921 (Annales de la 
Société scientifique de Bruxelles, p . 23g ) : 

Quatre sphères décrites des points A , B, C , D non situés 
dans un même plan, comme centres, se coupent trois à trois 
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aux points ( A ' , A " ) , (B ' , B" ) , ( C , C " ) , ( D ' , D " ) . Ces points 
peuvent être répartis en les huit groupes de quatre points : 

A', B', c, D' et A", B', C", D", 

A", B', c , D' et B". G", D", 

B", C'. D', A ' et B', C", D", A", 

G", D', A', B' et c, D", A", B". 

D", A', B', C' et D', A", B", G" 

A', BV C", D" et A", B", G', IV 

B', G', D', A" ' et B", C", D', A': 
C'. D", A', B" et C", D". A'. 

Les centres to, to' des deux sphères passant par des quadruples 
d'un même groupe sont conjugués isogonaux par rapport au 
tétraèdre A B C D et sont collinéaires avec le centre radical S 

des sphères A , B, C, D . Les quadruples de points considérés 
déterminent quatre groupes de deux tétraèdres homologiques. 

, S est un centre de similitude des sphères o>, to' et la droite So>o/ 

est normale au plan d'homologie des tétraèdres correspon-
dants. Les points to, to' sont les foyers d'une quadrique de 
révolution inscrite au tétraèdre A B C D dont la sphère princi-
pale a pour diamètre la somme ou la différence des rayons 
des sphères to, to'. Si les points A " , B", G", D " , par exemple, 
sont coplanaires, le centre to de la sphère A ' B ' C ' D ' est situé sur 
la surface du troisième ordre précitée ( j ) . 

Enfin, si les points ( A ' , B ' , C', D ' ) , ( A " , B", C", D " ) appar-

t iennent à une même sphère S, on obtient la question 2103 de 

R . Gi lber t , qui a été résolue autrement par M . R . Bouvaist {Nou-
velles Annales, 1912, p. 142). 

(') Nous avons donné d'autres développements aux propriétés contenues dans 
-ce Mémoire ( M A T H E S I S , Contributions à la géométrie du tétraèdre, 1922, p.436, 
et Annales de la Société scientifique de Bruxelles, sous le même titre, 1922, 
p. io4). (V. T.) 



COItKESPO\DA\CE. 

Nous insérons volontiers ci-dessous les quelques l ignes que 

M. J. Hadamard nous a adressées, en réponse à l 'article précédent 

de M . A . G r é v j . L À R É D A C T I O N . 

Je réponds d'abord d'un mot ( ca r j e ne voudrais pas, moi non 

plus, abuser de l 'hospitalité qui m'a été si l ibéralement offerte par 

les Annales) à la dernière question qui m'est posée par M. Grévy . 

Est-ce pour sauvegarder, chez nos élèves, le sens du concret et de 

la réalité, que le programme d'admission à l 'Ecole Polytechnique 

a réduit la Dynamique au mouvement du point libre? Sans aucun 

doute, c'est précisément pour cela. En étudiant la Dynamique du 

point lié, comme vingt ième ou trentième chapitre, dans un cours, 

étendu et lourdement charge par ailleurs, de Mathématiques pures, 

l 'é lève court grand risque d'en négl iger l 'aspect proprement méca-

nique et physique, c'est-à-dire de la comprendre à faux. 

Dans le principal reproche qui est adressé à ce même pro-

gramme, celui d ' imposer un ordre déterminé et une méthode 

déterminée pour l 'étude des formes et des équations linéaires, i l 

n 'y a et il ne saurait y avoir qu'un malentendu. Du moment qu'un 

tel malentendu existe, j e suis le premier, pour ma part, à le re-

gretter, et il ne dépendra pas de moi qu' i l ne soit dissipé. A u 

moment où l 'on excluait le théorème de Rouché , on a voulu 

simplement montrer qu'i l y avait ef fect ivement moyen de s'en 

passer ( ' ) . 

Car il y avait là-dessus des doutes, je regrette de ' le dire à notre 

collègue. Il m'objecte que les professeurs n'ont pas besoin de nous 

pour lutter contre l ' emplo i exclusif du théorème de R o u c h é ; 

d'autres, et non des moins qualifiés, m'ont, objecté la nécessité de 

ce même théorème pour discuter l ' intersection de trois plans. 

R ien de tel, n'est-ce pas? qu'un contradicteur pour répondre à un 

{}) Par contre, on tiendra la main, je l'espère du moins, à ce que les candidats 

soient en étal de s'en passer, dans chaque cas concret. 
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autre contradicteur, et mon ami Grévy trouvera peut-être cette 

réponse suffisante. 

En tout cas, j e refuse catégoriquement de le suivre lorsqu'il voit , 

dans la radiation ou dans le maintien au programme du théorème 

de *Rouché, une attaque contre la science ou le dévouement du 

corps enseignant. Dans la série de vives critiques que j'ai déve-

loppées et auxquelles il répond, j>e le défie de trouver la moindre 

insitiuation dans ce sens, pour la bonne raison qu'elle exprimerait 

le contraire de ma pensée; et j e croyais même m'être prémuni, 

dès les premières lignes de mon article, contre toute fausse inter-

prétation de ce genre, par le juste hommage que j 'ai tenu à rendre 

à l 'enseignement des Mathématiques spéciales dans son ensemble. 

Ces hautes traditions de l 'enseignement sont une chose, l 'orienta-

tion à lui donner sur tel ou tel point en est une autre : celles-là 

existent de longue date, celle-ci répond à des préoccupations qui, 

il faut le regretter d'ailleurs, sont d'apparition récente. 

Même avec tout ce que l 'on est en droit d'attendre de l'utile 

•initiative des professeurs, n'abusons pas du principe que « les 

programmes, cela ne fait rien » . I l contient une large part de 

vérité, j e le sais (et je crois l 'avoir rappelé dans mon art ic le ) ; 

mais il n'est pas aussi absolu que mon contradicteur voudrait se le 

persuader; et, par exemple, j e n'arrive pas à admettre qu'i l soit 

sans inconvénient de formuler la théorie des séries dans l 'ordre 

profondément il logique qui a été maintenu au programme par la 

Commission (d'autant que personne ne nous a jamais dit l 'avan-

tage qu'elle voyait à cela, à part celui de respecter une viei l le rou-

tine). Quel drôle de raisonnement d'ailleurs que celui-ci : « Ne 

nous gênons pas pour imprimer des sottises, puisque ceux qui 

appliqueront ce que nous édictons auront plus de bon sens que 

nous! » 

... Somme toute, j e crois, et c'est l'essentiel ( e t le contraire 

m'aurait d'ailleurs étonné, entre M. Grévy et moi, étant donné ce 

que nous connaissons de longue date de nos idées à tous deux) , 

nous sommes d'accord sur plus de points qu'on n'aurait pu le 

supposer, et qu'il n'apparaîtrait même peut-être au premier 

abord, àJa lecture de ce qui précède. Tout au plus reste-t-il la 

question de savoir si l 'on doit traiter par l ' indifférence les regret-

tables résultats auxquels est parvenue la Commission (auquel 



393 

€ as on peut se demander à quoi servait d'en réunir une ) ou si, 

comme j e le crois, ils doivent. attirer l 'attention, vo i re celle -des 

pouvoirs publics. J. H A D A M A R D . 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE EN 1926. 

NOTA. — a représentera dans tout l'énoncé la mesure d'une 
longueur donnée. 

i° Gx, G y désignant deux axes rectangulaires, la droite 
représentée par Véquation 

(¿2-h I ) (tx —y) -h at(t — h) = o, 

ou l'on considère h comme une constante donnée, et t comme 
un paramètre variable, enveloppe une courbe que Von désigne 
parTh. 

Quel est le lieu des points d'où l'on peut mener àT^ deux 
tangentes rectangulaires? 

Indiquer une construction géométriquë de la troisième tan-
gente à issue d'un point du lieu. De cette construction, con-
clure que T/i peut être considérée comme l'enveloppe d'une 
droite D définie de la manière suivante : un pointM. décrit un 
cercle donné de centre w, la droite D passe constamment par M , 

tt pivote autour de M, sa vitesse de rotation étant dans un rap-
port constant avec celle du rayon wM. Il résulte de cette défi-
nition que les courbes correspondant aux diverses valeurs 
de h sont semblables. Quelle est la vàleur du rapport de simi-
litude de la courbe et de la courbe r0 (correspondant à la 
valeur zéro du nombre 

Construire T0. 

2 ° O z désignant un axe perpendiculaire à Gx, O / , on 
désigne par T'h la courbe du plan z = ah qui a pour projection 
orthogonale sur le plan xGy la courbe T^, et par S la surface 
engendrée par T'h quand h varie. 

Montrer que S peut aussi être regardée comme engendrée 
par une droite G . 
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Montrer que sur chaque génératrice rectiligne G de S il 
existe un point R et un seul qui est point de rebroussement 
pour la courbe T'h qui y passe. 

Le lieu ( A ) de R lorsque G varie péut être représenté par 
les expressions 

— a _ ' a ( i — 3i2,) 
x ~ ¿ ( r - — 3 ) ' « ^ - ¿ i i r y 2 ~ t ( t * — 3 ) ' 

3° Calculer l'aire intérieure à T0 e i Ze volume limité par la 
surface S /es ¿/ewa? plans z — o, z = a. 

4 ° Etant donnés trois nombres tit) \ J or mer l'équation du 
plan qui contient les points de (A) correspondant aux valeurs t{, 
¿2, ¿3 du paramètre t. Quelle est l'équation du plan osculateur 
à ( A ) au point correspondant à la valeur t0 du paramètre 

Par un point quelconque donné P (coordonnées YJ, Ç), o/i 

peut mener trois plans oscillateurs à ( A ) . Former l'équation 
du plan TT contenant les trois points de contact, montrer que 
ce plan passe par P . 

doit être situé P pour que le plan n soit parallèle au 
plan xOy? Montrer que dans ce cas les points de contact sont 
les sommets d'un triangle équilatéral de centre P . Quelle est 
dans ce cas la, nature de Ici surface engendrée par le cercle 
circonscrit à ce triangle? 

5° h désignant de nouveau une constante donnée, on consi-
dère dans le plan xOy les coniques 

x? y2 

^ T T * + "pMTxi = 1 ' 

où a2, sont des constantes différentes données, et un para-
mètre. A une droite d du plan correspond en général une 
droite d1 et une seule qui soit conjuguée de d par rapport 
à toutes ces coniques. Quelle est l'enveloppe de d! lorsque d 
enveloppe I*/,? 

6° h désignant encore une constante donnée, soient 
M 2 , M;, les points oit une tangente mobile à rencontre Ox, 
O y et une tangente T à (distincte de Ox, Oy, fixe, arbi-
trairement choisie, sur laquelle on choisit un sens positif ); 
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Baient A , , A2 , A3 trois points fixes arbitrairement choisis 

sur Ox, OJK,-T. 

Montrer qu1 d y a entre les valeurs algébriques des seg-
ments A I M m A 2 M 2 , A3M3 une relation de la forme 

ki.Ps.x IVI-» -4- k%. A2M2-+- £3. Al5 M3-h k=o, 

ou A*!, A"2, A3, k sont des constantes. 

SOLUTION PAR M . J . L E MA IRE. 

I . L a dro i te ( D ) représentée par l ' équat ion 

(1) {t2-+-i)(tx -y)-hat(t — h) ~ o 

ayant pour coe f f i c ient angulaire il existe une telle dro i te , et une 

seule, ayant une d irect ion donnée ; c omme cette équat ion est du 

tro is ième degré en l ' enve loppe TA de la droi te est une courbe de 

troisième classe bitangente à la droi te de l ' in f in i . En ident i f iant 

l ' équat ion (1 ) avec l ' équat ion 

ux -+- vy -h w = o 

et é l iminant ¿, nous obtenons 

+ + h v ) = o , 

équat ion tangentiel le d 'une courbe de t ro is ième classe bitai igente 

à la droi te de l ' in f in i aux points cyc l iques : Y^ est donc une hypo-
cvcloïde à trois rebroussements. 

T i r an t x et y du système 

\ t(r-^-i)x — (V--+- i)y = — at(t — h), 
1 C$t--hi)x— <ity~—lat -h ah, 

f o rmé par l ' équat ion (1 ) et l ' équat ion dér ivée par rapport à nous 

obtenons 
/ ( 1 — VA h — 2t l x = a —^ y 
} ( « » - H I ) » 

{ 2 > j — 2 Î - ' Â - H i ) ' \y = a — ^ t t t — ; 

ce sont les équations paramétriques de courbe unicursale du 

quatr ième ordre . 



Par un point y ) passent trois droites ( D ) dont les coe f f i -

cients angulaires sont les racines en t de l 'équat ion ( i ) , laquelle 

peut s 'écrire 
xP — (y — a) ¿2H- (x — ah) t — y o ; 

le produit des racines étant pour que deux des droites soient 

rectangulaires, il faut et il suffit que ^— ^ soit racine ; en écr i -

vant çetté condit ion, nous obtenons 

(C/t) i(x2 y-) —'a('y-\- hx) = o. 

O n vo i t que le lieu des points d 'où l ' on peut mener à deux 

tangentes rectangulaires est un cercle passant par l 'or ig ine O , par 

le point A { ^ 9 o ^ variable avec A, et par le point fixe B 

son centre est le point w {^j-% > et son rayon a pour expression 

P y 
4 

M (a?, y) étant un point que lconque du cercle, la tangente D 

à T^, autre que les tangentes rectangulaires issues de ce point, a 

pour coef f ic ient angulaire ^ — ^ > c'est-à-dire le coef f ic ient angu-

laire de O M changé de s igne ; par suite O M et D tournent respec-

tivement autour de O et M avec des vitesses opposées ; autrement 

dit, si M ' est le second point commun à D et au cercle , les 

arcs A M et O M ' , comptés en sens contraires, sont dans le rap-

port i ; on reconnaît la génération tangentiel le d'une hypocyc lo ïde 

à trois rebroussements tr itangente au cercle (Nouve l l es Annales, 

1913, p. 49 ) . La vitesse angulaire de w M , qui tourne autour de &>, 

est double de celle de O M , dans le rapport ( — 2 ) avec celle 

de D . 

Toutes les H 3 (cette notation désignant une hypocyc lo ïde à trois 

rebroussements que l conque ) sont semblables, puisqu'une telle 

courbe ne dépend en grandeur que du rayon du cercle qui lui est 

tr i tangent; en particulier, Y h et T0 sont semblables ; les rayons p 

et p0 de leurs cercles tritangents étant y h 1 4 - 1 et ~ > le rapport 

de similitude de Yh à T0 est 
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L e cercle C0 de l 'hypocyc lo ïde F0 a O B pour diamètre ; F 0 est 

tangente à ce cercle en O et en deux autres points formant avec O 

un triangle équilatéral ; le point symétrique de O par rapport à B 

est un point de rebroussement. 

est aussi facile à construire, l 'un des points où elle touche le 

cercle C^ est au tiers de L'arc O A à partir de A ; en donnant à t les 

valeurs zéro et oo, on voit, à l 'aide de l 'équation ( i ) et des fo r -

mules ( 2 ) , que O x et O y sont tangentes à T^ aux points A ' et B' 

symétriques de O par rapport à À et B ; on s'assurerait aisément 

que la courbe est tangente aussi à A ' B ' et à la perpendiculaire 

menée de G à fVB, et l 'on trouverait les points de contact. Tout 

cela résulte d'ailleurs immédiatement des propriétés élémentaires 

de l 'hypocyc lo ïde à trois rebroussements ; rappelons simplement 

que la droite D touche son enveloppe au point symétrique de M ' 

par rapport à M . 

I L La surface S engendrée par Y h quand h varie a pour équa-

tions paramétriques 

( t — P ) h — 2t 
x = a 

( S ) — '2th 4 - I V M y = at2 — ~ • , 

2 = ah ; 

c'est une surface unicursale du quatrième ordre, et comme ces 

équations, pour une valeur déterminée de représentent une 

droite G , la surface est rég lée ; les lignes coordonnées sont ces 

génératrices, et les H 3 correspondant aux diverses valeurs de h, et 

situées dans les plans parallèles au plan xOy. 
Nous allons montrer que S est dèveloppable et trouver son 

arête de rebroussement; les notations étant les mêmes q^ie plus 

haut, considérons dans le plan xOy la courbe Y/t et les cercles G/* 

et C 0 , ainsi que la tangente D à Y h qui est parallèle à une direction 

fixe donnée A ; le point de contact de D est le point m symétrique 

de M ' par rapport à M ; appelant a l 'angle \ÔM, O x y , nous avons 

si donc h varie, et par suite aussi Y l a droite BM ' reste fixe ; 
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comme il en est de même de O M , le lieu de m est une droite 
qu'on détermine aisément à l'aida du cercle C0 ; I étant le point 

commun aux droites O M ( ) M et BVT0 VI', et m0 le point symétrique 

de.M'u par rapport à M 0 ; cette droite est , lm0 . 

Fig. i . 

Si nous observons que, quand h varie, l 'hypocyclo ïde Th reste 

tangente a Ox en un point variable À ' , et à O y au point fixe B', 

nous voyons que le résultat ci-dessus est un cas particulier de ce 

théorème : le lieu géométrique du point de contact d'une H 3 

inscrite à un triangle avec une tangente de direction fixe est 
une droite (Nouvelles Annales, 19*3, p. I I 5 ) . 

Appelons T'h la courbe H : { du pian z = ah, qui se projette sui-

vant Ta sur le plan xOy, mK le point deT^ qui se projette en m, 

et montrons que reste constant quand h varie ; les triangles 

O B M ' et O B M ; donnent 
OM' _ £ 

' O M ' o - p o ' 

et par suite, 
-2 2 — - 2 2 / o 2 \ ' - — - 2 

M'MJ, = OM ' - O i \ l ' 0 = OM'0 ( S - — 1 ) = OM'0,A'-, 

M0 0 / 

d'où, en supposant o par exemple, 

M ' M 0 = OlVT0. A, e t 
mxm a h M"'ft M' a 

™ 1ÏI7T77 = TTTrr const = corist ; m^ nx M 0 M m0/n OiVJ0 

il résulte delà que le lieu de m^ est une droite perçant le plan xO y 
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en m0 sur Y0 : si t désigne le coeff icient angulaire invariable de A, 

la droite précédente n'est autre que la génératrice G obtenue plus 

haut. 

Les tangentes aux hypocycloïdes T'h aux points mK de G étant 

parallèles, en ces divers points la surface S a le même plan tangent, 

c'est donc une surface développable. 
Montrons que sur la génératrice G il existe un point R , çt un 

seul, qui est un rebroussement pour l 'hypocyc lo ïde horizontale qui 

y passe; pour que mK soit un point de rebroussement de T'h, et par 

suite m un point de rebroussement de il faut et il suifit 

que M M ' soit un diamètre pour le cercle C^, d'où la construction 

suivante de R : menons en O la perpendiculaire à 10M 0 qui 

coupe IM ' ( B en Q ' , et traçons le cercle O Q ' B , et le diamètre Q ' Q 

de ce cercle, lequel a la direction A ; l 'hypocyc lo ïde rh relative à 

ce cercle a un rebroussement au point q symétrique de Q ' par 

rapport à Q , l 'hypocyc lo ïde correspondante a un rebrous-

sement R au point qui se projette en q sur le plan xOy\ ce 

point R appartient à la génératrice G, sur laquelle n'existe évi-

demment aucun autre point analogue. 

C'est le point où G touche Yarête de rebroussement de S, qui 

n'est autre que le lieu des points de rebroussement des hypocy-

cloïdes r^. 

Cherchons les équations de cette courbe ( A ) : en désignant 

par w l 'angle ( 0 Q , 0 # ) , on trouve aisément que les coordonnées 

des points Q et Q ' sont 

2 P COS CO COS 2 00, 

2 P sin CO COS 2 CO, 

. — 2 o sin w sin 2 co , 
( .9 « ) j 1 . 

* ( 2 p COS to Sin 2 CO, 

p étant le rayon du cercle O Q Q ' ; un calcul simple permet d'en 

déduire celles de q , 

( q ) 4pcos3u>, . — 4P sin3co ; 

comme, d'autre part, 
O B a 

2 0 = ~ = —-T—5— 5 
1 sin3o> 2Sin3to 
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on a f inalement, pour les coordonnées de : R, 

acos3o> as in 3w 
(R) —, ——-, ah; 

s m i w s m i w 

t et co a j an t toujours la même signif icat ion, de sorte que 

t = — tangw, 

les deux premières de ces coordonnées s 'écrivent 

« c o s 3 w a t 

3sino) cos2u) — sin3oj 3 t a n g w — tang3w t(t2—S) 

_ as in 3 w atang 3 o j at2 

y 3sina)cos2u) — sin3w ~~ 3tangw — tang3w ¿2 — 3' 

pour avoir la troisième, remarquons que 

d 'où 

p ou • . • = - \Jh--h I , 
1 4sm3(o 4 

h __ i _ i — 3 t a n g 2 a ) __ i — 3 ¿2 ^ 
tang3w 3tangco— tang3o> ~ tz—3l' 

on a donc enfin les expressions suivantes pour les coordonnées 

de R : 
a 

X==T(K=3)' 

< » > • : , = ¡ a -

Ces équations représentent l 'arête de rebroussement ( A ) de la 

surface S ; les génératrices G de la surface sont les tangentes à 

cette courbe, qui est une cubique gauche admettant pour axe de 

symétr ie la droite O B q u ' e l l e coupe à ang l ed ro i t au p o i n t R ' ( o , a , o ) . 

U n calcul fort simple permet de s'assurer que les traces des tan-

gentes à ( A ) sur le plan z = ah f o rment une courbe dont les équa-

tions sont 

qu i ne d i f fèrent pas de ( 2 ) ; cette courbe est donc F^. Les traces 
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de la cubique ( A ) sur tout plan paral lè le au plan xOy sont les 

sommets d 'un tr iangle équi latéral . 

I I I . Nous reportant à la générat ion de l ' h ypocyc l o ï de T 0 , consi -

dérons sur le cerc le G 0 deux points in f in iment voisins M et N , et 

les points M ' et N ' tels que les arcs A M et A M ' , A N et A N ' soient 

de sens contraires et dans le r a p p o r t ^ ; ¡JL désignant le po int com-

mun aux droites M M ' et N N ' , m sa pos i t ion l imi te quand N v ient 

co ïnc ider avec M , le l ieu de m est la courbe I V I I suff it d ' observer 

que le rapport e s t égal à 7 ' a t l x in f in iment petits d ' o rdre 

supér ieur près, pour obtenir l ' express ion i i z r % pour l 'a ire de r e , 

r désignant le rayon du cerc le . 

L ' a i r e intér ieure à T h est, par suite, 2up2 ou 1 ) , d ' où 

il résulte que le vo lume l imité par la surface S et les plans z = o 

et z• = a est donné par 

r 1 % a 2 . _ . ' ,. 7c a? 
V=jf — (h*-+-i)adh = — • 

I V . 11 est aisé d ' écr i re l ' équat ion du plan qui cont ient les points 

de ( A ) correspondant aux valeurs t\, t2, tz du paramètre et d 'en 

déduire l ' équat ion du plan osci l lateur à ( A ) au po in t cor respon-

dant à la valeur tQ du paramètre ; mais nous év i terons ce calcul un 

peu l ong eii observant que si R est le po int de ( A ) correspondant 

au paramètre t0y et G la génératr ice de S tangente en ce po in t à la 

courbe , le plan osculateur en R est dé te rminé par G et par la tan-

gente T 0 à r 0 au po int m0 trace de G sur le plan xOy. Reprenant 

les notations employées plus haut, désignons par w l 'ang le M 0 O # , 

les coordonnées de M 0 sont 

a . a . 
- sinco costo, — sin^o), 
2 1 

l e coe f f i c ient angulaire de T 0 est ( — t a n g w ) , et l ' équat ion de cette 

dro i te 
a f a . \ 

y — - s i n 2 o ) = — t a n g c o — - s i n w c o s u > y 

ou 
y — — x tang eu -H a sin2 w ; 
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l ' équat ion du plan osculateur en R à la courbe ( A ) est de la 

f o rme 
x tango) -4-y — a s i n 2 w kz — o , 

et si I o n écr i t que le po int R — , r—^—j —T—0-- » 
1 1 \ sinoco sin i t o s i n i w / 

appart ient à ce plan, la condi t ion obtenue condui t à cette va l eur 

de k , 
k — — sinco cos oo. 

L ' équa t i on du plan osculateur p r end ainsi la f o r m e 

x tang w y — z sirî w cos to — a sin2 w = o ; 

comme tangw = — ¿0, ce t te ' équat ion dev ient f ina lement 

to(t% -+-i)x — (¿'¿H- i ) y — t0z at\ = o. 

Cette équat ion du plan osculateur pouvait être écr i te imméd ia -

tement en remplaçant dans l ' équat ion ( i ) ah par z, puisque l e 

plan représenté par la nouve l l e équat ion ainsi obtenue 

( ¿2 -H i ) ( tx — y) — tz -+- a¿2 = o 

est coupé par les plans parallèles au p l a n x O y suivant des tan-

gentes aux H 3 correspondantes, paral lèles entre elles, et dont les 

points de contact sont préc isément les points de la génératr ice G 

de ( S ) qui correspond à la valeur t du paramètre . 

L e s paramètres des points de ( A ) pour lesquels les plans oscu-

lateurs passent par un point donné P ( £ , 77, Ç) sont les valeurs de t 

déterminées par 

O U 

\ ( ' 
donc par P passent trois plans osculateurs à la courbe ( A ) . 

Si un plan a pour équat ion 

A x -h B y + C z + i = o, • 

l ' équat ion aux t des points de ( A ) qui appart iennent à ce plan 

est 
ka B a t 2 CG ( 1 — 3<2) __ 

t(t*— 3) R-—3 3) + 1 ~ 0 

o u 
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identifions cette équation et l 'équation en t ci-dessus, nous avons 

B A + I' ^ 3CE? 3 _ - ( A + C ) G 
Ç - > 

relations qui donnent 

A = a ~ 4 T L , G __ 4? î "IÎ — a . 
« ( C - Ç ) « ( Ç - O 5 

par suite, le plan des trois points pour lesquels le plan osculateur 
à ( A ) passe en P a pour équation 

(7t) ( a — 4 (4Ç — + — = 

on vérif ie qu' i l contient le point P ; c'est d'ailleurs une propriété 
bien connue des cubiques gauches. 

Pour que le plan (71) soit parallèle au plan xOy, il faut et il 
suffit que 

!
a — 4 y) = o, 

4g —Ç. = 0 , 

c'est-à-dire que le point P appartienne à la droite 

!

a 

' z = 4 a-, 

lieu du centre du cercle C^ quand h varie, en désignant par Gh le 

cercle, projeté suivant C/*, qui est tritangent à l ' h j p o c j c l o ï d e Y'h. 
Les points pour lesquels les plans osculateurs passent en P sont, 

dans le cas actuel, les points de rebroussement de l ' h j p o c j c l o ï d e Trh 

située dans le plan z = Ç; les traces sur ce plan des plans oscu-

lateurs sont les tangentes de rebroussement de Yh , lesquelles con-

courent au centre de C'h. 

Quand h varie, ce cercle se déplace et se déforme en s 'appujant 

sur Oz, sur la parallèle à O s menée par B, et sur la droite y = o, 

z-^ix) son plan restant d'ailleurs parallèle au plan xOy, il 

engendre un h jpe rbo lo ïde à une nappe dont on aurait sans peine 

l 'équation, et qui a des génératrices perpendiculaires aux plans de 

ses sections circulaires. Les points de rebroussement de Y'h, qui 

sont les sommets d'un triangle équilatéral, appartiennent à un 

cercle dont le r a j o n est le triple du rayon de C^; le lieu de ce nou-



veau cercle dér i ve , par une homograph ie immédiate , de l ' hyper -

bo lo ïde p récéden t ; nous ne nous arrêterons pas à établir son 

équation. 

V . Supposons, pour f ixer les idées, a > ¡3, et soit y2 = a% —• j32, 

l ' équat ion 
x% j r 2 _ 

a2- f -X2 p T r - ~ 1 ' . 

où a et (3 sont des constantes données, et À u n paramètre, r ep ré -

sente une famil le de coniques ayant pour foyers les points F et F A 

de Ox qui ont ± y pour abscisses ; à une droite (d) du plan cor-

respond une dro i te (d'), et une seule, con juguée de (d) par rap-

por t à toutes ces con iques ; cette droite ( d ' ) est perpendicula ire 

à (d) et coupe O x en un point D ' conjugué harmonique, par 

rapport à F et F ' , du po int D où (d) coupe le même axe ; la ques-

t ion est la suivante : (d) enve loppe t rouver l ' enve loppe de (dr). 

L 'équat ion de (d) étant 

(¿2-W ){tx — y) + a i ( i - A ) = o, 
on a 

¿2-(-1 ' 

Ô D 7 = _ ï ! i i ! ± i i , 
a (t — h) 

d'où, pour (d')y l ' équat ion suivante 

qu 'on peut écrire 

[ay H- y2 ) a(x— hy) t H-(y2 — ahx) = o; 

l ' enve loppe de cette droite , représentée par 

a%(x — hy)1— 4( af -H- Y 2 ) ( y 2 — ahx) = o 
O U 

a 2 ( x H- hy')*— 4 t 2 [ « ( / — hx) -+• y 2 ] = 

est une parabole qui a pour axe la parallèle menée par l ' o r i g ine au 

diamètre A B déterminé sur le cerc le C^ par les axes de coor -

données. Des considérations géométr iques simples permettraient 

d 'établ ir ces résultats et de construire quelques tangentes de cette 
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parabole, par exemple celles qui sont perpendiculaires aux tan-

gentes de rebroussement de ou aux axes de coordonnées. 

V I . Considérons un triangle A B C formé par trois tangentes à 

l 'hypocyc lo ïde TA coupées en A ' , B' C par une quatrième tan-

gente ; ces quatre tangentes fixes déterminent l 'hypocyc lo ïde (Nou-
velles Annales, 1913, p. 7 0 ) : les cercles A B ' C ' , B C ' A ' , G A ' B ' ont 

un point commun M qui appartient aussi au cercle A B C ; les 

côtésBC, C A , ABdo i v en t tourner d'un même angle, dans le même 

sens, autour de A ' , B', C pour venir coïncider avec A 7 M , B 'M, 

C M ; et si, d'un point quelconque fx du cercle A B C , on mène aux 

droites MA 7 , MB' , M C des parallèles qui rencontrent en a, (3, y 

Fig. 2. 

les côtés correspondants, ces derniers points sont sur une droite 

dont l 'enveloppe, quand p varie, est l 'hypocyc lo ïde . 

Ceci posé, a, b, c désignant les longueurs des côtés du 

triangle A B C , et ces côtés BC, C A , A B étant supposés orientés, 

nous allons démontrer que 

1. A a -H b .B 7 ^ + c . G ' y = o, 
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lorsque, les quatre premières tangentes restant fixes, la c in-

quième y varie. 

Menons par M les droites dirigées X ; X , Y7 Y , Z ' Z parallèles aux 

côtés BC, G A , A B du triangle À B G et de mêmes sens positifs qu'eux, 

Fig. 3. 

et soient a' , |3', y' les points où ces axes sont rencontrés par JJUX, 

jjt(3, ¡¿y respectivement, de sorte que M a ' , M¡3', M / sont égaux 

à A ' a , B' ¡3, G' y) l 'angle M X , a1 pet les deux angles analogues étant 

égaux, les points M,.fx, ocr, (3', y sont sur un cercle, et la figure 

donne, en appliquant le théorème de Ptolémée au quadrila-

tère M a ' P ' / , 
Ma' .pY-H- M y ' . * ' P ' = M P ' . y a ' , . 

ou, en introduisant les valeurs algébriques des segments portés par 

les axes issus de M, 

Ma7 . P Y - h l T ? • i + M y .a'P'==•o, 

ou encore y en appelant p le rayon du cercle a 'P 'y ' , 

M a r . i p sin A -h M sin B M y ' . a p sinG = o, 

d'où _ ___ 
A ' a. sin A -h B '^ . sin B -h C' y . sin C = o, 

et finalement 

a . Â 7 a + -+- c / C y — ° < 

cette égalité généralise, en la précisant, la relation demandée. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

333. 
• 1856, p. 243 ; 1916, p. 192). 

Etant donnée une ligne dintersection de deux surfaces de degrés m 
et n, quels sont les degrés respectifs des surfaces formées par les nor-
males principales, les tangentes de la courbe et les axes des plans 
osculateurs? 

SOLUTION 

P a r N . ABRAMESCO. 

On sait (SALMÓN, Leçons d 'Algèbre supérieure, édition 1890, p. 269, 
« Sur l 'ordre des systèmes d'équations soumis à des restrictions » ) que /, 
m, n, r étant les degrés des quatre équations à trois inconnues, supposant 
qu'une quantité quelconque figure dans les coefficients des équations aux 
degrés X, JJI, v, p respectivement, cette quantité entrera dans le résultant 
au degré 

\mnr -h \knrl -f- v rlm -4- 0 Imn. 

, i° Considérons la développable engendrée par les tangentes à la courbe 
d'intersection des surfaces U = o, V =• o, de degrés m et n. (x±, y\, Z\, tx ) 
étant un point de cette courbe, l 'équation de la développable s'obtient en 
éliminant x±, yt, zu ti entre les équations 

yu zu t\) = O, "V(X\, 71, zu ti) = o, 
et 

àV dU SU àU dY - âV dY dY 
x- h y -, h z- h i — = o , ^ h y \-z - h 

àxi J (i/i ÔZ\ ôtY àxl ^ dyt dz{ dt{ 

de degrés m, n, m — 1, 11 — r par rapport à xx, y^ Zi, ¿1 et o, o, 1 ,1 par 
rapport à x, y , z, t; donc le- résultant, ou l'équation de la développable 
engendrée par les tangentes, est par rapport à x, yy z de degré 

mn(n — 1) -H mn(ni — 1 ) = mn( m H- n — 2). 

20 La développable engendrée par la droite polaire ( axe du plan oscula-
teur). Cette droijte est la caractéristique du plat» n*>rm<d à la courbe 

(1) A(x — Xi) -4- B(y— Vi) -+- C(z — zx) = o, 

D(U, V) K D(U, V ) r D(U. V ) 
A = — 5 i> = 7—7 > ^ = 77; y 

D(zhx tj D(x i9yi) 

D ( U , V ) 

D(x,y) 

á\¿ dY 
àx ôx 
<A¿ dY 
úy Oy 
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Différentiant ( i ) , on trouve 

Or 

^ dx\ H- ~ dyi -h dzi ) (x — x^) — A dxx - h . . . = o. 

dx i dyx 

D ( U , V ) I>CU, V ) D ( U, V ) 

et donc ( 2 ) devient 

D{zu xt) D(a?i, yi) 

(3) 
¿A 

B 
ÔA 

ày\ 
• A2 -

I l faut éliminer j^i, ^î entre U ( a?!, Z\) = o, JKi, 
(1) et (3) qui sont respectivement de degrés m, m-+-n — 1, m + 2/1—4 
par rapport à a?!, yx Z\ et de dégrés o, 0 , 1 , 1 par rapport à x, y, z\ donc 
le degré de la développable engendrée par la droite polaire est 

mni'i m 4-2/1 — 4) rnn(m h- n — 1) = mn(3 m + 3n — 5). 

3° Surface formée par les normales principales. Cette droite est à Fin-' 
tersection du plan normal (1) et du plan osculateur. Or, on sait (SALMÓN, 
Traité de Géométrie analytique à trois dimensions, 2e partie, p. 1 2 4 ) 

que l'équation du plan osculateur en un point à la courbe d'intersection 
des surfaces U = o, Y == o, de degrés m et n, a pour équation 

(4). 
S' 

( 72 -1 )2 

S 
(m — i)~ \ dx\ 

dû dU 
h y ÔXi 

dS 
-y. 

ày\ 

dV 

— t — \ 
dz i dt\) 

à Y 1 

. ¿U 
' dz 1 

> àJL 
dz{ 

d_£ 

àt\ 

d_V 
àti 

a A l 
' dV 

dx i 

h b / m 
dV 

àyi 

s = • g f c n 
dY 

dzx, 

l m n cl 
dV 

dtb 

àV dV_ dV d\ 

dx 1 ày\ àz 1 dt 1 
0 

d2 u A à l 
~ àx* ' . dy 

c = A à l 

d2 U 
dz dx7 

h -
dx dy 

/ = 11 ? m = 
à*\J 
àydt' 

dy dz7 

à*V 
n = -,—r 

dz dt 



et S' le déterminant analogue pour la surface V. L'équation ( 4 ) est, par 
rapport h xu yu zif de degré 

(71 — i ) -h 3(m — — 1) = 3 ( m n — 3). 

L'équation de la surface s'obtient en éliminant yu Z\ entre 

yu-zx) ==o, V(xu yt, Zi) = o , 

( i ) et ( 4 ) qui sont, par rapport & xu yi, zt, de degrés m, n, m-4 -n — i , 
3 ( m - \ - n — 3) et, par rapport à x, y , s, de degrés o, o, i , i ; son degré est 
donc 

3 mn(m -+- n — 3 ) -h mn(m -h n — i) = 2 mn(2 m-\-m — 5) . 

805. 
( 1867, p. 188; 1917, p. i&6.) 

On donne deux surfaces (S), (Sr), la première fixe, Vautre se rap-
prochant indéfiniment de celle-ci. D'un point A de ( S ) et dans le 
plan tangent à cette surface on mène des tangentes à { S ' ) . Quelle est 
la limite des positions de ces tangentes lorsque ( S ' ) tend vers ( S ) , de 
façon que le point où ( S 7 ) est touchée à chaque instant par un plan 
parallèle au plan tangent mené par le point A À ( S ) décrive une 
ligne qui coupe cette surface sous un angle fini ? O. BONNET. 

SOLUTION 

F a r N . ARRAMESCO. 

A étant l 'origine O des coordonnées rectangulaires, le plan tangent en A 
à ( S ) le plan xOy, soit 

(i) . z = i (ra?2~h 2 sxy 4- ty*) + cp3-i- .. . 

l 'équation de la surface ( S ) . Supposons que la surface variable ( $ ' ) est 

représentée par l'équation 
z=F(x,y), 

variable avec X. Soit À' (Ç, IQ, Ç) le point de ( S ' ) où le plan tangent est 

parallèle au plan xOy. On a 

•ï = F ( Ç , X), r„ X) = o, F{,(Ç, 7), X ) = O. 

D o u S = <p(X), *i = <KX), Ç = F [ ? ( X ) , ¿ ( X ) , X]. ' 

La condition que la courbe £ = cp(X), = ^ ( X ) , Ç = F.(Ç, r ï l X ) coupe la 
surface ( S ) sous un angle fini exprime que l 'angle de la tangente en 0 à 
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ce l te courbe et la normale à ( S ) en O est f ini, ou que Or , 
\a A / x ^ o 

dÇ __ dF àF dx\ àF 

dl di d l ^ ô^ dl T 

àF âF , . /àF\ 
et comme — = o, -7- = o, il en résulté ( — o. 

\dri ' \àX/i=o 
L 'équat ion de la surface ( S ' ) peut s'écrire 

et quand X - > o, on a £ - > o, tq o, F(Ç, rj, X ) — o , et s prend la forme (1) , 
La courbe d ' intersect ion de ( S ' ) avec le plan tangent en O à ( S ) , a pour 

équation 

i.i 

r à1 F à1 F / à'- F "f 
X V ) ) — + - H . . . : 

Les tangentes considérées sont les tangentes menées de O à la courbe (2) 
et les coordonnées de leurs «points de contact sont données par les équa-
tions ( 2 ) et 

'dF(x, v . X ) dF(sn, y. X ) 
X ^^ - f - 1 - H - J K - r-j^ = O, 

ÔX J Ôf 

OU 

( 3 ) 

f , ^ / ,à'!F 1 

La limite de ces tangentes est connue si l 'on sait la l imite de ces points 
pour X —> o. 

fàF\ . , , , 
Gomme I I o, ces points sont a 1 intersection des courbes 

à'- F 

/o' 

o . 

• ' - H 

et donc les tangentes considérées tendent vers les tangentes menées de 



l 'origine 0 ( l e point A ) à la courbe d'intersection de la surface ( S ) avec le 
plan tangent en 0 à cette surface. 

Si l'on avait ( = o ; alors il faudrait que les points de contact 
Kàl /)_o 

(dKN 

J = o, ce qui n'est pas 

toujours possible. 

2359. (1918, p. 119.) 

On considère les cubiques circulaires T rencontrées dans la deuxième 
partie de la composition de géométrie analytique de VEcole Poly-
technique en 1917, savoir celles que définit Véquation ( j ) 

x(x%-h y2)-h (h2 — a2) x — 1 ahy = o, 

où a est regardé comme fixe et h comme variable. 
On appelle H et ET les points de contact de chaque cubique F avec 

ses tangentes parallèles à Oy, I et V, ses points de contact avec ses 
tangentes parallèles à Ox, G et G' ses centres de courbure répondant 
À H et H'. On demande : 

>i° De trouver le Iteu des points 1 et V et de déterminer, en particu-
lier, les points de ce lieu où la tangente est parallèle à O y en faisant 
voir comment ces derniers points sont liés aux points H et H' corres-
pondants; 

2° De trouver le lieu des points G et G' et de donner la construction 
géométrique qui permet de déduire chaque point G du point H cor-
respondant. M. D'OCAGINE.-

SOLUTION 

P a r M . P H I L B E R T DU PLESSIS. 

I° Si l'on pose 

( 0 y) — x(x^-j-y^) -+- (h2— a 2 ) x — 2 ahy = o, 

on a 

/ i = 3 x2 -4- y 2 + /i2 — a 2 , 

f r = i(xy-ah). 

Les points I et 1' où la tangente est parallèle à Ox sont donc donnés 

par l'ensemble des équations ( t ) et 

( 2 ) h2— a'2= o. 

( * ) Voir JV.'A., 1917, p..254, ce qui permet de rectifier une faute de signe dans 
l'énoncé publié en 1918. 
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Retranchant de ( i ) cette dernière équation multipliée par x, on ^n déduit 

( 3 ) x^ -f- ahy — o, 

et l 'élimination de h entre ( 2 ) et ( 3 ) donne le lieu cherché 

( 4 ) cp(#, y) =xQ~\~ a2y4-h 3 a2x2y2~ a'"y2 = o, 

courbe fermée, symétrique par rapport à Ox et O y, et passant par O où 
elle présente un double point d'inflexion (méplat ) avec O x pour tangente. 

Les sommets S et S' de cette courbe, situés sur O y, sont donnés 
pary =dz a. La tangente y est parallèle à O ^ . 

Les points T de cette courbe, où la tangente est parallèle à O y, sont 
donnés par 

( 5 ) ®y= 2 a2y(2y2-h 3 x2 — a2) = o. 

L'élimination de y2 entre ( 4 ) et ( 5 ) , qui est immédiate, donne 

4x*—a2(a2—3x2)2= 0, 
qui peut s'écrire 

(x2— a2)2 (4 x2— a2) = o. 

La racine double en x2 donne des points de contact imaginaires. Les 
seules solutions réelles sont fournies par 

4 x 2 — a2 = o, 
d'où 

, a x = rh — • 
' 2 

Cette valeur portée dans ( 5 ) donne 

Pour avoir la valeur correspondante de A, il suffit de porter ces valeurs 
de x et y dans* (3 ) , d'où l'on déduit 

Or, les points de contact H et H ' de la cubique circulaire répondant à 
chaque valeur de A, avec les tangentes parallèles à O y (x — ± a), ont pré-
cisément pour ordonnée h Il en résulte que chaque point T est le 
milieu de la distance du point H correspondant à O y. 

Remarque. — La courbe ( 4 ) se compose en somihe de deux ovales 
symétriques chacun par rapport à O y, et l'un de l'autre par rapport à Ox, 

(1 ) Loc. cit. 
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dont le rayon de courbure, minimum au sommet S, croît d'une manière 
continue jusqu'en O où ce rayon de courbure devient infini. 

Le rayon de courbure en S, où la tangente est parallèle à Ox, est d'ail-
leurs donné par 

r = j r , avec x = o, y —a. 

Un calcul facile montre que 
a Ï 

r = - y 

On peut aussi aisément calculer le rayon de courbure en T , où la tan-
gente est parallèle à Oy, donné par 

o'T a a 
r == — - j avec x = - , y — • 

- 2 . a V » 
On trouve 

• 9 A 
r = = ~~ 76 ' 

i n Quant à la courbe ( i ) , son rayon de courbure au point H, où la tan-
gente est parallèle à O y, est donné par 

f r = — ^ f , avec x — a, y — h. 
J y% 

L e calcul donne immédiatement 

a2 -+- hï 
a 

Et, comme est le carré de OH, cette formule montre que 
l 'angle C O H est droit*. Il en résulte que le lieu du point C a pour équation 

y2 

a 

a 
parabole de sommet O et d'axe Ox ayant pour paramétré 

Autre solution de M. LONG. 



CERTIFICAT DE l l l d l M . l l i : APPLIQUÉE. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Deux poutres reetilignes de section rectan-
gulaire constante, de longueur X et hauteur 9,h sont liées par une arti-
culation cylindrique horizontale A . La première poutre. Oh. est 
encastrée horizontalement dans un mur en O ; la pièce AG repose sur 
un appui fixe B, au niveau de Vencastrement O, et à une distance l 
de celui-ci. 

Dans ces conditions, on suspend à Vextrémité libre C une charge de 
poids P. 

i ° Étant données les dimensions OA = AB = BG = c (a -h b = 7 ) , 
déterminer les réactions de l'appui, de l'encastrement et de Varticu-
lation. Construire les diagrammes de Veffort tranchant et de Veffort 
fléchissant. 

2° Supposant h assez petit pour qu on puisse négliger Veffort tran-
chant, évaluer le déplacement de Varticulation et de la charge P , 
ainsi que les inclinaisons des deux poutres à Varticulation. 

3° Les distances de Vappui et de la charge P à Vencastrement sont 
fixées, mais on peut choisir la position de l'articulation entre O et B. 
Ou doit-on la placer pour rendre minimum le déplacement du 
poids P ? 

Même question pour que Vinclinaison de la poutre en B soit mi-
nimum. 

Étudier les différentes formes qu*affecte Vouverture des deux 
poutres à Varticulation lorsqu'on fait varier la situation de cette 
articulation. 

4° Lorsqu'on ne peut plus négliger l'effort tranchant, quel terme 
complémentaire faut-il introduire dans Vexpression du déplacement 
du poids P? 

N. B. — On néglige le poids propre des poutres et les frottements à 
l'appui B et à l'articulation A. 

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I ° L e s r éa c t i ons en A e t B son t é v i -

dentes : P ^ 6 1 + La réaction d'encastrement est P -7 le couple 

d'encastrement P-^r • Les diagrammes en résultent. 
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Le théorème de Castigliano donne pour les déplacements de A et 
de G les valeurs 

= p m u ; = - m % ( 6 2 c + a 3 + 

Les inclinaisons de O A et de A B en A sont respectivement 

T» a ~ C ^ C 

3° L'inclinaison ¡3 en B est minimum pour b = 2a, en même temps que 
le déplacement de G. Dans ce cas, la poutre ne présente pas de point 
anguleux en A. 

4° La prise en considération de l 'e f fort tranchant introduit dans A^c le 
terme complémentaire 

3 Pc / lc\ 
5Xjx h\ b*j 

EPREUVE PRATIQUE! — On considère deux tiges cylindriques 
égales AB, AC, liées par un axe horizontal A perpendiculaire à leur, 
plan BAC, et reposant par leurs extrémités B et G sur un plan hori-
zontal poli. Varticulation A est sans frottement, et Vouverture GAB 

est égale à 6o°. 
En outre, une tige horizontate DE lie les milieux D et E des deux 

branches AB, AC. 
On néglige le poids du système, mais on suspend, au sommet Ai une 

charge de poids P. 
i° Vérifier que, pour les données numériques ci-dessous, les limites 

d'élasticité ne sont pas dépassées ; 
Calculer, avec les mêmes données, le fléchissement du sommet A 

et V écarte ment des pieds du système. 

Données numériques : 

Longueur AB — AG = 2m. 

Rayon de la section circulaire de A B et AC = 2em, de ED = 2mm. 

Poids P : i5ok«. 

Coefficient d'élasticité longitudinale E de la matière de tout le sys-
tème : 20000 kg/mm2 . 

Résistance maximum B0 de cette matière : i4 kg/mm2 . 

N. B. — On négligera le rapport des aires de la section de ED et de 
celle des branches A B , AC. 
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i ° La tension de CD est 

P tanga (2a = BAC = 6o°). 

La section de CD ( rayon r ) est suffisante si 

P tanga < 7c/,2R0. 

Lé moment fléchissant maximum le long de Â B est 

i p / s i n a ( AB = 2/) ; 

l 'ef fort tranchant et la compression de A B sont négligeables pour l'établis-
sement de la condition d'équarrissage qui est 

1 TCO"* 
- P I sin a < R0 ( p = rayon de la section). 

20 Le déplacement horizontal de D est 

P tanga . . 

La rotation Aa de la t ige A B en A en résulte par les formules de défor-
mation des pièces prismatiques 

. , P sin a cos a Is 

Aa?:D = — Aa l cosa H 
12 lil 

De même 
P /s sin2 a 

Tïïi 
A s A = 2 / A a sin a — — = — 2mm,5. 

Enfin, en écrivant que les déplacements relatifs de la barre A B lui sont 
normaux, on a , 

A#b = — A s a cota = 4mm,3. 

(L i l l e , juin 1926.) 
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