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facult 3 d e s s ciences d e lyon

SEMINAIRE LA CATEGORIE DES OBJETS
D' ALGEBRE AU=-DE33US D'UN OBJET D!
1963-1964 o UNE CATEGORIE
2¢ niveau par d+sCoste

Cet exposé a pour but de transcrire dans le cas général
quelaques notions et propossitions établies par A,Grothendieck
dans un cas particulier, dans [2].Pour les applications voir[ﬁ]et[?]

- 1.Définitions.

Dans tout cet exposé C désignera une catégorie sur laquelle
on ne fera pour l'instant aucune hypothése, et S un objet choisi
une fois pour toutes dans la catdgorie €., Si X est un objet de €
et ¢ un morphisme de X dans S, on dira que lec couple (X,9) est

un obiet au-dessus de S, Par abus d!Ecriturc ¢t si sucunc confu-

sion n'est possible (ce qui est rarec) on désignera cimplement par
X un objet au-dessus de S, le morphisme ¢ &tant sous-entendu. Si
1'on considére S comme obj«t au-dessus de lui-méme, ce sera tou-
Jours muni du morphisme identicuec,

On dira encore que X est un S-gbjet, que S est 1'gbjet de

base du S~objet X, et que ® est l¢ morphisme struactural du S-ob-
Jet X.

Si (X, ¢) et (Y, ¥) sont deux S-objets, on appeléra morphis-
me de X dans Y au-dessus de S, ou S-morphisme de X dans Y, un
morphisme u de X dans Y (au sens de €) tel cue le diagramme

X

Uy

N
‘9 \ ‘//4’
S

soit commutatif.
Proposition 1. Les objets au-dessus de S munis de¢s S-morphismes
forment une catégorie,
Si X,Y,Z sont trois S-objets, u un S-mrrnhisme de X dans Y,
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v un Semorphisme de Y dans Z, v,u est un morphisme (dans €) de
X dans Z et

Qveu=¥,u=9¢, -
donc MOR1 est vérifid; 1y est aussi un S-morphiame, donc MOR2 est
vérifié., On noteran HomS(X,Y) l'ensemble des S-morphismus du¢ X d2ans
Y; ctest un sous~ensemble de Homc(x,Y).
Soit (X, f) un S~objet : on appelle S-section de X un Semor-
phisme de S dans X; autrement dit une S-section de X est un mor-

phisme ¥ : S——X tel que ¥, ¥ = 1s.

Exemple ¢ soit Mop la catdgoric des espaces topologiques munis
des applications continuss; si X est un objet de T op, on appelle
espace découpé de base X un X-objet; en particulier, les faisceaux
de base X peuvent &tre considérds comms des X-objets (cf.(1]).

2+ Produit de dcux S-obijsts.

Soit (Mlgfl) et (Mz,?é) deux S-objets; conformément aux dé=
finitions générales (cf.[3],Par exemple), on appolerza produit
direct de (Mlgfl) et (Mz,?z) un triplet ((P,A),pl,pa), ot (P,A)

est un S-objet, Py eHoms(P,Mi)(i = 1,2) tel que pour tout S=-objet
T, £f—» (pl.f,pa.f) soit une bijection de HomS(T,P) sur
Hom (T’Ml)'Hom (T’Mz) °

Proposition 2. 5i _dans € le prcduit fibr3i de ¢, &t ¢, au-dessus
de S existe, alors le produit dirsct des S-ohjets (M, f,) et
(Mz,?a) existe,

Soit en effet, (P,pl,pz) le produit fibré de 7, et ?2 au-
dessus de S, et soit 4= ?l.pl = ?e.ng alors ((P,2),p,,p,) est

le produit direct de Ml et M5, car Py et p, sont de:s S-morphismes

et la seconde condition résulte de¢ la définition des produits
fibrés,

On notera M,x M, le produit direct des S-objets (M,,%,) et
(MZ’ ?2) L]
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Soit S' un objet de €, si f‘eHomC(S,S'), et si (X,®) est
un S-objet, (X,f.f) est un S'-objet.,
Proposition 3, Si f est un monomorphisme, alors le produit direct
des St-objets (Ml,f.?l) et (Mz,f.?z) existe si et

seulement si le produit direct des C-objeta (Ml,?l)
(Mz,?z) existe. o

si ((P,?),p,,pP,) est le produit direct des S-objets (Ml,Yl)
et (M,,?,), alors ((P,f.k),pl,pz) est le produit direct des St'-ob=
jets (Ml,f.ql) et (Ma,f.?e), et riciproquement; en effat, puisque
f est un monomorphisme, f.fl.pl = fef,.p, ontraine €1ePq = FoeP;
et pqg et p, sont des St'-morphismes,

Dans ce qui suit on supposera (ce qui nt'est pas 2bsolument
nécessaire) que la catégorie € est A& 2-produits fidbrés ([4]). Les
produits directs des S-objets existeront toujours, mais la plu~
part des résultats que nous allons $tablir supposeront simplement

ltoxistence des produits que nous écrirons,

Proposition 4. Xx¥ est un bifoncteur covariant en X et Y dans CS‘
Soient:X' et Y' deux S=-objets, (X'xSY',pi,pé) leur produit

direct, f un S-morphisme de X dans X', g un S-morphisme de Y dans
Y'; f.p, (resp. g.p,) sont des S-morphismes de Xx Y dans X' (resp.

Y'), donc par définition, il existe un unique S-morphisme (qufon

notera fxsg) de Xx.¥ duns Xtx Y' tel que

] =
pIO(fog) fopl
pé.(fxsg) = g.P,

et si par exemple X,X!',X",Y sont quatre S-objets, le diagramme

fx.1 frx_ 1
X*SY —em ._S...,X_.._, Xt *SY — 3_3'.._, Xn xSY
! ! |
: |
pll pil PXl
v
X F D Fi > Xn

est commutatif, chaque carrd 1l'étant par définition de fxgly
d'ol la proposition,



L
Proposition 5. Pour tout S~-objet X, la premiédre (resp. la se-
conde) projection de XxgS (resp. S‘Sx) est un iso-

morphisme de XxSS (resp. SxSX) sur X,

Soit ¢ le morphisme structural de X dans S; si T est un
S-objet, le seul Semorphisme de T dans S est le morphisme structu-
ral ¥ de T dans S, et si f est un S-morphisme de T dans X, on a
ndcessairement ¥ = 9,f, donc (X,lx,?) est un produit direct de X
et S; la proposition en résulte immédiatement,

Si T egt un S~objet, g ¢ T-—=X, h T —=7Y deux S-morphismes,

on ddsignera par (S:h)s lc S-morphisme f 3 T-~—XxSY tel que

pl.f = g st pz.f = h,

Corollaire., Avec les notations ci-dessus et celles de la propo=-

sition 5, l'isomorphisme de X sur XxgS (resp. sur
S« X) est (1,,%)g (resp. (%,1,).).

3. Changement d'objet de basc,

Soient S et S' deux objets de €, ¢ un morphisme de S?! dans
S qut fait de S' un S-objet. Pour tout S-objet X, considérons le
produit Xsz', et soient p et n' gses projections dans X et S?

respectivement, Muni de w' ce produit est un S'-objet. Quand on
le considére comme tel, on le dé&signe par X(S') ou X(Q). On dit

que c'est l'objet obtenu par extension de l'objet de base de S

a S', au moyen du morphisme ¥, ou l'image réciproque de X pir 9.

5i n est le morphisme structural de X, @ l¢ morphisme struc-

tural de XxSS', considséré comme S-objet, le diagramme ¢

? ‘MMWWPMW__j;(S')
m ‘ = //.../e | Lt
Vo J
S« 7 St est cormutatif,
Si X et Y sont deux S-objets, pour tout S-morphisme f de X

dans Y, on note f(S') le S'-morphisme fxglg, 3 X(S')-"*'Y(S')'

On dit que f(S') est l'image rdciproque du morphisme f par ¥ .

X va»X(S') est ainsi un foncteur covariant en X de la catdégorie
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des S-objets dans celle des S'-objets.

Proposition 6., Soisnt S" un obijet de €, ¢! un morphisms de S%
dans S*', alors pour tout Secbdet X, il existe un

isomorphisme fonctoriel canonicue du S"-objet

(X(?))(?.) sur le Sh"=objet X(?.q:).

Remarquons d'abord que si T est un S?'=-objet (donc aussi un
S-objet au moyen de ¢), tout S-morphisme ¢ 3 T —X stécrit d'une
seule maniére g = p.,f, od f est un S!-morphisme T-—e-x(s,); X(S,’
peut donc 8tre considdré comme solution dTun probléme dtapplication
universelle (cf.{51).

Consid2rons alors le diagramme suivant ¢

1 wBee X gy B (K e
n g gw' gﬂ”

’ |

S (_.,-......(? S ? (_.(P, p———il

et soit T un St-objet, Y son morphisme structural, g un S-morphis-
me de T dans X (T &tant considéré comme S~objet de morphisme struce-
tural F.9'.%). Comme T est aussi un S'-objet de morphisme structu-
@',¥Y on peut écrire g = p.g', ot g' est un S'-morphisme de T dans
X(@), puis g' = p'.g", ol g" est un S"-morphisme de T dans

(X(?))(?,), ce qui dimontre la proposition en raison de ltunicits

de la solution d'un probléme d'application universelle,

On pourra exprimer ce rdsultat en 2crivant par exempls ¢

(K(s1))(sm) = X(sm)
ou pour éviter les confusions
(Xxsst)xs'sn = X« SM

(2 un isomorphisme canonique prés),
On a qualifié de fonctoriel cet isomorphisme; en effet, on a
la méme formule de transitivitd sur les morphismes 3

(f(S'))(S") = f(S") pour tout S-morphisme f § X—Y,

Corollaire 1. Si X ¢t Y sont deux S-objets, il existe un isomor-
phisme fonctoriel canonique du St'-objet X(S')”S'Y(S')

[ T2
sur le S ObJCt (XXSY)(S')Q
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On peut en effet icrire, A des isomorphismes canoniques prés
(X*SS')KS,(YxSS’) = XxS(Y«SS’) = (XxSY)xSS'; pour les mor-

phismes on a les formules analogues 3

(u(sg)pv(sg))s' = ((u’v)S)(S')
pour tout couple de S-morphismes u ¢ T—X 6t v:T—»Y,
Ceci revient & dire que le foncteur image reéciproque X(S')

commute & la formation des produits,

Coroll-ire 2, Soient Y un S-obdat, £ ¢ X—=Y un morphisme qui
fait de X un Y-objet (st denc un S-objet), Ltobjet
X(S') stidentifie alors au produit X*YY(S')’ la
?rojection de XxYY(S,)sur Y(S') stidentifiant &
(s},
En effet, si ¥ est le morphisme structural de Y on a le dia-
gramme commutatif suivant

o £
o (s1) (st)
Tv‘thMWMN__Y(T')¢MMwwmm“,x(S')
?j p 1 ip'

Proposition 7., Soient £ ¢ X—X', g 3 Y— Y' deux Senmorphis=.cs
qui sont des monomorphismss, alors f«Sg est un no-

nomorphisme ,
En effet, soient u et v deux S-morphismes dfun S-objet T
dans Xx ¥, p et q (resp. p' et g') las projections de X% Y sur X

et Y((resp. de XtxoY' sur X' et Y'); (fxsg).u = (fxsg).v entraine
p'.(f*sg)-u = p'-(f*gg).V, soit f,peu = f,pev, et commne f est un

monomorphisme p.u = p.v; de méme g ctant un monomorphisme Qe =
qevs donc u = v (par définition du produit direct),

Corollaire, Si f est un monomorphisme de X dans Y (S-objets), alors
pour toute extension ¢ : S'—~S de ltobjet de base,

sy 8 Ly T(gry ost un monemsrphismu,



En effet, f(S') = fuglgy, par definition.

Remarque : Plus généralement, soit P une propriété des morphismes
de la catégorie CS; considérons les deux propositions suivantes ¢

a) si £ ¢+ X~—X' et g : Y —Y' sont deux S-morphismes possi-
dant la propriétsd P, fxsg possédc la propriété P,

b) si £ ¢ X—>Y est un S-morphisme possédant la propristd P,
tout St'-morphisme f(S') $ x(S')—w’Y(S') déduit de f par extension

de 1l'objet de base, posséde la proprisété P.
Alors, si pour tout S-objet X le morphisme identique posséde
la propriité P (ce qui est en géndral facile A vérifier), a) ene

traine b), car fige) = fxglgye

Si le composé de deux S~morphismes possédant la propricté P,
posséde la propridte P (ce qui est aussi facile a vérifier), alors
b) entraine a , car fxsg = (1x,xsg).(fxle)

fxsl

-"~x~> X'st

loenal
X! S-—>XMSY'

XxéY
4, Diagonale,

Soit X un S-objet. On appelle morphisme diagonal de X dans
A - 2 -
X%gX, et on note 4, (ou AX/S) le S-morphisme (IX’IX)S’ cfest a

' - = = ¥
dire lt'unique S-morphisme Ax tel que pl.Ax Poedy 1y, oU Py

et P désignent les projections de Xx_X,

S
Si £f ¢t T-—+Xet g s T—Y sont deux S-morphismes, on a de fa-
gon évidente 3 (f,g)s = (fxsg),AT,

Proposition 8. Soient X et Y deux S-gbjets; si on identifie cano-
niquement (XxSY)xS(XxSY) a (XxSX)xS(YxSY), le mor-

Ehlsme'AanY stidentifie & AX*SAY‘

Pour toute extension S'—»S de l'objet de base, 4

tifie canoniquement & (AX)(S')'

Soient en effet, p, et Qq les premiéres projections de X;SX

sur X et Y« Y sur Y; 1la premiére projection de (X*SY)‘S(X‘SY) sur



Xst stidentifie canoniquement a P1*597 0 et on a

(Py¥5ay)e (Byngty) = (pyebydxglagely) = Iy, v

et de m&me pour les secondes projections, donc AXst = AX*SAY'

Dfautre part on a vu que (Xxsx)(s') stidentifiait canoniguement

& X(ge)*s1¥(gr) dfold la fin de la proposition,

Proposition 9. Scient X et Y deux S-objets, {3 S—rT un morphisme,
f 1+ X—S gt g Y—S les morphismes structuraux
de X et Y, p et a les projections de X=x.Y, M= f.p
= g.q lg morphigme structural de Xx Y —=S, alors

le diagraimme
(p’q)T
Xng¥ ——m o> X ¥
|l l
L1
$ ifng
S~ — Sx1.S est commultatif,
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