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f a c u l t é d e s s c i e n c e s d e l y o n 

S E M I N A I R E Jt A\ CATEGORIE DSS LOIS 

D ' A L G E B R E " ̂ ° par R.?upier 

1^63-1964 

Le but de cet exposé est de donner un aperçu des travaux de 

B^Bcioaann et ?.J.Hilton, travaux assez récents, puisqu 1annoncés 

en 1961 f ils ne sont parus qu'en 1962 et 1963 aux Matheruatische 

Annal en. 

Dans ces travaux les auteurs ont essentiellement on vue un 

démarquage dans les catégories de résultats corjius en tiiéorie des 

groupes; une démarche analogue a été tentée par E• Shulgeifer T3J 

mais celui-ci n'atteint qu'à une description extérieure de la caté­

gorie des groupes, sans en dégager le caractère algébrique» Snfin, 

A#Grotfcendieck Zkl 9 définit par voie fonctorieile des structures 

algébriques dans les catégories. Sa méthode recoupe celle de Ëck-

mann et Hilton, pour les catégories à 2-produ.its directe. 

Il semble quo l'on puisse étendre assoz facilen:er*t certains 

des résultats de Sckmann et Hilton, à des structures algébriques 

plus complexes, ou au contraire plus enérales. Certains théorè­

mes de cet exposé donnen/t un début do ces généralisation» possi­

bles. 

Les résultats donnés ici peuvent évidemment se transposer par 

dualité, et on trouvera quelques exemples dans l'article cité lll. 

1 • Loi de co?n*position interne sur un objet d'une catégorie. 

Soient € uno catégorie à 2-produits directs, et M un objet 

de €• On appellera loi de composition interne sur M la donnée d'un 

morphisme m 1 MmH — ^ M. On dira encore que l'objet M est nuni 

d'une m-structuro (ou "multiplication'1); les couples (M, m) force­

ront les objets d'une nouvelle catégorie, appelée catégorie des  

lois, et n o t é e J L ( C ) . Soient (M,m) et (M' fn
!) deux m-objets, et 

http://2-produ.it


19-2 

soit f t M — * M f un morphisrae de C ; si le diagramme suivant est 

commit at if 

M* M — — — 
I 

fxf !f 
i 

i t 

on dit que f est une repr é sent at i on (ou un horaomorphisnie) pour 

les m-structures m et m f• 

Les morphiemes de la catégorieX(c) sont les représentations. 

(l fl) Proposition. Soit f : M —>M f (resp. g : M 1 - * M") un morphi»-

me (resp. un monomorphisme) de C; si g est une 

représentation de (M 1,m 1) dans ( M w

f m
w ) et g.f 

une représentation de (M fm) dans ( M ^ m " ) , 

alors f est une représentation. 

Par contre, si f est une représentation et un épir.iorphisme 

(dans C) , et g.f une représentation, on ne peut conclure que si, 

dans la catégorie C, le produit d fun épiinorphi sine par lui-môme 

est un épimorphisme» 

Soit X un objet quelconque de C; on pose, pour tous f et g 

de Hom c(X,M), f + g = m.(f,g), où (f fg) est le morphisme de com­

posantes f et g de X dans MxM. Ceci définit une ra-stnicture dans 

lEns sur Honiç(XfIl)f induite par la m-structure sur H. 

(1 .2) Proposition, Pour tout h e H o m c ( X , Y ) , Hom c(h ;H) est une re­

présentation de Hom € ( Y,M) dans Hon^,(X,M). 

En effet, (f + g).h = m.(f,g).h rz m.(f.h,g.h) s f.h + g.h. 

Réciproquement, on a l fimportant théorème : 

(1 .3 ) Théorème, Si pour un objet M de C, Horac(X,M) est muni d'une 

m-structure (notée f + g) , pour tout objet X de 

C, et si, pour tout h t X — > Y , Hoiiip(h,M) est une 

représentation de H O I U C ( Y , K ) dans Hon^(X fM), il 

existe une unique m-structure sur M qui induit 

les m-structures données sur chacun des Homu(X 9H). 
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Soient et p 2 les projections de M*ïî sur M, Soient f^ et 

t deux morphismes de X dans M; on a (p^ + ^2^*^ fl } ** 

P l # ^ f l f f 2 ^ * P 2*^ fl f f 2 ^ = f 1 + f 2 ; d o n ° l e m o r P h i s m e P X • P2 d e 

M*M dans M définit une m-structure vérifiant les conclurions pré­

cédentes; l'unicité résulte du fait que poxir une m-structure 

( M f m ) t p x • p 2 « rn.(p l fp 2) =
 m * 1

H ) < M = m * 

(l f 4) Proposition» La catégorie3L(c) est à 2-produits directs. 

Rappelons d fabord le résultat suivant : soient et 

deux objets de C; soient p^ f p^ f p£ f p 2 les projections de 

Mj^MgxM^Mg sur les facteurs et ; soient d'autre part 

(M^Mg, q l f q^) le produit direct de M et ; on a le diagramme 

commutâtif : 

; • -" ' (P,,P{) 

i : i X U 2 H 2 ""^^— — v M KM 

V V q , % * l 

d fOÙ (Pj^tP^) a ^l^X* 

Soient alors (M^n^) et ( M 2 f m 2 ) deux r.-objets. On définit 

m * (n^. (p^P^) ,m2, (p 2,p£)) : H

1

K M

2

x i j L l ^ i I 2 I l l x U 2 # 0 n a 

les trois propriétés suivantes : 

a) q^ et q 2 sont des représentations, pour les ra-structures 

( M ^ M ^ m ) , (1-Iltm1) et ( M ^ n ^ ) , 
b) m est l'unique morphisrae vérifiant a ) ; 
c) (iljxM^ra) est produit direct de (ïi^n^) et (M^n^) dans 

3 L ( e ) . 

Montrons par exemple a) ; q ^ m = (ra^ (p^pj) ,1^. (P 2,p^) ) 

s m^^p^jp^) =sra1#(q1 q^) | de môme pour q 2 # Les autres résultats 

se démontrent de façon similaire. 
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Z. ni-structures particulières» 

La définition donnée dans le paragraphe 1 correspond à la 

structure de groupoïde si C s Ens. On peut donner des axiomes 

correspondant aux propriétés élémentaires des lois de composition 

internes sur 3Ens. 

(2 .1 ) Associativité. 

On rappelle que le produit direct est associatif, en ce eens 

qu'il existe un lsomorphisme canonique de (M^xM^xM^sur K^KfM^tfM^)* 

Dans le cas particulier où = = = M, soit t cet lsomor­

phisme. 

On dira que la loi m : M * M — * M est associative si elle véri­

fie la condition suivante : 

(A) nw(mxl M) s m. (l M*m).t. 

On démontre que (a) entraine 1 1associativité générale. 

(2.2) Eléments neutres (à droite, h gauche). 

On suppose maintenant quo la catégorie C possède un objet 

final-fl . Soient M un objet de C, (H,m) une m-structuro wir M; 

s 1 il existe un sous-objet (E,i ) de M dans C f isomorphe D A , et 

tel que x 

(E) n u t w V = Hi 
on dit que E est un élément neutre à droite pour la loi m. (« M 

désigne l'unique morphisme de M dans E) . On définit de môme un 

élément neutre à gauche, ou un élément neutre. 

(2.3) Proposition. Soient f : X — * M , et E un élément neutre à 

droite de (M, m) ; on a f + i ^ . ^ = f. 

En effet, m.(f,i E #to x) B m. (l M, i E #<* () # f = f f car ̂ . f s *>x# 

(2.4) Proposition. Un objet (îi,m) del(c) possède au plus un 

élément neutre. 

Soit E f un autre élément neutre * ig s * E + t

 s * E 1 • 

On remarquera que si <C possède un objet final, X(c) possède 

un objet final (n f 4> v 

(2.5) Commutâtivité. 

On dit que la loi m sur M est commutative, si elle satisfait 

à la propriété suivante : 
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(C) m = m.<r 

où <r est définit par 

P o ^ 

H* M — ~ * M*M 

p 1 * 2 

A M 

(2,6) Existence d'un inverse (à gauche, à droite)» 

Supposons que (M,m) possède un éléiaent neutre (à gauche 9 

à droite); on dit que la loi m est svmétrieable à droite, par 

rapport à E f s fil existe un morphisoe s : M — * K tel que t 

(I) *.<!„.•) = V ^ M * 

(2 f 7 ) Théorème» Une m-structure sur M satisfait aux propriétés 

précédentes (associâtivité, commutâtivitéf élé­

ments neutres, inverse) si et seulement si les 

lois induites sur Hony,(XfM) satisfont aux moines 

propriétés• 

(2 f8) Corollaire. Si la loi m sur M possède un élément neutre à 

gauche, est associative, et symétrisable à gauche, c'est une 

loi de 11 groupe w. 

3. Sous-objets stables. 

On dit qu'un sous-objet (A,i A) de M est un sous-objet stable 

pour une loi m sur M, s fil existe un morphismo (nécassairenent 

unique) toi que "^(^A^À) = * A # M A # 

On vérifie facilement que cette définition est compatible 

avec la notion de sous-objet; à savoir, si deux nonoraorphismes 

de but M sont équivalents dans <E, et si l !un est une représenta­

tion, l'autre est également une représentation. 

On remarquera cependant que, sans hypothèses supplémentaires 

sur C, il peut exister des monomorphismes dans3L(c) qui ne pro-

viennentVde monomorphismes de <B. 

(3rl) Proposition. Si (il,m) possède un élément neutre (resp. neu­

tre à droite, à gauche), c'est un sous-objet 

stable de II pour la loi m. 
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Montrons le pour un élément neutre à droite; on a, en dési­

gnant par l'unique morphisme de EvE dans E f ra. (i^xi^) = 

^•(VV-'V M A I S ^^E'V = " ^ W ^ ^ * ̂  E T E N D ( S F I N I-
tive m. (igHig) =

 IE*ME« 
Supposons maintenant que <E soit une catégorie à produits fi­

bres; alors Z/((t) est à produits fibres. On en déduit t 

(3 f 2) Proposition. Soit f : (Mfra)—(N,n) une représentation, 

(N,n) possédant un élément neutre B; soit 

(K,i,<*>le produit fibre de II et E au-dessus 
Jx 

de N; alors (K,i) est un sous-objet stable de 

(H tm). 

On a en effet, f.m.(iKi) = n. (f xf ). (iici) = n.(f.ixf.i) = 

n. (ig.w^Hij,.^.) s i^ng. (^>KKtt*K) , et par conséquent, il existe un 

morphisme m^ : K*K -p-* K, tel que i.n^ = m. (lui). (Ceci constitue 

aux notations près la démonstration de l'assertion sur les pro­

duits fibres), 

(3.3) Définition. On dit qu'un sous-objet U de II est unitaire 

à droite f pour la loi m sur M, si pour tout sous-objet (B, ig) 

de M, tel que m . ^ x i ^ ) = iy.u, on a i B < i^. 

En particulier un sous-objet stable unitaire vérifie la 

condition i m. (ig^i^) * i ^ u +*p* i R < i^. 

(3.4) Définition. On dit qu'un sous-objet (A,^) d«un objet M 

satisfait à la condition de Lyapin pour la structure n sur II, 

si pour tous sous-objets (B,!̂ ) et (C,!̂ ) de M : 
m. (m. (i B*i A)*i c) = i A*u m.(i 3xi c) =

 i

A *
v * 

On appelle bien entendu noyau de la représentation f le pro­

duit fibre (K,i,u>K) de la proposition (3 ,2 ) . 

(3.5) Théorème (Lyapin). Le noyau d'une représentation f de (H,m) 

dans (N,n) f où (K fn) possède un clouent neutre, 

est un sous-objet stable unitaire satisfaisant à 

la condition de Lyapin. 

Démontrons par exemple qu'il est unitaire : soit (3,i3) tel 

que m.(i f îxi K) = *-K*
u* S o i e n t p^ et p^ le3 projections du produit 

B*K sur 3 et X, on a : f. i B.p B = f. • i ^ u ^ = f.i B.p B + 

W P K ' f * V P B + F- I

K

. PK = n.(f.iD.Pij,f.iK.pK) = 



19-7 

» f.ia.(±B.pBtiK.pK) = t.m.{±B*±K) = f.iK.u = V * V U = 

d'où f.iD = i ^ , i.e. i B*i K. 

La deuxième partie ne donne lieu qu'à d\*s coiiiplications 

d'écriture, mais est du mêi.ie ordre technique. 

If# Catégories à produits et sommes directs finis. 

On sait que si C est une catégorie à objet nul, il existe 

un morphisme canonique de MuN dans KxN. Dans les catégories 

edditives c'est un isomorphisnc. i£n général ce norphisrie est 

quelconque, cependant dans la catégorie des groupes, par exemple, 

c'est un épimorphisme. 

On peut généralisor au cas des catégories possédant un ob­

jet final . 

(U.l) Proposition. Si M et N sont deux objets de C f possédant 

chacun un sous-objet isomorphe à l'objet final 

il existe un raorphisme de K.vN dans MxH. 

On construit en effet, les deux morohismes j w : MteN —r M 
M 

et jjj : M*N ~ ~ N par les diagraïunes : 
M 

KuN M 

et on pose C< = ^M , JN^ : M U N — * M * N ^ 

liais le morphisme "X n'est plus canonique 9 car il dépend des 

sous-objets E et F de M et N. 

(4,2) Proposition. Une rn-structurc sur M possède un élément neu­

tre E, si et seulement si, m.Tïg = M̂* 

Nous sommes dans les conditions do (^,l). 

On a rn.Xjj.e3_ * ' M j ^ ) ^ = m.(j M.e 1,j^.e 1) = m. (l^, i ^ ) 

et m.y^e^ = 1^ est équivalent à ̂ ( ^ f i g ^ y ) 3 l Mt <*
e nêrao pour 

e 2t ce qui démontre le résultat. 

http://rn.Xjj.e3_


19-8 

(k93) Théorètae. Si * E t lUli -—• M*N est un épimorphisne, il exis­

te au plus une m-structure sur M § admettant E 

comne élément neutre* De plus 9 si (N fn) possède 

un élément neutre., tout morphisme f : M — * N qui 

conserve les éléments neutres est une représen­

tation, 

La première partie est conséquence évidente de la proposition 

(kf2). D'autre part t n,(f*f).* E.e x = n, (f*f ) , ( j^, j^) . e x * 

n. ( f f f •
1

E * % I ) =
 n * ( ^ t i p # U > M ^ = f = f.m.X E.e l f et do môme 

n. (f*f).X E*e 2 = f.m/X E #e 2, d'où n.(fxf);* E = f.m.Xjj, et le résul­

tat, étant un épinorphisme. 
Et 

(¿4,4) Proposition. Soit <r 1«involution de TM-i dans llxLL de oompo-

santes ^ p 2 , p l ^ ? s i (**»m) ô s t un în-ob jet'pt>a-» 

sédqnt un élément neutre à droite, (li9m9&) est 

un m-objet possédant un élément neutre à 

gauche. 

En effet, m X d j . W j j . g « »• = V 

(4,5) Corollaire. Sous les conditions du théorème (4 ,3) , et s'il 

existe une m-structure sur II possédant un élément neutre E, c'est 

une structure commutative. 

On a ra.tf"# yK E = 2 ^ = ra.CK^, d'où m = ra.c. 

Remarques, l) Soit G un groupe; s ?il existe une m-structure (m 

est un hoiaomorphisme de groupe) possédant un élément neutre, sur 

G, elle est commutative. Soit m l'homo* iorphisme de G*G dans G, qii 

la définit : m ( x l f x 2 ) = m(x l f e) ,ni(et
x

2) =
 xi * x 2 ~ x 2 # x l * c e c i n e 

peut avoir lieu que si G est abélien, et la loi m est alors la 

loi de groupe donnée sur G. 

2) Pour construire les catégories habituelles de demi-grou-

peSf de groupes, il est inutile, comme le font Ectonann et Hilton 

de partir de la catégorie Ens pointée. L'existonce des éléments 

neutres dépond uniquement de l'existence d'un objet final, à 

condition que Hom(i>,H) ne soit pas vide. 

3) On peut rendre compte par la méthode de l fobjet final 

de l'existence d fidempotents. 
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