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SEMINAIRE ﬂ9 CATEGORIS DBS LCIS
p’ALGEBRZ o

1963-196%

nar R,Pupier

Le but de cet exrnosé est de donner un apergu des travaux de
B.Eckuann et ?.J.Hilton, traveux assez récents, pulsqulannoncés

en 1961, ils ne sont parus qu'en 1552 et 1965 aux Mathemnmatische
_Annalen,

Dans ces travaux les auteurs ont essentiellement en wvue un
démarquage dans les catégcries de résultats coirnus en théorie des
groupes; une démarche analogue a été tentée pur E.G.Shulgeifer 3]

mais celui-oi n'atteint qu'd une description extéricure de la caté-

gorle des groupes, sans en dégager le carzctiére algébrigue. Enfin,

A.,Srotnendieck Uz], définit mar voie fonctorielle des structures
algébricues dans les catégories, Sa métucde recoune celle ce Eck-
mann et Hilton, pour les catédgories & Z-produits directs,

Il semble cue l'on puisse étendre assez facilement certains
des résultats de Eckmann et Hilton, & rdes structures algébricues
plus complexes, ou au contraire plus ¢nérales. Certains tuéore-
nes de cet expcsé donnent un début de

bles.

ces généralisations possi-

Les résultats denuéds ici peunvent évidernment se transposer par

dualité, et on trouvera gquelquos 2xemples dans l'article cité [l].

1. Lol de composition interne sur un objet d'une catérorie.

Soient € une catégoriz A Z-produits directs, et M un objet

de €. On appellera ioi de compesiticn interne sur M la donnée d'un
morphisme m § MaM —e M,

Cr dira c¢ncore gae L'ozjet M est rmuni
d'une m-structurc (ou "multipiicaticn"); les counles (M,m) forue-

-ront les objets d'une nouvelle catégorie, anppelée catdroriz des

lois, et notée IL(C). Sovient (M,m) et (M',n!') deux m-objets, et
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soit £ 1+ M—»M!' un morphisme de €; si l¢ diagramme suivant est

commtatif

MaM —2 M
|

fof %f

’ 1
M']M'—-..—.—;M‘
m'

on dit que f est une représentation (ou un homomorphisme) pour

l1es m-structures m et m',

Les morphismes de la catégorie L(C) sont les représentations.
(1,1) Proposition., Soit f : M —M' (resp. g : M'—»N") un morphis-

me (resp. un monomorphisme) de C; s8i g est une
représentation de (M',m') dans (M",m") et g.f
une représentation de (M,m) dams (M%,m"),
alors f est une représentation,
Par contre, si f est une représentation et un épinorphisme
(dans €), et g.f une représentation, on ne peut conclure que si,

dans la catégorie €, le produit d'un épimorphisme par lui-m@me
est un épinorphisme.

Soit X un objet quelconque de €; on pose, pour tous f et g
de Homc(X,M), f+g=m(f,g), ou (f,g) est le morphisme de com-
posantes f et g de X dans MxM. Ceci définit une m-structure dans

IEns sur Hont(X,M), induite par la m-structure sur I,

(1,2) Proposition. Pour tout h.eHomc(X,Y), Homc(h:u) est une re-
présentation de HomC(Y,M) dans Homc(x,n).
En effet, (f + g).h = m.(f,g).h = m.(f.h,g.h) = f.h + g.h.

=

Réciproquenent, on a l'important théordéme
(1,3) Théoréme. Si pour un objet M de €, Homc(X,M) est muni d'une
m~-structure (notée f + g), pour tout objet X de
€, et si, pour tout h : X — Y, Homc(h,M) est une
représentation de Hoqc(Y,M) dans Homb(X,M). il
existe une unique m-structure sur M qui induit

les m~structures données sur chacun des Homc(X,M).



19-3
Soient P, et P, les projections de =} sur M. Soient fl et
f, deux morphismes de X dans M; on a (p1 + pz).(f1 ,'fz) =

pl'(fl'fZ) + pz.(fl,fz) = f, + f,; donc le morphisme p, + p, de
MxM dans M définit une m-structure vérifiant les conclusions pré-

cédentes; l'unicité résultec du fait que pour une m-structure

(M,m), Py + Py = m‘(pl’p2) = ml, o= m
(1,4) Proposition. La catégorie IL(€) est a4 2-produits directs.

Rappelons d'abord le résultat suivant : soient Ml et Hz

deux objets de €; soient Pys Py pi, pé les projections de

1 |}
ulxMZleuhz sur les facteurs Ml et M2; solient d'autre part

(MlxMz,ql,qz) le produit direct de M, et M,; on a le diagramme
commtatif :

q

. 1
Illx MZ : l:ll
pl - ;
I' R : ‘./ - (pl ? pi ) R
-xlx 1\12 ’d‘,l\lx I'Iz -»——»l\lslxhl
; R .
:' pl ~. ‘
] RN
M X (O » M
1::112 ql \ 1

dtoir (p;,p)) = q,%q,.

Soient alors (Ml,ml) et (Mz,mz) deux ri-objets. On définit

= . ! . Y { I 3 - X
m = (m.(py,pf)smye(pypg)) & Hyxdyxiijxily =~ Il xI,. On a

les trois propriétés snivantes :

a) q, et a, sont des représentations, pour les me-structures
(Mlxnz,m), (“1’m1) et (Mz,mz);

b) m est l'unique morphisme vérifiant a);

c) (MlxMz,m) est produit direct de (nl,ml) et (Mz,mz) dans
n(e).

Montrons par exe:iiple : = ' : !

P ple a) : q,um = q;.(m.(p,,p}),m,.(p,,pP3))
= ml.(pl,pi) =m1.(q1 ql); de m@me pour q,. Les autres résultats
se démontrent de fagon sii:ilaire.
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2. mestructures particulieéres.

La définition donnée dans le paragraphe 1 correspond a la
structure‘de groupolde si € = Ens. On peut donner des axiovmes
correspondant aux propriétés élémentaires des loils de composition
internes sur IEns,

(2,1) Associativité,

On rappelle que le produit direct est associatif, en ce eens

qu'il existe un isomorphisme canonique de (MlxMZ)xMBsur Mla(nszB).
Dans le oas particulier ou Ml =M, = Mj = M, soit t cet isomor=-
phisme.

On dira que la loi m : MxM—sM ost associative si elle véri-

fie la condition suivante :

(A) m.(m;dM) = m.(lMxm).t.
On déizontre que (A) entraine l'associativité générale,

(2,2) Eldéments neutres (4 droite, & gauche).

On suppose maintenant que la catégorie € posséde un objet
final 2. Soient M un objet de €, (M,nm) une mestructurc sur M;

s8'il existe un sous~objet (E,iE) de M dans €, isomorphe a f&, ot
tel que

(E) m.(lu,iE.uM) = 1,
on dit que E est un élémentv neutre A droite pour 12 loi m, (“H
désigne l'unique morphisme de M dans E), On définit de méme un

élément neutre a gauche, ou un élémen:i noutre,
(2,3) Eroposition. Soicnt £ : X -+»M, et E un élément neutre a.

droite de (M,m); on a f + i_.8, = f,

E" X
E ffet . . . . . = o = .
n effet, m (f'.iE &x) = m (IM,iE wn) f £, car mM o o»x

(2,4) Proposition. Un objet (ii,m) de L(C) posséde au plus un

é1léuent neutre.
Soit E' un autre élénent neutre : ig =1 + i, = 45,

On remarquera que si € po_sséde un objet final, L(C) posséde
un objet final (2, ©®
J ( H Q& “) )

(2,5) Commutativité,

On dit que 12 loi m sur M est cormutative, si elle satisfait
a la propriété suivante :
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(c) m = m.a
ou @ est définit par
M
A
p v
2 | Py

v M :———‘-’——-—» MxM

~— )

Py \\\\\\~ 4y P2

M
(2,6) Existence d'un inverse (4 gauche, a droite).

Supposons que (M,m) possdde un élément neutre (a gauche,

A droite); on dit que la loi m est gymétrisable & droite, par
rapport a E, s'il existe un morphisme 8 : M —+ M tel que

(I) mo(lM' 8) = iE.w}i.

(2,7) Théoréme., Une m-structure sur M satisfait aux propriétés
précédentes (associativité, commutativité, élé-
ments neutres, inverse) si et seulement si les

lois induites sur Homb(x,n) satisfont aux m8mes
propridtés,

(2,8) Corollaire. Si la loi m sur M possdde un éléuent neutre a

gauche, est associative, et symétrisable a gauche, c'est unme

loi de "groupe".

3. Sous-objets stables.

On dit qu'un sous-objet (A,iA) de M est un sous=-objet stable
pour une loi m sur M, s'il existe un morphisme m, (nécassairement
unique) tel que nh@AgiA)= 1,.m .

On vérifie facilement que cette définition est compatible
avec la notion de sous-objet; a savoir, si deux nonomorphismes
de but M sont équivalents dans €, et si l'un est une représenta-
tion, l'autre est également une représentation.

On remarquera cependant que, sans hypothéses supplémentaires
sur €, i1 peut exister des monomorphismes dans IL(C) qui ne pro-
viennené¢%e monomorphismes de €.

(3,1) Proposition. Si (il,m) possdde un élément neutrv (resp. neu-

tre 4 droite, A gauche), c'est un sous-objet

stable de I pour 1a loi m,
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Montrons le pour un élément neutre a droite; on a, en dési-
gnant par m, l'unique morphisme de ExE dans E, m.(igxip) =
m.(iE,iE).mE, mais m.(iE,iE) = m.(lM.iE.”M).iE = i et en défini-
tive m.(iExiE) = ip.mg.

Supposons maintenant que ¢ soit une catégorie & produits fi-
brés; alors L(C€) est & produits fibrés, On en déduit i
(3,2) Proposition. Soit f : (M,m) —= (N,n) une représentation,

(N,n) possédant un élément neutrc E; soit
(K.i,wK) le produit fibré de M et £ au-dessus
de N; alors (K,i1) est un sous-objet stable de
- {(r¥,m).
On a en effet, f.m,(ini) = n.(fxf),(ixi) = n.(f.ixf.1i) =
n.(iE.wKxiEdoK) = iE.nE.(%KuNK). et par conséquent, il existe un
morphisme m . : KxK — K, tel que i.m. = m. (ixi). (Ceci constitue

aux notations prés la démonstration de ltassertion sur les pro-
duits fibrés).

(3,3) Définition. On dit qu'un sous-objet U de I est unitaire

a4 droife , pour la loi m sur M, si pour tout sous-objet (B,iB)
de M, tel que m.(iniU) = iy.u, on a iy & iy

En particulier un sous-objet stable unitaire vérifie 1la
condition m.(iBniU) = i .u 4o i <4,
(3,4) Définition. On dit qu'un sous-objet (A,iA) d'un objet M

satisfait 4 la condition de Lyapin pour la structure m sur 1,
si pour tous sous-objets (B,iB) et (C,ic) de M

.

m. (m.(iniA)xiC) =i,.u &> m.(iniC) = 1,.v.

On appelle bien entendu noyau d:¢ la représentation f le pro-
duit fibré (K.i.wK) de la proposition (3,2).
(3,5) Théoréme (Lyapin). Le noyau d'une représentation f de (i,m)
dans (N,n), ol (If,n) possdde un ¢ldéuaent neutre,
est un sous-objet stable unitaire satisfaisant a

la condition de Lyapin,
Démontrons

que m.(iniK) =
BxK sur 3 et I;

par excmple qu'il est unitaire : soit (3,18) tel

iK.u. Soient Py et Py l2a projections du produit

on a 3 f.iB.pB = f'iB'p3 + iE'waK = f.iB.pB +

fpewyepy = fodoopy + fodpepy = n.(f.ia.pd,f.ix.px)

il
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= fomo(iBopB,ii{op-‘{) = fonln(iBXiK) = f.iK.u = iEowKou = iE.wB.pB

d.o“1 fOiB = LE.NB’ i.e. 1 &ili.

B
La deuxiéne partie ne donne lieu qu'a des conplications

d'écriture, mais est du mdie ordre technique.

4, Catégories & produits et sommes directs finis.

On sait que si € est une catégorie a objet nul, il existe
un morphisme canonique X de MsN dans ¥xN, Deans les catlgories
aedditives c'est un isorniorphisme. ¥n géndral ce nmorphuisne est
quelconque, cependant dans la catégoric des groupes, par exemple,

c'est un épimorphisme,

On peut généraliser au cas des caté ocries possédant un ob-
Jet final .

(4,1) Proposition. Si M et N sont deux objats de C, possédant

chacun un sous-objet isomorphe a l'objet final

il existe un morphisme N de MuN dans MxN,

On construit en effet, les deux morohisies jM : McN -+ M
et Jl& t MgN -+ N par les diagraiuies :
M
. “\
[ S
=
MuN -

et on posc A = (jM’Jﬁ) : MiN -—» MxN,

Iiais le morphisme X ntest plus canonique, car il dépend des
sous-objets E et F de M et M,

(4,2) Proposition. Une m-structurc sur M posséde un élérent neu-

tre E, si et seulencnt si, m.'.YE =IIM.
Nous sormies dans les conditions de (i, 1).

On o miA.e, = m.(jn,jﬁ).el = m'(JM‘el’jﬁ'el = m.(lu,iE.wM)

et mX.e; = 1, est équivalent & m.(lH,iE.wm) = 1,; de ntmc pour
e,y Ce qui démontre le rdésultat,
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(4,3) Théordme. Si %, t MNul —v MuM est un épimorphisme, 11 exis-

te au plus une mestructure sur M, aduettant E
cormae élément neutre. De plus, si (N,n) posséde

un éldnient neutro, tout morphiswe £ : M—»N qui
conserve les élénents neutres est une représen-
tation,

La preniére partie est conséquence évidente de la proposition

(4,2). D'autre part n.(fuf).XE.el = n.(fxf).(JM,Jﬁ).el =

n. (£, 0m)

n, (f—,iF.wM =f = f.m.XE.el, et do nlne

n.(fxf).'XE.ez = f.m.'XE.ea, d'oh n.(fxf) .‘XE = f.r;l.x.E’ ot lc résul"
tat, 7(E étant un épinorphisme.

(4,4) Proposition. Soit ¢ 1l'involution de liali dans ki de compo-
santes (pz,pl); si (1i,m) est un mn-objet ‘pos=
sédant un élément neutrc a droite, (}M,m.c) est
un m-objet possédant un élément neutre a
gauche,

-a’- . . = - . - = [
En effet, m (iE “h’l}{) m (fLM,iE '»h) 1y
(4,5) Corollaire. Sous les conditions du théoréme (4,3), et s'il

existe une m-structure sur M possédant un élément neutre E, c'est

une structure commutative.

On a m.d‘.'XE =8H = m.?(E, d'ou n = m,<T,

Remarques. 1) Soit G un groupe; s'il existe une m-structure (m
est un hornomorphisme de groupe) possédant un ¢léient necutre, sur
G, elle est commutative, Soit m 1l'honoiwrphisme de GxG dans G, qu
1a définit : m(xl,xz) = m(xl,e).m(e,xz) = X;.X, = X,.X;; ceci ne
peut avoir lieu que si G est abélien, et 12 loi m est alors la
l10i de groupe donnée sur G,

2) Pour construire les catégories habituclles de demi-grou-
pes, de groupes, il e¢st inutile, comme le font Eclumann et Hilton
de partir de la catégorie IEns pointde. L'existonce des éléments
neutres dépend uniquencnt de 1l'existence d'un objet final, A
condition que Hon(f2,M) ne soit pas vide.

3) On peut rendre compte par la niéthode de l'objet final
de l'existence dt'idempotents,
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