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TITRODUCTION

La terminologie de ce travail est celle des ouvrages [1] ,[3] et [6] de 1a

bibliographie.

Les chapitres III et IV de [3] sont 4 l'origine de ce mémoire. Les résul-
tats de [3], considéres corme fondementaux, seront utilises sans réference
explicite. Signalons ccpendent qu'il nous a semble nécessaire de modifier les
notions d'ensembles individualisés et d'alge€bres quentifiees données dans [3];
en effet, pour exprimer certaines proprietes intéressantes du calcul des pré-
dicats en langages algcébrique ou topologique, il nous a fallu renforcer certains
axiomes. Le chapitre I est consacre eu développement de la technique du caleul
des substitutions ; nous donnons une caractérisation du calcul des predicats en
termes d'enscmbles individualises. Dans le chapitre II, nous domnons les défini-
tions des algibres quantifices et nous étudions les proprietes catégoriques des
alglbres quentifiees pour préciser différentes notions de liberté et donner une
solution fonctoriclle & ces problémes universels. Ensuite, reprenant la notion
d'homormorphismes validants qui jouent un rGle essentiel dans le theoréme de cope
pletude, nous montrons cormment "interpréter" un homomorphisme validant comme moy-

phisme de la cetégorie.

Hous en déduirons 1'analogue du thcoréme de completude de G3del pour des
classes assez larges d'algeébres quantifiées et des généralisations (théordme ge
compacite, de Lowenhein-Skolenm, ctc...) pour un cardinal quelconque pour les

mfres classes.
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CHAPITRE I : ENSTABLES IIDIVINUALIRTS

Soit I un enscmble infini. Notors J l'ensemble des suites finies -OL=
= (a.l,bl),..., (am,bm) d'eléments de 12. La suite vide-sera notZe ¢ ; pour
deux suitcs L= ((ai,bi)) on designe par L

et & = ((eha0))

l<igm <-<n

le suite ((li,ki)) avec (li,ki) = (ai,bi) pour l<iaa et (livm’k' ) =

- . e
l§1§m+n 140

(ci’di) pour l(é@; pour ael et «w1&J, on écrira a #Ctpour " a # a; et a #b
leigm "
D1. Definition : Un enscmble E est appclé "ensemble individuelisé" ou I-en-
semble, si a chaque couple (a,b)eI2 on a associé une application de
E dens E, notée (a/b) ct appelde substitution, l'ensemble de ces
substitutions devant varificr les cinq axiomes suivants :
a) (a/a) = 1 powr tout a I.
2) Si & # b, alors (c¢/z2)(b/a) = (b/a) pour tout a, b, cel.
3) (a/b)(b/e) =(@/v)(a/c) pour tout a, b, cel.
L) Sib#c,dct d#a, b, alors
(a/v)(c/d) = (c/d)(a/b) pour tout a,b,c,i&I.
5) L'ensemble I, = {agI, i1 existe btel (b/a)a # o} est fini
pour tout aekE,
Exemple . : Si K est un ensemble quelconque on pose (&/b) =ﬂ.K powr tout
(a,b)ﬁle. (individualisation triviale).
Exemnle 2 : Pour c€I on pose : csib#c

(a/ble =
asibz=c

Exerple 3 : Soit nél et I 1l'ensemble des parties finies de I ayant n eléments

au plus. Soit y = {cl,...,cn}éIn, alors (a/b)y = {dl’""dn} ou
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c. si c. b
; siey #

1) si b#Iol ,elors : (a/b)(b/c)a = (a/c)a
2) (a/v)(a/c) = (a/c)(a/b) pour tout a,b,c @I

Démonstration :

C'est une conséquence des axiomes 3 et k.
P2. Proposition ¢ Si b, b't%la et si b #0U4 b' #0telors, pour tout a, del :
(a/v)ouUb/a)a = (d/p')te(b'/a)a Yacsignifie évidemment (a}/b)

(a2/b2) ees (an/bn)a ).

Dénmonstrztion :

(b'/b)UL(b/a)a =0Lb'/b) (h/a)a (par l'exiome 4) qui est égal d'ap»dis

P1 3 wfb'/e)a ; dene : (a/p'YR(b'/a)a = (d/bf)(b!/b)X(b/a)a =(d/bY(b/a)a

car'b? #(b/e)a cu b' = b.

D2, Définition : On note I-E la catégorie des I-ensenbles dont les objets sont
les I-ensembles L, E', ... et dont les morphismes sont les epplica-
tions entre I-ensembles qui cormutent aux substituvtions. Un morphis-
ne de I-cnsenmbles est eppelé I-applicetion.

P3. Prcposition : I-E posséde des produits directs guelconcues.

Denonstration :

Soit (E une femille de I-ensembles et soit P le produit ensembliste

)

A ))\G_L

des E, . Pour a = (ak),\eL‘iP, posens ¢ (a/bla = ((a/b)a . La substitution

A el

(a/b) est dcne définie dans P tout entier et de minme 1l'ensemble Ia pour tout

a&P, d'ailleurs : I -\ S I . Soit E={a¢P ; I fini} . Il est clair que
a re L a, a
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la restriction de (a/b) & E est unc application de E dans E et gue pour ces

substitutions E est un I-ensemble. Désignons par P, la restriction & E de la

)

A -iéne projection ée P dans E, . P, est une I-application et (E,(p)‘ )AeL

est produit direct dans I-E de la famille (E.) . En effet, soit K un I-ensem-

AT el

: K= i ) " =
ble et hl K E)\ des I-applications. Posons pour YeK h(\f) (h)\( \?)léL’ alors

h(¥ )¢, car I = U h, () done I CIys. I1 est clair que h est l'unique
: nig) T, o M nip) CHp

I-application telle que P, h = hA pour tout ML.

On peut remarquer que E est non vide si chaque E, est non vide. Car soit

A
23o&I, a gk, et B, = (ao,bl)...(ao,bk)axou 1eixk {bi} = Ia) y pour B8 = (BA)XeL
on & IB = U I C{ao} . Par un raisonnement semxblable, on voit gque P,
ML A

applique E sur E)‘ . De plus, si L est fini, alors E = P.
Exenple : In, muni de la structure de I-enseuble produit direct de la structure
de I.

Pk, Proposition : I-E posséde des sommes directcs quelcongues.

Dénonstration :

Soit (EA)ML une famille de I-ensembles, E la réunion disjointe des E, et

q, ¢ EA—?E l'injection canonique. Si ae€E, alors il existe un unique XL et un
unique BG_E)‘ tels que o = a, (B). On pose (a/b)a = qx((a/b)e). I1 est clair
que pour ces substitutions E est un I-ensemble, q, une I-application pour tout

AL et que (E, (q)\) )\eL) est somme directe de la fanille (EA)AeL dans I-E.

Exemple : Soit L l'ensemble des enonceés elcmentaires du celeul des prédicats

- - . n
du premier ordre. L est somme directe de la famille (Irr)reR ol R designe

l'ensemble des relations du caleul et ou n_ est le poids de la relation r.
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P5. Lerme : Soitued, VL= ... (e.il,b. Yeoo(a. »bs )...(:3.i sbs )e.. Ou les

r r k "k
points signi.’ient que pour m<il) b::l # ail’ pour lj<m<lj+i bm # a;
J*
et pour mdi, b # b. , mais b. = a. 1¢j<k~4 . Alors pour tout
- k b 1 1j lj*l ~

i 0 ié‘-. I

(a, /1)0U(i/b; )o =Ca
11 lk

Dénorstration :

Pour simplificr 1l'ecriture, posons :

i, =a, Ogjk-1 , 1, = b, ; alors :
J 1.]'4'1 k 1,

(io/i)up(ifip)e = (io/i)eeulio/ig )eeali /i) uliy (/i) e (374 )a
= .. (io/1)(16/1y )...(11/i2)...(ik_l/ik)...(i/ik)a
veolio/iy Mip/i)ena(iy/ig) ey /4y 0n (84 )a
/i)(ik_l/ik)...(i/ik)a=

)...(1 /i)(i/1 )a-i{a

...(io/il)0"(il/i2)"'(ik—1

...(io/il)...(il/i2)...( ke 1

ceci per application réitérée des axiomes 3 et k4.

P6. Lerme : ( de la substitution sinultanée)
Soit A, ael, I = {Ci""’ cn} avec ¢, # e pour i # j. Alors, il
existe (ey, c:,),...en)éf.'In tcl que pour tout (dy,..., dn) " avec

d; # dj pour 1 # j et a5 # es, cj pour 1<i, j<n, on ait
(%) R = (01/d1)o--(en/dn)(dn/cn)...(dl/c1ﬁ4.

De plus, si c, # bj pour lg¢jsn, alors e; = Cyy sinon il cxiste a.
J

avec by # a.'j pour k<j tel que e; = a..
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Démonstration :

S'il existe un élément (e,,..., -en) de I" tel que 1'équation (k) soit véri-
fiée pour un élément (dl’”"dn) de T satisfaisant aux conditions imposées,
alors l'équation 0{() est verifiee par tout (dl""’ dn) satisfaisant 4 ces
conditions (cf. P2),

Hontrons 1'existence par récurrence sur la longueur m de la suite &
5im =0, c'est-a-direvr = @, il suffit de prendre e, = ¢, isignet d; comme

i
indiqué dans 1l'énonce.

Cas m+l :
VL = (31’b1)""’(8‘m+1’ m+1) et supposons que b +1E1, » par exemple
bm+1 =c,. Ecrivons ttsous la forme du lemme P5, c'est-d-dire ¢

!
— . - . 3 - . ] -~
= ...(ei,ll)...(11,12)...(1 ,ci). Soit maintenant d; #-r, 4;I d'sprés

k=1

P5 :Ura (ei/di)vc(di/ci)u =

(ei/di)(al/bl) ...(am/bm)(ik_llci)(di/ci)a =

(ei/di)(al/bl)...(a.m/bm)a car di # c; .

I(di/ci)u {cl,...,cl 10455 i+1""’cn} et en appliquant 1'hypothése

de récurrence & : (e.l/bl)...(a. /b )B ou 8= (d./ci)a , on obtient :
. d- L) L) e
oce = (e./d;)(e /a )..ule; /a; (d,/f ) ey, /d;  )eea(e /d )(a /e )
.'.(dl+1 )(f /d )(d -1 ci_l).‘.(dl/cl)ﬁ ? car di # bj 1§j<\m'
Les conditions imposées a f:,4; et dj et c; pour 4<j¢n font que les (ej/dj)
pour 15jn sont permutables entre eux, de méme les (djlcj) pour 1<j<n, de plus

(di/fi) et (fi/di) sont permutables avec (ej/dj) et (dj/cj) pour 1<j<n. On obtient
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donc : a= (e1/dl)‘°'(en/dn)(dn/cn)“'(dl/cl)(di/fi)(fi/di)“ =

(e l/dl) .o .(en/dn)(dn/cn) .o .(dl/cn)a

Si bm+1§:51a, glors o = (al/b1)°"(am/bm)°‘= (el/dl)...(en/dn)(dn/cn)..,
...(dl/cl)a

D3. Dérfinition : Soit b= (bl,...,bm)dm et a = (al,...,am)C %, soit s(&/
1'application, appelée substitution simultanée des bi aux a., définie
par : s(b/a)a = (bl/il)...(bm/im)(im/am)...(il/al)a
ou iy # i, sik#j,i # a;,b; pour tout k, j et ikggzu.

P7. Lemme : Soit deT®, eer™, beI®,ael”,ack, alors :
s(db/ae) = s(d/g)s(gb/ae)a

ol g= (g )eI” avec g, # b #g LT pour tout i, j
12°° 8 i 3? g; j? 8i¢a > Jo

Démonstration :

s(db/a.e)a=(dl/il)...(dm/im)(bl/i Yeuulv /i N

n+1 n m+n

/&n)-..(i /a )

i
n+n n+1’ 1

(im/em)...(il/el)a =

= (@, /5 ) ena /i ) fe ) ee e (i Je ) 8y /3 )) e ey i) (0 /5 ) e (o, /3, )
(i, / )...(im+1/a1)(im/em)--.(il/el)a = s(d/g)s(gb/ae)a . Les ij vérifiant

les conditions voulues. ;'Posons : s(bir/a)a = (bl/il)...(‘om/im)v(:i.m/zs.m)..,(;i_l/al)c1

n+n 8'n
pour -&J, ol i,j # bi’ai’ik’a"ij;éIa , pour tout i, j, k # j.
Retenons que : s{b/s(d/e)/a)a = s(bd/ea)a = s(bo/a,)a ou

b, = (bl,...,bm, d,

,...dn) et as= (al,...,am, Claeens en).
P8. Lemme : Soit d, célk,aeE, X€J,alors :
a) ots(d/e) = s(dy//e)a  ou do=d dans I'k
. k . . .
b) s(dix/e)a =s(g/e)a ou gel avec g; # g; sii £33, g; £or

g; &1, 0o = (4,/5))...(8, /5, )
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Demonstration :

a) Considérons le cas olitt= (a/b) le cas général s'en déduit par récur-
rence. (a/b)(d /i))...(q /i )i /e ). . (i /e )a =

= (a/ll)"'(a/lj)(dj+1/lj+1)"'(dk/lk)(a/b)(lk/ek)"'(11/01)0
ou l'on suppose, sans perdre de¢ généralité, que dl"“’dj = b nais
dj+1’ooo,dk # b‘
b) Soient g et1{R, comme indiquégdans 1'eénoncé, alors pour des ij Ik
convenahles :
Us(g/e)a =“Q(8l/ll).-.(gk/lk)(lk/ek)...(11/e1)a =
(dl/gl)...(dk/gk)(gl/ll)...(gk/lk)4{(1k/ek)...(11/e1)u =

= (dl/il)...(dk/ik)tz(ik/ek)...(il/el)a = s(dftr/e)a .

§ 2 - Le calcul des prédicets du premier ordre :

A l'aide des deux lermes précédents, nous allons établir une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un I-ensemble E soit same directe d'une
famille (Ir;A )MSL’ donc iscanorphe & l'ensemble des éncncés élémentaires du
calcul des prédicats du premier ordre.

Remarquons d'abord que aR 8= " il existe-w?J a =o8 " est un préordre sur E.
Soit R, la relation d'équivalence associée & R. Posons : aRlB = " i1 existe une

suite finie Appeney O d'eléments de E avec a =a,a = B ct aiR a. . oua., R ay

1 1+1 1+1

pour lgign-1 ", Eviderment Rl est une relation d'égnivelence et R, implique Rl'
Soit E;= E/ Ry muni d? 1l'ordre déduit de R, La relation Rl induit une relation
d'équivalence Ry, sur E, et 1'on identifiera dans la suite E/R1 et Q/Rlo. Avec

ces notations :

P9.Proposition : E est sorme directe de la famille (Ijl )>eL si et seulement si :

1) Chaque classe de E/R o posséde un plus grand &lément.
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2) Pour tout ael (el/dl)...(en/dn)(dl/c1)...(dn/cn)a =
- S 1 ]
= (e 1/dl)...(e n/dn)(dl/cl)"'(dn/cn)a
entralne : (el,...,en) = (e'l,...,e'n) (ceci avec les notations de PS5),

Dans ces conditons L = EO/Rlo et n, est le cardinal de IB ou BAeE et ol
A

la classe de Bxdans Eo est le plus grand élément de la classe Ae;%/Rlo.

Demonstration :

Remarquons d'abord que aRoB entralne card. % = card. Ia car elors

1o = B et 38 = a ,donc card. Ia < card. Exn = card. IB et card. IS<‘cnrd. I58

=card. I_ .
a

La nécessité des conditons étant irmediate, nous montrerons leur suffisance.
I1 est clair que E est sorme directe de la famille (EA)AeL ol L, est la classe
de E/R1 correspondant & la classe AeaEO/Rlo. Montrons que E est isomorphe &
1”1 . soit B, comme indigué dens 1'enoncé, mais fixe, {cl,...,cn }la base de B, -

A
Posons s(8) = (¢,,...5c ), l'ordre des c; choisi arbitrairenent, mais fixe dans
A

i . 1 € a = L2 ] L N ]
la suite. Si o€E, alors o (el/dl) (enx/dnx)(dl/cl) (dnk/cnx)@lpour un
seul (e ,..., enx). Posons sa = (el/dl)"'(enA/dnl)<d1/c1)°"<dn<cnk)s@¥°
On verifie aiseément que s est une bijection. s commite aux substitutions cer sji

b # e; povr l¢igm, alors s{a/b)a = sa = (a/b)sa . Sinon on peut supposer que

b = e, et alors :

s((a/b)a) = s((a/el)(efdl)...(el/dil)...(el/di )"'(dl/cl)"(dnxlcnx)ex)'

k
Les points dans cette ecriture signifient que e # e, si 1 ne figure pas dans

1l'écriture.
On verifie que le meribre de droite de l'égalite ci-dessus est égal a :

s((a/dl)...(a/dil)...(a/dik)...BA )
ol les substitutions non écrites restent inchangées.
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Ce dernier élément est égal a : (a/dl)...(a/di )...(a/di YeeeSB, =

1 X A
(a/e)(e,/a,). ”(el/dil)“(el/dik) .. '(enx/dn)‘)(d‘/cl)" .(dn)‘/cnx)s B,=

(a/el)sa .
Exemple : Si n »2 , alors In muni de la structure definie dans 1l'exemple 3 de

la page 5 ne vérifie pas la condition 2) de P3.

Mais il est clair que E est somme directe de (In ) si £ verifie 1) et

A A¢L

la condition :
(el/dl)...(en/dn)(dl/cl)...(dn/cn)a =

= (e'./d,)...(e' /a )(d. /c.)e. (@ [c )a entralne : \J {e.}= U/ {e'.},
1771 n’ n 1% n" ' n 1<i<n 1 1¢ign 1

pour tout agE.
P 10. Proposition : Tout monomorphisme de I-E est injectif.

Démonstration :

Soit a # B dans E et {c1""’cnb I, I, avec c; # e Definissons deux

8

1,szdeInda.nsE:

51((c1"”’cn)) = X, si(“"(cl,...,cn))

I-applications s

Sl((el/dl)..-(dl/cl)(cla'-‘,cn)) =

(el/d1) ...(dn/cn)a (ef. P6)

52((°1""’°n)) = B, se(wcl,...,cn))

(el/dl)...(dn/cn)ﬁ .

s, et s, sont bien definies et commutent aux substitutions (ecf. la demonstration
de P8). De plus, si u est une I-application definie sur E avec u(a) = u(B), alors

UoS, = UoS,, donc u ne peut &tre un monomorphisme.



Chapitre II, paragr. 1 Algebres quantifiées. 102

CHAPITRE II : ALGEBRES INDIVIDUALISEES, ALGEERES QUANTIFIEES

§ 1 - Définitions, théordme de complétude du calcul des predicats.

D1, Définition :
2) On sppelle I-algébre ou algébre individualisee sur 1l'ensemble I,
toute algébre de Boole A munie d'une structure de I-ensemble telle
que les substitutions soient des endomorphismes (booléiens) de A.
b) On appelle P-I-algébre ou algebre partiellement quantifiée sur I,

un couple (A,P) oi A est une I-algébre, P un I-sous—ensemble de A

tel que :
6) \V4 (b/a)a  existe dans A pour tout oeP et appertient & P.
bel :
7) Pour tout 1xe&J, aeP, M(v(b/a)a) = \/'U((b/a.)a .

bel bel -

c) 8i P = A, on dira que A est une Q-I-algebre ou encore que A est
une algébre quentifiée sur I.

L'égalité de l'axiome T) exige l'existence de v*ﬁ(b/a)u . Or,
bel
celle-ci est une conséquence des autres axiomes :

Pl, Proposition : Si A est une I-algébre qui vérifie 1l'exiome 6) pour un I-mous-
ensemble P, alors pour toutXeJ, \/ o (b/a)a existe et \/Q(b/a)a =

bél bel

\/ (b/i)ox{i/a)a pour tout i # Or, i%l .
bel a

Démonstration :

Il est clair que bg (b/iYU(i/a)a existe et est sous les conditions

imposées indépendant de i (cf. P3).

D'autre part, b\e/I(b/iMi/a)a > (b/i)0i/a)a =Ub/i)(i/a)a =A(b/e)a

si b # b, 1¢igm. Si eu contraire, b = b., alors il existe eel tel que :

Vub/a)a = (e/i)ub/a)(i/a)a = (e/i)U(i/a)a pour un i convenable (cf. P ) et
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’
et par conséquent : \,/' (b/iki/alxy(b/a)a pour tout bel.
be&l

Soit BeA, B>1{b/a)a pour tout bel. Soit eel, = I -{bl,...,bm}, i convenable,
alors Bode/a)a =e/i)(i/a)a = (e/i)uUi/a)a . |
or,8 >(e/i)U(i/a)a pour tout eel,, entraine que :
B8 = (b/e)8 > (ble)(e/i)vyifa)a = (b/i)ulifa)a si e%lsulm(i/a)a, bel quel-
conque.
P2, Proposition : Ecrivons Jaa pour b\e/; (b/a)a . L'applicationa « -»Jaxest appe-
lée "quantificateur". On peut é&noncer :
Soit A une P-I-algébre,aeP, acl,ed :
Taa = Ji(i/a)a pour tout i#—Ia
Jaa = Jiw(i/a)a pour tout i# I, 1i#00,
8ia # VU, 0Jaa =3a0(a/

4 N s e
Jeas= \ (b/a)a ol I, est une partie infinie de I.
vel,

Démonstration :

V (v/a)e = V. (o/i)(i/a)a pour id1, .
bel bel

a\/(b/a)a = Va(v/a)e = V (b/i)(i/a)a pour 1'416, i #¥Cld'aprés 1'axiome T
bel bel bel

et P1
Si i #1x, ié‘Ia ,» €t si a #U alors :
»Jaa =Fi Oi/a)a =Fi(i/elne = Fawo.
P3. Pr_qpositioh ! Soit A une algébre vérifiant l'axiome 6 ) pour un I-sous-ensenble
P. Alors péura&P, acI,eJ i1 y a équivalence entre :
" "-xJaa = 3i Ot(i/a)a pour :'L%Ia » 1 A"

ro ¥ (bfada) = v O(v/a)a M.
bel b
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Démonstration :

On applique F1 et P2.
Remarque : Si A vérifie les hypothéses de Pl, alors l'axione :
" (¢/d)laa = Ja(e/d) pour tout &,a ; c,d # & f entraine :
(c/a)3aa = (¢/d)3i (i/a)a = 3i (c/d)(i/a)apour i # ¢, 4, ifla et
o Jaa = di(i/a)a = 3Jix (i/a)a pour i#Ia ,ifw
Exemple : Soit L l'anneau booléien associé au calcul des prédicats du premier
ordre. L est une Q-I~-aelgébre. En fait L est la Q-I-algeébre 1li re sur 1l'I-ensemble
de ses énoncés élémentaires. (cf. [3] chapitre IV, § 2).

" La Q-I-algdbre A est libre sur 1'I-ensemble E " signifie bien ent;ndu que
A est solution du probléme universel suivant :

" Existe-t-il une i—applicaxion g de E dans A telle que pour toute I-appli-
cation £ de E dans wne Q-I-algebre B, il existe un et un seul Q-I-honomorphisme
h de A dans B tel que £ = hog 2 "

Ou nous appelons Q-I-homomorphisme tout homomorphisme booléien entre
Q-I-algebres qui coamute aux substitutions et aux quantificateurs,

Soit E un I-ensemble, LE 1'algébre de Boole libre sur l'ensemble E. On sait
que L E s'identifie & 1l'algébre des ofs B, de 1l'espace 2E. Par définition ge B,,
chaque substitution (b/a) : E+ECL E se prolonge en un endomorphisme
(b/a) : Bo *Bo et en fait B, est pour ces substitutions une I-algdbre, & savoir
1'I-algébre libre sur 1l'I-ensemble E. Dans la suite B, sera con#idérée coﬁme
sous-algébre de P(2E), muni de sa structure 4'I-algébre.

Rappelons que 1l'on identifie E avec une partie de By en identifiant ceE et

1'of (= clopen de Halmos) Ue = {heQE : he =1}).
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Par suite d'une modification de la rédaction de ce travail, nous supprimons
8 cet endroit différentes propositions et définitions ; certaines seront inserées
plus loin. I1 s'ensuit une solution de continuité dans la numérotation des re-
sultats, qui n'a pu &tre evitée pour des impératifs matériels.

Nous citons également ici une définition que nous n'utiliserons qu'au § 3,
proposition 34, mais dont la mise en page en un autre endroit aurait conduit &
un bouleversement corplet du travail mateériel déjad realise.

D.2. Définition : Soit A une algébre quantifiée sur I; h : A;+2 un homomor-
phisme booléien, ou 2 est l'algébre de Boole a deux €léments ; on
dit que h.est validant, sgi h(ﬁgx (b/e)x) =bé& h((b/a)«) pour tous
ael et xcA.

§ 2. Propriétes des categories des algébres individualisées, quantifiées, et

partiellement quantifiees :

D6. Définition : |
a) Notons P-I-A la catégorie des algdbres partiellehent quantifiées sur
l'ensemble I dont les objets sont des P-I-algébreé et dont les mor-
phismes sont les homomorphismes booleiens
B (A, B)=(A,R,) |
de Al dans A2 qui commutent aux substitutions, qui appliquant P1 dans

P, et qui conservent b\e/I (b/a)x pour tout acl xeP) :
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h(gé; (v/a)a) = v h((v/a)a) ou encore :

bel
hBaq) =3en(a)
b) Notons I-A le sous-catégorie pleine de P-I-A formée des I-algdbres
c'est-d-dire des P-I-algébres (A,P) avec P = @.
c) Notons Q-I-A la sous-catégorie pleine de P-I-A formée des Q-I-algdw
bres, c;est-é-dire des P-I-algébres (A,P) avec P = A,
d) Not&nslA la sous-catégorie pleine de Q-I-A formee des algebres de
Boole munies de 1l'individualisation triviale.

P15. Proposition :
P~I-A posséde des produits directs quelconéues. Le produit de la famil-
le vide, c'est-d-dire l'objet final, est 1, 1'algbre de Boole réduite
& un seul élément, muni de l'individuelisation et de la quantification
triviale.

Démonstration :

Soit (P, une famille de P-I-alpdbres, B 1'algdbre de Boole produit

’AA)AeL

des AA et A la partie de B dont les élements a vérifient ";Zi I, est fini",
A
A est un I-ensemble (cf. Chapitre I PL) et une sous-algébre de B, De plus, soit

P la partie de A formée des €léments (o avec afEPA. P est aussi un I-en-

)\) AeL
semble de A, si aeP alors .géi (v/a)a = Qéi (b/a)(ak)AeL = (GE&(b/a)aA&eLeap
et il est clair que les substitutions vérifiént sur P 1'axime 7).

On verifie aisément que les projections p, de A dans A, sont des P-I-morphismes

et que ( (A’P),(p)‘)xa‘) est produit direct dans P-I-A de la famille (A)\’PX))\&L'

P16. Corollaire :

I-A poss&de des produits directs quelconques.

L'objet final de I-A &étant (4,9).
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Démonstration :

si (A)‘, P)‘) est dans I-A pour tout Ae L, il en est de meme pour (4,P).
P17. Corollaire :
Q-I-A posséde. des produits directs quelconques .
L'objet final de Q-I-A c¢tant {(1,1).

Démonstration :

Si (A)‘, P)‘) est un objet de Q-I-A pour tout ML, il en est de méme pour (A,P)
P18. Proposition :
P-I-A posséde des sames directes quelconques.
La same directe de la famille vide, c'est-g-dire 1l'objet initial,
est 1l'algébre de Boole 2, munie de 1l'individuelisation trivicle.

Dénonstration :

Soit (A,(qx) XeL) la somme directe booldienne de la famille (AA;\GL et P la

réunion disjointe des P, « On peut identifier P avec une partie de A les q, étant

injectifs. Montrons que ((A,P), (qk))XeL est sarme directe dans P-A de la fa-

nille (AA,P A) AL

On définit 1'endamorphisme (b/a) de A par :
(b/a)q, = q,(b/a) pour reL
et A est une I-algébre pour ces substitutions. Soit X)‘ 1l'espace dual de AA’ X

(a)

/7
celui de A. Notons p, 1'application duale de q,. Alors pour oeP,, "Sél(b/a)q)\

existe dans A " equivaut & :

W\t

ber PA (t(b/a)a ) est un of de X " (tétant l'isomorphisme de Stone).

ar %;I P, Y(t(v/a)a) = (§é/1 1(b/a)e) ce qui signifie que :










































