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ETTRODUCTIOÎI 

La terminologie de ce travail est celle des ouvrages [1] , [ 3 ] et [6 ] de l a 

bibliographie• 

Les chapitres I I I et IV de [3] sont à l'origine de ce mémoire. Les résul­

tats de [ 3 ] , considères corme fondamentaux, seront utilises sans référence 

explicite. Signalons cependant qu'il nous a semble nécessaire de modifier les 

notions d'ensembles individualisés et d'algèbres quantifiées données dans [ 3 ] ; 

en effet, pour exprimer certaines propriétés intéressantes du calcul des pré­

dicats en langages algébrique ou topologique, i l nous a fal lu renforcer certains 

axiomes. Le chapitre I est consacre au développement de l a technique du calcul 

des substitutions ; nous donnons une caractérisât ion du calcul des prédicats en 

termes d'ensembles individualises. Dans le chapitre I I , nous donnons les défini­

tions des algèbres quantifiées et nous étudions les propriétés catégoriques des 

algèbres quantifiées pour préciser différentes notions de liberté et donner une 

solution fonctorielle à ces problèmes universels. Ensuite, reprenant la notion 

d'homomorphismes validants qui jouent un rôle essentiel dans le théorème de com-

pletude, nous montrons comment "interpréter" un homomorphisme validant comme mor-

phisme de la catégorie. 

Nous en déduirons l'analogue du théorème de completude de Godel pour des 

classes assez larges d'algèbres quantifiées et des généralisations (théorème de 

compacité, de Lovonhein-Skolem, e t c . . ) pour un cardinal quelconque pour les 

mêmes classes. 
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CHAPITRE I : EUSSMBLTC IiroiVIDUALTSm 

§ 1 - Le ca3.cn! des raibr.t it ut_ion^ : 

Soit I un ensemble infini , notons J l'ensemble des suites finies "0^= 

= (a. .b. ) . . . . . (a ,b ) d'éléments de I • La suite vide-sera notée 0 : pour 1 1 m m 

deux suites VL= ( ( a . , b . ) ) , • , et (r* = ( ( c . t d . ) ) - • on désigne par 

la suite ( d i ^ i ) ) ^ ^ ^ a v e c U . ^ ) = ( a . ^ ) pour l^iqn et ( l ^ . k ^ ) = 

(c^,d^) pour l s<i<n; pour adl et <rt3J, on écrira a ^Otpour " a ^ a. et a ^ b. 

l^i<m ". 

Dl* Definition : Un ensemble E est appelé "ensemble individualisé" ou I-en-

2 

semble, si a chaque couple (a,b)<£I on a associé une application de 

E dans E, notée (a /b) et appelée substitution, l'ensemble de ces 

substitutions devant vérifier les cinq axiomes suivants : 

4) (a /a ) = i E pour tout a I . 

2) Si a ^ b , alors ( c / a ) ( b / a ) = (b /a) pour tout a, b , c£E. 

3) ( a / b ) ( b / c ) = ( a / b ) ( a / c ) pour tout a, b , cêl. 

k) Si b ï c,d et d i a, b , alors : 

( a / b ) ( c / d ) = ( c / d ) ( a / b ) pour tout a ,b,c ,dél . 

5) L'ensemble I = {a£I, i l existe bel (b /a)a # a} est fini 

pour tout a*E. 

Exemple . : Si K est un ensemble quelconque on pose (a /b) =-!LLr pour tout 
, K. 

_2 
(a,b)f;jL • (individualisation t r i v i a l e ) . 
Exm^le 2 : Pour c£I on pose : fc si b ^ c 

(a/b)c « j 

(a si b = c 

Exemple 3 : Soit ndïï et I l'ensemble des parties finies de I ayant n éléments 

au plus. Soit y = ( c l f . . . , c n > € I n , alors ( a / b ) Y = { < * ! , . . . , d ) où 
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a si c. = b 
J ». j i 

1 je . si c. £ b 

^1 • Proposition : 

1) Si b±I ,alors : ( a / b ) ( b / c ) a = (a /c )a 
r a 

2) ( a / b ) ( a / c ) = ( a / c ) ( a / b ) pour tout a,b,c « I 

Démonst rat 5.on : 

C'est une consequence des axiomes 3 et h. 

P2. Proposition : Si b , b T ^1^ et si b ^<X^ b f ^-0t,alors, pour tout a, ddl : 

(d/b>OL(b/a)a = (d/b' )t»X(b' /a ) a (aac^ignifie évidemment ( a x / b ^ 

(a /b ) . . . (a /b )ct ) . 

^ ^ n n 

Démonstration : 

(b ' / b )^ (b / a ) a =^t (b f /b ) (b /a)a (par l'axiome h) qui est égal d'après 

PI a -or!b ' /a)a ; donc : (d /b f f*X(b f /a )a = ( d / b ' K b ' / b K f t / a j a = (d/bVc*(b/a)a 

car b f Ç ^ ( b / a ) a ou b : = b . 

^ * fis finition : On note I-E la catégorie des I-enserïbles dont les objets sont 

les I-enscnbles E, E f , . . . et dont les Liorphisnes sont les applica­

tions entre I-ensenbles qui commutent aux substitutions. Un morphis-

mc de I-ensembles est appelé I-application. 

Preposition : I-E possède des produits directs quelconques. 

Démonstration : 

Soit (E. ) , une fra i l l e de I-ensenbles et soit P le produit ensenbli^te 
des E^ . Pour a = ( a

A ) > ê L ^ p » posons : (a /b)a = ( ( a / b ) a x ) x < s L « La substitution 
( a / b ) est denc définie dans P tout entier et de nQme l'ensemble 1̂  pour tout 

a ë P , d'ailleurs : I = ^ I . Soit E » { a t f ; I f in i } . I l est c la ir que 
a A£L \ a 
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la restriction de (a /b) à E est une application de E dans E et que pour ces 

substitutions E est un I-ensemble. Désignons par p la restriction à E de la 
A 

X -iène projection de P dans E^ . est une I-application et (E , (p^ ) jj 

est produit direct dans I-E de la famille ( E . K • En effet, soit K un I-ensem-
A À £ L 

ble et h^ : K-»E^ des I-applications. Posons pour )>eK h( y ) « ̂ x ^ H ^ L ' 3 1 0 1 : 3 

h(^ )€E, car L , > = h. ) donc L / ^ C 1 ^ - 1 1 e s t clair que h est l'unique 

I-application te l le que h = pour tout XéL. 

On peut remarquer que E est non vide si chaque E est non vide. Car soit 
A 

a o £ I . a x €E x et 6X = ( a c , b x ) . . . ( a c , b k ) « x o ù ^ {b. } = I -, pour 8 = ( 8 ^ 
A 

on a I 0 = Ia C { a 0 } . Par un raisonnement semblable, on voit que p 
6 X€L 6X A 

applique E sur E^ . De plus, s i L est f in i , alors E » P. 

Exemple : I* 1, muni de la structure de I-enseuble produit direct de la structure 

de I . 

?k. Proposition : I-E possède des sommes directes quelconques. 

Démonstration : 

Soit ( E ^ ) ^ e L

 u n e famille de I-ensembles, E la réunion disjointe des E^ et 

q^ : E ^ E l'injection canonique. Si a€£f alors i l existe un unique AéL et un 

unique B -̂E^ tels que a = q^ ( g ) . On pose (a /b) a = q ^ ( ( a / b ) 6 ) . I l est c la ir 

que pour ces substitutions E est un I-ensemble, q^ une I-application pour tout 

X€L et que (E, ( o . ^ ) ^ ) est somme directe de la famille ( E ^ ) ^ dans I -E. 

Exemple : Soit L l'ensemble des énoncés élémentaires du calcul des prédicats 

n r 

du premier ordre. L est somme directe de la famille ( I ) n où R désigne 
r r£R 

l'ensemble des relations du calcul et où n̂  est le poids de la relation r . 
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Pp. Lrma : Soit-Oî^J,^- . • • (a . ,b . ) . . . ( a . ,b . ) . . . ( a . ,b . ) . . . où les 
M M r r k k 

points signifient que pour m<ii b f a. ; pour i .<n<i. b ^ a. 
J'f

 1 

et "oour m>i, b ^ b. , nais b. = a. l ^ j < k - ^ • Alors pour tout 

i ¿01, i £ I : 

( a . / i ) 0 l ( i / b . )a =^ta 
1 1 \ 

Denonstration : 

Pour simplifier l f écr i ture , posons : 

i = a. 0«j<$k-i , 1 = b. ; alors : 
J j + 1 \ 

( i Q / i ) - t ^ ( i / i k ) a = ( i 0 / i ) - . - ( i o / i ^ ) * * . ( i ^ / i 2 ) - * - ( i

k . 1 / i

k ) - * * ( i / i

k ) a = 

= . . # ( i o / i ) ( i 0 / i i ) - . . ( i i / i 2 ) . . . ( i 1 : - 1 / i k ) . . . ( i / i k ) a -

= . . . ( i 0 / i i ) ( i 1 / i ) . . . ( i 1 / i 2 ) . . . ( i k - ( / i k ) . . . ( i / i k ) a » 

= . . . ( i o / i i ) . . . ( i i / i 2 ) . . . ( i k M l / i ) ( i k - 1 / i k ) « - - ( i / i k ) a * 

= . • . ( i 0 / i i ) . . . ( i i / i 2 ) . . . ( i k - 1 / i k ) . . . ( i k / i ) ( i / i k ) a = - t ^ a 

ceci par application réitérée des axiomes 3 et 1*. 

P6. Lomne : ( de l a substitution simultanée) : 

Soit<A£J, CXÉI, I A = { ^ 1 > . . . , c^} avec c £ c pour i f j . Alors , i l 

existe ( e i , e 0 , . , . e n ) ê i n te l que pour tout ( d ^ . . . , d^) J01 avec 

d. f d. pour i ^ j e t d . ^ e . , c . pour î^i, j.<n, on ait : 

(* ) t** = ( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d n ) ( d n / c n ) . . . ( d 1 / c 1 M • 

De plus, si c. pour l^j^m, alors e. = c , sinon i l existe a 

avec b v ^ a. pour k<j te l que e. = a . . 
K j i j 
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Démonstration : 

S ' i l existe un élément ( e 1 $ . . . , e^) de I 3 1 te l que l'équation Cjc) soit véri­

fiée pour un élément (d ,.••,¿1^) de I 1 1 satisfaisant aux conditions imposées, 

alors l'équation CfO est vérifiée partout (d d^) satisfaisant à ces 

conditions (cf. P2) . 

Montrons l'existence par récurrence sur la longueur m de la suite 

Si m = 0, c'est-à-dire-VL= 0, i l suffit de prendre ê  = ĉ  l^i<V\et d̂  cccmie 

indiqué dans l'énoncé. 

Cas m+1 : 

<K « (a x , b x ) , • • • » ( a

m ^ i » b

m ^ x ) e t supposons que \ + 1 é J 0 » V** exemple 

b , = c . Ecrivons -Oisous la forme du lemme P5, c'est-à-dire : m*** i î 

Ol= , , . ( e i , i 1 ) . . . ( i 1 , i 2 ) . . . ( i k _ , c i ) . Soit maintenant i<K.-, d ^ é ^ d'après 

P5 i-OC* • ( e i / d i ) C ( { d i / c i ) a = 

- ( e . / d . ) ( a î / b . ) . . . ( a i n / T > Je. ) (d. /c. )o = 
i l i i m m K-i î i l 

= ( e . / d . ) ( a . / b 1 ) . . . ( a /b )a car d. t c. . î i i i m m i l 

0 r % I ( d . / c . ) a = { c l » ' - * » c i - i » d i » c i + i » - " * » c

n

} e n a P P l i ( l u a n t l'hypothèse 

de récurrence à : ( a , / b 1 ) . . . ( a /b ) g où 6 = ( d . / c . ) a , on obtient : 
i i m m i l 

<X.a » ( e . / d . ) ( e /d ) . . . ( e . /d. , ) ( d . / f . ) ( e . , / d . . . ) . . . ( e / d ) ( d / c ) . . . i l i l î—l i - l i l î + l i + l n n n n 

• . . ( d i + 1 / c i 4 . 1 ) ( f i / d i ) ( d i ^ i / c i - i ) . . . ( d i / c i ) ^ , car i ± * b^ i< j<m. 

Les conditions imposées à f . ,d. . et d. et c. pour n̂ font que les ( e . / d . ) 
^ ^ J J J J 

pour l><j>$i sont permutables entre eux, de même les ( d . / c . ) pour l^j^n, de plus 

( d . / f . ) et ( f . / d ^ ) sont permutables avec ( e . / d . ) et ( d . / c . ) pour .14£n. On obtient 
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donc : a = ( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d n ) ( d n / c n ) . . . ( d 1 / c 1 ) ( d i / f i ) ( f i / d i ) a -

= ( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d n ) ( d n / c n ) . . . ( d 1 / c n ) a 

S i V i f V a l o r s a = ( a l / b l ) - - - ( a m / b m ) a = ( e l / d l , — ( e n / d a , ( d n / c n ) — 

. . . ( d ^ c )a 

D3. Définition : Soit b = (b ^ . • • ,t> ) €^ et a = ( a ] [ , . . . ) a m ) c f , soit s( tya) 

l'application, appelée substitution simultanée des b^ aux a^, définie 

par : s (6/a)a = (b / i ) . . • ( • • • ( i ) a 

où i. ^ i . si k i j , i ^ a. , b . pour tout k, j et i. £ I • 
K. j K j j K / a 

PT. Lemme : Soit d ^ I ^ e e r 1 , b G I n , a ^J n,aç£, alors : 

s(d6/ae) = s( d/g)s( gb/az)a 

où g = ( g ^ . . . ^ } * ! * avec ĝ^ ï b^, g £ ^ g^, g^I^pour tout i , j #  

Démonstration : 

s ( db/ oe) a - ( d t ) . . . ( d B / i B ) ( b 2 ) . . . ( b n / i n + n ) ( i D + n / a n ) . . . ( i E + i / a i ) 

( i /e ) . , . ( i . / e . ) o = 
m m i A 

' W a n ' , , , ' V / a i ' ' y e n ' . , , ' i / e i ^ a = s ( # f l ) s ( 9 k / a e ) a • Les i^ vérifiant 

les conditions voulues . /posons : s(bM/<x)a = ( b ^ i ^ . . . (b^/i^H^i^/a^) # . . ( i ^ / a ^ 

pour-Oiej, où i . f b. ,a. f i v , < * . ; i ; ¿1 , pour tout i , j , k i j . 

Retenons que : s{b/s(d/z)/a)cx = s(6cf/ea)a = s (bo /a 0 )a où 

P8. Lemme : Soit e € l \ a € E , .alors : 

a ) < * s ( d / e ) = s(d0/OC/t)(x où do=<Kd dans 1^ 

b) s(cf/tt/c)a = ^ s ( g / e ) a où gel avec g. ^ g. si i ^ j , g. jé*^ 
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Déïïionstrat ion : 

a) Considérons le cas où<A= (a /b ) le cas général s'en déduit par récur­

rence. (a /b ) (d • . • ( d

k / i

k ) ( i

k / e

k ) • • • ( i 1 / e 1 ) a = 

= ( a / i 1 ) . . . ( a / i ^ ) ( d j + i / i ^ 1 ) . . . ( d k / i k ) ( a / b ) ( i k / e k ) . . . ( i i / e i ) a 

où l'on suppose, sans perdre de généralité, que d , . . . , d . = b nais 
J 

V i ' - - " d k * b * 

b) Soient g etlXo corme indiquéjdans l'énoncé, alors pour des i . K X k 

J 
convenables : 

-^s îg / e ja = < < > ( g 1 / i 1 ) . . . ( 6 k / i k ) ( i k / c k ) . . . ( i 1 / e l ) a = 

= ( d 1 / g 1 ) . . . ( d k / g k ) ( g 1 / i 1 ) . . . ( g k / i k ) ^ ( i k / e k ) . . . ( i 1 / e 1 ) a = 

= ( d 1 / i l ) . . . ( d k / i k ) l ^ ( i k / e k ) . . . ( i 1 / e l ) a = s (# t* /e )a . 

§ 2 - Le calcul des prédicats du premier ordre : 

A l'aide des deux lemmes précédents, nous allons établir une condition 

nécessaire et suffisante pour qu'un I-ensemble E soit somme directe d'une 

famille ( i ^ ^xéL* ^ o n c i s œ o r p h ° à l'ensemble des énoncés élémentaires du 

calcul des prédicats du premier ordre. 

Remarquons d'abord que ctR " i l existe-U^J a =*G$ 1 1 est un prëordre sur E. 

Soit RQ l a relation d'équivalence associée à R. Posons : aR B = 11 i l existe une 

suite finie a ^ . , . , d'éléments de E avec a^sa9a^ B et cuR o u ^ ou o^+jR ^ 

pour l^i^i-l Evidemment R̂  est une relation d'équivalence et RQ implique R • 

Soit E 0 = E/ RQ muni de l'ordre déduit de R. La relation R̂  induit une relation 

d'équivalence R 1 0 sur E^ et l'on identifiera dans la suite E/R 1 et $ /R l 0 ^ Avec 

ces notations : 

P9.Proposition : E est somme directe de la famille (i^X ) si et seulement si : 
A ÀèL 

1) Chaque classe de £ / R l 0 possède un plus grand élément. 
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2) Pour tout a^E ( e / à

1 ) # - ^ e

n ^ d n ^ d / C l ^ é ' ^ d n / / c n ^ a = 

= (e' 1 / d

1 ) - - - ( e ,

n / d

n ) ( d

1 / c

1 ) - - - ( d

n / ° n ) a 

entraîne : ( e

1 > * * * * e

n ) = ( e ' p • • • > e ' n ) (ceci avec les notations de P 6 ) # 

Dans ces conditons L = E 0 / R 1 0

 e"t n, est l e cardinal de I où 6 rE et où 

la classe de B d̂ans E 0 est le plus grand element de la classe A ^ ^ / R 1 0 . 

Démonstrat ion : 

Remarquons d'abord que aRoB entraîne card. I 3 card. 1^ car alors 

= B et B̂ - a ,donc card. I < card. I = card. I et card. I x crrd. I -

= card. I 
a 

La nécessité des conditons étant immédiate, nous montrerons leur suffisance. 

I l est clair que E est somme directe de la famille ( E . ) , _ T où E. est la classe 

de E/R^ correspondant à la classe A Ç . E o / R l 0 . Montrons que E est isomorphe à 

I n X . Soit B, comme indicué dans l'énoncé, mais fixe, {c , . . . , c } la base de B 
1 n x x -

Posons s(B^ = ( c . , . . . , c ) , l'ordre des c. choisi arbitrairement, mais fixe dans 
nX 1 

la suite. Si a€E. alors a = ( e / d 1 ) , . . ( e y i /ù ) ( d . / c . ) . . . (d^ /c )&pour un 
A 1 1 Il\ ïl\ 1 1 n> n A 

seul ( e , , . . . , e ) . Posons sa = (e / d . ) . . . ( e /& ) (d. /c. ) . . .(d/c )s&. 
1 n x 1 1 n x n x l l n x n x ^ 

On vérifie aisément que s est une bijection. s conroute aux substitutions cor si 

b ï ê  pour l^i^m, alors s (a /b)a = sa = (a/b)sa . Sinon on peut supposer que 

b = e 1 et alors : 

s ( ( a / b ) a ) = s ( ( a / e 1 ) ( ^ / f i 1 ) . . , ( e . / d . ) . . . ( e , / d . ) . • . ( d . / c . ) . . { à /c ) B J . 
i - i 1 i x i i k i l nA n x X 

Les points dans cette écriture signifient que e. ^ e 1 si i ne figure pas dans 

l 'écriture. 

On vérifie que le menbre de droite de l 'égalité ci-dessus est égal à : 

s ( ( a / d j . . . ( a / d . ) . . . ( a / d . ) . . . B . ) 
1 l j \ A 

où les substitutions non écrites restent inchangées. 
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Ce dernier élément est égal à : (a/d ) . . . ( a / d . ) . . . ( a / d . ) . . . s 6 . = 
X l \ A 

= ( a / e 1 ) ( e 1 / d 1 ) . . . ( e 1 / d i ) . . ( e 1 / d i ) . . . ( e n / d n ) (d/c l ) . . , ( d n / c n JsB^ 
1 k X X À À 

= (a / e^sa . 

Exemple : Si n >2 , alors I muni de la structure définie dans l'exemple 3 de 

la page 5 ne vérifie pas la condition 2) de P8. 

Mais i l est clair que E est somme directe de ( I T si E vérifie l ) et 

la condition : 

( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d ) ( d . / c 1 ) . . . ( d /c )a = 
i l n n l l n n 

= (e' / d . ) . . . ( e ' /d ) ( d 1 / c . ) . . . ( d /c )o entraîne : \J { e. } = W { e ' . } , 
1 1 n n l l n n , ̂  . 1 y ^ 1 

pour tout otéE. 

P 10. Propos it ion : Tout monomorphisme de I-E est inject i f • 

Démonstration : 

Soit a f 6 dans E et {c , . . . , c b I u L avec c f c Définissons deux 

I-applications s^, de I 1 1 dans E : 

s i ( ( c i > . . . , c n ) ) «oc, s ^ ( < ^ c 1 , . . . , c n ) ) = s 1 ( ( e 1 / d 1 ) . . . ( d 1 / c 1 ) ( c l s . . . , c n ) ) = 

= ( e ^ d ) . . . ( d n / c n ) a (cf. P6) 

s 2 ( ( c l f . . . , c n ) ) = B, s 2 ( l X J ( c l f - . . . f c n ) ) = ( e

1 / d

1 ) - - - ( d

n / C n ) B # 

s 1 et s^ sont bien définies et commutent aux substitutions (cf . la démonstration 

de P8). De plus, si u est une I-application définie sur E avec u(a) = u( 6) , alors 

UoS^ = u o S 2> donc u ne peut être un monomorphisme. 



Chapitre II , paragr. 1 Algebres quantifiées. 1 0 2 

CHAPITRE I I : ALGEERES INDIVIDUALISEES, ALGEERES QUANTIFIEES 

§ 1 - Définitions, théorone de complétude du calcul des prédicats. 

Dl . Définition : 

a) On appelle I-algèbre ou algèbre individualisée sur l'ensemble I f 

toute algèbre de Boole A munie d'une structure de I-ensemble t e l l e 

que les substitutions soient des endamorphismes (booléiens) de A. 

b) On appelle P-I-algèbre ou algèbre partiellement quantifiée sur I , 

un couple (A,P) où A est line I-algèbre, P un I-sous-ensemble de A 

te l que : 

6) V (b /a)c existe dans A pour tout œP et appertient à P. 
bel 

7) Pour tout <XéJ, aeP, -<*.( V ( b / a ) a ) = V t x ( b / a ) a . 
bfel bel • 

c) Si P = A, on dira que A est une Q-I-algèbre ou encore que A est 

une algèbre quantifiée sur I . 

L'égalité de l'axiome 7 ) exige l'existence de V-Olfb/aja . Or, 
b€l 

celle-ci est une conséquence des autres axiomes : 

P l . Proposition : Si A est une I-algèbre qui vérif ie l'axiome 6) pour un I-sous-

ensemble P, alors pour tout<X€j, \/ <n.(b/a)a existe et V-<£(b/a)a » 
bel b « I 

V ( b / i ) « X i i / a ) a pour tout i ï Vt, i k l . 
bel T a 

Démonstrat ion : 

I l est clair que ^ ( b / i > t ^ ( i / a ) a existe et est sous les conditions 

imposées indépendant de i (cf. P3 ) . 

D'autre part, V ( b / i ) < * ( i / a ) a > ( b / i ) « * ( i / a ) a - t * ( b / i ) ( i / a ) a =t^(b/a)a 
b£I 

si b b^ l^i^m. Si au contraire, b = b^, alors i l existe e£l t e l que : 

-(X(b/a)a a (e/ i)tX.(b/a)(i /a)ct = ( e / i ) ^ . ( i / a ) a pour un i convenable (cf . P ) ^ 
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et par Conséquent : Y (b / i )<^( i /a)x^(b/a)a pour tout bel . 
bel 

Soit gcA., 6 £U<b/a)a pour tout be l . Soit ee l 0

 c I - { b ^ • • • f b m } f i convenable, 

alors fôo<e/a)a = - U ( e / i ) ( i / a ) a = (e/ i )-OL(i/a)a . 

Or, B ^(e/iJ'Otd/aJa pour tout edl ô> entraîne que : 

g = (b/e)6 > ( V e ) ( e / i ) - O t ( i / a ) o = ( b / i ) t x ( i / a ) a si ^ B ^ - O t t t / a J a * b e I q U C l ~ 

conque. 

P2. Proposition : Ecrivons 3aapour (b /a )a • L f applicationa <y->3«*est appe­

lée "quantificateur1 1. On peut énoncer : 

Soit A une P-I-algèbre t a£p, a€RIt<têJ : 

3aot = 3 i ( i / a ) a pour tout i ^ - I a 

-^Gaa =9rtt . ( i /a)a pour tout i ^ a * * ^ ^ m 

S i a # lX,-tx3aa = 3atfo^ 

^ a a = V' (b /a)a où I c est une partie infinie de I . 
b é l 0 

Démonstration : 

V (b /a)a = V ( b / i ) ( i / a ) a pour ikl . 
b€J btE T a 

^ M b / a j o = V < * ( b / a ) a = V ( b / i H * ( i / a ) a pour iÀI , i j*<Xd faprès l'axiome 7 
b€i bel bgi 7 a 

et Pl . 

Si i ikl ! et si a ÏVU alors : 

-Ol^aa = 3 i <X( i /a )a =3i(i/a)<na = 3a<*a. 

P3, Proposition : Soit A une algèbre vérifiant l faxiome 6 ) pour un I-sous-ensemble 

P. Alors poura^P, a ç l , 0 ( e j i l y a équivalence entre : 

"<*3aa » 3 i - O t ( i / a ) a pour i â l , i *tx" 
et ^ 

nMi V ( V a ) a ) = V -C*(b/a)a 1 1 . 



Chapitre II , paragr. 1 Algèbrea quantifiées 1 0 4 

Démonstration : 

On applique EL et P2. 

Remarque : Si A vérifie les hypothèses de P I , alors l'axiome : 

1 1 (c/d)3aa = 3a(c/d) pour tout a,a ; c,d î a " entraîne : 

(c/d)3aa = (c/d)3i ( i / a ) a = 3i ( c / d ) ( i / a ) a pour i / c, d, i ^ et 

<Jt 3aa = >ifcdi(i/a)a = liot ( i / a ) a pour ijll % i ^ ou 

Exemple : Soit L l'anneau booléien associé au calcili des prédicats du premier 

ordre. L est une Q-I>algèbre. En fai t L est la Q-I-algèbre l i re sur l'I-ensecible 

de ses énoncés élémentaires, (cf. C3] chapitre IV f § 2 ) . 

11 La Q-I-algèbre A est l ibre sur l'I-ensemble E 11 signifie bien entendu que 

A est solution du problème universel suivant : 

11 Existe-t-il une I-application g de E dans A te l le que pour toute I - a p p l i -

cation f de E dans une Q-I-algèbre B t i l existe un et un seul Q-I-homonorphisme 

h de A dans B te l que f » h 0g ? " 

Où nous appelons Q-I-homomorphi sme tout homomorphisme booléien entre 

Q-I-algèbres qui commute aux substitutions et aux quantificateurs. 

Soit E un I-ensemble, LE l'algèbre de Boole l ibre sur l'ensemble E. On sait 

E 
que L E s'identifie à l'algèbre des ofs B 0 de l'espace 2 . Par définition de B 0 > 

chaque substitution (b /a ) : E E CL E se prolonge en un endomorphisme 

( b / a ) : B 0 "*B0 et en fai t B 0 est pour ces substitutions une I-algèbr e f à savoir 

l 'I -algèbre l ibre sur l'I-ensemble E. Dans la suite B 0 sera considérée comme 

E 
sous-algèbre de P(2 ) t muni de sa structure d'I-algèbre. 

Rappelons que l'on identifie E avec une partie de BQ en identifiant e*E et 

E 
l ' o f ( = clopen de Halmos) U £ = {h€2 ; h £ = l}. 
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Par suite d fune modification de l a rédaction de ce travai l , nous supprimons 

à cet endroit différentes propositions et définitions ; certaines seront insérées 

plus loin» I l s'ensuit une solution de continuité dans l a numérotation des r é ­

sultats, qui n f a pu être évitée pour des impératifs matériels. 

Nous citons également ic i une définition que nous n'utiliserons qu'au § 3 , 

proposition 3**, mais dont la mise en page en un autre endroit aurait conduit à 

un bouleversement complet du travail matériel déjà réal isé . 

D . 2 . Définition : Soit A une algèbre quantifiée sur I , h : A-»2 un homomor-

phisme booléien, ou 2 est l'algèbre de Boole a deux éléments ; on 

dit que h est validant, si ^ ( J V J (b /a )a ) h((b/a)<*) pour tous 

ael et <x eA. 

§ 2 . Propriétés des catégories des algèbres individualisées, quantifiées, et 

partiellement quantifiées : 

D6. Définition : 

a) Notons P-I-A l a catégorie des algèbres partiellement quantifiées sur 

l'ensemble I dont les objets sont des P-I-algèbres et dont les mor-

phismes sont les homomorphismes boolèiens 

h : ( A 1 § P j î - M A ^ P g ) 

de A^ dans Ag qui commutent aux substitutions, qui appliquant P̂^ dans 

P 2 et qui conservent ^ (b/a}x pour tout ael *eP 1 : 
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h ( béE ( b / a ) a ) = b£l O U e n c o r e : 

h&act) ="3ah(a) 

b) Notons I-A l a sous-catégorie pleine de P-I-A formée des I-algebres 

c'est-à-dire des P-I-algèbres (A,P) avec P = 0. 

c) Notons Q-I-A la sous-catégorie pleine de P-I-A formée des Q-I-algè-

bres, c'est-à-dire des P-I-algèbres (A,P) avec P a A. 

d) Notons Jk l a sous-catégorie pleine de Q-I-A formée des algèbres de 

Boole munies de l'individualisation t r iv ia l e . 

P 1 5 . Proposition : 

P-I-A possède des produits directs quelconques. Le produit de l a famil­

l e vide, c'est-à-dire l'objet f inal , est l , l 'algèbre de Boole réduite 

à un seul élément, muni de l'individualisation et de la quantification 

tr iv ia le . 

Démonstration : 

Soit ^ ^ > A ^ ) ^ L x m e famille de P-I-al£ebres, B l'algèbre de Boole produit 

des A. et A la partie de B dont les éléments a vérifient 1 e s < t f ini". 
À ACLi Cl ^ 

A est un I-ensemble (cf. Chapitre I PU) et une sous-algèbre de B. De plus, soit 

P la partie de A formée des éléments (v^XGL a v e c a\^\* p e s t aussi un I-en­

semble de A, si a<=P alors (b /a )a = ( b / a H c ^ ) ^ = ( ^ ( V a j a ^ e p 

et i l est clair que les substitutions vérifient sur P l'axione 7 ) . 

On vérifie aisément que les projections p^ de A dans A^ sont des P-I-morphismes 

et que ( ( A , P ) , (p J , ^ ) est produit direct dans P-I-A de la famille ( A . , P % ) 

Pl6. Corollaire : 

I-A possède des produits directs quelconques. 

L f objet final de I-A étant (1,0). 
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Demonstration : 

Si (A f P ) est dans I-A pour toutX^L, i l en est de mené pour ( A , P ) . 
A A 

P 1 7 . Corollaire : 

Q-I-A possède des produits directs quelconques . 

L'objet final de Q-I-A étant ( l f l ) . 

Démonstrat ion : 

Si (A^, P^) est un objet de Q-I-A pour tout A€L, i l en ect de même pour (A,P) 

Pl8. Proposition : 

P-I-A possède des sommes directes quelconques. 

La sctnme directe de la famille vide, c f est-à-dire l f obje t in i t ia l , 

est l'algèbre de Boole 2, inunie de l'individualisation t r iv ia l e . 

Démonstration : 

Soit (A>(<lx^ÀéL^ l a s a a m e d i r e c t e booléienne de l a famille ( A x A éI i et P la 

réunion disjointe des P^ • On peut identifier P avec une partie de A les q^ étant 

injectifs . Montrons que ( ( A , P ) , (^x^XeL e S t s œ n e à i r e c * e àexis P-A de l a fa-

a i l l e ( A ^ ) ^ . 

On définit l'endanorphisme ( b / a ) de A par : 

(b/a)q^ = q x ( b / a ) pour XéL 

et A est une I-algèbre pour ces substitutions. Soit X^ l'espace dual de A^> X 

celui de A. Notons p^ l'application duale de q^. Alors pour a 6 P ^ , " f c ^ ^ / * ) ^ 0 1 ^ 

existe dans A , f équivaut à : 

1 1 P x ( T (Wa)a ) est un of de X 1 1 ( Tétant l'isanorphisme de Stone). 

Or Px" L( T(b/a)ct) s p" 1 (Vg/ x(b/a)a) ce qui signifie que : 




























