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UNE PARTITION DU GRQUPE DES HOMOGRAPHIES BILATERES

DE LA DROITE PROJECTIVE, DANS UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS GENERALISES

G. ERTEL

INTRODUCTION .

Une homographie de la droite projective queternionienne est le couple
formé d'une homographie & droite et d'une homographie & gauche liées par des
relations déduites de la notion de point bilatére. On utilise ces relations
pour étudier la structure du groupe homographique bilatére.

Dans le premier chapitre, aprés avoir défini une algébre de quaternions
généralisés, dans laquelle le carps de base K, supposé comrutatif, de carac-
téristique z&ro, contient deux &léments o et B8 non carrés, on rappelle les
notions de point bilatére et d'homographie bilatére (1), introduites par
R. PERNET, en continuation des travaux de Study et Pimid. On démontre 1l'iso-
morphisme d'un groupe multiplicatif de meatrices inversibles, d'ardre quatre,

& coefficients dans le corps K(/x), appelfes K-matrices et d'un groupe multi-
plicatif de matrices inversibles, d'ardre deux, & coefficients dans 1'anneau.
sous-jacent de l1l'algébre des quaternions (resp. dens 1'anneau opposé). On
définit une %n)bmographie de l'espace projectif & trois dimensions sur le
corps K(va), par la donnée d'une §~matrice, déterminée & un élément prés de K.
On établit 1'isomorphisme du groupe %~homographique et du groupe homographique
8 droite (resp. & gauche). On en déduit les isomorphismes fondamentaux du

groupe - omographique sur le groupe homographique bilatdre, ainsi qu'un

(1) R, PERNET , bibliographie { 1]
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automorphisme A (resp. L) du premier de ces groupes (resp. du second).

On précise A au chapitre II, en déterminant 1'imoge par cet auto-morphisme,
d'une Kmhomographie dcnnée. On introduit pcur cela 1'cpérction de pseudo trang-
position d'une matrice d'ordre quatre, & coefficients dans un anneau. On
démontre que A (resp. Ll ) est involutif et on étudie L.

la décomposition de A en un produit permutable d'automorphismes involutifs
permettrait d4'obtenir un sous-groupe remarquable du groupe %—homographique
(resp. du groupe hormogrephique bilatére). Mais cette décorpcsition est valable
seulement dans le cas des quaternicns ordinaires, et plus généralement larsque
le carps de base est ordonné maximal. Le cas des queternions généralisés étant
le seul treité ici, la décomposition de A est exclue ; on €tudic donc, au
chapitre III, la structure du sous-groupe G ccnstitué des &;hcnographies inva-
riantes par A, ainsi que la structure du scus-groupe G ccnstitué des homogrephies
bilatéres invariantes par L. Ces deux sous-grcupes se correspondent par les
isomorphismes fondamentaux définis au chapitre II .

L'ensemble des clesses & droite (resp. & geuche), déduites de G, constitue
une partition du groupe homographique bilatére. On démontre, au chepitre Iv,
que deux bijections lient cette partiticn & celle correspendante du groupe
%-homographique définie & partir de G. L'autcmcrphisme L détermine une permi-
tation involutive dans l'ensemble des classes & droite (resp. & gauche) au
groupe homcgraphique bilatére. Tout €lément double de cette permutation, est
appelé classe double & droite (resp. & gauche) du groupe homographique
bilatére. On définit de méme & partir de A, les classes dcubles du groupe K -

homographique. On démontre une propriété caractéristique des classes doubleg



Homogrephies bilateres . . ..
7

M chapitre V, on générelise et compléte un résultat indiqué par
E. Carten (1), dans le cas des quaternions sur R, selcn lequel, ure homegraphie
8 droite a pour image un déplacement, dans l'espace des antipolarités ellip-
tiques permutables & une certaine sntiinvolution. Tcut d'nbc-d cn a8 suppcsé
les antipclarités de type elliptique et le corps de bose ordonné maximnl. La
notion de distance de deux antipolarités elliptiques, définie par E. Cartean,
n'étant alors plus valable, on & introduit la noticn plus gérérale d'"écart".
Ensuite, en transfcrrant la définition de 1'"écart”, on s'est 1ibéré du carac-
tére elliptique d'une antipclarité, et on s'est plecé dans le cas des quaternions
gérédrnlisés.

On reppelle donc d'abord, les notions de symétries projectives et cer=-
taines prcpriétés indiquées par E. Carton. On définit ensuite 1'"écart" de
deux antipolarités quelconques. L'ensemble des antipolerités, muni de 1'"écort'
devient l'espace E. On démontre 1l'existence d'appliceticns de E dans E, appelles
E-isométries, qui conservent le'"écart". D'sutre part, les %—hcmographies
étant permutables & une certaine antiinvolution, on détermine la structure
du scus-espace E' des antipolarités permutadbles 8 cette antiinvcluticn. On
établit 1l'existence d'un grcupe de E'~iscmétries, et cn convient d'appeler
E'~dCplacements, les €léments de 1'un des scus-groupes du groupe précédent.
Un sous-grcupe de E'-~-déplacerents se révéle isomorphe ou grcupe %-homographique,

et permet d'obtenir une interprétation de la partition du groupe hcmographique

bilntére, définie eu chapitre IV.

(1) E. CARTAN , bibliographie [2] .
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CPAPITRE I : les isomorphismes fondarentoux F et F* du proune f()uhomocraphique

R _sur le groupe herogrephique bilatére # .

1.1 L'2alpibre des queternions sur K (Rappel (1) )

1.1.1. Scit K un corps caurutatif, nommé ccrps Ges scelaires de caratéristique
z€érc, possédant deux 8lérents « et B non corrés (@'élénents de K). Soit A
1'algdbre des quaternions sur K. Un quaternicn s'éerit : 4 = (xj+x-u) + (x3exu)v ;
x; @K (1<i<h) ; u, vet ; u?2=q ; vi=83; vu= -uv,
x) s'appelle lo trace de A @ (A} = xy .
1.1.2. Les €lérents Qe A ce la fcrme X +xou constituent un corps ccarmutatif
noté k(/:). Si on pese & = x)+Xou et £ = x1=x,u , l'application a—>a est
un sutanerphisce involutif de K(v3). On a
(1) va = &v pour tout ae&K(/o).

1.1.3. A étant un élément génlrique d¢ A, o peut écrire d'une manidre unique

A = atbv , abeK(V/o),
1.1. Lk Pour tout A€A , on pcse :
A=a-bv , A = AL = AA = 0@ - Bbb = Na - ENb €K,
cna : AB = Bl et N(AB) = MAMB quels que scient A,Be€A. NEA est inversible si
b}
et seulement si : NA # O. On 2 alers : A ! = (NA) A,

NA # O est aussi la condition de régularité dc A. On dit quc A est

irrépulier, lorsque NA = O et A # O.

0¢&— X = AR, B étant un €1ément

1.1.5, S1 A€ A est irrépulier on a : AX

2

quelconque de A, De méme : XA = O0E=X

(1) Bibliographie : [1] p. 124,
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1.2 Groupes homograrhiques (rappel (1))

1.2.1 Entre les couples ordonnés (Ay,A,) d'élérents de A, on définit 1'équiva-
lence R :

(Ay,A2) R(AL,A) &3 U(U A ,NU# O, Al = AU, A} = AU).
On appelle point & droite, une classe d'équivalence dont un élément (A;,A,),
dit indicateur du point & droite, ne vérifie pas sirultandment les relaticns
NAy = NAp = A1R2= 0, corpatibles avec R.

Le systéme :

X{ = An1Xy + AX,,
(2)

X3

An1Xy + AX2,
définit une trensformation S dans l'ensemble des points & droite, eppelée
homographie & droite. Sa matrice (Aij)1<i , j<2 est & coefficients dans 1'anneau
sous-jacent de A, L'homographie S est bijective (on dit encore non &égénérée)
si, et seulement si :
V(S) # 0 avec : V(S) = N(ay1A22) + N(Ay2A21) = 2{A11A21020A;,) €K

Cette relation exprime aussi 1'inversibilité du systéme (2).

le procuit des homographies & droite S et T, de metrices respectives
(Aij)lsi ,y J<2 et (Bij)lsi » j<2, est 1'homographie & droite TS, dont la matrice
(Cij)lsi » J<2 est le produit (Bij)(Aij)’ donc est d¢finie par la relation :

cij = B; Alj + BizAzj (1¢i , js2). En effet (2), scient les matrices

M' = (m'ij)lsisp, 1l¢jgq et M' = (m"jk)lsjsq » l<ksr , & coefficients dans
un anneau quelconque, dont le nambre de colonnes de M' est égal su nombre de
lignes de M". On appelle produit de M' et M" la matrice M'M" = (mik)lsi<p , lgkger

dont les coefficients sont donnés par la relation :

q
= [ " g
msy 5&& m W (1<isp , lkker).

(1) Bibliogrephie : (1], p. 5 2 10.
(2) Bourbald : Alg2bre , ch.2.
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L'ensemble des homographies & drcite non dégénérées, rmni de la loi milti-
plicative précédente, cmstitue un graupe H appelé grcupe homcpraphigque 3 drcite.
1.2.2. On définit de méme un point & gouche per 1'€anivalence R
(2,8 R A< 3ulueA,nu #0, 1 = U A ,2 =us
. »> ¥ - . a2 - P .
et les relations NR& = NA; = Ay = 0, suppos€es non s multanczent vérifiées,
Une homographie & gauche s* , a%cirie par le syst’me
P ; *
X=X + %
o

est non dégénérée si, et seulement si : V*(S*) # 0 avec

X h5y + X’z‘r\éz

vH(S*) = N ) + BN 5)) - 20015105060 ek,

Sa matrice (Aﬁj)lsi , J<2 est & coeffirients dans l'anneeu oppesé & 1'anneau
sous-jacent de A, Rappelcns (1) que si A dCsigne un annceu, l'enneau opposé A°
est composé des Line. S.iizunts gue A ;3 1a loi additive est la wéme dans les
deux anneaux, mais si xy désigne le prcduit de 1'élément x par 1'él4ment y
dans A et x1 y 1f produit de ces mfmes eléments dans A° |, ona x & Yy = yx.

le prcduit des homographies & gouche s* et T* de matrices resnectives
(Azj)lsi , Jj<2 et (E?j)lsi » J€2, est 1'homographie a gauche szf dont 1la

matrice (Cﬁj)lsi , j<2 est le produit (Dzj)(ﬁgj), donc est définie par les

relations
t = ¢ 14 » * i » . .
c%s B’;] Ry5 + B4R (1€i , js2),
. *x _ * * X% . .
i.e. Cij = AIj Ej, *+ A2j B, (1<i , j<2).

L'ensenble des homcgraphies & gauche non dég%nérées, muni de la loi miltie

-z

plicative précédente, constitue un groupe H®, appelé groupe homographique & gauche

(1) Bourbzki , Alg. ch. 1,











































































