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UNE PARTITION DU GROUPE DES HOMOGRAPHIES EI LATER ES 

DE LA DROITE PROJECTIVE, DANS UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS GENERALISES 

G. ERTEL 

INTRODUCTION . 

Une homographie de la droite projective quaternionienne est le couple 

formé d'une homographie à droite et d'une homographie à gauche liées par des 

relations déduites de la notion de point bilatère. On utilise ces relations 

pour étudier la structure du groupe homographique bilatère. 

Dans le premier chapitre, après avoir défini une algèbre de quaternions 

généralisés, dans laquelle le corps de base K, supposé comnutatif, de carac­

téristique zéro, contient deux éléments a et 8 non carrés, on rappelle les 

notions de point bilatère et d'homographie bilatère (l), introduites peur 

R. PERNET, en continuation des travaux de Study et Pimia. On démontre l'iso-

morphisme d'un groupe multiplicatif de matrices inversibles, d'ardre quatre, 

à coefficients dans le corps K(v^a), appelées K-matrices et d'un groupe multi­

plicatif de matrices inversibles, d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau, 

sous-jacent de l'algèbre des quaternions (resp. dans l'anneau opposé). On 

définit une K-bomographie de l'espace projectif à trois dimensions sur le 

corps K(/T), par la donnée d'une K-matrice, déterminée à un élément près de K. 

On établit l'isomorphisme du groupe K-homographique et du groupe homographique 

à droite (resp. à gauche). On en déduit les isonorphismes fondamentaux du 

groupe omographique sur le groupe homographique bilatère, ainsi qu'un 

(1) R. PERNET , bibliographie [ l ] 
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automorphisne A (resp. L ) du premier de ces groupes (resp. du second). 

On precise A au chapitre II, en déterminant l'image par cet auto-morphisme, 

d'une K-homographie donnée. On introduit peur cela l'opération de pseudo trans­

position d'une matrice d'ordre quatre, à coefficients dans un anneau. On 

démontre que A (resp. L ) est involutif et on étudie L • 

La décomposition de A en un produit permutable d'autonerphismes involutifs 

permettrait d'obtenir un sous-groupe remarquable du groupe K-homographique 

(resp. du groupe homographique bilatère). Mais cette décomposition est valable 

seulement dans le cas des quaterniens ordinaires, et plus généralement lorsque 

le corps de base est ordonné maximal. Le cas des quaternions généralisés étant 

le seul traité ici, la décomposition de A est exclue ; on étudie donc, au 

chapitre III, la structure du sous-groupe G constitué des K-horographies inva­

riantes par A, ainsi que la structure du scus-groupe G constitue des homographies 

bilatères invariantes par L Ces deux sous-groupes se correspondent par les 

isomorphismes fondamentaux définis au chapitre II . 

L'ensemble des classes à droite (resp. à gauche), déduites de G, constitue 

une partition du groupe homographique bilatère. On démontre, au chapitre IV, 

que deux bijections lient cette partition à celle correspondante du groupe 

Ai 

K-homographique définie à partir de G. L'autcmcrphisrae L détermine une permu­

tation involutive dans l'ensemble des classes à droite (resp. à gauche) du 

groupe homographique bilatère. Tout élément double de cette permutation, est 

appelé classe double à droite (resp. à gauche) du groupe homographique 

bilatère. On définit de même à partir de A, les classes doubles du groupe 1c -

homographique. On démontre une propriété caractéristique des classes doubles. 



Homogmphiet biUtèreg . . . . 
77 

Au chapitre V, on généralise et complète un résultat indiqué par 

E. Curtan (l), dans le cas des quaternions sur R t selon lequel, uns homographie 

à droite a pour image un déplacement, dans l'espace des antipolarités ellip­

tiques permutai).V:s à une certaine smtiinvolution. Tout d'p.bcrd en a supposé 

les antipclarités de type elliptique et le corps de base ordonné maximal. La 

notion de distance de deux antipolarités elliptiques, définie par E. Cartan, 

n1étant alors plus valable, on a introduit la notion plus générale d•"écart"• 

Ensuite, en transformant la définition de lf"écart", on sfest libéré du carac­

tère elliptique d fune antipclarité, et on s'est placé dans le cas des quaternions 

généralisés. 

On rappelle donc d'abord, les notions de symétries projectives et cer­

taines propriétés indiquées par E. Carton. On définit ensuite 1'"écart" de 

deux antipolarités quelconques. L'ensemble des antipolarités, muni de l'"écart" 

devient l'espace E. On démontre l'existence d'applications de E dans E, appelées 

E-isométries, qui conservent le'"écart". D'autre part, les K-hcmographies 

étant permutables à une certaine antiinvolution, on détermine la structure 

du sous-espace E f des antipolarités permutables à cette antiinvolution. On 

établit l'existence d'un groupe de E'-iscmétries, et on convient d'appeler 

E'-déplacements, les éléments de l'un des scus-groupes du groupe précédent. 

Un sous-greupe de E'-déplacements se révèle isomorphe au groupe K-homographique, 

et permet d'obtenir une interprétation de la partition du groupe hemographique 

bilatère, définie au chapitre IV. 

(1) E. CARTAN , bibliographie iïl . 
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CHAPITRE I : Les isomorphisnes fondamentaux F tt du groupe ff~homographique 

R sur le groupe holographique bilatère H . 

1,1 Lfalgèbre des quaterniens sur K (Rappel (l) ) 

1.1.1. Soit K un corps ccrimutatif, nomme ccrps des scalaires de carateristique 

zcrc, possédant deux éléments a et 6 nai cc.rres (d'éléments de K). Soit A 

l'algèbre des quaternions sur K. Un quaternicn s'écrit : A = (x^+x2u) + (x3+Xt,u)v ; 

x^e K (l«i«U) ; u, v O ; u 2 = a ; v 2 = 6 ; vu = -uv. 

x\ s'appelle la trace de A : (A) = x\ . 

1.1.2. Les éléments de A de la ferme X 1 + X 2 U constituent un corps cemnutatif 

note k(/7). Si on pcse a = X 1 + X 2 U et â = X 1 - X 2 U , l'application a — V a est 

un autamcrphisme involutif de K(/I). On a : 

(l) va = av pour tout aêK(*Ç), 

1.1.3. A étant un élément générique de A, en peut écrire d'une manière unique : 

A = a+bv , ab e K( /cT). 

l.l.U. Pour tout AÉA , on pcse : 

Â = â-bv , NA = AA = ÂA = aa - 6bb = Na - BNb e K. 

en a : AB = BÂ et N(AB) = NAKB quels que scient A,B £ A. A ê A est inversible si 

et seulement si : NA 4 0. On a alcrs : A*"1 = (NA) - 1A. 

NA ^ 0 est aussi la condition de régularité de A. On dit que A est 

irrégulier, lorsque NA = 0 et A 4 0. 

1.1.5. Si Aé A est irrégulier on a : AX = 0 <î=y> X = ÂB , B étant un élément 

quelconque de A. De même : XA = 0^=>X = BÎ. 

( I ) Bibliographie : [ f j p. 1 à 4. 
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1.2 Groupes homographiques (rappel (l)) 

1.2.1 Entre les couples ordonnés (Aj,A2) d'éléments de A, on définit l'équiva­

lence R : 

(A l fA 2) R(AlfAj) * = > 3 U(U A ,NU i 0 , Al = AXV , AJ = A 2U ). 

Qi appelle point à droite, une classe d'équivalence dont un élément (Aj,A 2), 

dit indicateur du point à droite, ne vérifie pas simultanément les relations 

NAi s NA 2

 s AjA 2= 0, compatibles avec R. 

Le système : 

Xi = AnXx • A 1 2 X 2 , 
(2 ) 

XJ « A 2]Xi 4 A2 2X 2 , 

définit une transformation S dans l'ensemble des points à droite, appelée 

homographie à droite. Sa matrice (A..)l<i , ¿¿2 est à coefficients dans l'anneau 

sous-jacent de A. L'homographie S est bijective (on dit encore non dégénérée) 

si, et seulement si : 

V ( S ) i 0 avec : V ( S ) = N ( A H A 2 2 ) • N(Ai 2A 2 i) - 2{A! 1 A 2 i A 2 2 Â 1 2 } eK. 

Cette relation exprime aussi 1'inversibilité du système ( 2 ) . 

Le produit des homographies à droite S et T, de matrices respectives 

(A..)l$i , j<2 et (B. .)i$i , j^2, est l'homographie à droite TS, dont la matrice 

(C.j)l$i , j^2 est le produit ^ B£j ) ̂ Aij ̂  * d o n C e S t d ^ f * n * e V*** ^ relation : 

C. . * B. A . • B - 2 ^ o - э JS 2). E 1 1 effet ( 2 ) , scient les matrices 

M' * (m'..)L$i^p, l^j^q et M" s (mM .v)l$j^q , l^l^r , à coefficients dans 

un anneau quelconque, dont le nanbre de colonnes de M' est égal au nombre de 

lignes de M". On appelle produit de M' et M11 la matrice M 1 M" = (m. )l4i«p , l^<r 

dont les coefficients sont donnés par la relation : 
q 

m. = Xi m\;m'lv OsU? y Kter). 
•LK> j~l 10 J K 

( l ) Bibliographie : [ l ] , p. 5 à Î O . 
(2)BourbaKJ : Algèbre , ch. 2. 
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L'ensemble des homographies à droite non dégénérées, muni de la loi multi­

plicative précédente, ccnstitue un groupe H appelé groupe horographique à droite. 

1.2.2. On définit de même un point à gauche par l'équivalence R : 

(A^,A*2) R*(A
}Ï ,A*2 )<t=» 3 U ( Uf A,NU * 0, A? « U A* ,/£ = UA*2 

et les relations = N/^ = = 0, supposées non sînultanement vérifiées. 

Une homographie à gauche S* , dof:rie par le système : 

X.? = ^ A * l + X 2 A 2 2 

est non dégénérée si, et seulement si : V* (S*") 1 0 avec : 

V*(S*) = N ( / ? N 4 2 ) + N(/-*2A2l) " 2{.?nyf2lÂ22AÎ2> «K. 

Sa matrice (A*.)l$i , ¿^2 est à coefficients clans l'anneau opposé à l'anneau 

sous-jacent de A. Rappelons (1) que si A désigne un anneau, l'anneau opposé A° 

est composé des rlCno-̂  vS^i^ents que A ; la loi additive est la même dans les 

deux anneaux, mais si xy désigne le prcduit de l'élément x par l'élément y 

dans A et x î y 1* produit de ces mîmes éléments dans A° , on a x x y = yx. 

Le produit des homographies à gauche S* et T* de matrices respectives 

(A?.)l«i , j^2 et (B^Jl^i , j«2, est l'homographie à gauche T*S* dont la 

matrice (C..)L<i , j<<:2 est le produit (E. .)(A..), donc est définie par les 

relations : 

i.e. C*. =A* Î. E*.1 + A*. E* 2 (l4i , j«2). 

L'ensemble des homographies à gauche non dégénérées, muni de la loi multi­

plicative précédente, constitue un groupe H*, appelé groupe homographique à gauche 

(l)Bourbiki , Alg. ch. 1. 


















































