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QUELOUES REMPROUSS TCPOLOGIOUES SUR L’CSPACE DES INTFRPRETATIONS

Daniel POMASSE

Introduction.,

Il convient tout d’abord de signeler que les guelgues résultats guil
suivent ont été démentrés en cellaboration avec deux de mes éldves, Mle A, PRELLFR
et M. R, CUSIN.
Nous nous placerons dans le cadre du calcul des prédicats du premier
ordre, sans €galité. Les nctaticns suiventes seront utilicses :
E : ensemble des énoncés (sars variashle libre) A,B,..., construits a
partir de 1l’ensemble des éncncés &éliZmznteires A, du type rgal...a (rg pré-
dicat de poids p, aseensay individus), au mowven dos connectours T AV - e 3V
T : ensemhle des énoncds dimontrahles, & partir des schémas d'axicres et
de régles d2 rftachement classiaues,
E/R : anneau bocléien guctient de E par la relation d'éguivalence
R ¢ A+=BeT (ou A-B et B-A), ¢ désignsra 1'applicatinn cancnicue E - E/R. Si
a = ¢(A) , B = ¢(B), les oﬁérations dans F/R scnt d5finias par :

LIVR4

Ta o= ¢ A) , a.B = ¢lAAR), .., la/bla = ¢l (a/03n), 3 aa

60x [(x/a)A))

#

S, (B/2)a,
s
X @ espace beoléien dual de F/R, c'est-3-dire 1'ensemble dos ulirafiltres
Us Si 0 est l'annlization de Stone.: ola) = {U : aeU}, la tonoleric de X

est celle erpendrée par les olal cui sont alers les s de X.
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UL : ensemble des ultrafiltres valldants de E/R, c'est-a-dire les ultra-
filtres U tels que : Jag el =» 1l existe b tel que (b/aly e U.

Les ultrafiltres validants sont directement rattachés aux systémes de
valeurs de vérité h : A— 8 (U : anneau booléien Z/(2)) de la fagon suivante.:
une application guelccongue h se prelonge en R sur E, telle que ﬁ[1AJ = 1E{A],
feasg) = Reahee), .., h02 x[FD) = sup Rtta/x1¢°). Ensuite fi donne au quotient
un homomcrphisme (validant) h : E/R-* U ; h est alors la fonction caractéristique
d'un ultrafiltre validant et réciproguement.

C'est ce sous-espace Ude X que nous considérons ici camme espace des
interpretations.

Forme topologique du thécréme de compléetude.

Le théoréme de complétude classique :

"Tout énoncé universellement valide est un &noncé démontrable”,
est équivalent a :

* U est partout dense dans X".

En effet :

- D'aprés le théoréme de campldtude, soit o(e) un of non vide, a = ¢[A),
donc 7A ¢ 7T, 1A n'sst pas universellement valide, donc i1 existe un systéme de
valeurs de vérité h tel que‘:[1A) = o, soit h(A) = 1 = hla), donc « appartient
2 au moins un ultrafiltre validant U, soit Uegla), d'cl olalnl # 8.

= Réciproquement, si U est partout dense : soit A un énoncé universellement
valide et a = ¢(A). Si on suppose a ¥ 1, alars 7a # 0, donc olla)n U ¥ g, done
i1 existe h tel que h(1A) = 1, soit htA) = o ce qul est contradictoire. Donc

a =1, c'est-a-dire AeT,.
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Etude de 1'intérieur de [l .

On & les résultats suivants
1°) S'il y a une infinité de prédicats de pcids non nuls, elers G = [,
Cela revient & prouver : si a # 0 elors ola)§ U

En effet :

Scit a = ¢(A) # 0, donc i1 existe h tel que hla) = ﬁ{A] =1

Soient rs un prédicat de poids non nul ne figurant pas dans A et a un individy
n'ayant aucune eccurrence dans A, Définisscns le systPme de valrours de vérité

g par :

glu) = hiu) pour tout éncncé élémentaire u nen comingé par ra

g(rﬁaa ...ap] 1 quels que soient B,s00022

2

B, . .
g[rnaaz...ap] o sib # a, quels que sciert B, v -eesd

o)
g @5finit alcrs un ultrafiltre validant U ct asU car EIA) = R(A) = 1.

Scit B 1'énoncé Exz..EBXDErgaxz...xp] (B = réa sip = 1)
et B = ¢(B). On a g(B) = 1 donc el et a forticri 3aB €U, mais pour tout b # a
% ((b/a}B) = o donc (b/a)B ¢U, scit 1{b/alB € U.

Soit i(a) le sous-anneau de E/R constitué par les éléments indépencants cde
a, Unila) est un ultrafiltre de i(a) guil centient a et 3aR et tous les 1(b/al)B
pcur b#a,

W = (Uoi(a))u{1B} est unec partie compatible de E/R, cn effet si on evait :

Y. 1B= o pour veUAn i(a)

alors v<B denc (b/aly = v € (b/a)B pour tout b, en particulier prur b#a on
aurait (b/a)B € Uni(a), ce qui est contradictoire.

W étant compatible, est contenue dans un ultrafiltes V de E/R. On a :

oeV , donc Veol(a)
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Ja geV , mais B ¢V (car 1B8eV) et pourtout b # a : (b/a)B ¢ V, carl((b/alg eV,
Donc V n*est pas valident.
Donc o(a]?f u.
2°) $'11 n'y a qu'un nombre fini de prédicats, alors &# a .
P1 P

En effet : solent T, ,...,rnq tous les prédicats, posons :
1

q p
A =Vx1...pr [rglxl...x JA oA Vxl...pr Ir 9 xyeeex ]
1 1 pl q pq pq
et a = ¢(A).

On vérifie immédiatement que o est un atome de E/R, donc ola) est réduit a
un point {U} (point isclé de X}, U est nécessairement un ultrafiltre validant
car a # o, donc alale U
N.B. Ceci prouve que dans le cas 1°), E/R ne possi&de aucun atome (cest-a-dire
X n'a aucun point i1solé). |

Rapports entre U et 1'espace de Cantor ‘U_A:_

A
Spit T 1l'application : U -==> u”

U ++ h tel que h soit la fonction caractéristiqug
de U.

I' est bijective.
I' est continue sur U en effet :

si Q=11 Qu est un ensemble élémentaire non vide de UA
uea

Qu = U sauf un nombre fini d’indices Uls eensl s Posons alors :

Ai = uy si Qui = {1}

=y, si @ = {o}
i ui

et A = All\.../\/\r et a= ¢{A). On vérifie alors 'I-‘I(QJ = aleln U: of de U,

Mais T n'est certainement pas bicontinue car sinon U serait compact et

par suite U= x, ce gul est inexact. On peut alors étudier les points de

discontinuité de f'L. On a les résultats suivants :
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1°) Tout point helJA ., possédant la propriété sulvante :
I1 existe un énoncé é€lémentaire v de polds non nul et un individu a
{ figurant dans v tel que h{(b/alv]) = h(v) pour tout individu b.
est un point de discontinuité de Fl .
En effet :
soit par exemple h(v) = o, posons A = 3x [ (x/alv] alcrs h{A) = o. Soit
a = ¢(A), donc taelU si U = I-‘l(h], donc oCrta)al  est voisinage de U.
Soit alors Q = HQU un voisinage €lémentaire quelconque de h, QU =WU sauf
pour un nombre fini d'indices, donc 11 existe un individu b; tel que QVI =WU ol
vy = (bj/alv, donc on peut trouver geQ tel que glv;) = 1, par suite aef'%g).
donc f]Tg] ¢ ol a)nll,
2°) S'il y a au moins un prédicat de poids 32, alors T 1est discontinue en
tout point heﬁJﬁ
Il suffit de considérer h ne possédant pas la propriété précédent, alors
si v est un énoncé élémentaire de poids »2 et a,b deux individus différents
figqrant dans v, en posant A = Yyix [(y/b)(x/a)lv] , on a nécessairement g(A] = ],
donc olaln U est un voisinage de T %h]. et on montre comme précédemment que
dans tout voisinage €lémentaire de h, il existe g tel que E[A] = 0.
N.B. La discontinuité de I en tout point h signifie :
Pour tout systéme de valeurs de vérité h, il existe un énoncé A tel
h(A) = 1 et pour toute partie finie A° de A 11 existe g colncidant

avec h sur A° mais avec g(A) = o.
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