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SOUS-ittODULES CLOS, SOUS-MODULES ^COMPLEMENTS RELATIFS 

MODULES H-QUASI - INJECTIFS 

par A. Hudry 

INTRODUCTION : 

Dans tout ce qui suit, V, désigne un module à. ganr.he sur 

un anneau A unitaire non nécessairement commutatif, et TL est une 

famille dfidéaux à gauche de A vérifiant les axiomps dp Sandprson • 

On note Ty le treillis des souB-modu]es de M. 

ki paragraphe I, on généralise la notion de sous-module 

clos utilisée par Harada {^l ? Johnson [jQ ou Wong \_&~\ • On 

étudie systématiquement l'application qui, à un sous-module de M, fait 

correspondre son extension -close dans M. Les résultats obtenus 

permettent (proposition 7 ) de mettre en évidence une fermeture de T^ 

et montrent (proposition 2 ) que la notion de 21 -clos introduito 

s1adapte particulièrement bien à l'étude des modules dont le sous-

module ZI-singulier est nul* On obtient une caractérisation de ces 

modules (proposition 12) et on trouve tous les 2Z -compléments de ces 

modules. On retrouve alors en les généralisant les propriétés clas

siques des modules aveo sous-module singulier nul. Les propositions 

16 et 17 permettent de se ramener du cas général au cas des modules 

dont le sous-module YL -singulier est nul en effectuant un passage au 

quotient. 

Au paragraphe II, on introduit la notion de tEl-complément 

relatif d'un sous-module dans un souci de généralisation et surtout 

dans le but de caractériser les facteurs directs d'un module 51-quasl-

injectif• 
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(La notion de 1EL -quasi-injectivité d'un module qui est une généra

lisation de la notion de quasi-injectivité a été introduite par 

G* kaury en Qsl )• Cette généralisation n'est plus aussi simple 

que dans le cas où 21 est la famille de tous les idéaux de A car on 

n fest plus assuré de l'existence d'un ZI-complément relatif pour un 

sous-module quelconque de II. La notion introduite a des rapports 

étroits avec celle de 21-complément fort introduite par G. îAaury en^l» 

Au paragraphe III, on se propose essentiellement de trouver 

les facteurs directs d'un -quasi-mjectif • Harada avait mis en 

évidence dans £3*3 une classe de facteurs directs d'un quasi-injectif 

à savoir les sous-modules clos ; ici on montre que dans le cas où ^7 

n fest plus la famille de tous les idéaux de A, un 71 -clos n'est pas 

nécessairement un facteur direct d'un 21-quasi-injectif• C'est la 

notion introduite au paragraphe II qui nous permet de trouver tous 

les facteurs directs d'un 27 -quasi-injectif• 

Au paragraphe IV, on généralise un article de Port 

dans le but de définir une 21 -dimension pour un module quelconque. 

Si on peut définir un module riche en 21 -coirréductibles, cette 

notion n'est plus aussi souple que dans \jZJ et on ne dispose plus 

du Théorème 1 de Fort i?X P e r m e*k àQ définir la dimension d'un 

module injectif quelconque à partir de la dimension d'un module 

injectif riche en coirréductibles. Aussi nous ferons cette étude 

directement dans le cas général en utilisant notamment dans la démons

tration de la proposition fondamentale 41 la technique d f Azumaya \ j l 

reprise par ivliyashita £ 6 } et par Port [V^ . On donne enfin un 

exemple de décomposition d'un ZI -quasi-injectif satisfaisant à 

certaines conditions, en une somme directe de 71 -quasi-injectifs 

indécomposables» 
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I. H -CLOTURE DANS UN L-.ODULE ET SOUS-kODULES 

H -CLOS DANS UN MODULE 

Si X est un sous-module de M et x un élément de M, on 

notera £x : x\ le quotient de X par x à gauche, cfest-à-dire : 

[jC : xl « [ U A | X x t x J 

Proposition 1 : 

Si X est un. sous-module de M, X^ = |xéLïj|^X : x^A^A^ 

est un sous-module de 

Soient x ̂ X * et y € X ^ : & : x]\A et [ X i y l ^ A 

Donc : [x : xl 0 ^ - y ] A

z A. Or : \jj^rij^y[c\k : x + y ] • 

Par suite : J j & x + y^A^A et x + y é X ^ 

Soient x ^ X 3 ^ et a 6 A ; on a les relations : 

F x r x j A ^ A et JjkaxJ =, jjx : xl *.a"] • Puisque [k : x ] é ^ ~ 

il en résulte que J^X : ax | e<L. Montrons que £ x : ax[ À A. 

Soit \ é A avec X ^ 0 . Si [x : axj on a en particulier À a ̂  0 et 

puisque [_X : xj A A il vient : 

3 ^ € A, / \ a ̂  0 et ̂  A a e [x : xi • Il en résulte que : 

! > C e A , ^ X ^ 0 et ^ X e [ g : xl : = [jC : • « 1 . 

Définition : 

X étant un sous-module de M, X ^ sera appelé la 71 -clôture 

de X dans M (On la notera X ̂  s fil n'y a pas d'ambiguïté). 

L'application : X 6 } X^j é T M sera appelée 21 -clôture 

dans M. 
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Remarques : 

1. Cette application est extensive et croissante. 

2. Si M est un sous-module du module Q : 

X M = X ^ M 

3 . Si 21 et 21* sont deux familles d'idéaux à gauche de Sanderson 

telles queZcZ.' alors : 

X % C X M 

Définition : 

Le sous-module 0 ̂  est le sous-module SI -singulier de M 
M 

O 2 ^ = j x é M | A i ( x ) A z l a ] 

(An(x) désigne lfannulateur à gauche de x ) . 

Proposition 2 : 
tour tout sous-module X de on a : X + O-3^ A^-

On a : X & X d'après lfextensivité de la 2_ -clôture et 

0^" C X ̂  d f après la croissance de la 21-clôture. Donc : X + O ^ C X^~ 

Soit x £ X 2* tel que x j* X + O 2 1 ; on a : [ x : xjAj- A donc [x : x]<ê11 

[ x : x] C [x + 0 1 : x] implique jjC + O 5 1- : jQ 6 21 . On a IjC : x] x ̂  0 

car si non on aurait An(x) =Dc : x I a ^ A ce qui contredirait : x ^ 0 ^ " . 

Par suite Qx + 0 ^ : x ] x ̂  0 . 

Proposition 3 : 

Toute extension ^-essentielle d'un sous-module X dans M est 

contenue dans la TL -clôture de X dans M. 
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Soit Y un sous-module de M tel que : Y et soit y €.Y. 

Si y appartient à X il appartient à X ^ . Soit alors y € Y avec y ̂  X. 

On a y ̂  0 donc £x : y\ y î 0 . Soit a € A et a é JX : y\ 9 on a : 

jjjC : y\. : aj^T. car [jC : yQ €:X . D f autre part on a ay ̂  0 car : 

a^jX : yj. ay est un élément de Y donc puisque : XA^OT il vient : 

I[x : ayj ay ̂  0 donc £x : a^.^ 0 c'est-à-dire [[X : yl : a} a ̂  0 . 

Donc on a [x i y^A A et finalement \ji : yQ est ZI -essentiel dans A 

et y ex*". 

P r o p o s i t i o n 4 : 

Si un sous-module X de l\ contient le sous-module 21 -singulier 

de IL9 alors X possède une unique extension ZI -essentielle 

maximale à savoir sa 2 - -cloture dans M, X ^ • X ̂  est aussi 

la plus grande extension -essentielle de X et un -com

plément (voir £ 5 ! page 6 ) minimal contenant X» 

Dfaprès la proposition 2 , on a : 0 ̂ C X X A ^ X f ^ . 

y 

Donc X est une extension £L -essentielle de X et c'est la plus 

grande car si X A^- Y, d'après la proposition 3» on a : Y C X ^ . Eh 

particulier X ^ est l'unique extensionZT -essentielle maximale de X. 

Soit Z un ZI -complément de M tel que : X C Z C X ^ j on a alors 

Z A ^ - X ^ Donc Z = X ^ ; donc X ^ est un ZI-complément minimal 

contenant X. 

Co.ro] l a i r e : 

Soit O ^ C X ; Si l'intersection de deux ZI-compléments est 

un ZI -complément, alors X^" est le plus petit ZL-complé-

ment contenant X. 

Soit Y un ZI-complément quelconque contenant X, on a : 

X C Y O X — , et YO X est un 2— -complément d'après l'hypothèse 

faite, comme intersection de deux ZI-compléments. Comme X^jj est un 

TL-complément minimal contenant X on a YnX^f. = X^ r donc X^T.CY. 
M M M 

http://Co.ro
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Drfinition : 

X étant un sous-nodule de M, on appelle -surcloture 

de X dans II l a X -cloture de la TL -cloture de X dans M et on la 

notera X ^ . Lfapplication : X 6 T M * T M s ? a P P e l l e r a 

la21 -surcloture dans II. 

Remarques t 

1« Cette application est extensive et croissante. 

2. Si M est un sous-module de Q : X"^ = X M. 

3« Si 211 est une autre famille dfidéaux de Sanderson telle que 

Scr alors X^f C X Z

M

r / . 

La famille des ZI -surclotures des sous-modules de M dans M 

( X ^ )x<2T, e S" t u n e ^ a m i l- 1- e d e ^- -compléments de II. 

Pour X ^ T ^ on a Oj C X ^ donc d f après la proposition 4 f 

X" est la plus grande extension 2L^ -essentielle de X T dans M, c'est 
M M 

donc en particulier un 21 -complément dans M. 

P.'.-c-K > -r-io-n- 6 : 

Si X contient le sous-module 21-singulier de M, sa 
XI -cloture dans M coïncide avec sa 'ZI -surcloture dans M. 

D'après la proposition 2 : O ^ C X =^ X A _ X^; • On a vu 

dans la proposition précédente que X ^ A ^ X £ donc on a : 

X A ^ X y et puisque d'après la proposition 4 , X est la plus 

. -essentielle de X, on a : X „ £-Xt? d'où 

finalement X ~ » X ^. 
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Proposition 7 : 

La 21 -surcloture dans « j X ^ I ^ ^ X 2 M " € T M e S t 

une fermeture. 

Lemme : _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

Puisque 0 M ^ X ̂  d f après la proposition 6. la ¿1-clôture de X ̂  

coïncide avec sa2I -surcloture d'où le résultat du Lemme» On a 

déjà remarqué que la 21 -surcloture dans M était croissante et 

extensive } lfidempotence résulte immédiatement du Lemme. 

Proposition 8 : 

Pour que le sous-module X de & coïncide avec sa 2T-surcloture 

dans h il faut et il suffit qu'il coïncide avec saX.-clôture 

dans M. 

Soit X = X^Tf f on en déduit : X^T = X
2 ? donc X = X^T?" . 

M M M M 
Réciproquement, soit X = X on en déduit donc 

y~ lA lu L\ M, 

x = x r 

Définition : 

On dit que le sous-module X de M est XL-clos si c'est un 

invariant pour la 21 -clôture dans M (X = X ^ ) ; on vient de voir 

que cela revient à dire que c'est un invariant pour la21 -surcloture 

dans M. 

Remarque : 

Tout 21-clos de M est un 21 -complément mais la réciproque est 

fausse en général. Il est clair que la famille des 21 -clos de M est 

( X ? ) X € V 
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Proposition 9 : 

L'intersection d'une famille quelconque de 2I-clos dans M 

est 7L -close dans Ll. 

Soit ( X î ^ e j u n e "telle famille ; on a : 

XiC( ^ Xi ) ^ (à cause de l'extensivité) et 

( O X^ ) £-X. = X* (à cause de la croissance). D foù : 
1 6 1 ^ 1 *̂ 

( f\ X<)^dl ^ Xi et finalement, on a : 
i € i 1 i^i 

( X i ) r = H Xi 
i 6 i 1 i e i 

^"-compléments, 2- -fermés et /JT-clos^ 

Proposition 10 : 

L'ensemble des 71 -clos dans un module k coïncide avec 

l'ensemble des 71 -compléments contenant le sous-module 

YL -singulier de K. 

(Harada £ 3 3 a démontré ce résultat dans le cas particulier où 211 est 

la famille de tous les idéaux de A et où 2/1 est quasi-injectif). 

Soit X un ZI-clos dans M ; on a remarqué que c'était 

un 21 -complément et puisque X = X^~ il en résulte que ce 21 -com-

plément contient 0 • Réciproquement, soit X un 21 -complément con-

tenant 0 ; d'après la proposition 2 , on a X^^-X d'où X = X • 

Remarque : 

Si L est 71 -injectif Qj] il y a équivalence entre 

(1 ) X 21-clos dans M 

et ( 2 ) X I -injectif contenant 0 ^ 

En effet, d'après "X ]T-complément dans M 71 -injectif" équivaut 

à ftX H -injectif". 
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Proposition 11 ; tout H-clos est 71 -fermé ( (31 P ^ e 6) 

mais la réciproque est fausse dans le cas général. 

Soit X un ZL-clo8. Si X nfétait pasT -fermé, on aurait : 

( I x ^ X ) ( V a €A) (ax 0) ( Cx : eoH^H. et[> : ajQ ax jt o) 

Soit a £ A ; si a ̂  An(x) on a [x : axJeZet si a 6 An(x) [x : axl= AéZ. 

Donc, pour tout a é A o n a jjjc : x l s â~j = Cx : a x } ^ 2 1 . Comme 
il , vient Montrons que ][x : jQa A. Soit a ê Aet 

a ^& : 5 alors ax ̂  0 et d f après l'hypothèse faite, on a 

[X : a x l ax ̂  0. Par suite : ( H X £ Qt" : ajQ. ) ax€X et Aax t 0) . 

Donc A a ê j x : x l et A a ̂  0. Il en résulte que (JC : 3 ^ A et 

finalement que JjC : 3.^^- A» Finalement on a montré que x €r X^~ = X 

ce qui est contradictoire. 

La réciproque est fausse dans le cas général : 0 est 21 -fermé mais 

en général non 21 -clos car en général 0 / 0 ^ - . 

Proposition 12 : 

Dans un module Iû on a les propriétés équivalentes 

(1) la famille des 21 -compléments coïncide avec la famille 

des Z"-clos 

(2) la famille des 21 -fermés coïncide avec la famille des 

X -clos 

(5 ) (0 » 0 ^ ) le module21 -singulier est nul. 

(1) (2) : On sait que tout 2T -clos est -fermé (proposition 11). 

Soit alors X un 21 -fermé c'est un ZI -complément dfaprès [jfj donc 

sous l'hypothèse (1) c'est un 21-clos. 

(2) =^ (3) : 0 est un 21-fermé donc sous l'hypothèse (2) c'est aussi 

un X -clos et 0 = 0^7, 
M 

(3) =^ (1) s On sait que tout XI-clos est un 21-complément. Soit X 

un 21-complément. Puisque 0 = O 1 ^ i e module ZI -singulier de k est 

inclu dans X donc d'après la proposition 10, X est XI -clos. 



10 Sous-modulct y £clos . . . 

Application à l'étude des modules dont le module ZI -singulier  

est nul : 

Proposition 13 : 

Si 0 ^ , = 0 alors l a X -cloture dans & est une fermeture. 
M . 

Puisque 0^~ = 0 tout sous-nodule X de K. contient le 

module X-singulier de M donc d'après la proposition 6 : X ̂  = X ̂  

et la Z -cloture dans K coïncide avec laX. -surcloture dans M. 

D'où le résultat d'après la proposition 7* 

Remarque : 

Dans le cas où 0 ^ = 0 on sait expliciter l'ensemble des 2—-compléments 

de M c'est l'ensemble : | x ^ i
 x ^ T u j d'après la proposition 1 2 . 

Proposition 14 : 

Si Q est un ZI -injectif dont le module ZI-singulier est nul 

alors tout sous-module X de Q possède une unique enveloppe ZI -in

fective incluse dans Q à savoir sa ZI -cloture dans Q. 

D'après Q 5 l pour que Y soit enveloppe ZI -injective de 

X dans Q il faut et il suffit que Y soit extension ZI -essentielle 

maximale de X dans Q. Or la proposition 4 nous assure l'existence 

et l'unicité d'une telle extension ZI -essentielle maximale, c'est X^Ff 

Proposition 15 : 

Si O^T = 0 l'intersection d'une famille quelconque de 

X -compléments est un ZI -complément. 

En effet d'après la proposition 9 l'intersection d'une 

famille quelconque de -clos est -close. 

Etant donné un module M, la proposition suivante montre que par 

passage au quotient on peut se ramener au cas où 0 ^ = 0 . 
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Proposition 16 

II étant un nodule quelconque *A a son nodule *L - singulier 

nul : 0 2.. = 0 

( ? ¥ ^  

Soit x' £ 0 ^-j. , on a An(x') A> <>- A. Soit ̂  la surjection 

û 
canonique : II > _K . Il existe x, xéll, x 1 (x). 

Donc f 0 | S : x j A ^ A ot x £ 0 ̂ s

= 0 * * (proposition 7 ) 

Finalement x' 

Proposition 17 : 

II étant un module quelconque il y a une bijection entre 

l'ensemble des 2 -compléments contenant le sous-module 

de ̂ -torsion de H, 0 et l'ensemble des ^ - c o n p l ^ 

nents de II 

°" : 
Soit ( l • opiuorphisne canonique : M ^ n £ £. • 

UJ-1 M 

On sait que l'application X 1 yf (x') de l'ensemble des sous-
II 

nodules de TTY^ sur l'ensemble des scuc-nodulcs de K contenant 
M > ~ H 

0 est une bijection. Soit X F un ^-complément de "Q~£^ î 
H ^ 

D'après la proposition 16 et une remarque précédente X' est un -clos. 

Soit x 6 ( f - 1 (X-) ) S on a : (x') : x ] ^ À 
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[ ? - 1 ( X ' ) : XJ = ^ | > x ô r 1 ( X » ) } - [ ^ f ( x ) € X ' } -[J[« t«P(x)1 

donc £x« ^ ( x f ^ A et ^ (x) € ( X ' )J » X« donc xéY ' 1 ( X « ) 

et (¥ " 1(X'))w = ¥ ~ 1 ( X F ) ¥ " 1 ( X « ) est donc vin £ -clos donc aussi 

un X -complément contenant (proposition 10). O ^ C f " ( X F ) 

implique O ^ C (*P ~ 1 ( X ' ))J » V ~ 1 (X* ) et * ~ 1 ( X ' ) est u n X -corn-

plément de M contenant le sous-module de X -torsion de M. Soit X 

un X-complément de M contenant 0*j^~ c'est un X -clos (proposition 10) 

soit ¥<x) e<¥<x))^ r . . 

0 
U M 

[ > ( X ) :T ( x n = {>€l|XN»(x)d vftx)] . ^ € a | X x < . x ] » [ X : x*l 

Donc £ x : xJij-A et x * X * = X donc f (x) €*f ( X ) et (Y ( X ) ) 5 ^ « ^ ( X ) 

° ^ 
et ¥ ( X ) est un Z.-clos dans t . . ,. -V" w J. 1 ' nT.V c'est-à-dire un 2_ -complément 

U M 

(propositions 16 et 12)» 

Application aux modules sur un anneau A dont le module  

XI -singulier est nul : 

Proposition 18 : 

Soit M un module à gauche sur l'anneau A. Si 0^; = 0 alors 
A 

le sous-oodule X -singulier de M coïncide avec son sous-

module de i_ -torsion 0 ^ = 0 ^ . 

On a déjà O ^ C o ^ (extensivité de laX-clôture)* 

Soit x o ^ " alors C 0 ^ * X 3 A £ A P o u r Pérorer que x t S 0 ^ j t il 

suffit do prouver que An(x) A ^ I Ô ^ : x ^ • 
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Soit a i x\ alors ax É O ^ donc [b : а х ^ Л ^ A 
et ¡0 : x[ : aj » [o : axjéH pour tout a ^[o^ * • Comne 

Го ̂  : x̂ J € 21 on a [o : x] = An(x) e. 21 • Prouvons que 4п[х^Л 
ГО ̂  : xj • Soit a € JO ̂  : *} et a ̂  An(x) • 

On a [о : азГ\А ̂  A ( c a r ах e 0 ̂  ). Comne ах ̂  0 et comme 0 * ^ = 0 

on a |j) i ax\ a ̂  0 car sinon, on aurait Ап(а)Л^А avec a / 0 ce 
qui contredirait O 5 ^ = 0. Par suite : 

( ^ \ e [ o : axl ) ( Я а / О ) ( X a x = 0 ) et и a € An(x) avec Xa ft 0 
et An(x) AJj3 h 5 x l # f i n alement il vient : An[x]A.^|o ̂  : xj . 

Enveloppe Zl-injective d yun sous-nodule Zl-clos : 

Propositioa 19 : 

Soit M un sous-nodule du module Q 
a) Si X est ZI -clos dans Q alors sa trace sur M 
Х Г Ш est un ZL-clos dans M. 
b) Si M est 21-clos dans Q et si X est XI-clos dans M 
alors X est 21-clos dans Q. 

a) (xnn)J » (хпм)|пи = з С п н ^ л м = X^G M 

et puisque ï S x o n a (хам)*: = Х П М 

b) Soit X C K et X 21-clos dans M, alors il vient : 

d'où le résultat. 

Proposition 20 : *~~ 

Soit M un nodule et E (2C ; M ) une enveloppe HI-infective 

de M. a) Les 21-clos de Al sont les traces sur M des 51-clos 

de son enveloppe 21 -infective 

b) tout 21-clos X de M possède une unique enveloppe 

21 -infective incluse dans E ( 31j Il ) à savoir sa 

21-cloture dans E (ZLj lî ) i V3I w _ . 
XE (21;M) " Е ( Х ч X ) 
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a) Posons Q = E (21 ; M ) et soit X un21-clos de M et E ( Z ; X) 

une enveloppe ZT -infective quelconque de X contenue dans Q,. Comme 

X est un ̂ -complément, on a X = E (21; X)C\U (df après [)] ) on a 

X » X^f « X ^ a M ; X*-}- est un51-clos de Q donc X est la trace 

sur M d funX.-clos de Q. La proposition 19 nous donne alors le a) 

b) Mais ici on a plus j XA-.Ed.jX) implique que E(Z1; X)c2X*p 

d'après la proposition 3t donc E (Z1; X)<^X Q • 

D'après [ j f | les deux ZI-compléments de Q, E(2L;X) et X ̂  ayant 

même trace sur M et étant comparables coïncident, donc : 

B(SLî X) = X 2 ^ 1 d'où E(£; X) = X ^ . 

Corollaire : 

Si E (21; M ) est une enveloppe ZI-injective de M, on a 

Ce qui généralise Harada 133^1 • 

Il suffit de remarquer que O^^-est 21-clos dans M et que l'on a 

°E(?j M) = 0E(Z.i M) d ' a p r è s l a P^POS^ion 7 . 

D'où le résultat d'après la proposition précédente. 

II. Zl-OOLiPLELEMT RELATIF D'UN SOUS-MODULE DE M 

X étant un sous-module de M» si l'ensemble des sous-

modules Y de M tels que X $ YÀ^M, n'est pas vide, alors il est 

inductif. 

Définition : 

On dit que Y est un £1 -complément relatif de X dans M 

si X Q YA^M et si Y est maximal pour cette propriété. On dit que Y 

est un 51 -complément relatif dans M si c'est le £T-complément 

relatif d'un certain sous-module de U. 

http://XA-.Ed.jX
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Remarques : 

1. Si X est un sous-module queloonque de M 9 on n'est pets assuré 

de l'existence d'un ZI-complément relatif de X. Lorsque ̂ L- est la 

famille de tous les idéaux de A, on retrouve la définition classique 

d fun complément relatif. 

2. Dire que Y est ̂ -complément relatif de X équivaut à dire que Y 

est un complément relatif de X tel que X <£ Y ^# 

Lféquivalence entre ZI -complément relatif et ZZ-complément fort 

obtenue par l'auteur dans le cas particulier des ZZ-quasi-injectif8 

a été étendue au cas général par G. Maury. 

Proposition 21 : 

Tout 21-complément relatif d'un module est un Zl-complément 

fort de M (Pour la démonstration se reporter à [jQ )• 

Leone : 

Si ^ X ^ < i ^ n

 e s * x m e f ^ i H 0 indépendante finie de sous-

modules de M f alors : E <3> X ± ) = $ E (51; Xj, ) où E (21 ; Xi) 
1^i<n 1<i<n 

et E (ZT; © Xi) désignent respectivement une enveloppe ZI-in jective 
1<i<n 

Xi et une enveloppe ZI-injective de $ Xi dans E (21$ M ) une 

enveloppe Z--injective de M, 

Proposition 22 t 

Si X est un ZI-complément fort, il admet un ZI-complément 

relatif au moins Y, et c fest unZL-complément relatif de Y. 

Il en résulte que X est un ZI -complément fort si et seulement 

si cfest un ZI-complément relatif.(-Pour la démonstration, 

se reporter à OQ*)» 

Corollaire J3l 5 

Pour que X sous-module de M admette un Zl-complément relatif 

dans M il faut et il suffit que X soit Zl-essentiel dans un 

Zl-complément fort de M. 
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Proposition 23 : 

Si X est un sous-nodule de M inclu strictement dans Y 

21 -complément fort de M alors X est inter-réductible. 

Il en résulte qu'un sous-nodule inter-irréductible 

^-complément fort est un inter - irréductible minimal. 

(Cela généralise un résultat connu sur les compléments relatifs) 

Soit X ci. Y avec Y H -complément fort dans M. Soit Z un 

21 -complément relatif de Y. (On est maintenant assuré de l'existence 

d'un tel 21 -complément). Alors : Y <$ Zá^lí ; X c Y et X o X tf> Z donc t 

X C Y r\ (X 0 Z). Soit y GY r\ (X <& Z) y = x + z où x 6 X et z € Z. 

Alors y - x = z£YC\Z = 0 donc y = x€ X et Yf\(X ® Z)CX. Finalement 

X = Y A (X $ Z) avec X^-Y et X<^X ̂  Z. Donc X est inter-réductible. 

Proposition 24 : 

Soit Y un 21 -complément fort de M. Pour que X C Y soit 

un 21-complément fort dans M il faut et il suffit que 

ce soit un X-conplément fort dans Y. 

Supposons que X soit un 21-couplèrent fort dans K. 

Alors on sait que X admet un 2H-complément relatif X' dans M et : 

X O X ' A ^ - M . Comme X C Y on peut choisir une enveloppe 2L-injective 

de X telle que E(21;X) C_E(21;Y). On a : E(2L;X) ® E(XjX') =* E(ZjM) 

La somme E(£.;X) + (E(5L;Xf )n E(XL ; Y) ) est directe. Si y€E(£l;Y) 

on a : y = x + x' avec x £ E ( £ jX) et x' e E(Z:,-X'). 

Alors x f € E(£ ;Y)r\E(Sl;Xf) et t E(XjY) = E(2I}X) £> (E(SLjXf ) a E(Z»Y)) 

Donc X est un Zl-complément fort dans Y. 

Supposons que X soit "21 -complément fort dans Y. D'après [ j Q 

on sait que X est un 21 -complément dans M. X admet un 21»-complément 

relatif Z dans Y alors X O Z ^ Y . Y étant un 21-complément fort dans 

1Í, admet un Zl-complément relatif Y"* dans M et = Y' © Y ^ M . Il en 

résulte que X & (Z $ Y'JA^- M. Donc X admet u n c o m p l é m e n t relatif 

dans M contenant Z Y f• Il en résulte que X est 21-essentiel dans 

un 21-complément fort de M. Comme X est unE-complément dans M, X est 

un "X-complément fort de M. 
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Proposition 23 : 

Si X et Y sont 2 "51-coiapléments forts de M tels que : 

X<^*Y alors il existe X f et Y f ZI-compléments relatifs 

respectivement de X et de Y tels que Y f <j» X' 

Soit XCuY. D'après la proposition précédente, on sait 

que X est aussi un ̂ l-complément fort dans Y donc il existe Z 

21-complément relatif de X dans Y : Z © X A ^ Y (Z t 0 car X i Y) 

Y admet un 21 -complément relatif Y f dans M : Y & Y 1 M 

la somme (X G> Z) + Y' est directe et on a 1 X 63 (Z © Y f ) Aj-11 

Alors X admet un £L-complément relatif X' dans M tel que : 

Z © Y 1 C X' • Puisque Z ̂  0 on a T Y'<p- X 1 • 

Corollaire 1 

La condition de chaîne ascendante pour les 2Z.-compléments 

forts de M ir.iplique la condition de chaîne descendante pour 

ces <L -compléments forts. 

En effet, supposons que l'on n'ait pas la condition de 

chaîne descendante pour les sous-modules HL-compléuents forts, alors 

il existerait une suite infinie de 21-compléments forts strictement 

décroissante : .<.... X n +^ CL. X ^ C . o . - . X g ^ X ^ 

D'après la proposition précédente, on peut trouver X ^ et X' 2 

H-compléments forts tels que X f ̂  ̂ - X' 2 . On a X^C^X,,. On peut 

trouver Z tel que X^ $ Z Puisque ^ X ^ M o n a t 

^ (Z d) X ' ^ A ^ M et on peut trouver X'̂  H-complément relatif 

de X ? dans lî (donc 21-complément fort) tel que Z <$ X£ £-X fj 

donc tel que X 1 ̂  ̂  X'^ • Itérons ce raisonnement : il existe alors 

une chaîne strictement croissante de 21-compléments forts 

X î f ^ f X 3 C C * ' n î ^ f 
Alors on n'a pas la condition de chaîne ascendante pour les 

21 -compléments forts. 
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III. QUELQUES RESULTATS SUR LES ZI-QU.ASI-INJECTIFS 

Quasi-injectifs et Tl-quasi-injectifs : 

Proposition 

Tout SL-clos dans un quasi-injectif M est un Zl-quasi-injectif• 

Leone t 

L'image réciproque par un endomorphisne de M d'un ZI-clos 

dans M est un 21-clos dans M. 

Soient X un ZL-clos dans M et f € Hon Â(M,M). Soit 

Y = f~ (X). Si on avait Y ^ Y J f il existerait y^ïjet y<^Y et 

x = f(y) ̂  X = X j donc (X : x]^-A. On a [Y : $c[x : x} 
( A^[Y : y} A y ^ Y = ^ >f(y)€X > e [x : x^ ) et 

|j : ̂ ]^ rA. Donc : £x : x ] ^ A d'où la contradiction et Y = Y^~ 

Démonstration de la proposition : 

Soit X un £-clos du quasi-injectif M. Soit Y un sous-nodule de M 

21 -essentiel dans X et soit f£Hon(Y,X). Montrons que f se prolonge 

en un endouorphisme de X# 

T : -> X T » M Puisque k est quasi-injectif, if 

s se prolonge en un endonorphisme g 

f / f / de M : et gi j = if 

X / g (X) est un Z.-clos de M d'après 

^ >^ le Leone. On a Y c g (X) donc : 

j / Y M C ( g " 1 ( x ) ) M - g " 1 ( x ) - 0 r 

Y M = X donc X C g " (X) et par suite 

g(X)CX. On considère alors f la 

restriction d e g à X : f = g ( x » g i 

et on a : pour y € Y f (y) = g(y) = f (y) donc f j = f # 
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Harada a dénontré £3]] dans le cas où 21 est la fanille de tous 

les idéaux de A et dans le cas des quasi-injectifs que tout clos 

est facteur direct d fun quasi-injectif. Dans la proposition qui suit 

on va voir que, dans le cas où XL est une fanille d'idéaux de San

derson, distincte de celle formée par tous les idéaux de A, on n'a 

pas ce résultat. 

Proposition 27 : 

Si M est un ZL -quasi-injectif non quasi-injectif, dont le 

module X -singulier est nul (oTr- 0 ) alors il existe au 

moins un 21-clos non facteur direct de Lî. 

En effet, sinon tous les 21-clos seraient facteurs 

directs de M. Soit alors X un sous-nodule quelconque de II. Puisque 

Q^"= 0 f XJjj est un 21-clos de l\ donc un facteur direct. Il existe 

alors Y e. T M tel que : X J © Y = Mo 

O n a X ^ x J X © Y ^ X ^ S ) Y = M 

$ i> X * Y M = X*d Y Soit f e Hon A(X,M). Posons 

y/ ^ ^ g = fop où p est le projec-

^ ••• ̂  " 1 teur de X associé à X é ï . 

VJ^r^" g prolonge f à X t f ïi 

11 est 21 -quasi-injectif donc on a g£ Hon^(X^Y,M) qui se prolonge 

en un endonorphisne h de M : h € Hon^(LI,M)• Alors pour tout x € X : 

h(x) = g(x) = f(p(x)) = f(x). On a donc pu trouver h ̂  Hon^(lï.M) 

prolongeant f € Hon^X^t). Il en résulte que M serait quasi-injectif 

ce qui est contradictoire. D'où la proposition. 

Corollaire : 

S i °M = 0 e t s i M e s t ^^-quasi-injectif tel que tout 

X -clos est facteur direct de II alors M est quasi-injectif. 
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Facteurs directs d'un "SI -quasi-injectif  

Proposition 28 : 

Tout facteur direct X d'un 21-quasi-injectif M est 

21.-quasi-injectif. 

Soit M un 21-quasi-injectif et X un facteur direct de M ; 

M = X $ Z* Soit Y un sous-nodule de X, X!-essentiel dans X : Y A-^X 

et soit f é Hon(Y,X). Y H Z » 0 par suite on peut considérer la sonne 

directe Y © Z et d'après £5*3 puisque Ï À ^ X on a : 

Y © Z A ^ X $ Z = M. Soit Py le projecteur de Y associé à la sonne 

directe Y ® Z ; alors fop y CHon^ (Z © Y tX) • Soit i x l'injection 

canonique de X dans M. 

2 ̂  y ^X. ^ „ Puisque M est 21 -quasi-injectif il existe 
J / g £ Hon^(M,M) prolongeant i^ofopy alors : 

f 0 p y ^ / goj = i xofopy 

;C / g S o i t p x ̂ e Pr°jecteur de X associé à la 

^ / sonne directe M = X © Z : 

X y js p xog6Hon A(M,X). Posons : h = p xog | X 

(restriction de p xog à X). 

Alors h € Hon (X fX). Liontrons que h prolonge f. Soit y €. Y 

h(y) = p Yog(yj = Pxogoj(y) = p xoi xofop y(y) = f(y). Il en résulte 

que X est un 21 -quasi-injectif. 

Corollaire : 

Si M est un 5 1 -quasi-injectif tout 21-conplénent fort X 

de M est un 21-quasi-injectif. 

En effet d'après \jS\ M étant 21-quasi-injectif est 

stable par les endonorphisnes de son enveloppe 21 -injective, donc en 

particulier M est stable par les endonorphisnes idenpotents de son 

enveloppe 5 1 -injective. Dans ces conditions d'après Q>3 tout 

ZI -conpléuent fort de U est alors facteur direct de M donc ZL-quasi-

injectif d'après la proposition précédente» 
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Proposition 29 : 

Si M est un Z! -quasi-injectif alors la trace sur M de tout 

facteur direct X de son enveloppe £ -injective E(SZjM) 

est un facteur direct de M et on a : EC5L;M) = X & Y 

M = (XOM) ® (YHM). 

Soit X 1 = Xdil et ï f = ï fi II. X est facteur direct 

du Xl-injectif E(Z1;M) donc c'est un 21-injectif et par suite un 

1E1-conplénent de E(21;M). Il en résulte que X f = X Cl M et un 

21-conplénent de M. Alors X f = E(2: jX^nil. Puisque X est une 

extension 21 -injective de X' on sait que (d'après £5j) E(21;X f) 

considéré en tant qu1extension 21-essentielle de X 1 peut être 

plongée' dans X (ce que l'on supposera). Puisque les deux 

21 -coupléuents X et E(X ;X f) de E(X ;M) sont tels que E(51;X f)CX 

et X' = E(E ;X')n M = XC\U alors d'après £ 5 ! E(TI;Xf) = X. On a 

alors E(21;M) = E(5I ;X') © Y c'est-à-dire E(2Z;Xf) est facteur 

direct de l'enveloppe'Sl -injective de M ; donc X 1 est un "21-complément 

fort de M donc aussi un facteur direct absolu £5*] e^ a^01*3 2 

il = X* Q) (Y O M) = (X H H) €) (Y O M) 

Proposition 30 : 

M étant un nodule quelconque, tout sous-nodule 51 -complément 

facteur direct dans M est la trace sur M d'un facteur direct 

d'une enveloppe ZI -injective de M. 

Soit X un ZI-couplénent de M. Si X est facteur direct 

de M, on a : M = X Y et d'après le Lemne de la proposition 2 1 , il 

résulte : E(H ;M) = E(2T ;X) ®E(51}Y). Par conséquent puisque 

X =» E(51 $X)HM X apparaît comne la trace sur M d'un facteur 

direct de son enveloppe 21 -injective. 

Des propositions 29 et 30, il résulte imnédiatenent que : 
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Proposition 31 i 

Pour qu'un sous-module-complément d'un module 

X! -quasi-injectif M soit un faoteur direct de M, il 

faut et il suffit que ce soit la trace sur M d fun 

facteur direct d fune enveloppe S -infective de M« 

La proposition suivante nous donne tous l e s facteurs 

directs d'un 21-quasi-injectif• 

Proposition 32 : 

Si M est un£-quasi-injôctif , lfensenble desX-conipléments 

forts (c'est aussi l'ensemble des Si-compléments relatifs) 

de M coïncide avec l'ensemble des facteurs directs de M. 

Si X est un ZI-complément fort de M alors E ( 2 L j X ) est 

un facteur direct de E(Z1.;M). Puisque X = E(2L.jX) H M c'est que 

X est la trace d'un facteur direct de E(£L;M) sur U. Donc d'après 

la proposition 29 la ZZ-quasi-injectivité de M implique que X est 

facteur direct de U. 

Récipi»quementf si X est facteur direct de M, il existe Y tel que x 

M » X <$ ï X étant un supplémentaire de Y est aussi un complément 

relatif de Y (Xf\ Y =*• 0 et si X C X f avec X'f\ Y =* 0 X 1 « XfC(X*T)« X 

car T M est un treillis modulaire) donc en particulier X est un 

21-complément. Puisque d'après le Leone de la proposition 2 1 , on a : 

E(21 |H) « E(21 ;X) $ E(21 jï) ce 2Z-oompléuent est fort* 

Décçgi^^ : 

Proposition 33 : 

Si M est un 21 -quasi-injectif et si ( Q i ) i Ê j est une 

famille indépendante quelconque de sous-modules de 

l'enveloppe £ -injective E(SljM) de M alors t 

i% Qi Aj:E (2:;M) — Ê M O g g ^ ) - ^ ( M O Q i ) 
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On a évideauent : Q (H H Q. ) C M 0 ( & QL ) 
i £ I ^ i€l^-

Soit naintenant q € l\ f\ Q^) ; q = + ... + qi n 

où q^. £ Qj.. Soit pi- le projecteur de Qi. dans.Q) . 

J J J J 1 

6> Q ± g-—^ S(ZjH) Puisque E ( 2 . |M) est Z-injectif, il 
1 / existe Pi.CHor^ (E(21;K), E(S5l;) ) 

?\) ^ prolongeant pî . c'est-à-dire tel que : 

Qi 3 . Pij £ = e i j pij o ù £ e t e i j s o n t 

^ / respectivement les injections canoniques 

^ / de O Qi et Qi- dans E(SLjH). 
v j£ i6I J 

E^ On a alors : Pi-(q) = Pi-rU) = <li4 
J J J 

Puisque M est 21 -quasi-injectif M est stable par Pij» Donc q £ M = = ^ 

Pi-(q)6 M et finalement qi-CMOQi. et q€.«<^ n(Qi* ^
 1 {) d o n c 

q C i J j C Q i n i ï ) ce qui prouve : M f) ± £ i Qi i e i ( Q i n M ) d f ° ù l e 

résultat. 

P r o p o s i t i o n 34 : 

étant un -quasi-injectif decomposable, M est la 

sonne directe d'un ^-complément fort et de l'un quel

conque de ses 21-compléments relatifs* 

Puisque M est decomposable, M admet au moins un facteur 

direct X propre. D f après la proposition 3 2 , X est un21-complément 

fort. X admet donc un 21-complément relatif au moins d'après la 

proposition 2 2 . Soit X' l'un quelconque de ses 21 -compléments relatif. 

X & X ' A ^ M . On a E(SI ; X ( $ X ' ) = ECSLjM). Donc d'après le Lenne 

de la proposition 21 : E(21 ;M) ~ E (21 ;X) O E(^I ;X f ) et d'après la 

proposition 33 : M = E(Sl;M)n U = (E(S1 ;X) H M) 3 (E(^T;X f )H M) 

donc M = X # X' car X = E(I;X)OH et X' = E ( 2 . ; X ' ) n M 
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Sous-nodules 2L-compléments relatifs, ̂ -équivalents, dyun- 

nodule 21 -quasi-in.jectif s 

On dit que deux sous-nodules X et Y d fun nodule M sont 

21-équivalents si leurs enveloppes21 -infectives E(HjX) et E ( K ;Y) 

sont isomorphes. On étudiera systématiquement au IV. cette relation 

de 21-équivalence entre les sous-nodules d'un nodule. 

Proposition 33 s 

Deux«21-compléments relatifs du module M 21-quasi-injectif 

21 -équivalents sont isomorphes. 

Sbient X et Y deux2T-conplénents relatifs de VL9 

^-équivalents. On sait que X est aussi un21-complément fort donc 

E(21;X) est facteur direct de E(S;M) ; soit p x le projecteur de 

E(£ ;X) associé à la décomposition : E(TL jM) = E("S1;X) Z. On a : 

X = E(ST ;X)OM. Soit ̂  un isonorphisne de E(S;X) sur E(S ;Y). 

¥ (X) = ^o p ( X ) = vPop T(E(£;X )r]M) ? ̂  op v€ H6n(E(SL ;K) f E( S;M) ) 

et puisque M est ZL-quasi-injectif, M est stable par ̂ ° P X donc 

V (X)C^op x(M)^M or
 ?f op x(X)C

(f ?op x(E(Zl;X) on a : 

Vop x(E(2I ;X)) =^(E(ST 5X)) = E(£ fY) donc : ̂  (X) Cîir\E( 31 ;Y) = Y 

En faisant le mené raisonnement avec ¥ ~ 1 et Y on obtient (Y) C X. 

Donc la restriction de V à X est un isonorphisne de X sur Y. 

Prolongenent d'un isonorphisne entre deux sous-nodules  

Zl-esscntiels d'un ZI-quasi-in.jectif 

Le résultat suivant généralise un résultat connu pour 

les quasi-injectifs. 

Proposition J>6~z —-——--—-«-—--—— 

Soit II un 21 -quasi-injoctif alors tout prolongement 

linéaire à K d'un isonorphisne entre deux sous-nodules 

21-essentiels dans M est un autonorphisne de M. 
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Si f est un hononorphisne du nodule U dans le nodule N et 

si la restriction de f à un sous-nodule !£L-essentiel de I.' 

est un nononorphisne alors f est un nononorphisne» 

Soit MfA^l-.l on suppose que f \ M 1 est un nononorphisne 

donc Kerf O I.ï» = 0 et par suite Kerf = 0 

Dénonstration de la proposition : 

Soient X A-j-M et Y A ^ M et soit^un isonorphisne de X sur Y. Puisque 

M est IL-quasi-injectif il existe un hononorphisne M 7 de K dans Lî 

et prolongeant iyM^ (°ù ost lfinjection canonique de Y dans Lî)s 

<p | X = . est injective donc d f après le Leone *p aussi. 

Puisque E ( r ;M) eat ZT-injectif, il existe cpeHoc (E(ZT;M)fE(2::M)) 7 . / ' 'prolongeant c'est-à-dire tel que : 

/ <f)iv! = 7 ^ estjlnjective donc 

/ f diaprés le Lenne {f aussi ; on a : 

/ y(E(S.;li))^21E(X>jM) 

/ ^(E(2l5M)) étant isonorphe à 

M / E(XLjîI) est 21-injectif donc : 

i / ?(E(r.;tI)) = E(21;L0 et ̂  est un 

^ >Z auto nor phi sne de E(5Z;Li). Soit 

( T ) son application réciproque. 

Puisque H est 21-quasi-înjcctif Lï 

est stablejpar ( ̂  ) " 1 et on a : ( V5")""1 j M)cH. Soit ' Y l a restric

tion de ( vp ) ~ 1 à K, alors *y G Hon (M,M). Montrons que ? o ^ =1 . 

En effet si n 6 H i 5 0-V(n) = ? (n)) = ? ( (n)) = n # 

Il en résulte que y possède une section ' V donc est eurjective. 

Donc V est un autonorphisne de .11. 
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IV. 72 -DIMENSION D'UN MODULE 

Préliminaires : 

Définition : 

On dit que les sous-nodules X et Y de M sont 

21 -équivalents si leurs enveloppes 1EL -infectives E(X.;X) et 

E(X;Y) sont isonorphes. 

Proposition 37 s 

Pour que X et Y soient 5L -équivalents, il faut et il 

suffit qufil existe un isonorphisne d'un sous-nodule 

21 -essentiel dans X sur un sous-nodule -essentiel 

dans Y. 

Supposonsqquc X et Y soient 2IL-équivalents. Soit^ un 

isonorphisne de Efël;X) sur Efël;Y). Posons Y' = cf(X)OY et 

X* = v P " 1 ( Y F ) * X Z ^ E C Z I j X ) inplique V (X)A^-Efél ;Y) donc 

Y» = V (X)H YA^-E(i: jY) et par suite Y'A^- Y. Y ' / ^ E C ^ Y ) entraîne 
A — 

y (Y 1) = X 1 À ^ E C S ^ X ) et par suite on a X ' A ^ L La restriction 

de y à X 1 est un isonorphisne de X 1 sur Y'. Réciproquenent supposons 

qu'il existe un isonorphisne <p f de X' sur Y' avec X'A^-X et 

Y'A^-Y. Alors E(21$X f) est isomorphe à E(X;Y') car <f f se pro

longe en un isonorphisne de E(TL ;Xf ) sur E(SL ;Y'). Puisque 

E(£jX) = E(X.;Xf) et E ( X ;Y F) = E(2LjY) il en résulte que E0SL;X) 

est isonorphe à E02L;Y) donc que X et Y sont "SI-équivalents. 

Renargue : Il est clair que la "21-équivalence est une relation 

d'équivalence dans T^. On notera X(*z:)Y pour exprimer le fait que 

X est 21-équivalent à Y. 

~~ Définition : 

Un sous-nodule X de M est dit ZL-co-irréductible si 

X jé 0 et si X est extension ZL-essentielle de tous ses sous-nodules 

non nuls. 
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Conne dans l'article de J. ïbrt 0>"3 on peut définir des sonnes 

directes maximales de *2I-oo-irréductibles de M fespectivenent d'une 

classe quelconque de 21-équivalence H de Т ц) ; en considérant 
(Xi^ t f I la fanille collectivisante des nodules 21-co-irréductibles 
de T„ (respectivenent de H) on constate que l'ensenble & (I) des M — 
parties J de I telles que X± soit directe, est inductif lors-
qu'on l'ordonne par inclusion. Si J 0 est alors un élénent naxinal 
de J (I) on dit que la sonne directe S = Ф X^ est une sonne directe 

, i £ Jq 
naxinale de гС-co-irréductibles de M (respectivement de H ) , Si 
J 0 = 0 on conviendra que S = 0. Pour abréger les écritures nous 

poserons la définition suivante : 

Définition : 

H étant une classe de 21-équivalence, nous appellerons 

21-bloc de H toute sonne directe naxinale de 21-co-irréductibles 

de H. 

Nous utiliserons dans la suite à plusieurs reprises le Lenne 

suivant indiqué par G. kaury. 

Lenne : 

Si ^i^£j; e s ^ u n e fanille indépendante de sous-nodules 

de M et si pour tout i de I, Y^ est extension ^-essen

tielle de X^ dans M, la fanille ( Y i ) i e I est indépendante 

e t i f i x i A £ i t i Y i - 

Sous les hypothèses du Lenne le fait que (Y±\ T soit 

indépendante et le fait que i ® [ A ^ j Y i sont bien connus. Soit 

У € ifl Y i ' ° П a * У = У 1 1 * У 1 2 + + yin a v o c yik ̂  Yik < 1 < k ^ n ) -
n 

D e Q ^ X i k r y i k J ^ t t l *l S y 3 1 1 r é s u i t e q U G 

CifA « У > ^ donc que ± f l 4 A r i f l Y i . 
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Deconposition d'une sonne directe naxiqalejdej^ 

de M en une sonne d irecte de X.-blocs. 

Proposition 38 : 

Si est une sonne directe quelconque de 2L~co-

irréductibles de M et si X est un"2L~coirréductible 

de lii tel que X H ^j%± £ 0, alors il existe une unique 

partie finie I x de I telle que Xfi ^j^± ^ 0 et telle 

que 1^ soit nininale pour cette propriété. De plus les 

Xj_ pour L6 1^ appartiennent à la classe de^l-équiva^-

lence de X» 

On considère la fanille des parties finies Jde I 

telles que : XH ® j x i ̂  °* Montrons que 0 • Puisque 

X H ^ Xi ̂  0 il existe x € X H ̂ 1 % et x ̂  0. On a : 

x = xi 1 + ••• + x i n avec x ^ S X i k . Posons J 0 = - { ^ 1 * 2 • • • • 

On a x ^ X D .^L Xi et x / 0 donc J 0 & Si J 0 n
fest pas nininale 

dans on peut la rendre nininale en lui enlevant un nonbre fini 

d'indices. D'où l'existence d'au noins une partie nininale J<>- dans 

• Montrons l'unicité. Si J et étaient deux parties nininales 

de 7^ on aurait XD ± ^ ^ \ = X ^ jé 0 et x n ± ^ X i = X£ ̂  0. Puisque 

X est 21 -co-irréductible on a : X^ &^X et X ^ ^ ^ X . Donc 

X I ^ *2 A * - X 0 t p a r S u i t e X 1 ̂  X 2 ̂  0 ^ C a r s i n o n o n a u r a i * X = 0 
ce qui n'est pas car X est "SI ̂ co-irréductible)• Posons : 

C . 1 1 .1 ? [ 2 2 2? 
= li^ f i 2, i n J J 2 =1i^ , i 2 , .... i V • Montrons que 

J. = J ?. En effet sinon il existerait un indice appartenant à J 1 et 

n'appartenant pas à J"2 ; supposons que ce soit pour l'indice i^. 

On a vu que X| A 0. Soit alors x é- X| O avec x ̂  0 ; on a : 

X = Xi1 * • • • + Xj 1 = X,'? + + X:^ 
1 •Ln 1 n 

où x*1 6 Xi1 et € X-2 . 
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Puisque i!j d'après l'unicité d'une telle écriture c'est que 

= 0 . Cela contredirait la nininalité de J\ car x = Xi4 + • ••xi! ̂  0 ^ 1 2 n 

appartiendrait à X H i^ j^iji^ s e r aî*t alors une intersection 

non nulle. Donc = Jg • IL en résulte qu'il existe une unique 

partie finie 1^ de I minimale dans > • 

Pour prouver la seconde partie de la proposition considérons : 

X' = X H X^ . Soit pi le projecteur de Xi associé à la somme 
X 

directe . ^ T X i . On posera p ' i = P i t x 1 (restriction de pi à X ' ) et 

ceci pour i ^ I ^ . Montrons que p'iest un nononorphisme de X' dans X i . 

Posons I x = ji,j , i 2 , i^J , Si x^Ker p ^ on a p ' i^(x) = 0 . 

Or xé"X' donc x donné par : x = x-: . + x^ p'. (x) = 0 = x- . 
r x 1 in ^ i k ^k 

Si x ̂  0 cela contredirait la nininalité de 1^. Donc x = 0 et p' k 

est injectif et ceci pour k =1 ,2 ... n. 

p^k es"t donc un isonorphisne d'un sous-nodule X.-essentiel X' dans X 

sur le sous-nodule p'i^ (X')Z1 -essentiel dans X±^ donc X C Z O X ^ et 

ceci pour k = 1 f 2 , ••• n. D'où la proposition. 

Proposition 39 s 

Si S =.^ T X,- est une sonne directe r.:axi:.:ale de X. -co-

irréductibles de M, pour toute classe H de 51-équivalence 

S H = ± Xi où I H = C i e i | X i e H ] est un^-bloc de H 

et on a : S = ̂ S g où H parcourt l'ensemble des 
H 

classes de 21 -équivalence. 

Soit H une classe de"21-équivalence. S^ est une sonne 

directe de ̂ .-coirréductibles de H. Pour nontrer que c'est un 

H-bloc de H il suffit de nontrer que pour tout X Zrcoirréductible 

de H on a X H S H / 0 . 
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Puisque S est une sonne directe naxinale de 2L-coirréductibles 

on a S O X fi 0, donc d'après la proposition précédente, on sait qu'il 

existe une partie finie 1^ de I nininale pour la propriété 

XA . ^ J ^ fi 0 ; de plus on sait que pour i £ I x ? X i a P P a r t i e r r t à H, 
X 

H étant la classe de "SI -équivalence de X. Donc I x C I g et 

XH ® Xi ji 0 XO X, ji 0 c'est-à-dire xns„ fi 0 donc S n 

1 C 1^ r X €. Xjj A
 N I I 

est une sonne directe naxinale de "21-coirréductibles de H, donc 

c'est un 21 -bloc de H et la proposition en résulte» 

-blocs d'une nêne classe de "21 -équivalence : 

Pour démontrer la proposition suivante, nous utiliserons 

la méthode de Miyashita^ô^ • 

Proposition 40 i 

H étant une classe de 11. -équivalence, si ® X^ et 
1̂ -1 

3?-Yî sont deux 21 -blocs de H alors Card I = Card J. 

1er Cas : Card I ou Card J fini : 

On peut supposer Card J ̂  Card I alors nécessairement 

Card J fini. Posons J = ^1,2 ... sj , S x i et pour tout 

d € I on notera Xj • i?l-$ij a l o r s s = x<* ® ^ 

a) Si ol € I f montrons qu'il existe ff^feJ tel que Y & H X%
 a 0 

Raisonnons par l'absurde } si on n'avait pas la propriété a), 

pour tout j € J on aurait : Tj H X% ^ 0 • Basons YJ « y j f \ • 
Puisque Y f j d Y j la sonne 2HYfj est directe et puisque C X ^ o n a 

J?J Y3 C X ^ f 5 1 1 e n r é s u l t e 4 u e Xc( ° j f j Y j 3 0 d o n c q u e 

X^ + (j*e j Y V ô s t d i r e c t e « Yfj es"t un sous-nodule non nul du 

<E1 -coirréductible Yj donc Yjj A ^ Y ^ et Yfj est 21 -équivalent à Yj 
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donc d 1 après le Lenne préliminaire jL> + c s * directe ce qui 

contredit le fait que .^TY«, est un 71 -bloc de H. 

En définitive pour tout <v£ I il existe fi 6 J tel que O X7= 0 • 

Posons alors = Y^ Sc( e s - t 1 1 1 1 0 s o n n e d i r e c t e d e 

X I -coirréductibles de H. 

b) Montrons que est un X.-bloc de H : 

Raisonnons par l f absurde ; si nfétait pas un ZI-bloc 

de H il existerait X € H, "XL-co-irréductible tel que la sonne 

+ X soit directe. On remarque tout dfabord que S ^ O X ^ ^ 0 

(car si non + X^ serait directe c'est-à-dire Y^ + X^ + X°^ 

directe donc Y^ + S directe ce qui contredirait le fait que S est 

un 51-bloc de H). Puisque S nXcX^, on a S.fiX^ + Xo directe. 

Comme (S.O X ) a X^cS^ on aurait ( ( S^aX^) <î> X° ) + X directe. 

Comme S.aX est un sous-module non nul du 2L-co-irréductible X on a : 

H X^À^X^ donc la somme (X^ X^) + X est directe d' après le 

Lemme, c'est à dire, on a : S ^ X ; ce qui contredirait le fait que 

S est un 71 -bloc de H. D foù le résultat. 

c) Montrons que Card I =- Card J : 

Comme Card I ̂  Card J on peut considérer un sous-ensemble 

de I formé de s éléments distincts : ^ ...^ j d . On effectue 

successivement sur S, s fois l'opération précédente pour les in

dices ^ cfg. C'est-à-dire d'après le a) et le b) on sait 

qu'il existe [)^€ J tel que = Y^ 1 & (JS^ jXj.̂  soit un Zl-bloc 

de H. Il existe £ 2 ^ J tel que «(2

 s Y/52 ̂  Y£l ̂  ^ i ^ - ^ * ^ S o i t ^ 

71 -bloc de H. Et finalement on peut trouver /3^f p 2 , j5 S éléments 

distincts de J tels que : 

stf1'42 , # , #*s * Y^s ̂  Y£s-1 ̂  ••• ® ^-j ® (# ^ s o i t ^ ^--*1°0 

de H. On a J - $ A A j donc : ...^ = . f ^ $ 

Puisque J ^ J Y J est un X-bloc de H c'est que I 0 donc 

I = ̂  ...».« sj et Card I = Card J. 
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2e Cas :Card I et Card J infinis : 

Par hypothèse ^jY^ est une sonne directe naxinale 

de <T-co-irréductibles de H. Puisque pour tout lé I X i est un 

-co-irréductible de H, on a : X^O J^JYJ ^ 0 et, d'après la pro

position 36, il existe une partie finie nininale J(i) unique de J 

telle que X ^ ^ °* D e n & n e P ° u r t o u t d fi J il existe une 

unique partie finie nininale de I (que nous noterons I(j) telle que t 

Y j ^ i ^ C j ) ^ ^ 0 # P ° u r t 0 U t i € l o n a J ( i ) c J* Do*10 

^1 J(i)^ J. Pour nontrer que J = ±£i^^ considérons J^tJ. On 

considère alors I(J5) défini précédemment et on pose X'^ = Xi^jfj^j^j 

pour i (J$). X^ est un sous-nodule non nul de X^ S-co-irréductible 

donc X\ A^Xi» 

Conne i£i(^ :) e s * directe, e s t directe et d'après le 

Lenne, on a : i ^ ( p >

X ^ j : i ^ ( p j " 0 P a r définition de l( /3) on a : 

Y ^ n . ̂  *i ̂  0 d o n c Y ^ n ^ ^ ) X i * 0 P u i s ( î u e P ° u r i^I(^) on a 

X / C , a . L . o n a a fortiori Y/iO 8> ( ® Y,) ̂ 0 donc 

Y û H ^ . i ^ 0. Donc nécessairenent /3 £ UJ(i) . Donc a fortiori 
p i\il№ ° ' 

&e UJ (i). Il en résulte que J = 4 Y T J ( i ) où J(i) i 0 et fini. 

On a finalement j Card I = Card J (I et J jouant le n&ie rôle). 

ItZ-dinensign d'un nodule : 

La proposition suivante généralise un résultat de îbrt Qf] . 

Proposition 41 : 

II étant un A-nodule quelconque, si .&TX± et .^ T Y ^ sont 
1 «1 x j c J J 

deux sonnes directes naxinales de X.-co-irréductibles de 

M, il existe une bisection <T de I sur J (alors Card I =* 

Card J) et un isonorphisne de E(2L ;X±) sur 

.fj ECSLiYj) tel que ̂ ( E C L ^ ) ) = E(Z}Y o t lj 
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D'après la proposition 39i on sait que l'on peut écrire 

l d 1 H x e I H 3 6 J J H J d J H J 

où I H = |i€ I | ̂ 6 h ] et J H = £ j € J | Yj ÉH j et où H parcourt 

lfensemble des classes de 21 -équivalence. On a vu dans cette pro
position X,- et ® T Y^ étaient deux TL-bioes de H. 

1 e I H 3 e J H J 

Donc d'après la proposition précédente Card 1^ = Card J^. Il existe 

donc une bisection CT^ de I H sur J R que l'on peut prolonger en une 

bijection de I sur J. 

Donc Card I = Card J et pour tout i 6 I on a : Xi( SI) Y «5^) d o n c 

£(X;Xi) est isomorphe à E(2L;Y^^). 

S o i t ^ un tel isonorphisne. Alors ̂  = ^ j S^i e s t 1 1 1 1 isonorphisme 

de ±fz E(I.;Xi) sur ^ E(I;Yj) tel que 

f (E(E;Xi)) = E ( £ | V ( i ) ) 

Définition : 

On appelle ̂ -dimension d'un nodule lï quelconque sur 

l'anneau A le cardinal d'une fauille indépendante naxinale de 

-coirréductibles de M. On vient de voir que ce cardinal ne 

dépend pas du choix d'une telle famille naxinale. 

Application aux modules ̂ EL -quasi-injectifs 

Définition : 

On dira que M est un nodule riche en -coirréductibles 

s'il existe une sonne directe de 2I-coirréductibles -essentielle dans 

M. 

Proposition 42 : 

Si M est un 2~-quasi-injectif riche en 2Z.-coirréductibles 

et de 2L-dinension finie n f alors M est decomposable en 

une sonne directe de n compléments forts 5Z-coicré-

ductibles et si on a deux telles décompositions II = ̂  X. 

et M = v Y. on a n = m et il existe une permutation 

de L1 .nj et un autonorphisme ?̂ de M tel que pour tout 
ieEl ynl on ait <f (Xj) = Y^(j)  
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Puisque M est riche en X-coirréductibles on peut trouver une 

sonne directe de Xl-coirréductibles qui est XI -essentielle dans M 

soit : X'^^M. Cette somme directe deXT-coirréductibles est 

maximale donc Card I = n. On peut supposer que I = [jfnTl • On pose 
alors X_. =• E(H jX f j)n M. On a X* A x_- donc 2TX^ est une sonne 

directe de ̂ —conplénents ZI.-coirréductibles et telle que 

K i ( n Z 

Alors E(2I; S X-0 = E ( X ; M ) = ® E(21;X.) (D'après le lenne de 

la proposition 2 1 ) . Puisque M est X -quasi-injectif d'après la 

proposition 3 3 , on a : M 0 1 ^ ^ n E(X.jXi) ^ ^ ( M n E d j X ^ ) 

donc M » © Xi car X i = M O E(X;X ±) 

1<i<n ^ e s t ^"jr-complément de M) 

Par ailleurs X^ est un X.-complément fort de M et puisque X^ 

est XL -coirréductible il an résulte que X i est X-coirréductible 

Si on a une autro telle décomposition de U : M = 3) Y. d'après 

la proposition 41 on sait que m = n et qu'il existe une bisection 

& de[l,n} sur [j?î 3 "tell© Q u e %± soit quivalent a Y^,. N. 

Comme X i et Ytf̂ jj s o r r b deux XL-compléments relatifs d'un quasi-

injectif d'après la proposition 35 ils sont isomorphes. 

Soit alors un tel isomorphisne = ^ U 7. est alors un 

automorphisne de M tel que : ^ 1 n 

- v ( i ) -
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