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21 - 00L1PLEMENTS 

G. MAURY 

INTRODUCTION : 

Nous introduisons et étudions dans cet article les 

notions de 1 - complément, de complément fort d fun module et la 

notion de module 21- quasi-injectif• Les propriétés énoncées géné

ralisent celles données pour les compléments d fun module par 

G. Renault dans sa thèse (1) (chapitres I et III). Outre la thèse (1) f 

cet article utilise le mémoire (2) de Sanderson Ma généralisation of 

diviiibility and injectivity in modules11 • Les résultats des cinq 

premiers paragraphes sont résumés dans une note aux Comptes-Rendus 

de l'Académie des Sciences (3)« 

I. RAPPELS DES RESULTATS DE SANDERSON : 

Définition 1 : Soit 2_ un ensemble non vide d f idéaux à gauche 

d fun anneau A unitaire. Un A-module à gauche M sera dit -in jectif 

si et seulement si pour tout idéal I € 21 f chaque A-homomorphisme 

de I dans K peut s'étendre à un A-homomorphisme de A dans M. 

Remarcjue_1 : Tout A^module à g-injectif \ / l € £1 > £ 

est -injectif. , ^ " ̂  
V f 

\ ^ g 

Définition 2 : Soit M un sous-module d fun A-module à gauche N, 

M est dit 7L -essentiel dans N (notation M £ N) si et seulement si 

pour chaque x je 0, x €T N, lfidéal à gauche I M(x) = (a | a £A,ax 6 M] 

appartient à 51 et I M(x)x ̂  0 
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R^maraue 2 : Chaque extension -essentielle est une extension 

essentielle. 

Tb^orrTe fcr^o.Te^p.l_1_(Saiiderson) : 

Supposons que <-L satisfasse aux trois conditions sui

vantes : 

C 1 : Si I £ 21 et si J est un idéal à gauche de A avec J ^> I 

alors J <̂ 21. 

C 2 : S i l ê l et a € A , la"1 = £b £ A ^ a € l 3 6 2 1 

C 3 : Si I est un idéal à gauche et si J G- 2L et si I j 

alors I € 21 • 
alors : a) la relation ^ est transitive : K £ N ^ P rr^ M ^ P 

b) Soit M un A-module à gauche, il existe à unisomor-

phisme près, une unique extension N de M satisfaisant aux conditions 

équivalentes suivantes : 

i) N est une extension 21 -essentielle maximale de M. 

ii) N est une extension 21 -infective de K minimale, 

iii) N est une extension 21 -essentielle, 21 -infective de M» 

Péfjnition 5 ; L'extension N de k dont il est question au h) du 

théorème s'appellera l'enveloppe 2. -infective de tu 

Théorème 2 ; 

Une condition nécessaire et suffisante pour que Q soit 

-injectif est que pour toute extension 21 -essentielle H de N et 

pour tout f : N — ^ Q, il existe g : M — ? Q prolongeant f • 

Démonstration : la démonstration s'inspire de celle classique lorsque 

Q est injectif et L extension essentielle de N et utilise les lemraes 

suivants : 

L 1 : Sous la condition C 3 et si A €: 21 , soit J ̂  A, alors 

En effet, V a 6 A, Ij(a) * é j ] € 2! donc 

Ij(a) = Ja"1€:2l ; d'après C 3* J 

L 2 : Sous la condition C 2, J 4 A et A, JeZ^zz^ J ̂ A . 
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En effet, V a € A I J ( a ) = [ ) i ^ A ^ a £ J j = Ja~ ! é^d f après C 2 

et 3 s i a ^ 0 t e l q u e ^ a t 0 e t *J»/" e TJ^^ 

L 3 : Sous la condition C 1, si N ^ N Q < M et N £ H, alors 

N 0 £ H. 

- La condition est suffisante ; Soit I € <L et soit I Q un 

complément relatif de I dans A, on sait que I © I 0 4 A, de plus 

I f t l 0 2 I donc d'après C 1 et d:après L 2, I & IQ £ Ao Soit f : 

I — £ Q, f se prolonge en f ; I (J I Q — ? Q, f étant nul sur I Q et 

égal à f sur 1. Par hypothèse f se prolonge en g : A ^ Q, et g 

prolonge f : Q est bien -injectif • 

- La condition est nécessaire : Si Q est 2[-injectif, soit f: 

N — ^ Q . Considérons la famille J^de tous les couples (N^f-j) où 

est un sous-module de L contenant II et f-* : N* — f Q, prolonge f • On 

introduit dans la relation d'ordre évidente et on montre que est 

inductif. Soit (N 0,f
T) un couple maximal. Si N Q f- H, 3 ^ c. lï, N Q. 

IJJ U ) ^Z. car N Q ̂  II d*après L 3« Considérons f f

0 : I^(x) —> Q 

défini par f'0(X) = îH X x), V X < I N (x) : c'est un homomorphisme. 

Par hypothèse il existe donc x 9 € Q tel que f 1 ( X x) = X x f, 

V X é I^(x). Soit n 0 €. N Q, posons : 

f(nQ +X 1 x) = f'(nj + X 1 x» Vn Q € N Q f X 1 € A 

cfest bien une application de N Q + ax dans Q car si n Q + X-j x * 

n<5 + ̂ l x> X - Xi € I H (x), f [no - n'Q + (X} -X^x] = 
o 

f(no - n y + (X; - X^x» = f(n 0 - ny + f» f(X; - X^x^J-

f'(no - ny + f»(n» - i ^ ) n O 

par ailleurs f est visiblement un homomorphisme, prolongeant f f donc 

f f et ceci contredit la maximalité du couple ( N o f f
f ) . Donc N Q = K. 
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II. DEFINITION ET QUELQUES PROPRIETES DES El-COLPLILENTS : 

Définition 4 : Un sous-module N de li est dit un 21-complément 

s 1il n'admet pas d'extensions essentielles propres. 

Dans toute la suite nous supposurons les trois conditions C 1, C 2, 

C 3 vérifiées. Le but de ce qui suit est d'étendre aux 3l -complé

ments, quelques propriétés données par G. Renault au chapitre I de 

sa thèse. 

Proposition 1 : Soit X un sous-module de les proprié

tés suivantes sont équivalentes : 

(1) X est un sous-module ^ -complément dans Ivi. 

(2) VMq et N sous-module de K contenant X et N ^ L Î 0 , M Q / X est 

extension ^EL -essentielle de N/X. 

Démonstration : 

(2)=^. (1) * Faisons N = X alors si X^l^ t 0 ̂  l'̂ /X et ceci 

entraîne : 3 ^ C A , V x C l^/X, x ^ 0, X x ^ 0 et \ x = 0, il y a 

contradiction : ainsi x = 0 et î.̂  = X. 

( 1 ) = £ (2) : Si (2) n'est pas vérifié, 3 y 6 i^/X, y ^ 0 tel que 

IN/X ( y ) ^ £ ° u b i e n I n / X = ° 9 

I N // X(y) = ^ a € A j ay6N/xJ . Soit y un représentant de y dans 

V ay€N/X<^ay 6 N donc Ij , / X (y) = I N(y) € £ . 

On a donc !jj/x(y)y = 0 ou encore Va € Iij(y) t ay <£x . Soit 

alors P = 4y + X. Je dis que X £ P. Soit Xy + x, X C A 

I x( ^ y + x) = I N( X y + x) , f I x ( A y + x) C l N ( A y + x ) et 

/ - ( A y + x) e x ] . 

Mais I N( À y + x)£ ¿1 puisque N £ 1^ donc I x( X y + x)€£f 

Si À y + x ^ 0, I N ( À y + x ) ( A y + x) / 0 donc I x ( À y + x) (Xy + x ) 

^ 0. 

Ainsi P et d'après l'hypothèse P = X donc y <S X et y = 0 : il y 

a une contradiction. 



41 X -Hccmplémenu 

Proposition 2 : Soit M 0 une extension -essentielle 

dans M, les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) X est un H -complément dans tu 

ii) X est la trace sur II d'un ̂ -complément dans 1^. 

Démonstration : 

Remarquons avant tout que lfensemble des extensions ZI-essentielles 

de X dans un module II contenant X comme sous-module est inductif 

donc il existe dans 1^ une extension -essentielle maximale de X . 

Première partie : Soit X un Zl-complément dans M. X Q une 

extension 71 -essentielle maximale de X dans 1^, Xq est un ZT -com

plément dans et X ^ X Q et II ̂  1IQ : il suffit de montrer que 

X Q H M est extension 21 -essentielle de X. Soit x Q 6 X Q O M, xQ ^ 0 f 

on a ̂ (Xq) €.Z1* I x(x 0).x Q ^ 0 puisque X ̂  X Q (on ne se sert pas ici 

du fait que M 0 mais seulement du fait que H ^ M Q ) . On note 

dorénavant M 4 si H est un sous-module de M • 

Deuxième Partie : Soit X Q un ̂ -complément dans L^, X f une 

extension ^-essentielle de X ^ M dans M : considérons P = X f + X^ 

et montrons que P est une extension ZI-essentielle de Xq, ce qui 

entraînera P = X Q et X
1 = XQC\ M. 

- Soit x» + x Q, x ^ X » , XqZXq, x* + x Q é ife et 

h ( x f + *o> = { a é A a ( x ? + x 0 ) 6 x o ] = [ a € A ) a x
, 6 X 0 0 M ] 

= ^ n i l U f ) € £ c a p X 0 0 M ^ X » 

- Il reste à montrer que si x f + x Q ji 0 on a : 

I ^ U ' + x0).(x
l + x Q) fi 0. 

Servons-nous de II ̂  1^ :^ I K(x' + x Q) tel que J*-(x' + x Q) fi 0 

et/Hx f + Xq) € M donc / - ^ ê H e t / ^ 6 X Q 0 U ̂  X 1 donc 

^ ( x f + x ^ é X * . Puisque XqO M ̂ X f , 3 X tel que 

Z e *X 0 M ( ^ x ? + ^ x o ) etX>(x« + x ^ fi 0. Mais 
o 

X^(x»+ x 0)ex onu=^X/€l X o( x' + x 0) et I x (x» + x0)(x« + x ^ * 0. 



42 T. -coçipléments 

Théorème 3 : Les sous-modules ̂ -compléments d'un 

module M sont les traces des sous-modules 2I-injectifs de l'enveloppe 

21-injective de II. 

Démonstration : 

Il suffit de prouver que les 21-injectifs sont les ̂ -compléments 

d'un module 2L-injectif et d'appliquer ensuite la proposition 

précédente. Or si M est 21-injectif soit N un sous-module 21 -in

jectif de M d'après le théorème 1 du I. b) i), N est extension 

21 -essentielle maximale de N dans n'importe quel module donc N est 

un 21-complément dans il. Si maintenant N est £-complément dans lu, 

M 2!-injectif, montrons que N est une extension ^-essentielle maxi

male de N dans n'importe quel module : soit N' une extension 

21-essentielle de N dans un certain surmodule P de N. D'après le 

premier point de la démonstration du théorème 1 , I. b) telle qu'elle 

est faite par exemple en (3)? N 1 peut être plongé dans le 51-injectif 

K et par suite N n'est pas un 21-complément de L si N f ^ N. 

Corollaire : Pour qu'un sous-module X de h soit un sous-module 

-complément dans K , il faut et il suffit que tout sous-module 

21-complément dans X soit un sous-module 2L~complément dans h. 

Démonstration : 

La condition est évidemment suffisante car X est lui-même un sous-

module -complément dans X donc dans IX. 

La condition est nécessaire car soit E(X) une enveloppe 

21-injoctive de X contenue dans E(M) enveloppe £l-injective de II. 

D'après le théorème précédent un sous-module YL -complément dans X 

est de la forme I Pi X où I est un sous-module T-injectif de E(X) 

donc un sous-module 21-injectif de E(M) et l'on a l H X = inE(X)f) M » 

10 M, car X = E(X)0M, d'où le résultat d'après le théorème 1. 

Remarque J t Si I et J sont des 21 -injectifs compris dans l'enveloppe 

21 -injective de M, soit E(iî), avec I J2l J, alors I H M = jr»M 9 x 
entraîne I = J# Cela résulte immédiatement de la proposition suivante» 
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Proposition 3 : Si M £ 1 ^ et si I et J sont des ^-compléments 

dans M avec I iL J f alors IfUÏ = J O M entraîne I = J. 

Démonstration : 

Il suffit de démontrer que J (respectivement I) est extension 

£l -essentielle de JfUi = 10 M = X. En effet si cela est, on peut 

écrire d'après le lemme 3 : 

X 4 J 4 I et X ^ I entraîne J^I et par suite J = I. 

Or comme 1^ et M£L: q, on a V j 6 J , I u( j) £ zL,, or ^ j é M rrr^ 

Mj é H (1 J et réciproquement £ liOJ entraîne ^ j 6 M donc 

I M n j ( j ) = I M(j) et par suite I j a f l j É J ) ^ ^ D e P l u s 1 1 existe/ 1^ A, 

si j ̂  0 tel que Mi / 0, /^j £ H donc 6 JQLu 

Définition 5 : Un £2 -injectif Q sera dit ^.-simple s fil 

n'admet pas de sous-modules £-injectifs propres. 

Théorème 4 : Soit M un A-module et X un sous-module 

21-complément de LI, les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(1) X est un sous-module ZL-complément minimal» 

(2) E(X) est un £ -injectif 2L-siflplc• 

Démonstration : 

(1):r=^(2) : Tout sous-module £2-complément propre de X est un sous-

module 21-complément de M (corollaire du théorème 3) donc il n'existe 

pas de sous-modules !E-injectifs propres de E(X) (remarque 3)« 

( 2 ) = ^ ( 1 ) : E(X) étant H-simple, d'après le théorème 3, il n fy a 

pas de ZI-complément dans X donc dans M (corollaire du théorème 3 ) . 

Théorème 5 : Soit X un YL-complément maximal d ?un 

A-module II • Alors 1 1 enveloppe <L -injective E(ty/X) de M/X est iso

morphe à un sous-module -injectif, ZI -simple de E(M). 

Démonstration : 

Soit E f un 21-injectif propre de E(w/X), E f ^ E(Li/X) E'fUI/X est un 

£ -complément propre de li/X que l fon peut noter X f/X, X 1 ^ M X f 

contenant X strictement. 
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Si X 1 n Test pas un 21-complément dans I I , il existe X , f^X f tel que 

X'^ X" donc puisque X est un 21~complément dans Ivl contenu dans X', 

d'après la proposition (1) X f/X £ X"/X et ceci entraîne X" = X' et 

ceci contredit l'hypothèse : X* est donc un H-complément mais alors 

X = X f et ceci entraîne E 1 = 0. 

III. MODULE Zl-QUASI-INJECTIF : 

Définition 6 : Soit ̂  la catégorie dont les objets sont les 

sous-modules de I I , A-module donné, les morphisraes de Hom (N,N f), 

N,Nf appartenant à ̂  étant tous les homomorphismes de N dans N'. Un 

objet X de ̂  sera dit 2T-injectif dans ̂  si : Vp £ » P ̂  ll9 

V/ : P — } X 3 g s M — f X, g prolongeant f • 

Proposition 4 : (cf* (2) page 9) ' Soit X un ̂ -complément 

dans K et I une enveloppe 2l-injective de X contenue dans E(î.l) 

enveloppe Z!-injective de I.î. h.ur que X soit H -injectif dans ^ , 

il faut et il suffit que II soit stable par tout élément g de Hom(E(Li) 

i) . 

Démonstration : 

La condition est suffisante : soit P un sous-module de I' tel 

que P £ Il et f : P — ^ X : 

I étant 21-injectif et p£e(I.ï), p v K ; j m ^ E(ll) 

3 S • E(ii) — 7 " I qui prolonge J^/ 1 ^ 

f d'après le théorème 2. On a $ /e) y^^^ 

gmp = ij- (voir figure) p, m, i X ^ / * 

sont les injections canoniques ^ / s' g 

soit ff = gm, f f p = i;f • Or N, 

ff U0-£ H, f 1 (l.:) lî Hi = X ^ 

et f ' p = f . 

La condition est nécessaire : soit f : E(LI) — £ I : on a 

X f = f" 1(X)nM^M : car si e'€E(Lï), I x ( f ( e ' ) ) é £ et si f(e') ^ 0 f 

3 X ^ ^ t e l que Xf(e') / 0 et \f(ef)6 Xjdfailleurs si m€ M, 
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Ix,(m) = [X € a) X m 6 X f j et X m ^ X 1 : ^ A f (m) 6 X réciproquement 

Xf(m)£X = ^ A>n£X f et I x, (m) = Ix(f(ra))£Zl et si m ̂  0, si 

f(m) = 0 alors n £ X f et l x, (m) = A et 1 .m = m ^ 0. Si f(m) ï 0 alors 

3 A , A f (m) fi 0 tel que À/(m) €. X et À m £ X f avec Soit 

donc, coiame sur la figure, m et p les injections canoniques, posons 

=j rmp, par hypothèse 3 g x , = f "
1 (X)n 1 , 1 K m ) E(Lî) 

tel que gp = f 1 • Soit JT = /m, , ^ ^ / ^ 

J v =^mp = -ff = gp. Soit * ^ 

x€.X f, on a donc : (f - g)(x) = 0 X < - ^ ^ 

alors Ker (f - g) .2. X f. S ^ s ^ 

Si n^LÎ et n€Ker(f - g), f(n) = g(n)£X donc 

n fi f~ 1(X)0 M = X 1 et Ker(f - g) = X'. Si LI / X f , 3 n CM, n ^ X f 

tel que (f - g)(n) ̂  0, (f - g)(n)€l. Comme X £ I on a, pour un 

A t A , f ( A n ) - g ( A n) jé 0 et (f - g ) ( X n) X donc f ( A n)£X 

et A n C X 1, nais alors (f - g ) (Xn) = 0 contrairement à ce qui 

précède : il y a une contradiction. On a donc LI = X f« 

Définition 7 : 1.1 sera dit XL-quasi-injectif si pour tout sous-

nodule P de H tel que P £ LI et pour tout f : p — > Lî, 3 g LI — ^ M 

qui prolonge f• 

Corollaire : 11 est -quasi-injectif si et seulement si il est 

stable par les endonorphismes de E(M), enveloppe XL-injoctive de 

Démonstration : Dire que M est 2— -quasi-injectif cfest dire que LI 

est un objet ZI-injectif de ̂  • Par ailleurs c fest un jL-complément 

dans U et il suffit dfappliquer la proposition 4. 

Proposition 5 : Les A-modules l\ tels que tout sous-module 

21 -complément est un objet JL -injectif de ̂  sont les modules 

-quasi-injectifs• 
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Démonstration : L est un -complément dans M donc est un objet 

£ -injectif de ̂  et par suite il est 21-quasi-injectif, mais alors 

d!après le corollaire et la proposition 4 t tout module H-complément 

est un objet 21 -injectif de 6̂ • 

Renargue 4 : Un ZI-injectif est a fortiori ZI -quasi-injectif. Un 

quasi-injectif est a fortiori 1EL -quasi-injectif. 

Proposition 6 ; Soit E(M) une enveloppe Xl-injective de M, il 

existe dans E(M) un plus petit sous-module M ZI-quasi-injectif de 

E(fcL) contenant K, parfaitement déterminé. 

Démonstration : L1intersection Lï de tous les sous-modules de E(M) 

contenant H et stable par les endomorphismes de E(K) (il y a déjà 

E(îs!)) a les mêmes propriétés et E(I') = E(li) : K a les propriétés 
voulues. 

Définition 8 : II s'appelle 11enveloppe ZT-quasi-injcctive de M. 

Nous allons maintenant nous préoccuper de lfanneau des endo

morphismes % d'un A-module 2T-quasi-injectif E. 

Notons R le radical de Jacobson de ^ , J l'ensemble des endo

morphismes de E dont le noyau est ̂ -essentiel dans E. 

Lemme 4 : Soient f €. J, g £ ^ , on a : (1 - gf)(E)^E. 

Démonstration : Soit x £ E, ^ K q v ^ (x)Sr£L et si x ^ 0 ^ r ^ O O ^ x fi 0. 

Posons P = (1 - gf)(E), I p (x) 2. I K e r ^ ( x ) donc I p ( x ) e £ et si 

x fi 0 3 À , tel que À x é P et A x / 0. 

Lemme 5 î Soit u un monoraorphisme de E dans E et u ( E ) ^ E f 

E étant J~.-quasi-injectiff u est rétractable. 

Démonstration * u étant lfisomorphisme canonique E — ^ u ( E ) , u » iu, 

i étant un monomorphisme u(E) — ^ E. On a le diagramme ci-contre et 

u(E) £ E et E ZI-quasi-injectif i y £ 

entraîne l'existence de v tel que 1 

1 4 AJ— I *S 

- ./V» /NJ-l'U . U ^ 

\n = u donc vu = viu = u u = 1 • | ^ v 
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Théo renie 6 : J est un idéal bilatère de ̂  contenu dans R# 

Démonstration : 

Premier point : Soit f€ J, c'est-à-dire Ker f ^ E , E ^L-quasi-

injectif. Pour démontrer que f appartient au radical de Jacobson R 

de ^ , il suffit de démontrer que 1 - gf est inversible à gauche 

c'est-à-dire rétractable et ce quel que soit g £ ^ • Or f(x) = 0 

et x - gf(x) = 0 implique x = 0 donc Ker f f) Ker(l - gf) = 0 donc 

Ker(l - gf) = 0 car Ker f ̂  E implique Ker f A E. Le résultat découle 

alors du lemme 4 et du lemme 5» 

Deuxième point : J est un groupe additif car Ker(f + g) JE* 

Kei^OKerg, or on vérifie facilement que Ker^f ̂  E entraîne 

Kerf H Kerg A Ker g et Kerg A E entraîne alors Ker(g + f) A E . 

Par ailleurs, on peut écrire : gf €. J si f 6 J. V g é ^, . Soit 

enfin fg, f 6 J et g 6 ^ . Soit x € E si g(x) = 0 on a x 6 Ker (/g). 

Si g(x) i 0, I K e p ^ (g(x)) eZl et "3 X , A e A tel que X g(x) 6 Ker/, 

X g(x) ̂  0 donc fg( X x) = 0 donc X x é Ker( / g) et X x / 0, 

Par ailleurs ^^ffsC*)) = I^ er( y- g ) ^ ̂  * P a r s u i-" b e f g appartient 

à J si f ê J, V g è ^ et J est un idéal bilatère. 

IV. -COKFLaiENTS PORTS : 

Définition 9 : Soit E(M) une enveloppe 2Z-injective de M, X 

sous-module de M est dit ̂ -complément fort (de M ) , si E(M) = E(X) ® Z 

X = E(X) H M, E(X) désignant une enveloppe ZZ-injective de X contenue 

dans E(L'i). 

Définition 10 : Un ZI-complément fort (de II) est dit un 

facteur direct absolu si E(L!) » E(X) # Z M = X $ (Z 0 H ) . 

Proposition 7 : Si E = X $ Y, E est X^-injectif si et seule

ment si X et Y le sont. 

Démonstration : Elle est à peu de choses près la même que celle 

classique sur les injectifs. 
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Proposition 8 : Une condition nécessaire et suffisante pour 

que tout XI- c o mPlément f° r^ &e ^ soit un facteur direct absolu 

est que U soit stable par les endomorphismes idempotents de l'enve

loppe IlL-infective de E(M). 

- La condition est suffisante : Soit X = I fiftl, I facteur 

direct de E(I.I) est -injectif d'après la propriété précédente : 

dfailleurs I = E(X) enveloppe XI-infective de X dans E(li). Il faut 

montrer M = X <$ (J H M) si E(M) = I (9 J. Soit e la projection cano

nique de E(I£) sur J de noyau I, soit m £ M m = i + j, i £ I, j £ J, 

e(m) = Ôi mais e(M) -~ M, donc j 6 J f\ M et par suite i (f I f\ M = X 

et m = i + j, i€X, j é Jfl M d'une façon et d fune seule. 

- La condition est nécessaire : Soit e un iderapotent de 

Hom(E(M), E(M)) d'image I et de noyau J alors E(M) = I $ J et soit 

X = I n M, I = E(X) et X est un XI -complement fort de U donc fac

teur direct absolu M = X & (JO !•) et pour m é 11, m = x + j, x X, 

j € J, donc e(m) = x et e(K) -£= M. 

Corollaire : Le plus petit sous-module de E(ll) contenant M tel que 

tout E -complément fort soit facteur direct absolu est II = XZp. (m) 

où p^ est un produit fini d'idempotents de E(ll). 

La démonstration est très facile. 

Définition 11 : Notons A ^ = ̂ f, endomorphisme de E(M) tel 

que f(X) = o j X sous-module de M. 

Proposition 9 : Soit XI un A-module d'enveloppe XI-infective E, 

les propriétés suivantes sont équivalentes : 

( 1) X est un E -complément fort de M. 

(2) (a) X = X E O M où X E = Ker/ . 
X 

(b) A =. Bp + A j . où p est un projecteur de E et B 

l'anneau des endomorphismes de E. 
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Démonstration t 

(2) = ^ (1) : Notons Xg = Kerf alors X £l X £ et f < ^ / V > 

entraîne f <c A x donc / \ x C A x »
 S i f 6 ^ X t ~ Kerf et 

E 
f 6 A Y d foù lfégalité A y o A . La condition b) entraîne que 

E ^ ^4 

X » X E H U — KerpOM car Xg « jTeX x Kerf et p e si t^\t 

f t î p + t», X € b , X * 6 A u donc si x 6 Kerp O M, f(x) =» 0 : on a 

donc Kerp 0 H C Ker $ donc Kerp H H ̂  Xj A H et finalement 

X = Kerp rï n. p étant un projecteur de E, Kerp est donc un sous-

module ZI-injectif de E et X est un TL-complément fort par défi-

nition. 

(1) s^>(2) ; Il existe un facteur direct de E, I, tel que X e IflB, 

Si E = I Q K appelons p la projection de E sur K parallèlement à 1« 

Soit 4* un endomorphisme de E dont le noyau contient X« On a 

X « Kerp n M Ker y f ±i existe donc un homomorphisme h de p(M) 

dans E tel que *f = h • p j M j r E a n ' b r û ^ n e P^ M) £ K o a r 8 0 i * 

k € K, I ( a )(k) = [ A J X k £p ( l î ) j 2LI M(k) B J J * € A | ^ k e i l } 

oar k = p(k), on en déduit d f après C 1 que I ^ ^ k ) ^ • S i de 

plus 3 X € A, X k € M donc X k € p(Ll) avec X k ^ 0. On 

montre ensuite facilement que p(lt) I ̂  K <$ I a E* L 1 homomorphisme 

h : —> E se prolonge de façon évidente à p(li) $ I dono E étant 

ZT-injectif, h se prolonge suivant h : E —^ E et on a M7 -bp ^ ^ M

f 

ce qui montre que ^ x Bp Comme d'autre part tout élément 

de Bp annule X f on a A ^ a Bp + ^ M * Notons enfin que X £L Xg £ 

Kerp et X Xg û, M j £ Kerp H M = X d f où X £ f\ M = X. 

Corollaire i Les sous-modules XZ-compléments forts de Mg sont les 

sous-modules X̂ , de Mg où X parcourt l'ensemble des ZI-compléments 

forts de M, 
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Démonstration : X = X^ll, A x =Ay. , A y = donc A x = Bp +A , 

E *E E 13 

lorsque l fon suppose que X est unZI-complément fort de K. Dfaprès 

la proposition 8, X £ est un sous-module -complément fort de l'L̂  

Réciproquement, soit X f un sous-module ZI-complément fort 

dans M^, on a X 1 = X'^, ^x' = ^ + /\ï' P ° u r u n endomorphisme q 

idempotent de E et on a X 1 = Kerq n i^, X f C\ Il = Kerq H M = X, 

V. A-MODULE TEL QUE L'INTERSECTION DE DEUX ZI-C0LPLE«ENTS EST UN 

ZI -CQLPLKuEKT : ~~~ 

Proposition 10 : Soit II un A-module, les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(1) l'intersection de deux sous-modules* -compléments dans M 

est un sous-module ZI-complément. 

(2) Pour que X sous-module de M soit un sous-module 7Z-complé

ment il faut et il suffit qu'il vérifie la condition suivante : 

(I) V x ^ X =T>3 a € A avec ax / 0 et avec Ix(ax) ^ Z I ou bien 

I^(ax)«ax = 0. 

(3) Toute intersection de sous-modules ZH-complément dans M 

est un ZI-complément. 

Démonstration : 

(1) r=^ (2) 1 Si M est tel que son enveloppe ZL-injective est 

-simple c'est évident car X complément est 0 ou M et (I) est 

bien vérifiée. 

Supposons que l'enveloppe -injective de II n'est pas 

ZI-simple, il existe un ZI-complément propre X dans M. Supposons 

que (I) ne soit pas vrai : il existe x 6 M, x ^ X tel que V a €1 A 

avec ax ^ 0, I^Cax) € ZI, Ix(ax).ax ̂  0. 
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On peut d f abord supposer que Ax ̂  M car si ibc ̂  M, 

soit y€M, I ^ M ^ X > I X(Y) =[/)^yéx] , si Xy e Ax, 

ix( A y) =[*c|rXyex = J x K ^ e
 Ix ( y ) = ix(y) 

hypothèse et comme ceci a lieu V A £ I^(y)€21 dfaprès C 3i on a 

I x ( y ) € 2 1 et I x (y) .y / 0 si y ^ 0 car by €. Ax, by ^ 0,13 A €- A 

tel que Xby € X et Aby ^ 0 par hypothèse : tout ceci prouve que 

Ax ̂  M entraîne X ̂  11 d'où X = Il puisque X est un 21 -complément, 

mais ceci contredit que X est propre. 

Considérons une extension -essentielle maximale de Ax, 

soit X», on peut écrire X 1 C\ X ^ X » : en effet soit x» ex', 

I x, n x(x') A x» € X» 0 x] = A x» £ x| = I x(x'). Mais 

I A x U ' ) =[^i^x'£ix}ell et Ix,nx(r-x') =fT€ A)x^ x'€xj» 

|t:/L€lx(x')J = Ix(x»)^""1eH car/^x' C Ax et ̂ ^ ( j ' x » ) = 

I ^ ^ x ' ) 6 1 par hypothèse. Comme I (x« ) ̂ ~ 1e H , V / ^ £ I ^ x 1 ) 

C i l on en déduit d'après C 3 que I (x')€, H . D!autre part, il 

existe b C A tel que bx f €, Ax, bx f £ 0 si x f ^ 0 et par suite il 

existe £ A tel que *t ox' £ X et TL bx' ̂  0. Liais alors on peut 

écrire d'après (1) X 1 H X = X 7 et X'£L X donc x € X contrairement 

à l'hypothèse. 

(2) ==^(3) 5 Soit i € i une famille de sous-modules22-compléments 

dans II et soit X = X^ ; si x ^ X , 3 ^ tel que x ^ X ^ . Il existe 

a € A avec ax ̂  0 avec I Y (ax) ou bien I Y (ax).ax = 0 : si on 
A i A i 

a I^Cax) ^21 Ij^(ax) = |X€a| A a x€X^ I x(ax) donc si 

I v(ax )€H on aurait I^CaxJê contrairement à l'hypothèse donc 

on a dans ce cas I y(ax) ^ 2 1 . Si I Y (ax) 6 2L alors I Y (ax) .ax = 0 

donc si Ix(ax).ax / O o n a X ax £ X, A a x ^ O pour unX^A et 

X ax £ X^ et ceci contredit IY^(ax).ax = 0, dans ce cas on a donc 

Ix(ax).ax = 0 X ne peut admettre d'extension 2T--essentielle propre : 

c'est un -complément dans H. 
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Définition 1 1 : Soit M un A-module, un sous-module X de M 

sera dit ZI -fermé s'il possède la propriété suivante : 

V x ^ X , 3 a £ A avec ax ^ 0 tel que I^(ax) £ ZI ou bien 

I^(ax) .ax = 0. 

Remarque 5 : Un sous-module ZI-fermé X est en particulier un sous-

module ZI-complément. 

Démonstration : X est évidemment sans extension Tl -essentielle 

propre. 

Proposition 11 : Soit M un Armodule, ces conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(1) L'intersection de deux sous-modulesZZ-corapléments dans M 

est un sous-module ZZ-complément* 

(2) Pour tout sous-module X de M, il existe un plus petit 

sous-module ZT-complément X contenant X» 

Démonstration : 

(1) ==^(2) : D'après la proposition 10 l'intersection X de tous les 

sous-modules -compléments contenant X est un ZZ-complément con

tenant X et c'est visiblement le plus petit. 

(2) (1) : Soient X^ et deux sous-nodules ZZ-compléments dans M, 

on a les inclusions suivantes : 

X 1 0 X 2 £ X̂ " = X 1 ; X 1 O X 2 C = X 2 et donc X ^ * 2 = X

1

n x

2 

Proposition 12 : Les propositions (1) et (2) sont équivalentes : 

(1) Toute intersection de ZZ-compléments est un 

-complément» 

(2) Pour tout sous-module ZZ-complément X dans LI et pour tout 

x £ M , x ^ X , X#.x/An-n(x) est un sous-module ZI-fermé de VAn?.(x)# 
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Démonstration : 

(1) mm± (2) : Si ci € A, cf, désigne l'image de of dans A/An n(x). Si 

C( é X\x/An n(x), alors o(^X \ x et <z{xéx. Comme X est ZI-fermé, il 

existe a£ A avec a cyx ̂  0 , I x ( a c{ x) ^ 21 ou I x (a of x) ac / x = 0 . 

On a donc a $4* 0 et en notant par des lettres surlignées les classes 

madulo An n(x) : 

a) i p ^ ( a cf )&ZT=^A jXa c?€X°.x j= a o f x e x ) -

I x(ao?x) eZI 

b) Si Ir:—(ac?).a? ^ 0 , r f A f A a o f x € X et 
À »x 

A aojx ^ 0 et Ix(aoJx)«ao|x 7* 0 

on ne peut avoir donc en nerae temps les conditions a) et b)% 

(2) (1) : Soit X un sous-module "ZI-complément dans M et soit 

x ^ X 5 X*.x/An n(x) est un sous-moduleZZ-complément dans A/î£in(x) : 

il existe donc a <^X*.x/Ann(x) tel que ^ " ^ ( a ) ^-ZTou bien 

1*7;—(a)»a = 0 , on a ax ^ 0 sinon a&An n ( x ) , et a = 0£X * . x . De plus 

I x (ax ) Z I et I(ax).ax ^ 0 sont impossibles en même temps : 

I x (ax ) = [A A axexj=[>. |X a € X \ x j - U | A a€X # . x = I^p—'("â) 

ainsi I 7 5—(a) 6 H si I v(ax) €. Z I . Si I v(ax) .ax ̂  0 , d A , A ax ^ 0 
A «X A A 

donc An n (x) et Â à £ 0 avec À a £ X ' . x donc A a € X \ x . C. Q. F. D# 

Définition 12 : Deux sous-modules N et N f de M seront dits 

équivalents : notation N p N f s'ils sont tous deux extensions 

ZI-essentielles de N 0 N'• 

2ïï5Î-£ï£-îi22 s 1 1 f 2 u r t Prouver que p est une relation d'équivalence : 

la symétrie et la réflexibilité de la relation sont évidentes. 

Pour démontrer la transivité, rappelons que , Ng, C étant des 

sous-modules de li avec ^ A 1^, on a N 0 C ̂ N ^ C , Soit alors 

N f N', N'p N" on a H p N", N A N'A lA entraîne N 0 N' fl N " £ NON" \ 

N') N'f\ N"J&Nf? 

donc Nf^N'ON" £ N" et par suite NON" A N". En échangeant le rôle de 

N et N" on a aussi NON 1 1 A u # 
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Théorème 7 : Pour un A-module M, les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

(1) Toute intersection de sous-modules £1 -compléments dans M 

est un sous-module Tl -complément. 

(2) Si N, N 1 , P, P f sont des sous-modules de M, alors : 

N p N f et P p P f — ^ ( N + P) f (N» + P f ) (I) 

(3) Si N, N ?,S sont des sous-modulcs de M, alors : 

N ^ S et N p N * = ^ (N* + S) P S (II) 

Déiaonstration : 

(2) sa^ (3) est évident. 

(3) (2) : Prenons S = N + P, on a donc (N* + N + P) f (N + P ) de 

même1relation N 1 N f + P entraîne (Nf + N + P) p ( N 1 + P) et fina

lement (N + P) p ( N 1 + P) ; en faisant jouer à P et P f le rôle de 

N et N 1 , on démontrerait la relation ( N f + P) p ( N f + P 1) d foù 

(N + P) p (N* + P'). 

(1) s=^{3) • Soient N , N 1 , P des sous-modules de II vérifiant N C P 

et N f N 1 . On déduit de la définition de la relation P et de la pro

position 1 1 , que N H N»- = N = N 7 C- P, donc K f ^ P* et 

P £ P + N ' A p et P p (N» + P ) . 

(3) = ^ (1) : Soit N un sous-module de M, montrons qu'il existe un 

seul sous-module N extension -essentielle de N t 

Soient et X^ deux sous-modules XI -compléments extensions 

H -essentielles de N, on a N C X g ; N p X 1 donc ( X 1 + X 2 ) p X 2 donc 

X^ + X 2 est extension ]T -essentielle de X 2 donc X 1 + X 2 = X 2 et X^ = Xg 

Remarcjue_6 : Soit X un sous-module XZ -complément non XI-fermé dans 

un A-module Li, il existe donc x^.X tel que pour tout a € A avec 

ax ̂  0, I v t 5 1 * ) £ X L et Ix(ax).ax ̂  0, il s'en suit que X*.x ̂  A car 

A {^A|/X X € X ] = I x ( A x K X T et si > x ^ 0, il existe 
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Lemme 5 i Si X est un sous-module de M, 1*ensemble des élé

ments x de H tels que X \ x soit XL-essentiel dans A est un sous-

module X ^ contenant X. 

Démonstration : En effet, on a les relations : 

X\(x + y) Z> (X\x) O (X\y) 

X\(ax) = (X\x)\a 

V x, y €. M et a&A. Il suffit de montrer que si J est un idéal à 

gauche £Z -essentiel dans A» J#»a est un idéal ZI-essentiel pour 

tout a C A : soit X 6A, I j ^ J A) = ^ | ^ À a € j ] = J(Aa)"1éH 

d'après C 2 et si A fi 0, ou bien = 0 et 1iX Ê J*.af ou bien 

X a^ 0 e t ^ ^ t / A a ^ 0, ^Aa€J donc^A?* 0 et f- A 6 J\a. 

Proposition 13 t Si M est un A-modulef on appelle ensemble 

TZ -singulier de M, l'ensemble des éléments x£ M tel que Ann(x) 

soit un idéal à gauche ZH-essentiel dans A* C'est un sous-module 

de A, noté (K) • 

Démonstration : La proposition 13 est un cas particulier du lemme 5 

(faire X = 0). 

Proposition 14 : Dans un A-module M tel que J^UO « 0 t 

l'intersection de deuxU.-compléments est un ZI-complément* 

La démonstration se trouvera dans l'article de Hudry (4)* 

Proposition 15 : Soit M un Ar module, supposons qu fil existe 

deux éléments x et y appartenant à M tels que j 

(a) AxH Ay =* (0) , imx 2 -tony 

^ A/Ann(y) est extension essentielle de ^ ^ / A n n É y ) . 

Alors il existe un H-complément de U nonll-fermé. 

Démonstration : Soit X une extension YL -essentielle maximale de 

On a en particulier t Ay4 X et Ax C\ X = 0. D'autre part i 

X\(x + y ) = X \ x m Ann(x). 
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La relation (b) s 1 écrit donc :« A / ^ ^ j = A/Ann(y) e s * e j r t e n s i o n 

ZI-essentielle de X*. (x+y)/Ann(x+y) * e t d f a P r è s l a Proposition 12 

et la proposition 10 ceci prouve qu'il existe un ZI-complément de M 

qui nfest pas Tl-fermé» 

Proposition 16 : Soit K un A-module tel que l'intersection 

de deux ZI-compléments est un ZI-complément* Pour tout x apparte

nant à M tel que Ann(x) = 0, on a : — ^ X t ^ ^signant la 

plus grande extension -essentielle de Ax. 

Démonstration : 

Si j 2^(M) n'est pas contenu dans Ax, il existe y^j^faOt y^£c, 

et Ax étant £-fermé (proposition 10) , il existe a £ A tel que 

1 — (ay) ou bien I ~ (ay).ay = 0. On ne peut avoir I — (ay).ay « Ot 

en effet on aurait alors AxHAy = 0 et AxO Jty = 0, de plus on a 

ann(ay) £ A puisque ay appartient à j^-(M). On pourrait alors 

appliquer la proposition 15 en faisant dans cette proposition x = ay 

et y » x : il existerait un ZI-complément de K qui n'est pas 21-fermé 

et ceci contredirait l'hypothèse (proposition 10) : on a donc 

ij.(ay)^Z^. Kais J^Qy) H Ann(ay) entraîne I^(ay) 6ZI d'après C 1 

et le fait que ann(ay)éZL# Il y a contradiction et 3 j-(M) e s * c o n ~ 

tenu dans Ax» 

Proposition 17 : Si II est un A-module smr l'anneau A à idéal 

Zl-singulier nul (j£ (A) = 0) , contenant un élément x avec Ann x =» 0 

les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(1) Toute intersection de sous-modules -compléments est un 

sous-module ZI-complément. 

(2) Le sous-module j^(M) os* nul. 

(2) = ^ ( 1 ) : Si j^(M) «s 0 on a vu que l'intersection de deux 

F! -compléments est un ZI-complément (proposition 14)» 
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(1) (2) : On a : AxO j c (M) » O f car s
fil existait ax ̂  0, 

ax€jj-(M) f on aurait : Ann(ax) « Ann(a) et a ̂  0 donc Ann(a) n'est 

pas7" -essentiel dans A contrairement à Ann(ax)£ A. On déduit alors 

de la proposition précédente Ax ̂ ôj-(M) donc AxHj^(M) = d^OO 

et par ailleurs on déduit de Axf\ jj-(Li) = 0, Axn jj-(lï) s 0 = jj-(K). 

VI. ZT-COMPLEMENTS FORTS ET 2 1 - CDlïPLEfcENTS RELATIFS : 

Hudry a introduit dans son article (4) la définition suivante : 

Définition : On appelle ZI-complément relatif de X, sous-

module de M, un sous-module Y de M, s'il en existe, maximal dans la 

famille ordonne par inclusion, des sous-modules Z de M tels que 

X 0 Z AM, 

On vérifie sans peine, pour justifier cette définition, que si 3** 

n'est pas vide, est inductif et X admet au moins alors un 

y~ -complément relatif. 

Lemme = Soient E(X) et E(Y) des enveloppes ZI-injectives 

respectives de X et Y contenues dans E(M) enveloppe ZI-injcctive de M. 

Si X e Y£M, on a E(lî) = E(X) ® E(Y). 

Démonstration : 

0 = E(X)D E(Y) .car E(X) entraîne YOE(X) = 0 et Y £ E(Y) 

entraîne E(Y) 0 E(X) = 0 . De X £ E(X) on déduit X $ Y £ E(X) $ Y 

et de Y ê E(Y) on déduit E(X) ftï^E(X) ® E(Y), donc 

X $ Y ̂  E(X) e E(Y) et E(X * Y) « E(H) = E(X) ® E(Y) • 

Proposition 18 : Tout ZI-complément relatif d'un module M 

est un ZI-complément fort de M. 

Démonstration : Soit Y un ZI-complément relatif de X. Y est un 

^-complément car de Y £ Y', Y'^M, on déduit XDY' » 0. De plus 

on peut écrire : X £> Y ̂  X $ Y'^ M et X $ Ï ^ M d'où il résulte 

Y = Y 1. Enfin Y est un ZI-complément fort, car de X $ Y | M, on 

déduit, d'après le lomme : E(M) s E(X)<$>E(Y). 
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Proposition 19 : (démontrée simultanément par Hudry en 
a i ) . 

Une condition nécessaire et suffisante pour que X admette 

un ZI-complément relatif, est que X admette un -complément fort 

(c'est-à-dire qu'il existe X', ZI-complément fort de M, tel que 
X £x'). 

Démonstration : Remarquons d'abord que si l'on a X ^ X ' , les pro

positions (1) et (2) suivantes sont équivalentes : 

(1) Y est ZZ -complément relatif de X 

(2) Y est Z I -complément relatif de X' 

(2) = ^ ( 1 ) : Y H X 1 = 0 entraîne Y O X = 0 et X <$ Y £ X' <î> Y £ M 

entraîne X # Y £ M. De plus, soit Y ^ Z, X $ Z A M, on en déduit 

X' 9 Z A h donc Y = Z. 

(1) (2) x De X $ Y ̂  M on déduit X' ® Y £ M. Soit Z^Y tel que 

X' 0 Z ̂  M, on a X $ Z £ X' <J> Z £ H et X @> Z grM donc Y = Z. 

On peut donc dans la suite de la démonstration, supposer que X est 

un y~. -complément»-La condition est nécessaire : Supposons que X 

admette un -complément relatif Y, d'après le lemme, X $ Y M 

entraîne E(M) = E(X) ($> E(Y) et X est un XL-complément fort. 

-La condition est suffisante : Si X est un 

ZI-complément fort, on a E(X) 0 U = X et E(K) = E(X) Q> S? . Posons 

? fl M = Y et démontrons que X $ Y^> M : on note d'abord que X H Y = 0 

car X H = 0 puisque l'on a E(X)0*? =» 0. Soit m€ M, m = x -f q, 

x e E(X), q t # , 

I X ^ y (m) = [AJX(x + q)^X 4> YJ = | X J X x £ X e t X q € Y = £ O M } « 

[X]Xxex]= i x(x)eH 

Soit m ̂  0, soit x 4 0, il existe X^A tel que X x ̂  0 et X x € X t donc 

Xm = X x -f Xq appartient à X $ Y et m ̂  0. 

Soit x = 0, alors nécessairement q n'est pas nul et appartient à M 

donc q appartient à Y et 1.m = 1 . q < X $ Y et m = 1.m ̂  0* 
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En résumé on peut donc bien écrire : X ($ YAM. De plus Y est maximal 

pour la famille ̂ ordonné par inclusion des sous-modules Z de M tels 

que X & Z A i/40 Soit en effet Y
? > Y et X <$> Y F £ K, on peut écrire 

Y £ Y F car soit y!£ Y 1, ^|Ay f € Y] = y\ 1 A y ' 6 X (9 Y^€ H et 

iyCyOy1 = ^ Y ^ 1 ^ 1 ^ 0 S I Y F ^ 0 # P A R S U I T E ' Y É T A N T U N 

£ -complément, on a Y = Y F et Y est un 7""-complément relatif de X*' 

Proposition 20 : Soit X un ZI-complément fort, soit Y un 

X~ -complément relatif de X, X est un Zlrcomplément relatif de Y. 

Démonstration : Soit X <î> Y ^ M et soit X T un ̂ -complément relatif 

de Y contenant X, -il en existe-. Démontrons que l fon a X ^ X ' : on 

a X ® Y A X 1 $ Y et si xf appartient à X 1, on peut écrire : 

Ix(x') = [XeA | A x ' é X o y]€IZ et I y ( x
f ) = I^x'J.x 1 f 0, 

si x 1 p 0. X étant un -complément, on en déduit X F=X. 

Proposition 2d : Tout 7~~ -complément fort est un complément. 

La réciproque n fest pas vraie en général. Tout complément est un 

/. -complément, la réciproque n fest pas vraie en général. 

Démonstration : 

Soit X un complément, c'est un XI-complément car si X ^ X f on a 

X 4 X f donc X = X'. 

Si l'on prend pour 21 la famille réduite à l'anneau A, elle vérifie 

les conditions C1, C2, C3 de Sanderson, la relation ̂  se réduit à 

l'égalité et tout sous-nodule est un XI-complément car tout module 

est XI -injectif. En général tout sous-module n'est pas un complé

ment» Soit X un ZI-complément fort, soit Z un XI-complément relatif 

de X, Z est un complément relatif de X car : 

X <3> Z £ M X<£ ZALI et Xn Z = 0 ; de plus si Z< Z f et XnZ 1 = 0 

on déduit X <$ Z < X <$ Z f < il donc X * Z' é M et Z = Z 1 • 

On voit donc de même que X est un complément relatif de Z donc un 

complément. La réciproque est fausse en général car si ZI est la fa

mille réduite à A, les Z.-compléments forts sont les facteurs directs 

de M et les compléments ne sont pas en général facteurs directs de M. 
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Proposition 22 : Tout H-complément relatif d'un sous-module 

ZI-complément fort de LI, nonZL-fermé, contient un élément non nul 

dont l'annulateur est un idéal à gaucher-essentiel de A. 

Démonstration : 

Si X est un ZI-complément fort non ZI-fermé dans M, X^-= ^x€M J X 

x ̂  A^ contient strictement X (remarque 6 page 18). Si Y est un 

y -complément relatif de X, d'après la proposition 20, X est un 

ZI -complément relatif de Y donc, puisque M est extension Zl~essen-

tielle de X ^ + Y (on a en effet X ® Ï < X ^ + Y < M ) , on a X r Ci Y ̂  0 

(sinon on pourrait écrire X̂ -CD Y ̂  M et ceci contredirait la maxima-

lité de X). Si x ̂  0 appartient à X^-ftY, X\x = Ann(x) est ZI-essen-

tiel dans A. 

Corollaire : 

Si X est un -complement fort contenant le sous-module -singulier 

j£ (M) d'un A-module M, alors X est un sous-module ZI-fermé. 

Démonstration : 

Si X n'était pas -fermé, d'après la propriété 22, dans tout 

ZI -complément relatif Y de X se trouverait un élément non nul 

de j^- (LC) ce qui est impossible car Y O X = Oo 

Proposition 23 : Soit X un sous-module ZI-complément fort non 

ZI-fermé dans un A-module M, il existe un élément non nul y appar

tenant à M tel que ̂ yOX = 0 et un élément x non nul appartenant à X 
_ ** 

tel que A(x + y) soit extension L--essentielle de A(x + y)OX. 

Démonstration : 

Il existe z6îif z£X, tel que ̂ a 6 A avec az ̂  0, on ait I Y(az)£ 

et Ix(az).az ± 0. Soit Y un ZI-complément relatif de X dans il, 

X + Az contient strictement X, donc Y O (X + Az) ̂  0 car X est un 

Z^ -complément relatif de Y (Proposition 20). 
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Soit alors y ^ 0, y d Y, x £ X tels que y_=-x + bz. On a tz / 0 

sinon y = -x = 0 et ceci contredit y ^ 0. Par ailleurs x j£ 0, sinon 

on aurait AbzOX = 0 car si x = 0 on peut écrire Abz £ Ay cY et 

comme Y O X = 0 on aurait Abz H X = 0 et ceci contredirait le choix 

de z. Alors, quel que soit tf € A, tel que o( (x + y) ¿ 0 , on en dé

duit A<*(x + y)^X ^ 0 car o( (x -f y) = o(bz ̂  0 et Ac< bz 0 X ^ 0. 

De plus
 I

A( x + y)nx^
l ( x

 + s { X | ^ b z 6 X } = Ix(Q!bz)eI^ 

Proposition 24 : Soit M un A-module, soit X un sous-module 

J~_ -complément fort de M non ZI-fermé, il existe doux éléments x et 

y non nuls de M tels que : 

(a) AxHAy = (0), Ann x 2, Ann y. 

(b) VjJnn(x) G S ^ e x ^ e n s ^ o n 2Z.-essentielle de A n n C x ) / ^ ^ ^ 

Démonstration : 

Soit X un sous-module -complément fort de M, non Z_-fermé dans K* 

Dfaprès la proposition 23 il existe x non nul, y non nul, y^X tels 

que AxHX = (0) (on intervertit x et y par rapport à l f énoncé de la 

proposition 23) et A(x + y) est extension 7"" -essentielle de A(x+y)HX. 

Si j} appartient à Ann(y), $ (x + y) » $ x et A$xf)X = (0) puisque 

AxHX = (0) d'où^x = 0 puisque A(x + y ) H X ^ A(x + y) et on déduit 

finalement que ann(x) contient ann(y). 

De plus on a Ann(x + y) = Ann(x) D Ann(y) = Ann(y), car AxO 4y e (0)? 

et A(x + y)OX est isomorphe à X\(x + y ) / ^ ^ ) 5 5 ^ ^ / A n n C y ) f 

car A (x + y)é X équivaut à ^ x é X c'est-à-dire à >x = 0. 
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