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Théorie axiomatique de 1 1essentialité  

Par J. Ravel 

Soit T un treillis complet, c'est à dire un ensemble 

ordonné (dont l 1ordre sera noté ^ ) dans lequel toute 

famille (xj i £l d'éléments de T a une^bon^ inférieure, 

encore appelée intersection, et notée i £ I x^£et, par 

là même, une borne supérieure, encore appelée union et 

On appelle relation d'essentialité dans T, toute 

relation x 4 y entre éléments de T telle que : 

1) (t̂ x £ T) ( x ^ x ) [ réflexivité J 

2) (Vx, y é T ) (x A y*~>x<C y)[c'est à dire plus 

forte que l'ordre de T, et, en particulier telle que 

1'antisymétrie soit vérifiée, car si x ^ y et y A x, on a 

x ^ y e t y ^ C x , d ' où x = y J . 

i) ( V x, y, z ér T) ( x A y et y*4 z ¿1 x ^ z) 

transitivité 

1) ( Vx, y, z €T) T (x <^y 2 et x^t z)^(x<ty et y^? zj 

£ convexité de ï pour 11essentialité.J 

5) L'ensemble T est inductif pour l'ordre d'essen-

tialité. 

Si x, y £ T et si x A y, on dit que x est essentiel 

dans y, ou que y est une extension essentielle de x. 

Dans l'ensemble inductif T^i qu'est l'ensemble T muni 

de l'ordre d 1essentialité, tout élément x a au moins un 

majorant maximal (pour l'ordre de T aussi bien que pour 

l'ordre d'essentialité : en effet, si y est un /i - majorant 

de x maximal (pour 1'essentialité, et si z^y est tel que 
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Y> À z, alors par convexité, y/1 z, d'où z = y et la maxima-

lité de y pour l'ordre de T ; si y est un A -majorant de x 

maximal pour l'ordre de T, il l'est à fortiori pour l'ordre 

d'essentialité, qui entraîne l'ordre de T) • 

On désigne par M(x) l'ensemble des extensions essen

tielles maximales de x (c'est à dire l'ensemble des majo

rants maximaux de x pour 1'essentialité). 

Théorème 1) : l'application x-^UJ(x) = m t . y est la 
" y t r4(x) 

plus grande fermeture de l'ensemble inductif T A 

A • 

1) Extensivité : Si x £T T, soit yéf M(x) : on a 

x ^ s ^ C ^ i x Y ̂  Y# d'où puisque x ^ y , par convexité, 
y i4 \ X ) 

x A < ^ M / ,y =0J ( X ) 
y t M(x) J 

2) Croissance : Si x, y ^ T et si xAy, alors 

M(y) Cz M(x) (car si z^Mfy), on a y A z, d'où par transi-
. k 

vite x 4 z ; et si z ^ t , on a y 4 t, par transivité, d'où 
la ^ 

z = t, en raison de maximalité de z : ainsi, Z C M ( X ) d'où 

CU (x) = x z < /^ M / z = O» (y). 

z t: il(x) z fc:M(y) J 

Ainsi x ̂ CU(x) ̂  (X) (y) : mais, puisque x A y et que y ^ U j ( y ) # 

par extensivité, on a, par transitivité, x A o)(y), d'où 
par convexité. CL) ( X ) A UJ (y). 

3) Idempotence : Si x £ T, on a M ( LÙ (x) ) = H(x). 

En effet, puisque X 4 ( J L ) ( X ) , on a M ( C U (x) ) £^ M(x) ; soit 

maintenant y^M(x) : on a 10 (x) = ' x £ N : r / . Y ^ y # d'où 

x^.aJ(x) ^ y, et, puisque x ^ly, par convexité, û j ( x ) ^ y • 

si maintenant yAzt on a x 4 ù J ( x ) 4 y À z d'où par transi-

tivité, x A z ; ùu : la maximalité de y il s'ensuit que y = 2 # 
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d'où le fait que y c M (UJ(x) ) , ainsi K(x)C;H(CU (x) ), 

d'où M(x) = M( CxJ(:<) ), 

0J[0J ( X ) J - ^ £ H ( a J ( x ) , y - y ^ „ I ( : : ) y - CO (x) « t le 

résultat. 

Soit maintenant ̂ une fermeture de : si x £ T , 

soit y é T r l ( x ) on a xAy, d'où, en raison de la croissance 

de ^ , (x)Z\^ (y) mais puisque y4^?y) / en raison de 

1'extensivité, on a conpte tenu de la naximalité de y , 

y ^ (y)=Y/ cl1 où V ^ x ) / ^ y , 0 t en particulier, ^ ( x ) < y , 

ce ( V y ^ M ( x ) ) s a i n s i ^ ( x ) < ^C^At x Y= CJ(x) ; 

comme x A y ( x ) , vu 1 1extensivité de-^ , on a x 4^(x) (x) , 

d'où, puisque x AuJ(x) , par convexités^ (x)4C0 (x) , ce 

( V x £ T) : ainsi ^ 4 1^ et le résultat est démontré. 

On dit qû Lun élément x de T est fermé dans T si 

x est la seule extension essentielle de x dans T, c'est à 

dire si ( V y é z T ) ( x A y ^ > x = y) . 
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Théorème 2 : Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) Tout élément x de ï possède une plus grande 

extension essentielle dans T( qui est alors, 

par définit ion, CJJ (x) ) et CDest une fermeture 

dans T. 

2) L 1essentialité de T est compatible avec 

l'union (finie). 

3) L 1intersection de deux éléments de T fermés 

dans T est fermé dans T. 

Remarquons que <JJ, qui est idempotente, est, pour l'ordre 

de T, une application extensive £ car x ^ (x) =^> x ^ OXJ ( x ) , 

ce ( V x é T ) ] ; ainsi, pour que soit une fermeture dans 

T pour l'ordre de T, et non plus seulement dans T ^ , pour 

l'ordre d'essentialité, il faut et il suffit que 00soit 

croissance pour l'ordre de T, c'est à dire que l'on ait 

( V x , y G. T) (x H> <^(x) < tJO (y) ). Une condition 

équivalente est la suivante : soit 1(00) = j^xéTJcu (x ) = 

l'ensemble des invariants de OJ ; LO est une fermeture dans T 

si et seulement si I ( Ol) ) est tel que ( \ / x , y<£T) 

( 00 ( x ) * A O ) ( y ) ^ I (OJ) ) . 

- La condition est nécessaire : en effet, si QJ est une 

fermeture dans le treillis complet T, l'ensemble des inva

riants est un treillis complet dont l'intersection coïncide avec 

celle de T. 

- La condition est suffisante : si elle est vérifée, 

soient x , y é T tels que x ^ y ; on a, puisque x^CJD(x) et 

y ^ O ) ( y ) # x = x A y ^ O û ( x ) A c O ( y ) ^ (Jû (x) , d'où, par convexi

té, puisque x 4 o ) ( x ) , x A ( D ( x ) A o ) ( y ) , Mais on sait que OU ( x ) 

est le plus petit invariant de Où majorant x (pour l 1essentia

lité) , d'où OJ ( x ) < 00 (x) A O J (y) £ OJ (y ) , et le résultat 

est démontré. 
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 2 : 

1) =r>2) s Vu la ccmmutativité de l'union, il suffit de prouver 

que ( V x,y, z <£ T) ( x ^ y ^ > x \ / y V z ) ; on a ; vu 1) , et 

puisque x ^ y , y 4 ^ u j ( x ) ? Uûétant une fermeture dans T, 

x < x V z =>oJ ( x ) ^ (x V z) , d'où y < LO (x V 7 z) ; mais 

z ^ x V z < LP (x V z) , d'où y \y z 4 OU (x V z) , soit x V z < y V z ( 

(JJ (x Vz). Hais,vu l'extensivité de 03 , x V z d C J ( x \ / z ) , 

d'où par convexité, x \/ z^d y \ / z . 

2) ==v>i) s Joient x et y des éléments de T fermés dans T : si 

x ^ y A s, on a , vu 2 ) , x =x X/ (x A ;< ) ^ * V z, d ' où x V z = x 

etj'z ̂  x, de même z <^y, d'où z ^ x A y et z = x A y ? ainsi 

x A y est fermé dans T, le résultat est<Jm\ontré/ 

3) =^> 1) s Si x£T T, les extensions essentielless maximales 

de x sont fermées dans T : ainsi si y , z é n(x) , y /^z est 

fermé dans T, mais x ^ y / \ z ^ y et x À y, d'où par convexité 

y /\ z 4 y , d'où y y\z = y et y 4 z ; de même z ^ y et z = y 

est l'unique extension essentielle lùrximale de x, donc la 

plus grande extension essentielle de x, vu 1'inductivité de 

l'ensemble des majorants de x pour 1'essentialité. 

Tout élément x d& 0? a donc une plus grande extenr.' 

essentielle 00 (x) ; il s'ensuit que les invariants de ( jJ sont 

précisément les éléments de T fermés dans T, d'où le fait que 

est une fermeture dans T, compte tenu de la condition suffi

sante d'une équivalence précédente. 

Les conditions précédentes sont aussi équiva

lentes % la suivante : 

}) Toute intersection d'une famille quelconque d'éléments de 

T fermés dans T est fermée dans T. 
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En effet, 4) >3), et, si on a 3), CU est une fermeture dans 

le treillis complet T, et 4) est bien vérifiée. 

Remarque : L'union dans , quand elle existe, coïncide avec 

l'union dansT ; si Nt^.. x. = sup. ¿3 x., on a 
îfci i i £ I i 

(Vi^I) (x.^ . V x.), d'où ( V i é i ) ( x , < V v ) 

e t i Y i x i ^ i V i x i - j o i t j £ i ' : o n a x j < i £ i x i 

< xi et x ± , d'où, par convexité, 

Y x.^ .Vl x. e t (|/j£j) (x.̂ J .Y x ) • i c i i i t i i j i t i * i ; • 

ainsi . x. = . Ŵ. x. et le résultat est 

démontré . 

La relation d'essentialité habituelle dans le treillis T 

des sous-modules d'un module constitue un premier exemple de 

relation d'essentialité. Le fait que le treillis T est modu

laire, l'existence pour chaque élément de complément, entraînant 

des propriétés supplémentaires qui ont été données en (4) 

(chapitre II). 

Nous fournissons dans la suite deux autres exemples de 

relations d'essentialité. 

Théorème 3 : SoitTun treillis complet intercontinu j\c1 est à 

dire tel qu'on ait, pour toute famille totalement ordonnée 

(x i) g T d'élément de T - donc telle que ( Vi, j^I) 

(x. x. ou x . < x.) - et pour tout élément de T. 
I D D I ' 

Si F e s t une partie quelconque de T, la relation xA y 

l^x^y e t (Vz C F ) (x/Az = O ^ y A z =0 ) J e s t une relation 

d'essentialité dans T (Nous désigrtpns par 0 le plus petit 

élément de T ) . 



79 Théorie axiomatique de l'esse nti ail té 

Démonstration : 

1) (^x é T) [ x ^ x et ( \/ z £ F) (x / \ z =0=>x / z = cf] 

d'où la reflexivité de 

2) *jjjp est par définition même plus forte que l'ordre de 

T . 

.3) Si x <?^y e t y ^ z, on a x-<y et y<^z, d'où x < z ; 
* F 

e t si t £f F est tel que x/\t = 0, alors, puisque x<^y, y/\ t = 0, 

d'où; puisque y ^ n z , z /^t = 0 : ainsi, x e t ^ est 

transitive. 

1) Ji x ^ y ^ z et x montrons que x -^ py e t que 

y ^ z : en effet, si t £ r est tel que x A t = 0 , on a aussi 

z/\t = 0, d'où, puisque x/\t^y A t ^z/\::, y /\t = O et.x, j ^ Y 

si t ^ F est tel que y/[t = O, on a, puisque 0 4 x/\t ^ y/\t, 

x A t = 0, d'où aussi z A t = 0 : ainsi , y -^_z, e t l a convexi-
r 

t é de est démontrée. 
F 

5 ) ; ...oit (y . ) . une famille totalement ordonnée pour 

^ d'éléments de T F ( \/i, (y. ^ y . ou y . y . ) / 

On a y = . V I y, = suo ¿1 y . . ;5n effet : 
i ê-I F 

1) Si i £ l , montrons que y . ^ y : on a y. «^y ; soit main-
i F i 

tenant z€*F tel que y ^ z = 0. 

Si j £ l , ou bien y. ^ y . , on u alors y, A z = 0, ou bien 

*i F 7 y i ' e t a l o r s
 y j 4 Y i e t ° ^ Y j A z ^ Y i A 2 = 0 

entraine yj /\ z = O ; Ainsi (V j £ U (Yj >AZ = O) , d'où 

yAz = { Y j ) / \ z = >^/

1 (YjAz) = O e t y, ̂  z. 

2) Soit x Ê T tel que ( V i £ l ) ( y i ^ z) : on a, en particulier 

( V i ^ I ) ( y i ^ z ) , d'où y ^ z ; Ainsi si i c £ l , on a 

y . ^ y ^ z et y. z , d'où y ^ z et le fait que y e s t 
1 o 1 o F ^ 

bien le plus petit^pajorant des y. e 
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La relation N ^ N 1 est une relation d'essentialité 

dans le treillis des sous-modules d'un module M. On peut, 

comme en (1), introduire la notion de J -injectivité en 

disant q fun module Q est ^ injectif si ( 

<J •' a ~$>Q) (g prolonge f ) , et montrer que, pour qu'il en soit-

ainsi, il faut et il suffit que : 

(Vl<A) (\/f: I — > Q) ( 3 q é Q ) ( \j\ £ I) ( ^ ^ j ^ q ) . 

Tour un module Q, on peut alors montrer que les proprié

tés suivantes sont équivalentes : 

1) O est une extension ? -essentielle maximale de l/i 

2) Q est une extension $ -injectice minimale de a 

3) Q est une extension f -injective mitiimalel _ de M 

Si elles sont vérifiées, on dit que Q est une enveloppe 

>-injective de^ il y a existence et unicité (au sens usuel) de 

l'enveloppe $ -injective d'un module donné. 

La ^essentialité définie par une faihille 21 de 

Sandersàn est un cas particulier de J -essentialite £comme 

on l e voit en prenant pour ^ la famille des idéaux de A apparte

nant à ^ETet essentiels dans A.j[ 

La théorie précédente (voir notre théorème 2) redonne 

alors des résultats obtenus par G. îiaury (3) paragraphe 5 

propositionl3) . 
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