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OPERATEURS REGULIERS SPECTRAUX ET  

CPERATEURS REGULIERS DECOUPOSABLES 

par Jacques BERRUYER 

INTRODUCTION, 

la théorie de I.M. GELFAND est la clef de voûte de toute la théorie 

spectrale classique dans les algèbres de Banach. Son importance est due en 

partie aux applications qu'elle trouve dans l'étude des algèbres d'opérateurs 

L(X) sur un espace de Banach X. Citons en particulier la théorie des opérateurs 

spectraux de N. DUNFORD (6), généralisée par la théorie des opérateurs déccm-

poaables de C. FOIAS (8). 

Pour prolonger ces théories au cas d'un e.l.c. X, il convient d'abord 

d'étendre la théorie de GELFAND à une algèbre localement convexe A. Cette 

extension a été réalisée dans l'article (13') par L. WAELBROECK qui impose à 

A d'être quasi-complète et à produit séparément continu. Pour appliquer ces 

résultats à une algèbre d'opérateurs L(X), on est amené à supposer X quasi-

complet et tonnelé ; c'est d'ailleurs ce que fait TULCEA dans (12) lorsque, 

sans donner de démonstration, il dévelcppe la théorie de à opérateurs spectraux 

sur un e. 1. c. X. 

Nous repr^ions le sujet en donnant la priorité au point de vue bornologique 

sur le point de vue topo logique, ce qui nous permet de nous libérer de la 

condition "tonnelé" sur X. 

Dans un premier chapitre, nous montrons que l'article de L. WAELBROECK (13') 

n'utilise en fait que les deux hypothèses suivantes sur l'algèbre A : 
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1) La barnologio sur A est complète. 

2) Le produit de deux bornés de A est borné. 

Cette remarque nous permet au chapitre II, de traiter le cas d'une algèbre 

d'opérateurs sur un e.l.c. X, en ne faisant intervenir sur X que la seule 

hypothèse de semi-complétude, laquelle entraîne que la barnologie équicontinue 

de L(X) vérifie les conditions imposées 1) et 2). 

Le troisième chapitre étend la théorie des opérateurs spectraux (réguliers) 

au cas d'un e.l.c. X semi-ccmplet en introduisant, suivant une idée de B. WALSH 

(14), une résolution spectrale équicontinue sur X. 

Enfin le dernier chapitre prolonge la théorie des cpérateurs décomposables 

à un e.l.c. X quasi-complet, et donne quelques propriétés de ces opérateurs 

ainsi qu'un exemple d'opérateur (régulier) décomposable non spectral sur un 

expace de Fréchet. Cependant, à la fin de ce quatrième chapitre, une difficulté 

est soulignée qui nous amène à croire que la notion d'opérateur décomposable 

introduite, intéressante en soi, ne constitue pas la "bonne* généralisation 

de la théorie de C. FOIAS, à partir du moment où les e.l.c. X ne sont plus 

tonnelés. On est donc conduit, suivant l'idée de départ, qui s'attache à 

supprimer cette condition, à renforcer la notion d'opérateur décomposable. 

On introduit alors la notion d'opérateur fortement décopposable j on montre 

immédiatement, d'une part que sur un espace de Fréchet uit a fortiori sur un 

espace de Bansch) les opérateurs réguliers décomposables et les cpérateurs 

réguliers fortement décomposables sont exactement les mêmes, d'autre part que 

tout opérateur régulier spectral est fortement décomposable. C'est en ce sens 

que la notion d'opérateur fortement décomposable est considérée comme la 

"bonne" généralisation cherchée. 

A ce propos, un problème reste ouvert : celui de savoir si sur un espace 

tonnelé, quasi-complet, les deux extensions coïncident. 
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Chapitre I : THEORIE SPECTRALE DANS UNE ALGEBRE BORNOLOGIQUE CONVEXE COLLETE. 

i 1. Algèbre bornologique, 

La théorie de Gelfand s'applique aux algôbres de Banach commutatives. 

Dans (13') L. WAELBROECK prolonge cette théorie aux algèbres localement convexes, 

commutatives, quasi-complètes, à produit séparément continu, les spectres étant 

supposés compacts. Si une algèbre A vérifie ces conditions, la bomologie sur A 

définie par les bornés de A est complète et le produit de deux bornés est berné. 

Nous nous proposons de montrer dans ce chapitre que les propriétés bcrnologiques 

des algèbres considérées permettent è elles seules le prolongement de la théorie 

de Gelfand. 

Pour l'étude des espaces vectorie16bornologiques le lecteur pourra se 

référer aux articles de H. BUCHWALTER (3) et L. WAELBROECK (13). Rappelons ici 

quelques définitions. 

C1.1.1) Définition ; Une algèbre unitaire A(I^o) sur le corps € des nombres 

complexes est bornologique convexe si : 

1) A est espace vectoriel bornologique convexe, 

2) Le produit de deux bornés de A est borné. 

Dons l'espace vectoriel A, on associe à tout disque B de A l'espace 

vectoriel Ag a rB qui est l'espace vectoriel engendré par B. On munit 

cet espace A Q de la semi-norme jauge de B : 

x iA0 , Pg(x) * Inf r 
r>o 
xerB 

(1.1.2) Définition : On dit que B est un disque complétant lorsque A 0 est un 

espace de Banach. 

(1.1.3) Définition : Une algèbre bornologique convexe A est complète s'il existe 

un système fondamental de bornés, fermé de disquescjDmplétants* 
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S 2. Spectre d'un élément. 

Jusqu'à la fin de ce chapitre A désigne une algèbre barnolcgique convexe 

complète. 

(1.2.1) Définition : Soit a un élément de A. On appelle p(a) l'ensemble des 

-A 

éléments X de la sphère de Riemann t pour lesquels il existe un 

voisinage ouvert V de X tel que : 

1) R : X — — > (X-a) 1 est définie sur V à valeurs dans A. 
a 

2) R (V) est borné. 
a 

a(a) désigne le complémentaire de p(a) dans la sphère de Riemann 

• et s'appelle "spectre de a H. 

Natation : Les ouverts V de C vérifiant les conditions 1) et 2) de la définition 

précédente seront dits "convenables" pour a. Tout ouvert convenable pour a est 

évidemment contenu dans l'ouvert p(a). 

(1.2.2) Proposition : Soit a*A et soit u> un ouvert de p(aî tel que û>cP(a) 

(à) est l'adhérence de w dans C). Il existe un disque borné complétant 

B tel que 

1) R (OT)CB et R (w).R (wKB. 

a a a 
2) R q est une fonction holomcrphe de w dans l'espace de Banach Ag. 

Démonstration : w est un compact dans C, il existe donc jn nombre fini d'ouverts 
V. "convenables" pour a tels que toc R est défila sur u et 
i JLSI x a 

(V.). R tu) est donc borné et contenu dans un disque borné complétant a i=j a 1 a 

B' (on peut, quitte à agrandir B' , supposer que ICB'). B'.B' est borné dans A 

donc contenu dans un disque borné complétant B. Ce disque B satisfait à la 

condition 1) de la proposition (1.2.2.). Si X et y appartiennent à u> on a : 

( X - a ) " 1 - (y-a)" 1 = - (X-y)(X-a)" 1(y-a)" 1 
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Si X tend vers y, le deuxième membre tend vers o dans l'espace de Banach Ag 

puisque (X-a) *(y-a) * reste dans la boule unité de cet espace de Banach. 

On a de plus en divisant les deux membres par CX~y), pour X ^ y : 

i-X^L"1
 " ( Y ' A R L - - U - a r V a r 1 

x - V 
-2 

Si X tend vers y, le second membre tend vers -(y-a) dans A D„ le premier 
D 

membre vers—— (y-a) ^ . R est donc une application hoicmorpho de u> dans 
ay a 

l'espace de Banach A g. 

(1.2.3) Proposition : Soit a é A . Si »€p(a) alors R Q U )
 s (X-a)"" 1 tend 

bornologiquement vers o quand X tend vers l'infini. 

Démonstration s Soit V un voisinage ouvert de l'infini "convenable" pour a. 

Si X*V, X / «, on a : 

( X - a ) " 1 - X " 1 (l+aU-a)" 1) 

Quand X décrit V, . l+a(X-a) * parcourt un borné que l'en peut toujours 

supposer disque complétant et noter B. Il devient évident que (X-a)"" 1 tend 

vers o dans l'espace de Banach Ag. 

(1.2.4) Corollaire : Soit a € A . Si °°£p(a} alors X R Q ( X ) tend bornologiquement 

vers 1 quand X tend vers l'infini. 

(1.2.5.) Proposition : Soit a É A , on a : a(a) t 0. 

Démonstration : Raisonnons par l'absurde, en supposant o(a) » £3 ; alors R a 
/ \ 

est définie sur C et R (C) est contenu dans un disque borné cempiétant B 
a 

(proposition ( 1 . 2 . 2 ) ) . De plus R q est une application entière tendant vers o 

à l'infini à valeurs dans l'espace de Banach Ag. D'après le théorème de 

Liouville, R est nulle ce qui est absurde puisque chaque élément R (X) , 
a a 

X £ Œ , est inversible donc en particulier non nul. 
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S 3. Eléments réguliers. 

(1.3.1) Définition : Un élément a de A est dit régulier si »^o(a) (le spectre 

de a est alors un compact de C). Si a est un élément régulier de A 

on appelle rayon spectral de a le réel positif r(a) défini par : 

rCa) = Sup {|x|/X£o(a)}. 

(1.3.2) Proposition : Soit a un élément régulier de A. Pour tout nombre 

complexe X tel que |x| > r(a) on a : 

n=o X 

où la série converge bornologiquement dans A. 

Démonstration : Soit e un réel, e>o et soit F £ « j^X£ C/|X |jr(a)+e^ est un 
A 

fermé de C contenu dans p(a). Il existe (proposition (1.2.2)) un disque berné 

complétant B tel que R (F ) C B et tel que la fonction R soit holcmarphe 
E a £ £ a 

o -1 
sur F à valeurs dans l'espace de Banach A n . Il en résulte que (X-a) se 

développe en série convergeant dans A^ . Par un calcul évident on obtient 
o , 0 0 e 

pour X € F £ : (X-a) = * ¿2 * 3 o ù l a s é r i Q converge dans l'espace de 

Banach Ag . n"° 
e » _ 

Remarque : La série ̂  j X n a n converge bornologiquement dans A peur X 
n=o 

fixé tel que |x| > r(a), mais pour |xj > r(a) +e elle converge dans le mêrns 

espace de Banach A^ qui ne dépend que do e . 

(1.3.3) Proposition : Un élément a £ A est régulier si et seulement si il existe 

un réel M > o tel que la suite ( a n / M n ) n ^ N soit bornée. De plus si 

a est régulier on a : 

r(aî « Inf | M 6 R * / (a n/M n) , Kl bornée\. 
L + n C N J 
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•émonstratl on : Supposons la suite ( a n / M n ) n ̂ N bornée pour un réel M > o. 

Il existe un disque borné complétant B tel que ( a n / f i n ) n ^ C B , Ppur A C f , 

|X| > M, la série > [ X n a n converge dans l'espace de Banach A 0 . On a par 
p = Q 00 

un calcul évident (X-a) 1 c !> > n a n . Soit alors X 0 £ C, | A 0 | > M , montrons 
n«o 

que X 0 e p ( a ) . Soient a et e deux réels vérifiant : o<a<|x0| - M , e > 0 9 

M+e«|x 0| - a. et soit V(X 0) = £x £ C/|x-X0 |<a]. Pour X £ V ( X 0 ) on a ; 

— £ k B ou k = - r — ~ ^n A 0-a 

donc R Q(X) £ r ~ B c ~ ^ B e t XoÉPla). 

Pour montrer que °°ép(a) il suffit de remarquer que pour X £ C , |x|>2M 
0 0 n 

O n a V ] - 2 — * R W J É 2 D . *— 1 >n+l a n=o X 

Avec ce qui précède on conclut : 

-a est un élément régulier puisque "»£p(a) 

- r(a) v< Inf{ll€R*/ ( a
n / M n ) n é N bornéej. 

Réciproquement, soit a un élément régulier de A. Pour X C, |x| > r(aî 
00 

la série J [ X n a n converge b or no logiquement dans A (proposition (1.3.2)3* 
n ao 

(a A ) tend donc bornologiquement vers o et a fortiori la suite (a n/X nl 
n #*N 

est bornée ce qui implique : 

Inf [ M € R * / ( a N / M N ) N € N bornée] * r(a). 

(1.3.4) Proposition : Soit a £ A. X c£p(a) si et seulement si (X 0-a) a un 

inverse régulier. 

Démonstration : Soit X 0 un nombre complexe tel que (X 0-a)
 1 existe. On a 

l'identité : (X-a)" 1 - (Xo-aT 1 - (X 0-a)
<" 2((X 0-a)""

1 + x ~ î" 1 pour tout 

nombre complexe X / X 0 tel que (X-a)
 1 o u f t x 0 - a )

- 1 + yrp)"" 1 existe. 

Si X 0é.p(a) soit V un voisinage ouvert de X 0 "convenable" pour a, alors : 

/ XéV, X fi X 0 | est un voisinage ouvert de l'infini "convenable" pour a. 

donc »ép(R (^0))# On démontre de la même manière la réciproque, a 
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(1.3.5) Proposition ; Si A est commutative, l'ensemble A des éléments 

réguliers de A est une sous-algèbre unitaire de A, et r(.) est une 

semi-norme sous-multiplicative sur A telle que r( 1) s 1. 

Démonstration : Soient a et b deux éléments réguliers de A. Soient M et N 

deux réels positifs tels que M > r(a) , N > r(b). On va prouver que les 

suites j ^ | j ^ n j n £N 8 t j^"j^ n -J n€N s o n t b o r n é e s C Q c i u i m o n t r e r a déjà que A* 

est une sous-algèbre de A. 

a p b q 

La suite double ( ) r . . Kl2 est bornée, car le produit de deux bornés 
M P N q Cp,q)êN 

est borné. En particulier la suite j tpfj^f n £ N est bornée. 

A étant une algèbre commutative, la formule du binôme permet d'écrire : 

a + b n " p n-p p n-p fra+b.nl 
(TT-T:) = ) C H , donc la suite ^ ( T T - M ) ^ M M+N n e M M . n Mp Mn-p V M + N ]n€N p=0 (M+N) I T N H U J 

est bornée d'après la première partie de la démonstration. 

A* est une sous-algèbre unitaire car oil) * ̂ lj. 

Le choix de M et N dans la démonstration précédente prouve de plus : 

r(ab) $ rCa)r(b) 

r(a+b) $ r(a)+r(b) 

r(Xa) * |x|r(a) pour X £ C . 

Remarque : r(.) est une semi-norme et non pas une norme. Les éléments a £A 

tels que r(a) * o sont dits quasi-nilpotents. 

(1.3.6) Définition : On suppose A commutative j èoit A** la sous-algèbre uni

taire de A formée des éléments réguliers de A. On appelle caractère 

de A toute forme linéaire x multiplicative unitaire (x(D 9 1) 

sur A*. 

(1.3.7) Proposition : On suppose A commutative s soit A la sous-algèbre 

unitaire de A formée des éléments réguliers de A. 

pour a€.Â* on a : o( a) = ̂ x(a) / X caractère de A*} . 
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D*ry?n?t.rgtion : A*" est une sous-algèbre commutative avec unité, tout idéal propre 

est contenu dans un idéal maximal. Si m est un idsal maximal, A /m est un corps. 

Soit m un idéal maximal et m' s f a£A*VInf r(a-b) * o } . m' est un idéal de A * : 
L bêm J 

d'une part c'est évidemment un sous-groupe (r e3t une semi-norme sur A'), d'autre 

part si a<£m', a'é A * , pour tout réel e>o il existe b é m tel que r(a-b) 4 - r

g •-. 
r [ci 1 ) 

donc r(aa'-ba') $ rCa-bîrCa') $ e , ce qui montre que aa'ém'. 

l^m', car si b £ m , (l-(l-b)) ~ b n'est pas inversible, et rCl-b) > 1. On en 

déduit que m' est un idéal propre de A . De plus m'~a m, m est un idéal maximal, 

donc m' B m. 

Soit r(.î la semi-norme sur A /m quotient de la semi-norme r C ) . C'est une norme; 

pour a€A*/m tel que ria) s o, on a a Cm' donc a £ m car Infr(a-b) « 0. 

Le quotient A /m est donc un anneau norme commutatif qui contient C (1 est 

régulier et l^m). On sait alors (S. MAZUR C10] ) que A*/m est isomorphe à C 

cet isomorphisme étant unique puisqu'il existe un seul automorphisme linéaire 

sur C. 

A chaque élément a < A et à chaque idéal maximal m on peut associer un unique 

scalaire a(m) tel que a-a(m)£m. 

Lemme : A tout idéal maximal m de A* on peut associer un caractère x de A*" 

tel que m = Kerx . Réciproquement à tout caractère x de Ä* on 

peut faire correspondre un idéal maximal m = Kerx . 

Démonstration du lemme : Soit m un idéal maximal de Â* 1 A*/m est isomorphe 

à C d'après les résultats précédents. On définit alors le caractère x cherché 

par xtaî B a(m). On vérifie que x est un caractère et que Kerx * m. 

Réciproquement soit x un caractère de A*. Kerx est un idéal maximal si et 

seulement si pour tout élément a^-Kerx il existe b£ À*" tel que 1-ab £. Kerx 
-¥r 1 

Soit alors a £ A tel que x ( a ) 7 o, posons b » ̂ j^y , il vient : xtl-ab) « 0 

donc 1-ab £Kerx . 
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Reprenons la démonstration de la proposition (1.3.7). 

Soit a£A*, on sait (proposition (1.3.4)) que : 

) n'a pas d'inverse dans A . 

Si X£cr(a), l'idéal engendré dans A par (X-a) est propre, contenu dans un idéal 

maximal m. (X-a) б m donc X « a(m) « x(a) °û X est le caractère associé à m. 

Réciproquement, soient x un caractère de A , X B xía) pour a £ A . A-a£Kerx 

Kerx est un idéal maximal, donc X-a n'a pas d'inverse dans A et Xto(a). 

(1.3.8) Corollaire : On suppose A commutative. Soient a et b deux éléments 

réguliers dans A, alors : 

o(a+b) Ca(a) • o(b) 

a(ab) Ca(a) o(b). 

2 

(1.3.9) Proposition : Soit b £ A tel que b « b. L'élément b est régulier dans A 

et о(Ь ) с{о}иШ. 

Démonstration : Pour tout nombre complexe X , X ¿ l , X ¿ o , o n a : 
f. ,-1 1 1  
íx"a) e x * Ш Ч Т a-

Il est alors évident que a(a) C{o) v{l}. A fortiori, a est un élément régulier 

de A. 

(1.3.10) Proposition ; Soit В une sous-algèbre de A unitaire (son unité n'étant 

pas nécessairement celle de A). On suppose que В muni de la bornologie 

induite est une algèbre bornologique complète. Or désigne par A la 

sous-algèbre des éléments réguliers de A, par В la sous-algèbre des 

éléments réguliers de В dans l'algèbre bornologique complète B. On a : 
1) В * * А * Л В . 
2) Pour tout élément b ^ B * s r 0(b) » r(b). où Гд(Ь) désigne le 

rayon spectral de b dans l'algèbre bornologique complète B. 

Démonstration : Cette proposition n'est qu'un corollaire évident de la proposition 

(1.3.3). 
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2 (1.3.11) Corollaire : On suppose A commutâtIve % soit b £ A tel que b * b. 

On pose A b

 s {ab / a £ A } . Si la sous-algèbre A b de A^d'unité b), 

munie d8 la bornologie Induite est complète, pour tout élément ab 

de A f a on a : 

a A (ab) a(x(a) caractère de À* , x(b) * 1} 
M b 

où l'on désigne par a A (ab) 1 Q spectre de ab dans l'algèbre bor-
A b 

nologique complète A^ et A la sous-algèbre des éléments réguliers de A. 

Démonstration : Soit A^ la sous^algèbre des éléments réguliers dans l'algèbre 

bornologique complète A.. On sait (proposition (1.3.10)) que ÂÎf » A. • Soit 

X un caractère de A tel que x(b) 3 1# la restriction de x à A^ est évidemment 

un caractère de A^. Réciproquement, soit x un caractère de A^. Si a £ À * alors 

a b * A b car ab est régulier dans A puisque b l'est (proposition (1.3.9)). Pour 

a€ Apposons x'(a) * x(ab). X' est un caractère de A* tel que X'(b) » 1. Le 

corollaire résulte alors de la proposition (1.3.7). 

Chapitre II : SPECTRE D'UN OPERATEUR DANS UN E.L.C. - OPERATEURS REGULIERS. 

S I. L'algèbre L(X). 

Soit X un espace vectoriel topologique, localement convexe, séparé (en 

abrégé e.l.c.) sur le corps des complexes. L'algèbre L(X) est l'algèbre des 

opérateurs continus sur X. On peut placer différentes topologies sur L(X) 

mais aucune a priori ne joue un rôle particulier. Dans la théorie spectrale 

sur les e.l.c la topologie de la convergence simple semble pourtant mieux 

adaptés que les autres car L g(X) possède un dual que l'on connaît explicitement • 

X8X'. Dans différents ouvrages par exemple : MAEDA (9), TULCEA (12), SCHAEFFER 

(11), c'est cette dernière topologie qui est retenue. 

Afin d'utiliser les résultats du chapitre précédent, on préfère traiter L(X) 

en algèbre bornologique plutôt qu'en algèbre topologique. Ainsi on est amené 
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à chercher sur L(X) une bornologie convexe complète telle que le produit 

de deux bornés de L(X) soit borné. Si X est un e.l.c. séparé, quasi-complet 

et tonnelé, L (X) est une algèbre localement convexe séparée, quasi-complète, 
s 

ô produit séparément continu. Dans ce cas la bornologie sur L(X) définie par 

les bornés de L (X) convient. Afin de se libérer de la condition "tonnelé" s 

on préfère utiliser la bornologie équicontinue sur L(X) (une base de bornés 

étant décrite par les disques équicontinus fermés dans L (X)). Cette bornologie 
s 

possède les propriétés demandées grâce à la proposition : 

(2.1.1) Proposition : Si X est un e.l.c. séparé semi-complet, tout disque 

équicontinu simplement fermé est complétant. 

Démonstration : Soit H un disque équicontinu simplement fermé, montrons que H 

est simplement semi-complet, il sera alors complétant. Soit (u n) une suite de 

Cauchy dans H. Pour tout x < X , (u n(x)) est une suite de Cauchy j elle converge, 

puisque X est semi-complet, vers un point u(x). L'application linéaire u s X X 
Y 

appartient à l'adhérence de H dans l'espace X donc u€.H car H est équicontinu. 

La suite (u n) tend simplement vers u par construction donc converge dans H. 

Dans tout ce chapitre : X est un e.l.c. séparé semi-complet non réduit à (o) j 

l'algèbre L(X) munie de la bornologie équicontinue, est considérée comme une 

algèbre bornologique convexe complète dans laquelle le produit de deux bornés 

est borné (ce qui est évident). On pourra donc appliquer tous les résultats 

obtenus au chapitre I. 
$ II. Spectre d'un opérateur. 

Les définitions et les résultats de ce paragraphe ne sont que des trans

criptions des résultats du chapitre I dans le cas particulier où A est l'algèbre 

bornologique L(X). 
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(2.2.1). Définition : Soit T 4 U X ) j P(T) désigne l'ensemble des éléments Ç 

I 
dQ la sphère de Riemann C tels qu'il existe un voisinage ouvert V 

de Ç satisfaisant à : 

1) R T : X CX-T)""1 est définie sur V à valeurs dans L(X). 

2) R T(V) est équicontinue. 

jo(T) désigne le complémentaire de p(T) dan3 C. 

Notation : Les ouverts V vérifiant les conditions-d« la-définition précédente 

sont dits "convenables" pour T. 

Remarque : Si X est un espace de Banach, a(T) est le spectre habituel de la 

théorie des opérateurs dans les espaces de Banach. 

Si X est un e.l.c. séparé quasi-complet et tonnelé, on retrouve la définition 

du spectre donnée par TULCEA [12). 

(2.2.2) Proposition : Soit T£L(X) et soit co un ouvert de p(T) tel que 

w£p(T) (a) est l'ahdérence de u> dans C). Il existe un disque équi-

continu complétant H tel que 

1) R T(ü>)£H et R T(üT).R T(w) CH. 

2) R T est une fonction holomorphe de OJ dans L^ (espace de Banach 

engendré par H). 

Remarque : L'application R T : p(T)AC •* L Q(X) est une application holomorphs à 

valeurs dans un e.l.c. donc aussi analytique (WAELBROECK (13"î). En particulier, 

et cela servira dans les chapitres suivants, l'application R^(x) z p(T)OŒ x 

définie par R T(x)(X) = (X-T) *x où x est un vecteur fixé de X, est une appli

cation holomorphe, donc analytique. 

(2.2.3) Définition : Un opérateur T sur X est dit régulier si » ( p ( T ) , Si T est 

un opérateur régulier, on appelle rayon spectral de T le réel positif 

r(T) défini par : 

r(T) * Sup jjx|/ AécCTjJ. 
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5 III. Exemples d'opérateurs réguliers : 

Les opérateurs complètement bornés. 

X désigne toujours un e.l.c. séparé semi-complet $ nous allons donner des 

exemples d'opérateurs réguliers de X i les opérateurs complètement bornés. 

(2.3.1) Définition : Un opérateur T de X sera dit complètement borné s'il 

existe un voisinage V de o dans X tel que T(V) soit borné. 

Notation : Soit T< L(X) i on appelle P Q(T) l'ensemble des nombres complexes X 

tels que (X-T) 1é.L(X). a (T) désigne le complémentaire de p (T) dans C. 
c c 

(2.3.2) Proposition : Si T est un opérateur complètement borné sur X alors 

a (T) est une partie compacte de C et a (T) = cr(T). En particulier c c 

T est un opérateur régulier. 

Démonstration : Soit V un voisinage de o dans X tel que T(V) soit borné. 

B c r(T(VÎ) est un disque borné fermé semi-complet de X, B est donc complétant. 

Soit Xg l'espace de Banach engendré par B muni de la jauge de B. Soit J l'injec

tion canonique de X n dans X. T 0 J £ L ( x 0 ) . montrons que a (T) » o (T 0J). Si 
• tJ c e 

o & a (T), T est un isomorphisme de X sur X n , on est ramené au cas où X est 

un espace de Banach, et la proposition est alors évidente* Même remarque si 

o ^ c M T o J ) . 

Soit X é C , X / o. Il faut montrer que MX-J 0T inversible dans L(X)" est 

équivalent à M X - T 0 J inversible dans L ( X Q )
M . Montrons d'abord que " I+T 

inversible dans L(X) M équivaut à "I+T 0J inversible dans L(X q)
, f. 

Si I+J 0T a un inverse dans L(X) , (I+JoT)""
1 peut s'écrire T<P avec R £ L ( X ) . 

On a : J 0T+R+R 0J 0T = J 0T+R+J 0T 0R
 9 Q. 

De la dernière égalité on tire R *-J 0T(I+R) * J 0S avec S = -TCI+R) S est une 

application continue de X dans X Q. Il vient en remplaçant R par sa valeur : 

J(T+S+S 0J 0T) « J(T+S+T GJ+S) = o. 
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On simplifie par J à gauche, ceci est possible car J est une injection, et 

on multiplie par J à droite. On obtient : 

T 0 J
+ S 0 J + S 0 J 0 T 0 J = T o J + S 0 J

+ T 0 J 0 S o J » o. 

Ceci exprime que I x +S 0J est l'inverse de I+T 0J dans L(X Q). 

-I B -I 
On a (I+JoT) =* I-CJ+ToJ) T . 

Plus généralement pour Àlp (T) : • 

Montrons maintenant que a (T) » c(T). Il est évident que o (T) <Ca(T) 
c c 

Réciproquement si X 0 £p„(T) = p (T 0J) il existe unvcdsinaga^A/XXoJ de X 0 

c c 

et un réel positif k tels que : 

X€V(X 0) (X-ToJÎ^BCKB 

car p (T eJ)
 s p(T 0J) puisque X est un espace de Banach. 

C D 

Soit W un voisinage disque de o-dans X, il existe v>o tel que BcvW. Soit et un 
réel tel que a<JX/2J et a<I/2kv j 

posons U = a(VAW). Pour tout X £V(X 0) on a alors : 

(X-T)" I(U)Cy W + a k B C — + akvW<M. 

En résumé est définie sur V(X 0) et R T(V(X 0)) est équicontinue dans L(X) 

donc X 0 6p (T). 

(2.3.3) Corollaire : Les opérateurs contacts sur X sont complètement bornés 

donc réguliers. 

5 IV. Opérateurs quasi-nilpotents. 

(2.4.1) Définition : Un opérateur Q sur X est dit quasi-nilpotent si r(Q) » 

(2.4.2) Proposition : Soit Q£L(X). Les propriétés suivantes sont équivalente? -

1) Q est quasi-nilpotent. 

2) o(Q) = {o}. 

3) Pour tout réel e>o, la suite f 0 ^ " ^ ^ 9 s t équicontinue. 
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Démonstration : On a supposé X non réduit à {o}. Pour montrer (I<£=>2) il 

suffit de remarquer que a(Q) / 0 . Si la suite ^ n / e n ) n ^ N est équicontinue 

pour un réel e>o, la suite (Q n/n n) Kl est équicontinue pour tout réel n>e 
n t n 

ce qui montre : 2<«> 3. 

5 V. Propriétés du spectre d'un opérateur. 

Soit A une sous-algèbre commutative unitaire de L(X). Si A, munie de la 

bornologie induite par la bornologie équicontinue de L(X), est une algèbre 

bornologique convexe complète, on note, pour T 6 A , O^IT) le spectre (défini 

au chapitre I) de T dans l'algèbre bornologique complète A. 

Si A désigne la sous-algèbre de A formée des éléments réguliers de A on sait 

que : 

(2.5.1.) Proposition : Si Té À * : o^il) = j\(T) / x caractère de À*j. 

(2.5.2) Proposition : Soit M une partie commutative de L(X), soit A le 

bicommutant de M. A est une sous-algèbre unitaire commutative de 

L(X) contenant M. Si A est munie de la bornologie induite par la 

bornologie équicontinue de L(X), A est une algèbre bornologique 

convexe complète. Enfin si T £ A on a : 
oAJ) » o(T). 

1 A 

Démonstration : A est évidemment une sous-algèbre commutative de L(X) contenant 

M. A est fermée dans L (X) j la bornologie sur A induite par la bornologie 
s 

équicontinue de L(X) est donc complète. Soit T é A, montrons que o^il) s a(T) . 

P A(T)£p(T) de manière évidente. Réciproquement soit X 0 é p ( 7 ; . Il existe un 

voisinage ouvert V de X 0 "convenable" pour T. Pour tout scalaire X £V, 

(X-T) 1 existe dans L(X). Soit S un opérateur appartenant au commutant de Mj 

S commute avec T donc aussi avec (X-T)""1 ce qui montre que (X-T)" 16 A pour 

tout scalaire Xév. Pour X^V , (X-T) est inversible dans A G t f ( x " T ) " " I } x e v 

est équicontinu donc X 0 £ p Al). 
A 
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(2.5.3) Proposition : Soit T un opérateur régulier de L(X), Q un opérateur 

quasi-nilpotent commutant avec T alors : 

1) a(T+Q) = a(T) 

2) TQ est un opérateur quasi-nilpotent. 

Démonstration : Soit M la partie commutâtive de L(X) réduite aux trois opérateurs 

I, T, Q. Soit A le bicommutant de M, À* l'ensemble des éléments réguliers de A j 

T et 0 appartiennent à A car G^IT) = ortT) et a^CO) s aCO) 9 {o} (proposition 

(2.5.2)). 

On a alors (proposition (2.5.1)) : 

a(T+Q) « {x(T+Q) / x caractère de Â*} - ail) 

a(TQ) a {xtTQ) / x caractère de À*} = {o}. 

2 

Jusqu'à la fin de ce chapitre, P désigne un projecteur sur X (P «P), X p le 

sous-espace fermé P(X) image de P, J l'injection canonique de X p dans X. X p 

est un sous-e.l.c. semi-complet de X, L(X p) est donc une algèbre bornologique 

complète. On note L p la sous-algèbre bornologique de L(X), formée des opérateurs 

T£L(X) tels que TP = PT = T. L p est unitaire et d'unité P. Elle est sirrplement 

fermée dans L(X), c'est donc une sous-algèbre bornologique complète. Si T £L(X) 

l'opérateur PTJ sur X p sera noté T p ; enfin, par abus de notation, on confondra 

l'opérateur P : X — > X et l'application linéaire P : X-*» X p. 
(2.5.4) Théorème : l'algèbre bornologique L(X p) est bornologiquement isomorphe 

à la sous-algèbre bornologique L p de L(X), dans les isomorphismes 

d'algèbres (réciproques) suivants : 

$ : Lp-*~*> L(X p) défini par $(T) * PTJ = T p 

* : LtX p) — > L p défini par *(R) « JRF. 
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Démonstration : $ est évidemment un morphisme d'algèbres de L p dans L(Xp), 

¥ un morphisme d'algèbres de L(Xp) dans L p . L'opérateur jjoV est l'identité de 

L(X p) donc ï est injectif. Soit T d L p , posons R = J C T ) = PTJ j <p(R) = JPTJP » 

PTP « TP = T donc T = YtR). 

Il est enfin évident que | et ï sont des isomorphismes d'algèbres bomologiques. 

(2.5.5) Corollaire ; Si Té. L_ alors o(T 0) = o, (T). 

P P L p 

(2.5.6) Corollaire : Soit T un opérateur sur X commutant avec P. On a : 

o(T ) - o. (TP)Co(T) . 
I r L P 

Démonstration : Soit R = TP s PT j R è. L p et R p = T p donc (corolla.^(2.5.5)) 

o (T ) = a(R ) = o. (R) = a, (TP). 

-1 P P -1 
Si (X-T) existe dans L(X) alors (X-T) P est l'inverse de (\P-R) dans L p . 

L p étant une sous-algèbre bornologique de L(X), on a : a, (TP) » a. (R) Ca(T). 

(2.5.7) Proposition : Soit A le bicommutant d'une partie commutative M de L(X). 

On désigne par A la sous-algèbre des opérateurs réguliers de A. 

Soient T£ A , P un projecteur appartenant à A ; on a : a(T p) = 

(x(T) / x caractère de Â * , X*P)
 = !>• 

Démonstration : Posons A p « A n L p . Si (XP-TP) est inversible dans A p , son 

inverse appartient a fortiori à L p . Réciproquement si (XP-TPÎ est inversible 

dans L p son inverse commute avec tous les éléments du commutant de M donc 

appartient à A. L'algèbre A p étant une sous-algèbre bornologique de L p on a : 

a. (TP) » a. (TP). 
A P L P 

La proposition est alors une conséquence du corollaire 12.5.6} et de la 

proposition (1.3.11). 
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Chapitre III t OPERATEURS REGULIERS SPECTRAUX 

Dans (6} N. DUNFORD définit at caractérise les opérateurs spectraux 

dans les espaces de Banach. TULCEA, dans (12), prolonge (sans donner de 

démonstration) cette théorie au cas des e.l.c. quasi-complets et tonnelés pour 

d es opérateurs ayant un spectre non nécessairement borné dans C. Dans ce 

chapitre nous étendons la théorie de DUNFORD eu cas des e.l.c. séparés, semi-

complets, en nous restreignant au cas des opérateurs réguliers. 

Dans tout ce chapitre X désigne un e.l.c. séparé, semi-complet, L(X) 

l'algèbre des opérateurs continus sur X. Deux structures sont considérées sur 

L(X) : la topologie de la convergence simple et la bornologie équicontinue. 

5 1. Définition des opérateurs réguliers spectraux. 

(3.1.1) Définition : On appelle résolution spectrale équicontinue sur X, une 

application y de l'ensemble b ô(Œ) des boréliens du plan complexe 

dans L(X) vérifiant : 

a) y(C) » I (I est l'application identique dans X) 

b) y(rus) « y(r) • y(s) pour r et s boréllens disjoints. 

c) u(rns) » y(r)y(s) pour r et s boréllens quelconques. 

d) y(Us n) « limi(s n) pour toute suite croissante dans b Q(C), la 

limite étant prise dans L (X). 
s 

e) Il existe une partie équicontinue H, H & U X ) (que l'on peut 

supposer disquée complétante puisque X est semi-complet) telle 

que y(s)€H pour tout borélien s de (C. 

Remarque : Si X est un e.l.c. séparé, tonnelé, WALSM démontre dans (14) p. 300 

que les quatre premières conditions de la définition précédente entraînent 

la dernière. 
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(3.1.2) Oéfinitien : Soit y une résolution spectrale équicontinue sur X. 

On dit qu'un opérateur T sur X commute avec y si pour tout borélien 

s de C : ]i(s)T » T y(s). 

Notation : Soit y une résolution spectrale équicontinue sur X. 

pour tout borélien s de C on pose y(s)X * X . 
s 

X s » y(s)X « Imy(s) « Ker(I-yts)) =» Ker(y(£s)), donc pour tout borélien s de 

C, X est un sous-espace fermé semi-complet de X. Si T est un opérateur sur X s 

commutant avec y. et s un borélien de C, T désigne l'opérateur de X dans X 

restriction de T à X . a(T ) désigne le spectre de T dans l'algèbre bornologique 
s s s 

complète (car X est semi-complet) L(X ). 
s s 

Remarque : Soit s un borélien de S j y(s) est un projecteur sur X donc 

cr(T )Cc(T) (corollaire (2.5.6)). s 

(3.1.3) Théorème : Soit B a(£î l'algèbre de Banach des fonctions Baire-mesurables 

i et bornées. B (C) sera traitée en algèbre bornologique complète, 
a 

Soit y une résolution spectrale équicontinue sur X. y définit un 

unique morphisme d'algèbres bornologiques (noté encore y) 

y : B (C) + L(X) tel que y(l ) « y(s) pour tout borélien s de C a s 

(l g est la fonction caractéristique de s). De plus il existe une 

partie équicontinue complétante H (égale à 4 fois celle de la 

Idéfinition (3.1.1)) telle que : 

V(f) éI|f||H pour toute application f £ B (Œî. 

a 

Démonstration : La partie H de la définition (3.1.1) peut être prise disquée, 

complétante, multiplicatlvement stable. En effet y ( B 0 ( O ) est une partie 

multiplicativement stable et équicontinue de L(X) donc aussi son enveloppe 

disquôe simplement fermée, car le. produit dans L (X) est séparément continu. 
s 

Quitte è remplacer H par r(y(b 0(C))), on peut supposer H équicontinue, multi

plicativement stable et simplement fermée. Il en résulte que l'espace de Banach 
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engendré par H est une algèbre L H commutative, unitaire. Pour toute fonction 

simple 0 « ^ *R*S o n P e u t P o s e r t° 8 e s ^ cohérent comme on sait) 

y(0) » ^ " V ^ K 1 

On définit ainsi une application y sur l'ensemble S(C) des fonctions simples 

sur C, dans l'algèbre de Banach L^. Pour prolonger y à B Q(Œ) il suffit de 

vérifier que y : S ( Œ ) ^ L H est continue. Par ailleurs y est linéaire et 

multiplicative sur S((E!, donc il en sera de même sur B (C). Montrons donc, 
a 

et cela achèvera la démonstration, que : 

0 iSiC) *>y(0) E4| |0| |H. 

Soit y'£ H ° C [ L S C X ) ] ' , soit 0
 A T " ^ K L S • Pour s<Sb 0CC) : |<y(s),y'>|$l. 

Or <vi(0),y'> « ̂  X k<y(s k),y'> donc : 

L^vWî.y^L ,< ||0||^|<y(s k),y'>|. 

Posons m(s) = <|i(s),y'> . La fonction m est une mesure complexe sur la tribu 

b 0(C). On peut supposer m réelle à un facteur 2 près, puis partitionner 

l'ensemble des indices k intervenant dans la décomposition de 0 en J,Wj u l 

1 2 3 
où 

k ^ J ^ m C s ^ o ; k £ J 2 ^ > m ( s k ) é o j k € J 3 ^ > m ( s k ) = o 

Alors 7]|m(s. )| » m( U s. ) - mC U s. ) $ 2. 
K k£J x

 K k€J 2

 k 

Ainsi pour y % € H° on a : 

|<y(0),y'>j * 4| 101 | ce qui montre que y ( 0 ) £ 4| ]0[ | H ° ° 

mais H étant un disque simplement fermé est égal à son bipolaire H°°, d'où 

le résultat qu'on se proposait de montrer. 

Notation : Si f 6Ba((E) on écrit indifféremment : ytf) ou ^ffiy . 

(3.1.4) Proposition : Soit y une résolution spectrale équicontinue sur X et 

soit f £ B (C) . alors o(y(f))C f(CÎ. 
a 
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Démonstration s Soit A Ô € C . X ô £ f l £ j . Il existe un voisinage ouvert V de 

A 0 tel que VAf(CJ » 0. Si X C V , (X-f)" 1 est une fonction Baire-mesurable 

bornée et { ^ ^ " ^ x ^ y s s t b o r n é e d a n s B

Q (
C J - v étant un morphisme d'elgèbres 

bornologiques, pour X £ V : yU-f)"" 1 » (X-y(f ))""1. et £(X-y(f) £ y e s t 

borné donc équicontinue dans L(XÎ. Ainsi V est un voisinage ouvert de x 0 

"convenable" pour ytf) donc X G C ptiitf)). 

(3.1*5) Corollaire s Soit y une résolution spectrale équicontinue sur X et 

soit f € B a ( C ) . y(f) est un opérateur régulier et r(ytf)) « IMI-

(3.1.6) Corollaire : Soit y une résolution spectrale équicontinue sur X et 

s un borélien de C, alors : 

o(y(s)) C(o) U {1}. 

(3.1.7) Définition : Un opérateur régulier T sur X est dit spectral s'il 

existe une résolution spectrale équicontinue y sur X telle que : 

1) T commute -avec y. 

2) a ( T s ) £ s pour tout fermé s de S. 

Dans ces conditions, y sera dite "résolution spectrale de T*. • 

J 2. Propriétés des opérateurs réguliers spectraux. 

(3*2.1) Proposition : Soit T un opérateur régulier spectral sur X, y une 

résolution spectrale de T alors : 

y(o(T)) « 1. 

Démonstration : Soit s un fermé de C contenu dana p(TJ. y(s) étant un pro

jecteur sur X on a : o(T ) C s C p ( T ) £ p ( T ). Donc c(T î « 0, ce qui entraîne 
9 S S 

y(sîX • (o} d'après la proposition (1.2.5), c'est-à-dire y (s) « o. D'autre part 

11 existe une suite croissante (s ) de fermés telle que p(T)nt « \ ~ J s . 
n v— 0 n 

n=o 
Pour tout x £ X on a : y(p(T)OC)x » limy(s )x « o 

n 
donc y(p(T)Ol) « o et enfin y(<r(T)î » 1 # 
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(3.2.2) Corollaire :. Soit f £ B (C>, T un opérateur régulier spectral, v une 

réeolutlon spectrale de T, alors : 

a(y(f))C{o}uf(ff(T)T. 

Démonstration : D'après la proposition précédente : 

w(f) - w ( f ) M U o ( T ) ) - v i n a i J ) ) . 

Le corollaire n'est alors qu'une conséquence de la proposition (3.1.4) 

Remarque : Soit T un opérateur régulier spectral, y une résolution spectrale 

de T. Le théorème (3.1.3) et la proposition (3.2.1) donnent un sens ôj 

De plusJ^XdyU) est un opérateur régulier. 

(3.2.3) Définition : On dit qu'un opérateur T de X possède la propriété d'unique 

extension si pour toute fonction analytique f définie sur un ouvert 

D^ du plan complexe ô valeurs dans X et telle que (X-T)f(X) s'o sur 

D^ , on a : f « o. 

(3.2.4Î Proposition : Un opérateur régulier spectral T sur X possède la 

propriété d'unique extension. 

Démonstration : Raisonnons: par l'absurde. Soit X 0 £ D ^ tel que f(X 0) / 6 , f 

étant continue, il existe un voisinage ouvert V(X^) de X a contenu dans 0 1 " ' 

tel que f(X) i* o pour tout X é V ( X 0 ) . Soit t
x

n * n £ pj*
 0 , 1 0 suite dè points de 

V(X 0) convergeant vers X e et telle que X n y X 0 pour tout n€ N*. Nous obtiendrons 

la contradiction cherchée Bn démontrant que t 

u({X 0})f(X 0) » f(X 0) 

y({X 0))f(X n) * o pour tout n > 1. 

Montrons que y((X 0})f(X ) • o. Pour tout entier n > 1 on a : (X -T)f(X ) • 0 

n n n w 

ou encore (X n-T)y({X 0})f(X^) « o, ce qui peut s•écrire t 

(X - T n Jpt{X 0})f(X ) - o. 
n l A p / n 
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Nais o ( T { X o }
) c tX c} , donc * n

€ j > ( T { X ^ • c a r * n * * o -

X - T n .-i est injective, ce qui montre que p({X 0})f(X ) • o. 
n \ A d j n 

Montrons que y({X 0})f(X 0) « f(X 0)- Par un raisonnement analogue y(s)f(X 03 * o 

pour tout fermé s ne contenant pas X Q. y étant dénombrablement additive et 

C-{X 0} pouvant s'écrire comme réunion d'une suite croissante de fermés, 

on a : 

yCC-{X 0})f(X c)
 e o, ou encore f(X 0) - uC{X 0})f(X 0) « o. 

Notation : Soit x< X, T un opérateur sur X possédant la propriété d'unique 

extension. On désigne par p^(x) le plus grand ouvert de C sur lequel on 

peut définir une fonction analytique >fT à valeurs dans X telle que 

(X-T)x*(X) = x sur p^Cx). a^.(x) désigne le fermé complémentaire de p^tx) 

dans C. Si aucune confusion n'est à craindre, on supprimera l'indice T. 

(3.2.5) Proposition ; Soient T un opérateur régulier spectral sur X et x 

un point de X. On a a(x) a 0 si et seulement si x 8 o, 

Démonstration : Si x 85 o il est évident que a(x) * 0. Réciproquement 

si a(x) * 0, x est définie sur tout le plan complexe, elle est analytique, 

T étent un opérateur régulier, pour Xé C, |X| > r(T) on a : x(X) » (X-T) x 

(propriété d'unique extension) donc *x(X) tend vers o à l'infini. Pour 

tout x'£X', la fonction (X <x(X),x'> ) est entière, tend vers o à 

l'infini donc est nulle (Liouville). X étant séparé par son dual, x est 

nulle. Si X est un scalaire quelconque, il vient : x a (X-T)x(X) • o. 

(3.2.6) Proposition : Soit T un opérateur régulier spectral sur X,y une 

résolution spectrale de C, on a : 

X Q = y(s)X * {x£X / a(x) s} , pour tout fermé s de C. 
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Démonstration : Un calcul simple montre que x£y(s)X est équivalent à : 

-1 
x « y(s)x. Soit x£y(s)X, pour tout A€p(T J H C on a x(X) » (X-T ) x , donc 

s s 
p(T J^CCp(x) ou a(x)Ca(T ) C s . Réciproquement soit x un élément de X vérifiant 

s s 

a(x)£s i montrons que y(s)x « x. Soit r un fermé contenu dans £ - s . 

y(r)x(X) a yTrîx(X) pour tout A*p(x). 

(X-T r)"
1y(r)x » y?r)x(X) pour tout x e p C M f t Œ . 

On a donc : p(y(r)x)à p(x) [j (ptT r)0 O ^ r y £ £ r
 8 C , et en passant aux complé

mentaires dans C : o(y(r)x) a 0, ce qui entraîne : y(r)x * o pour tout fermé r 

contenu dans C - s . Un raisonnement déjà fait deux fois montre que y((C-s)x » o 

ou x-y(s)x * o, 

(3.2.7) Proposition : Soit T un opérateur régulier spectral sur X. Soit R un 

opérateur commutant avec T i alors R commute avec toute résolution 

spectrale de T. 

Démonstration : il faut montrer que pour tout borélien s de C : y(s)R • Ry(s). 

l'ensemble des boréllens satisfaisant à cette égalité étant une tribu, il suffit 

de montrer que pour tout fermé s de C on a l'égalité. Soit s un fermé, r un 

autre fermé contenu, dans C - s. Pour tout x £ X et t fermé dans C, on a : 

o(Ry(t)x)da(y(t)x)C t. Il vient : y(t)Ry(t)x » Ry(t)x (proposition (3.2.6)). 

Cette égalité étant vraie pour tout x é X , y(t)Ry(t) « Ry(t) pour tout fermé t 

de C. En particulier y(r)Ry(r) s Ry(r) et en multipliant par y(s) : 

y(s)Ry(r) a y(s)y(r)Ry(r) 55 o. Ceci étant vrai pour tout fermé r de C - s, 

y(s)Ry(Œ-s) « o donc y(s)R * Ry(s). 

(3.2.8) Proposition : Si T est un opérateur régulier spectral sur X, il existe 

une seule résolution spectrale de T. 
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Démonstration ; Soient tij *t v 2 deux résolutions spectrales de T. Pour tout 

fermé s de C et tout élément x de X : y 2(s)x£ y 2(s)X donc o(y 2(s)x) es d'après 

la proposition (3.2.6). ^ ( s l y ^ s j x « y 2(s)x puisque y 1 est aussi une résolution 

spectrale de T. De même y 2(s)y 1(s)x * y^sJx. y 2commute avec T donc avec y^ , 

par suite, pour tout x £ X et tout fermé s de C : yj(s)y 2(s)x
 18 yj(s)x » y 2(s)x. 

Pour tout fermé s de C, donc aussi pour tout borélien de C : y^(s) » y 2(s). 

5 3. Caractérisation des opérateurs réguliers spectraux,« 

(3.3.2) Définition ; Un opérateur régulier spectral S sur X est dit scalaire si 

S »J\dy(X) où y est la réeolution spectrale de S. 

Exemple : Tout projecteur P sur X est un opérateur régulier spectral scalaire. 

Démonstration : P est un opérateur régulier sur X et o(P)C(o}^{l} 

(proposition (1.3.9)). Soit y la résolution spectrale équicontinue sur X 

concentrée aux points o, 1 et définie par : 

y((o}) « l-P , y({l}) « P. 

L'Opérateur P commute avec y et : 

c(P/v({o))XÎ « c(P/(l-P)X) « o(ô/(l-P)X) « (o). 

o(P/y({l))X) « o(P/P(X)) « o(l/P(X)) » (1). 

p est un opérateur spectral de résolution spectrale y, c'est de plus un opérateur 

spectral scalaire car P » ly({l>) + oy({o>). 

(3.3.3) Théorème : Soit T un opérateur régulier sur X. L'opérateur T est spectral 

si et seulement si T * S+N où S est un opérateur régulier spectral 

scalaire, N un opérateur quasi^nilpotent commutant avec S. 

Démonstration : 

1) Soient S un opérateur scalaire, N un opérateur quasi-nilpotant commutant 

avec S. Montrons que T » S+N est un opérateur régulier spectral. On a : 

TS * (S+N)S * ST i T commute avec S donc aussi avec la résolution spectrale y de S. 
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Soient s un fermé de C, A le bicommutant de la. partie commutative décrite par 

S, N, I, y(s). 

La sous-algèbre A de L(X), munie de la bornologie induite, est une algèbre 

bornologique convexe complète commutative. Soit A la sous-algèbre des éléments 

réguliers de A. On a (proposition (2.5.7)) : 

a(T ) ={x(T) / X caractère de A* ,x (v(s)) 3 1}. 
s 

a(T ) • (x(S)+x(N) / x caractère de A * , xlvCs)) • 1}. s 

ail ) = o(S ) C B . s s 

T est donc un opérateur régulier spectral, il admet y pour résolution spectrale. 

2) Réciproquement, soit T un opérateur régulier spectral sur X, y sa 

résolution spectrale. On pose S « Jxdy(X), N - T-S. 

a) S est un opérateur régulier (remarque suivant le corollaire (3.2.2)). 

b) S commute avec T, donc aussi avec N. 

c) Montrons que N est quasi-nilpotent. Soit A le bicommutant de la 

partie commutative décrite par T, S, I, y(s), s décrivant la tribu 

borélienne. A * désigne la, sous-algèbre des opérateurs réguliers de A, 

L'opérateur N est quasi-nilpotent si et seulement si x(T) « x(S) 

pour tout caractère x de A** . Soit x un caractère fixé 1de Â*. 

L'application XoV de l'algèbre b0((C) des boréliens du plan complexe 

dans {o,l} est additive. Prouvons qu'il existe un point X 0 £ Œ tel que 

pour tout voisinage borélien s de X 0 on ait XoVtsî » 1. Raisonnons 

par l'absurde. Pour X6(D, soit V(X) un voisinage de X tel que 

X o ^ t V ^ Î ) • o- Soit ^ v ( X i J ^ ^ l i n

 u n recouvrement disjoint, fini, du 

compact o(T). On a : 

XoUCoCU) • (xoU(a(T))][xoli( V(X1))j • o. 
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Ceci est absurde puisque XoPto(T)) « 1. 

On achève la démonstration de c) en prouvant que x^SÎ • Х^ т^ " 

*x(T) * X 0 : soit s n • { X £ C / |X-X 0| $ 1/n} , on a x<>y(sn) • 1 

d'après ce^qui précède, d'où xtT)^o(T ) (proposition H^S-JH, 
n 

puis x(T)£ s n t T ^ t un opérateur-réguiier spectrin, et enfin 

X(T) » X 0. 
* X 0 car : 

X(S-X 0Î « x(Sy(s ) - X 0y(s )) » xcfe <X-X0)dy(X)) « o. n n sj s^ 

En effet soit R n «J*q (X-X c)dy(X) « ^ ^ о ' ^ ц П з î e 

n - n 
r(R ) £ ||(X-X 0)1 Г Т 1 Л II 4 ± (corollaire (3,1.5)1. n ^ ' 1 a l u n s 1 1 n n 
Pour x caractère de A* , xCR î£ о л И О ж * d o n c 

П А П П 
|x(R )UR(R ) Д . La suite x(R Î tend vers О quand n tend vers n n n n 
I n f i n i et xtS-X #) » o. 

dî Montrons que S est un opérateur régulier, spectral» scalaire. 

S commute avec T donc aussi avec y (proposition (3.2.7)). Soit r 

un fermé de С et A le bicommutant de la partie commutative décrite 

par T, S» I, y(r). À* désigne la 6ous-algèbre des élément» régulier* 

de A. On a (proposition (2.5.7)) : 

a(S r) * (x(S) / x caractère de A* , xMs)) « 1} 

otS) - { X(T) / x caractère de Â* , xMs)) « 1} 

o(S > « c(T ) £ r . г г 
Remarque : Si T est un opérateur régulier, spectral sur X, la décomposition 

de T obtenue dans le théorème (3.3.3) est unique et l'opérateur scalaire 

associé à T dans la décomposition a la même résolution spectrale que T. 
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Chapitre IV : OPERATEURS REGULIERS DECOMPOSABLES. 

S 1inspirant d'un article de BISHOP (2), FOIAS (8) introduit la notion 

d'espaces spectral maximal et définit une nouvelle classe d'opérateurs dans 

un espace de Banach : les opérateurs décomposables, qui généralisent les 

opérateurs spectraux de DUNFORD (6). Dans ce chapitre, nous reprenons la théorie 

des opérateurs décomposables dans un e.l.c, X séparé, quasi-complet. L'hypothèse 

de quasi-complétude (assurant la compacité de l'enveloppe disquée fermée d'un 

compact) permet de donner un sens à l'intégrale de Riemann d'une fonction 

continue :è valeurs dans X définie sur une courbe fermée tracée dans un ouvert 

Q de Œ, et suffisamment régulière (par exemple différentiable par morceaux). 

Dans tout ce chapitre X désigne un e.l.c. séparé, quasi-complet j L(X) l'algèbre 

des opérateurs sur X munie de sa bornologie équicontinue. 

§ 1. Espaces spectraux maximaux. 

Notation : Soit Z un sous-espace vectoriel fermé de X, T un opérateur sur X. 

Si Z est un sous-espace stable par T, T/Z désigne la restriction de l'opérateur 

T à Z. Z étant fermé dans X est, pour la topologie induite, un e.l.c. séparé, 

quasi-complet. o(T/Z) désigne le spectre, défini au chapitre 2, de T/Z dans 

l'algèbre L(Z). 

(4.1.1) Définition : Soit T un opérateur régulier sur X, Y un sous-espace de X. 

Y est dit espace spectral maximal de T (en abrégé E.S.M.) si : 

1) Y est un sous-espace fermé, stable par T. 

2) Pour tout sous-espace fermé Z stable par T : cr(T/Z) C cr(T/Y) C Y 

(4.1.2) Théorème : Soit T un opérateur régulier sur X, Y un E.SéM. de T, R un 

opérateur régulier sur X commutant avec T ; alors Y est stable par R. 
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Démonstration : R étant régulier, o(R) est compact dans C . Soit X é p ( R ) , 

(X-RÎY est un sous-espace fermé de X car (X-R) 1 est une application continue j 

il est invariant par T puisque T commute avec R . De plus T/(X-R)Y = ( X - R X T / Y X A - R ) 1 

ce qui se vérifie sur chaque élément . On a ; a(T/(X-R)YÎ = a(T/Y). Y étant un 

E.S.M. de T on obtient (A-R)YCY c'est-à-dire R Y C Y . 

(4.1.3) Corollaire : Soit T un opérateur régulier sur X, Y un E.S.M. de T j 

alors : cr(T/Y)Ca(T). En particulier T/Y est un opérateur régulier 

sur Y. 

Démonstration : Soit X 0^La(T) , V un voisinage ouvert de X 0 "convenable" 

pour T. Si X(SV, (X-T) * est un opérateur régulier (proposition (1.3.4)) 

qui commute avec T. Le théorème (3.1.2) assure que (X-T) *YCY donc 

(X-T/Y) 1 » (X-T) 1 / Y 5 V est alors un voisinage ouvert de X 0 "convenable" 

pour T/Y et X 0 £ p ( T / Y ) . 

(4.1.4) Corollaire : Soit T un opérateur régulier sur X j Y 1 et Y 2 deux E.S.M. 

de T. On a : 

otT/Y^ C a ( T / Y 2 ) < H ^ Y 1 C Y 2 . 

Démonstration : Si a d A ^ C o t T / Y ^ , Y 2 étant un E.S.M. de T, Y ^ Y ^ 

Réciproquement, si YjC Y 2 , Yĵ  est un E.S.M. de T/Y 2 j d'après le corollaire 

(4.1.3) on a : a t T / Y ^ C a t T A ^ , 

(4.1.5) Théorème : soientT un opérateur régulier sur X , Y un E.S.M. de T, 

f une fonction analytique définie sur un ouvert connexe D^ du plan 

complexe à valeurs dans X. On suppose f Â o. 

on a : 

(X-T)f(X)t o~i>(D f riatT/Y) » 0 ou D f ca(T/Y). 
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Démonstration : Soit A « {X€ D f / f(X), f ' (Xî,... , f t n ) (X),..., 6 Y). 

a) A est ouvert, car f,f',...,f^ n\... sont des fonctions développables 

en série. 

b) A est fermé dans D f car A I F ^ l ^ C Y ) . 

c) Montrons que D f O a ( T A ) c A . On a : 

(1) Tf(X) HXfCX) sur D f d'où l'on déduit : 

(2) Tf ( n )CX) » Xf ( n )(X) • n f ( n " 1 ] ( X ) . 

Soit \0€ 0f{\ o(T/Y) et Y n » ev(f(X 0),...,F
( n )(X c)) (sous-espace 

vectoriel de X engendré par ces vecteurs). 

- Y n est un sous-espace vectoriel de dimension finie donc couplet, 

et par suite fermé. 

- Y n est stable par T d'après les formules (1) et (2). 

- a(T/Y n)C {X ô}. En effet, pour X£ Ш, (X-X 0)f(X 0) * X-T)f(X e) 
(formule(D). Soit X £ С, X t X 0, montrons que (X-T) est une application 
Burjectlve de Y^ sur Y R. La relation précédente montre déjà que 
f ( X 0 K (X-TÎY n. Supposons alors que f

f 1 1 (X 0) £. (X-T)Y n, et montrons 

que f * i + 1 ' ( X 6 ) É (X-T)Y n pour o<i<n. On peut écrire en utilisant les 

formules (1) et (2) : 

( X - X e î f
( 1 + 1 ) ( X 0 ) * X f ( i + 1 ) ( X 0 ) - (i+l)f

U Î(X 0) ~ T f ( 1 + 1 ) ( X e ) 

( X - X 0 ) f
U + 1 ) ( X 0 ) « ( X - T ) f C l + 1 ) ( X 0 ) - (i+l)f ( 1 )(X 0). 

Ceci montre que f ( X 0 ) £ (X-T)Y n. Y n étant de dimension finie 

est un espace de Banach, a(T/Y n) est le spectre de T/Y^ au sens 

habituel dans les espaces de Banach. Enfin (X-TÎ, qui est surjectlve, 

est aussi un isomorphisme, car Y n est de dimension finie, donc 

X6p(T/Y ), ce qui prouve bien : o(T/Y ) £ { X 0 } . n n 
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-o(T/Y n)Cc(T/Y) car X 0ea(T/Y). 

- Y étant un E.S.M. de T, de ce qui précède on conclut V^<Z Y, donc 

f* n^(X 0) €Y pour tout entier n, ce qui démontre entièrement c). 

d) Montrons que A C D f Do(T/Y). Si X*A, les vecteurs f^n'(X) ne sont pas 

tous nuls ifio et D f connexe). Soit p le plus petit entier positif ou 

nul tel que f î p î(X) t o. 

Si p=o, Tf(X) = XftX) (formule ( D ) . 

Si p * 1, Tf ( p ) ( X ) = Xf ( p )(X) (formule (2)). 

f*p'(X) est un vecteur propre non nul de T/Y relativement à la valeur 

propre X donc XCD^nalT/Y). 

e) Conclusion ; A est ouvert et fermé dans O^i on a donc : 

A « D frio(T/Y) • 0 ou A
 e D fAo(T/Y) =• D f. 

§ 2« Opérateurs réguliers décomposables, 

(4.2.1) Définition : Un opérateur régulier T sur X est dit decomposable si 

pour tout recouvrement ouvert, fini, f G j ) ^ ^ ^ de o(T) il existe un 

système ( Y . ) . . d'E.S.M. de T tels que : x î^i^n 

1) a(T/Y i)CG j L pour tout i, lsUn. 
n 

2) Tout x € X admet une décomposition x » ̂  y^ 

i=l 
où pour tout i, l£i£n. 

(4.2.2) Proposition i Soit T un opérateur régulier spectral de résolution 

spectrale y. 

1) Pour tout fermé s de C , X * y(s)X est un E.S.M. de T. 
s 

2) T est un opérateur régulier decomposable. 

Démonstration : 

1) Soit s un fermé du plan complexe C . On sait déjà que X est un sous-espace 
s 

vectoriel fermé, stable — r T. Soit Z un sous-espace fermé de X stable par T, 
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tel que : 

o(T/Z)co(T/yCs)X) = cCT ). 

On a vu (proposition (3.2,6)) quo X « {x € X/a(x)c s}. Si z Z, on a 
s 

a(z) Ca(T/Z) CallJcs, donc z € X p et Z C X . Ce qui précède montre que X est s s s s 

un E.S.M. de T. 

2) Soit CG^j^3 1 < i < n un recouvrement ouvert fini du spectre a(T). 

On sait (Bourbaki, topologie générale, chap. IX, 2e éd. p. 87, thj3) 

qu'il existe un recouvrement ouvert (w ) de a(T) tel que To. C G . 

pour tout i. Posons s 1 = et ŝ ^ » u^- jW 10 j p o u r 1 < : L* n' 0 n obtient 

ainsi un recouvrement borélien disjoint, fini ( s ^ de a(T). 

Les sous-espaces yCs^X sont des E.S.M. de T, de plus : 

a(T«. J C s . C w . c G , s. i l l i 
n n 

i = w ( i o m ) »
 y ( S i }

 m YZ w C 5 i ï w ( v 
1=1 V=i 

Ceci montre que T est un opérateur decomposable. 
(4.2.3) Preposition : Soit T un opérateur régulier decomposable sur X. 

Si G est un ouvert de (C tel que Gr\a(T) s* 0, il existe un E.S.M. 

Y de T tel que : 

Y i o, a(T/Y)CGoa(T). 

Démonstration : Soient G. « G et G 0 deux ouverts de C couvrant a(T), Y, et Y — . x ¿ 1 2 

les E.S.M. de T correspondant à ce recouvrement. afT/Y^ cG.^ et Y 1 / o sinon 

• {o}, X - Y 2 , mais alors o(T) » a ( T / Y 2 ) C G 2 ce qui est absurde. 

(4.2.4) Théorème : Un opérateur régulier decomposable T sur X possède la 

propriété d'unique extension. 

Démonstration : Rappelons qu'un opérateur T possède la propriété d'unique 

extension si pour toute fonction analytique f définie sur un ouvert D f du 

plan complexe à valeurs dans X et vérifiant ; (A-T)f(X) = o on a f(X) = 0. 
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On peut supposer D f ouvert connexe car est de toute façon localement connexe. 

Soit f une telle fonction. Raisonnons par l'absurde. Soit X £ G tel que f(X) ^ o 

et (X-T)f(X) * o. Xfeo(T) et par suite D fr\a(T) / 0, donc (proposition (3.2.3)) 

il existe un E.S.N. Y de T tel que Y / o et a(T/Y)CD f. Montrons que cela 

entraîne a(T/Y) = 0 ce qui est absurde puisque Y 4 o. D'après le théorème 

(3.1.5) deux cas sont possibles : 

- ou D F C 0 ( T / Y ) mais alors o(T/Y) » D f et a(T/Y) est compact-ouvert dans 

Œ donc vide. 

- ou o(T/Y)OD f = 0 mais alors a(T/Y) est vide. 

Notation : Soit x £ X , T un opérateur possédant la propriété d'unique extension. 

On pose D̂ .(x) = ev(x (X) / XéLp^Cx)) (sous-espace vectoriel fermé de X engendré 

par les vecteurs x (X) quand X parcourt p^.(x)). 

(4.2.5) Proposition : Soient T un opérateur régulier décomposable sur X, 

Y un E.S.N. de T. Si x £ Y alors D TCx) CY. 

Démonstrationù: 

1) Fixons x^Y. La fonction h :X (X-T/Yî^x , définie sur p(T/Y) à 

valeurs dans Y, est analytique. De plus : 

(X-T)h(X) = (X-T/Y)h(X) = x. 

Puisque T possède la propriété d'unique extension on a : 

p(T/Y)Cp(x) et x(X) - h(X)£Y pour tout Xép T/Y). 

2) Il reste à prouver que'x(X)£Y pour Xep(x)/^ a(T/Y). Fixons un tel X 

et raisonnons par l'absurde en supposant 'xCX)^Y. Posons pour simplifier 

z 0

 s x(À) et Z s Y 8 Ez 0. Z est la somme d'un sous-espace fermé Y et d'un 

sous-espace de dimension finie, c'est donc un sous-espace vectoriel ferma de X. 

De plus, Z est une somme directe topologique de Y et (Ez0. Z est stable par T 

car TY£ Y et Tz 0 = Xz c-x êZ. 
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L'absurdité cherchée sera obtenue en montrant Z C Y . Comme Y est un E.S.M. de T , 

il suffit de prouver l'inclusion p(T/Y)cp(T/Z). 

Soit u> un ouvert relativement compact de p[T/Y), "convenable" pour T/Y. Il 

s'agit de prouver que w est "convenable" pour T/Z. Pour faciliter les calculs 

utilisons une représentation "matricielle" en identifiant T/Z à la "matrice-

blocs". : 

puisque (T/Z)/Y = T/Y et Tz 0 * -x + Xz 0. 
our U w on a : 

n-T/Y est inversible dans L(Y), et S (car U . o ( T A ) ) . 

On voit alors aisément que n-T/Z est inversible dans L(Z) et que : 
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La famille ((n~T/Y) ) est équicontinue dans LCY) ; de plus Sup — R < 00 

et ( ̂  — - ) est bornée dans Y. Corrcne Z est la somme directe topologique 

de Y et de C z 0 , il en résulte facilement que la famille C(n-T/Z) )̂ „ est 
T1€U) 

équicontinue dans L(Z) $ ceci démontre bien que to est "convenable" pour T/Z , et 

termine la démonstration» 
$ 3. E^rt» d'un opérateur régulier décomposable. 

(4.3.1) Définition ; Soit T un opérateur régulier décomposable sur X, P un fermé 

contenu dans a(T3 ; on appelle X^CF) le sous-espace vectoriel de X 

défini par : 

X TCF) = {xe X / a ( x ) C F K 

(4.3.2) Proposition : Soit T un opérateur régulier, décorrposable sur X. Soit F 

un fermé contenu dans c(T). On désigne par T p l'ensemble des couples 

T = (G,G') d'ouverts tels que : 

1) G u G ' 3 > A M , 

2) G 3 F , G'fl F = 0. 

Désignons enfin par Y^ , et des E.S.M. de T subordonnés au 

recouvrement G,G' de cil). Alors : 

R 
Démonstration : 

1) Soient x £ X T ( F ) f T ^ T c . On a x = y + y' avec y £ Y et y'£Y' . 
T F T T •* T T 

F étant compact, il existe un chemin r séparant F et G' tel que F soit 

à l'intérieur de T. Si X £ T on a d'une part X ^ F , donc X^a(x), d'autre 

part X^G', donc x/<r(T/YM. De plus y T = x-y^ , par suite : 

p(y T)3p(x)/)p(y^, Si X £ T on a : 

y CX3 = x(X) - tX-T/Y 'rV . 
T T T 
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En intégrant sur r il vient : 

2ïïî/ r V x ) d X =
 2ïïï J ^ x ] à X ' a i J V t / y ; ) " ^ . 

Faisons alors les deux remarques suivantes : 

a) - -Àr \ (A-T/Y ,)'" 1y ,dX = o car c(T/Y') est à l'extérieur de R . 
2 ILI & v T T x 

i C ~ 
b) Soit T' un cercle entourant c(T) i : ™ " J x(X)dX = o car le 

t u t 9 

domaine compris entre T et P est d'analycité. 

Il vient : ^ J ^ S t X J d X - - ^ " x iX)dX - - -L- / U - T ^ x d X . 
Pour X^a(T) on a : 

-1 -1 -1 -2 2 

où la série converge bornologiquement dans LCX) (proposition ( 1 . 3 . 2 ) ) . 

Il existe donc un disque complétant H tel que la série converge.' dans 

l'espace de Sanach L̂ „ On a : 

2 L I r l

( H r l d À = I I ï / R Î * L D X S 1 

Il vient donc : —£ J x(X)dX = x. 

La relation ( 1 ) , compte tenu des remarques précédentes, devient : 

Pour X g r , y^(X)£ D^(y^) i D

T ^ y T ^
 e s 1 : u n sous-eapce fermé de X ; 

1 f 

l'intégrale y x(X)dX étant une limite de sommes finies, on obtient 

x£D-j.(yT). On sait (proposition (4.2.53) que : (y T< Y^ — > D^.(y^) C Y ) 

donc x d Y , et X J F J t i J , Y . 
T T F T 

2) Réciproquement, soit x f ^ j Y T 5 o(x) C o(T/Y^)C G pour tout ouvert 

G^>F, par suite a(x) est contenu dans F et x £ X T ( F ) . 
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(4.3.3) Proposition : Soit T un opérateur régulier, décomposable sur X. 

Soit F un fermé contenu dans a(T). Alors : 

1) X TCF) est un E.S.M. de T. 

2) a(T/X T(F)î C F . 

, 3) Pour tout E.S.M. Y de T : Y = X T(a(T/Y)). 

Démonstration : 

1) D'après la proposition (4,3.2), X T(F) est un sous-espace vectoriel 

fermé de X, invariant par T (la dernière propriété étant d'ailleurs 

évidente). 

2) Montrons que a(T/X^.(F) ) C F. Pour cela, posons pour simplifier 

Tp = T/X T(F). Fixons un peint X ^ F , et prouvons déjà que (X-Tp) est 

inversible dans L(X^(F)). son inverse étant l'application R^ définie 

par : Rx^ x^ = *lXï P o U r t o u t xé.X T(F). 

a) Rx est définie sur X T(FÎ car a'xlCF lorsque x £ X T ( F ) , donc 

XCp(x) et xtX) a un sens. 

b) Fixons x € X T ( F ) . Soit f la fonction analytique à valeurs dans X 

définie sur £ F par : 

f ~f . x(r))-x(X) . , 
j r(nJ = si r\ / X, 

( f(X) = - 'x'(X) . 

Pour n / À on a : 

(n-T)f Cn) » - ~ + + ~ T = x(X) . 

L'égalité se prolonge lorsque n tend vers X. Autrement dit 

(Ç-T)f(Ç) S x(X) pour tout jV. Ceci prouve l'inclusion 

[fcp(^CX)), donc a(x(X))CF et x(À) - R (xî£X TÏF). 

On a donc : R X(X T(F)Î C X ^ F ) , 
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c) R^ est l'Inverse (a priori non continu) de (X-Tp) car, pour 

x£X TCF) : 

fyCX*T F)x) = C(X-TF)x)(X) = (X-T F)xCX) = (X-T F)R x(x) = * , 

donc R,CX-T-) = (X-T C)R, = I. 
X F F X 

d) R^tLCX-jiF)). En effet, scient (avec les notations de la proposition 

(4.3.2)) à C F et T i T . tel que X ^ G . X£p(T/Y ) car o ( T A ) C G . 
R ' T T 

Pour tout xéiX.j.CF) on a : 

R x(xî - x(X) = ( X - T / Y T ) " 1 X , 

c'est-à-dire R x = ( X - T / Y ^ V x ^ F ) , donc Rfi. L(X T(F)). 
Il reste encore à prouver que X possède un voisinage ouvert V, "convenable" 

À 

pour Tp. Pour cela utilisons d) i puisque X ^ p C T / Y ^ ) il existe un voisinage 

ouvert \IX de X "convenable" pour T / Y T que l'on peut supposer contenu dans £ F. 

Pour n CV^ on a : R^ « (n-T/Y T)
 1/X T(F) , donc est "convenable" pour T p. 

3) Soit Z un sous-espace ferme de X, stable par T, tel que a(T/Z) Co(T ). 
F 

Pour z ez, on a : a(z) CaCT/Z) Cc(Tp) C F , donc-z 6X T(F) et Z c X T ( F ) . 

Ceci montre que X^CF) est un E.S.M. de T. 

4 5 Si Y est un E.S.M. de T, montrons.l'égalité : Y = X T(a(T/Y)). 

Puisque c(T/Y} est un fermé de a(T) on peut poser : 

Z = X T[o(T/YÎÎ. On a déjà Y C Z car (xfi Y a(x) c a(T/Y) ). De plus 

a(T/Z) Ca(T/Y) donc Z C Y puisque Y est un E.S.M. de T. 

Remarque : Plus généralement, si F est un fermé quelconque de C, on peut 

poser X-jiCF) - XjtFf\o[T) ). On a encore : 

x € X T ( F K * ) a ( x ) C F 

car de toute façon : a(x)co(T) B 

(4.3.4) Corollaire : Soit T un opérateur régulier, decomposable sur X. 

L'intersection d'une famille quelconque d'E.S.M. de T est un E.S.M. 

: de T. 
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Démonstration : Soit t Y ^ j ^ j uns famille d'E.S.M. de T j on a : 

Y. - P\ XT(cr(T/Y.)) » X T( r>a(T/Y,)j. 
i £ I 1 i € f T 1 T i £ l 1 

La proposition (4.3.3) fournit également la caractérisâtion d'un E.S.M. d'un 

opérateur régulier spectral selon : 

(4.3.5) Corollaire : Soit T un opérateur régulier spectral sur X de résolution 

spectrale p. Si Y est un E.S.M; de T on a : 

Y = X T(o(T/Y)) = y(a(T/YPX. 

Il y a identité entre l*ensemble des E.S.M. de T et celui des sous-

espaces y(s)X de X, où s est un fermé de £. 

Démonstration : T est un opérateur régulier, decomposable (proposition (4.2.2)), 

donc Y * X T(o(T/Y)). De plus (proposition (3.2.6)), on a : v(o(TA))X = X T(o(T/Y}). 

Réciproquement : si s est un fermé de C, on sait (proposition (4.2.2)) que 

y(s)X est un E.S.M. de T. 

J IV. Fermés spectraux d'un opérateur régulier decomposable. 

Soit T un opérateur régulier decomposable. Pour tout fermé FCo(T) on a 

a(T/X T(F)) * oCTpîClF (proposition (4.3.3)). On introduit alors la définition : 

(4.4.1) Définition : Soient T un opérateur régulier decomposable, F un fermé 

contenu dans a(T). On dit que F est un fermé spectral de T »i: 

F = a(T F). 

Remarque : les fermés spectraux d'un opérateur régulier decomposable sont 

exactement les ensembles o(T/Y) où Y est un E.S.M. de T. En particulier o(T) 

et 0 sont des fermés spectraux. 

(4.4.2) Proposition : Soit T un opérateur régulier decomposable. Tout fermé F 

de a(T) contient un plus grand fermé spectral F = o(Tp) j de plus 

X TCF) = X T(F). 
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A/ 

Démonstration : F * a(T p) est un fermé spectral contenu dans F . Soit a(T/Y) 

un fermé spectral contenu dans F j il faut montrer o(T/Y)CF . Puisque a(T/Y)cF 

on a : Y = X T(a(T/Y)) C X T ( F ) donc o(T/Y) ca(Tp) » F (corollaire (4.1.4)). On a 

de plus les équivalences suivantes : x £ X T ( F ) < ^ [ a ( x ) c a ( T p ) = FC F]i*z=z>x£X^{F). 

(4.4.3) Proposition : Soit T un opérateur régulier décomposable sur X. Soit F 
o 

un fermé de a(T). On désigne par F l'intérieur de F dans a(T). On a : 
O A/ 
F C F £ F . 

Démonstration : Soit Xf* F * pour tout voisinage ouvert V U ) de "X dans o(T), 
o 

l'ensemble V ( X ) / ^ F est un ouvert non vide de d(T). Il existe (proposition 
o o 

(4.2.3)) un fermé spectral F v * 0 tel que F y C V C X j n F . On a F ^ C F ^ F donc 

F y C F et par suite F y c : v ( X ) n F donc X £ F 3 F . 

(4.4.4) Corollaire : Soient T un opérateur régulier decomposable, F un fermé de 
c 

o(T) tel que F - F % alors F est un fermé spectral. En particulier 

tout of de o(T) est un fermé spectral. 

(4.4.5) Corollaire : Soit T un opérateur régulier décomposable. Soit F un 
fermé contenu dans o(T). L'intérieur dans a(T) de F - F est vide. 

$ V. Opérateurs réguliers décomposables et opérateurs quasi-nilpotents. 

Nous généralisons dans ce paragraphe le théorème (3.3.3) qui caractérise 

les opérateurs spectraux. 

(4.5.1) Théorème : Soit T un opérateur régulier décomposable ; soit 0 un 

opérateur quasi-nilpotent commutant avec T ; alors T+Q est un opérateur 

régulier décomposable et pour tout fermé F de t on a : 

X T ( F ) - * T + Q ( F ) . 

Lemme 1 : Dans les conditions du théorème (4,5.1), T+Q possède la propriété 

d'unique extension. 
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Démonstration ; Soit f une fonction analytique définie sur un ouvert connexe 

D f du plan complexe à valeurs dans X et vérifiant : (X-T-Q)f(X) = o sur D f. 

Soit X o € 0 ^ , montrons que a^.(fCX0)) = 0 , on pourra alors appliquer la 

proposition (3.2.5) qui n'utilise en réalité que la propriété d'unique extension 

de T, et en conclure f(X 0) = o ce qui démontrera le lemme. 

Déjà pour X £ D f , a T(f(X))C{X} ; en effet, pour n*X on a : 

(n-X+Q)f(X) = (n-T)f(X) - (X-T-G)lf(X) = (n-T)f(X) , 

donc f(X) = (n-T)(n-X+Q)""1f(X), ce qui démontre l'ir lusion : 

p^(f (X)) 3{D-{X}. D'autre part, f étant analytique,-si r est un nombre réel 

tel que r = {X£ (E / |x-X 0| = r > C D f on a : 

On sait que a T ( ^ ~ l ) C r d'après ce qui précède, donc 4X T(T). f(X 0) étant 

la limite d'une somme finie d'éléments de X T(T), on a : f(X 0) £ X T t n . Il 

vient : a (f(X 0)) C{\0}nT = 0. 

Lemme 2 : Dans les conditions du théorème (4.5.1), pour x € X on a : 

W x ) c o t ( x K 

Démonstration : Fixons XCc^tx) t soit T = ( C - G ' J è ^ tel que X ^ G . 

On sait (proposition (4.3.2)) que X T ( a T ( x ) ) c Y T . 

Montrons l'égalité : 

X • ( X - T - Q ) ( 1 - Q / Y T ( X - T / Y T ) "
1 ) " 1 X ( X ) . 

a) (X-T/Y T)
 1 existe car o(T/Y ) c G et X ^ G ; d'autre part Q étant un 

opérateur quasi-nilpotent il en est de même de Q / Y ^ et de Q/Y T(X-T/Y T)
 1 

(proposition (2.5.3)). Ceci montre que : 

(1-Q/Y (X-T/Yj" 1)"" 1 existe. Enfin, x(X)£D T(x), mais xéX T(c.(x))CY T T T T T x 

donc D T t x ) C Y , o t x(Xl<*Y . 
T T T 
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b) La formule ayant un sens» il reste à la vérifier : 

(X*T-Q)( 1 - Q / Y ^ T / Y T J"h
 - 1 x C X ) = CX-T-Q ) (X-T/Y T) ( X - T / Y T - Q / Y T )

- 1 x ( X) 

» ( X - T / Y T - Q / Y T ) ( X - T / Y T ) ( X - T / Y T - Q / Y T ) " "
1 X ( X J » X. 

Ceci montre X ^ a T + ^ C x ] et prouve le lemme 2. 

lemme 3 : Dans les conditions du théorème (4.5.1), pour xé-X on a : 

D T + ( J ( x ) Ç X T ( o T ( x ) ) . 

Démonstration : On doit montrer que pour tout X 0 é p ^ (x) on a : 

x T + Q ( X o ) & X T t o T ( x ) ) , c'est-à-dire o T ( x
T + 0 ( X o n < „ a T U ) . Soit "ùfao [x) et 

X i X„ alors X^a T +g(x) (lemme 2) et : 

x T + Q ( X E ) = ( l + ( X o - g - T ) ( X - X o + Q ) "
1 ) x T + 0 ( X O ) - ( X - X o + Q ) "

1 x 

x T + 0 ( X O ) «= ( X - X o + Q ) "
1 ( X - X o + Q + X 5 0 - T ) ( x

T + 0 ( X o ) - x
T ( X ) ) 

x T*°(X 0) = (X-T)(X-X 0 + Q r 1C^ T + Q(X 0)-x
T(X)). 

Cette dernière formule prouve que X^a^.(x^ + L^(X 0)) et par suite que : 

0 T ( x T + Q ( X O ) ) Co T(x) U { X 0 } . 

Soit T un cercle centré en X Q , contenu dans p T n(x] on a : 

x 0 ( X O ) - J r -S-jpxT" d X i X T ( r u o T ( x ) ) . 

Ceci prouve o T ( x
T + C Î ( X 0 ) ) i ^ t x l u H O (o T(x) u { X 0 } ) co T(x) 

et x T + Q ( X 0 ) £ X T ( o T ( x n . 

Lemme 4 : Dans les conditions du théorème (4.5.1), pour x £ X on a : 

W x } = A T C X ) * 

Démonstration : Soient X 0 ^ a T + ^ ( x ) et F = {X & (E / | x - X 0 | <: rîCPy+gCx), 

G1 - ( X £ t / |X—X 01 < | £ >. G 2 h " { X * Œ / | X ~ X C | > | }. Les ouverts et G 2 

forment un recouvrement de c(T). Soient et Y 2 les E.S.M. de T subordonnés 

à G 1 et G 9 dans ce recouvrement. Soient enfin r • { X £ C / | x - X 0 | « ~i} Q^ 

x £ X , x • y 2 • y 2 avec y x € Y 1 , V2

e^2'
 P o u r X*r o n a X é p ( T / V • P(CT*Q)/y ), 

X £ p T + [ J ( x ) , donc p(y 2) S>P(T/Y 1)OP t + £ j (XÎ et, pour X £ T : 

^ 2

T + Q ( X ) - ( X - T / Y 1 - Q / Y 1 ) -
1 y 1 - ^ ( X ) . 
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soit encore, en intégrant sur I* les deux membres : 

De plus - ~ J^x T + C )(X)dX * Q-et-gilîX t X - T A j - Q A j ) " ^ ^ « yy 

La formule (1) peut alors s'écrire : y^ » 2ÏÏIWFR^2+^^^D^ ; c e c i r n o n' t r 8 Q u e 

y l t D T + Q ^ Y 2 ^ D ' a u t r G part, y 2^
DT+Q^ Y2^ C A R P 0 U R L E C E R C L E R >' C E N T R É À 

l'origine, de rayon égal à r(T+Q)+l où r(T+Q) est le rayon spectral de T+Q , 

on a : y 2 = 25jJRTF^-T-0)"
1y2dX. 

Comme x « y\ +y 2

 9 o n a x ^ DT+Q^ Y2* C Y2 1 c e c i m o n t r e q u e ° T t
x î C G

2

 o u x<> £Py(> 

Démonstration du théorème (4,5,1) : 

Pour tout fermé Fca(T), on a : V + Q f F ) * X T ( F ) P U I S CI U E G T + Q f x ) * °T ( X Î 

polir tout x^X. Soit Y un E.S.M. de T, montrons que Y est un E.S.M. de T+Q. 

Les opérateurs T et Q commutent, donc Y est un sous-espace fermé de X stable 

par T+Q, Soit Z un sous-espace fermé de X stable par T+Q tel que : 

o(<R+QyZ)Ca((r+(yY). Si z£.Z, on a o T + Q ( z ) * a[ (T+QÎ/Z) oo((T*Q)/Y) » o(T/Y) j 

donc z £ X T + Q ( a ( T / Y ) ) = X T(a(T/Y)) = Y. 

Soit ^ G

i ) 1 < i ^ n un recouvrement ouvert de a(T+Q) » a(TÎ. Soit Y ± un E.S.M. 

de T correspondant à pour ce recouvrement. Les sous-espaces Y^ sont des 

E.S.M. de T+Q vérifiant : 

a)a(CT*Q)/Y,) » O ( T / Y J C g , 
n 

b) Tout x£ X admet une décomposition x • ̂  ' y, , où y. £ Y . 
i»l 

pour tout i, l$i$n. 

Ceci montre que T+Q est un opérateur régulier decomposable. 

(4.5.2) Théorème : On suppose X tonnelé. Soient T^ et T^ deux opérateurs 

réguliers décomposables vérifiant : 

1) Tj et T 2 commutent. 

2) Pour tout fermé F de C : X (F) « X (F). 
T l *2 
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Alors T2~"
ri e s t u n °Pérateur quasi-nilpotent. 

Démonstration : Soit e un réel positif ; soit (G,), _ f * un recouvrement 

fini du spectre de par des ouverts de diamètre plus petit que e . Soit 

(Y*)i—i,- r<o l e système d'E.S.M. de T. subordonné à ce recouvrement. Pour tout 

i : o t y Y ^ C G j et Y± = X y ( a C T ^ Y ^ A aCT 2) ) est un E.S.M. de T 2 , donc 

a(T 2/Y i)Ca(T 1/Y i)A a(T 2)C G ±. Puisque et T 2 commutent, on a : 

a((T 2-T 1)/Y i) * oCT 2/Y i-T 1/Y i)C {X-n / XEA(T 1/Y 1), ntolT /Y±)} 

C (X-n / X£ G , n € G i > C {X € t / |À| * 2c}. 

f ( V T 1 ) / Y i ni 

Ceci montre que la suite y[ ^ ) J n é N e S t é c J u i c o r v t i n u e , donc simplement 

bornée. La euite^C 2 g

 1 3 n

n ^ . ^ e s t a l o r s simplement bornée donc équicontinue 

puisque X est tonnelé. c étant arbitraire, a(T 2-T^) « {o} et
 T

2 "
T l e s t u n 

opérateur quasi-nilpotent. 

5 VI. Opérateurs fortement décomposables. 

Afin d'éliminer l'hypothèse "tonnelé" intervenant dans le théorème ( 4 . 2 . 1 0 ) 

introduisons une nouvelle notion, légèrement plus restrictive que celle d'opérateur 

régulier décomposable. 

(4.6.1) Définitier) : Un opérateur régulier sur X sera dit fortement décomposable 

si pour tout recouvrement ouvert, fini f Gi)]^i < n

 d u spectre de T, il 

existe un système ( Y i ) ^ i < n d'E.S.M. de T tel que : 

1) o ( T / Y 1 ) C G i pour tout i, l«i«n. n 

2) Tout x £ X admet une décomposition x e ' y. où y . £ Y 4 pour 
i-1 1 1 

tout i. 

3) La topologie de X est la topologie finale associée au système 

d'injections de dans X. 



47 Opérateurs spectraux . • . 

Remarque : On a simplement rajouté è la défin ition d'un opérateur régulier 

decomposable la condition topologique 3). Tout opérateur régulier fortement 

decomposable sur X est évidemment decomposable. 

FQIAS, dans (B) a, en réalité, introduit des opérateurs fortement décomposables. 

En effet : 

(4.6.2) Proposition : Tout opérateur régulier decomposable sur un espace de 

Fréchet (en particulier sur un espace de Banach) est fortement 

decomposable. 

Démonstration : Soient (G.î-^.^ un recouvrement ouvert de a(T), (Y. )... . 
i l$i*n i L*i*n 

n 
un système d'E.S.M. de T subordonné à ce recouvrement. On note 0 Y. la 

1=1 1 

somme directe topologique des espaces Y^. On a le diagramme cofrniutatif suivant : 

X est un espace de Fréchet, donc aussi : 

1) Y^ car Y^ est un sous-espace fermé de X. 

n n n 
2) (B Y car © Y - n Y,. 

i»l i-1 1 i=l 1 

n 
3) © Y./KerJ car KerJ est fermé puisque J est continue. 

i=l 1 

J est une bijection continue entre espaces de Fréchet, c'est donc un isomorphism 
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n n 
topologique. ®> Y./Kerf (resp. ® Y.) est muni de la topologie finale 

i-1 i=l 1 

associée au système d'applications (resp. à la surjection <!>) donc, par 

transitivité, X est muni de la topologie finale associée au système d'injections 

V 
(4.6.3) Théorème : Soient X un e.l.c. séparé quasi-complet, ^ un opérateur 

régulier fortement decomposable sur X, un opérateur régulier 

decomposable sur X. On suppose de plus que : 

1) T^ et T 2 commutent. 

2) Pour tout fermé F de £ : X (F) = X (F). 
1 !2 

Alors ^ 2 ^ 1 e s t u n ° P ^ r a , t G u r quasi-nilpotent sur X. 

Démonstration : Il suffit d'adapter la fin de la démonstration du théorème 

(4.5.2) ce qui ne présente aucune difficulté compte tenu du lemme suivant : 

Lemme : Soit X un e. l.c.j soient ^ Y ^ ) ^ ^ n un système de sous-e.l.c. , H une 

partie de L(X). On suppose que : 

1) X est algébriquement engendré par u Y^. 

2) La topologie de X est la topologie finale associée aux 

injections canoniques 3^ de Y i dans X. 

3) Chaque Y^ est stable par H. On appelle la partie de L(Y i) 

formée des restrictions à Y^ des fonctions de H* 

Alors pour que H soit équicontinue dans L(X), il faut et il suffit 

que chaque soit équicontinue dans L(Y^). 

Démonstration : Si H est équicontinue dans L(X), il est évident que les parties 

sont équicontinues dans L(Y i)« Réciproquement soit V un voisinage disque de 0 

dans X. i il existe un voisinage V.̂  de 0 dans Y^ tel que H ^ V . J c V (condition 3)). 

On a H(T( u V i ) ) CM % mais TtUV^) est un voisinage de 0 dans X (condition 2)), 

donc H est une partie équicontinue de L(X). 
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(4.6.4) Proposition : Tout opérateur régulier spectral T sur X est fortement 

decomposable. 

Démonstration : Pour tout recouvrement ouvert (G.). . de a(T), il existe 
i l^i*n 

(proposition (4.2.2)) une partition borélionne ( s ^ ^ ^ p d u spectre telle que : 

s i C G i ' s ) C s i ' 1 a ^ i * v ( s i 3 ' Posons 2± « yCs^X i la difficulté 

i=l 

de la démonstration provient du fait que Z^ n'est pas un E.S.M. de T, car il 

est clair que X est la somme directe topologique des sous-espaces Posons 

Y i B u ^ i * x ; 1 1 n o u s r Q S t B à montrer que la topologie de X est la topologie 

finale associée au système ( J ^ d'injections canoniques de Y 1 dans X. On a 

le diagramme commutatif suivant : 

Jo4>o^ e s* un isomorphisme, J une bijection continue dont la bijection réciproque 

^ - 1 - 1 

J - <J>o^otJo^o^î est manifestement continue j ceci démontre que X est muni 

de la topologie finale associée au système U^). 

Les propositions précédentes nous donnent à penser que la notion introduite 

dans ce paragraphe est la bonne généralisation de la théorie des opérateurs 

décomposables de C.FOIAS. Une question reste toutefois ouverte : tout opérateur 

régulier decomposable sur un espace X quasi-complet est-il fortement decomposable ? 

Si la réponse, probablement négative, l'est vraiment, est-elle positive en 

rajoutant l'hypothèse "tonnelé" sur X ? 
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$ VII. Exemples d'opérateurs réguliers décomposables non spectraux. 

Exemple I (X est un espace de Banach). 

Soit X » CC[o;l]) 1' espace de Banach des fonctions complexes continues sur 

l'intervalle fermé [o*l] * muni de la topologie de la convergence uniforme. 

Soit T l'opérateur de multiplication par t défini sur X par (Tx)(t) 88 tx(t) pour 

toute fonction x £ X . 

(4.7.1) Proposition : T est un opérateur decomposable non spectral, nécessai

rement régulier puisque X est un espaça de Banach. 

Démonstration : 

1) X étant un espace de Banach, le spectre de l'opérateur T est le 

spectre habituel dans les espaces de Banach. 

a) Montrons que cr(T) « [o,l] . 

Pour tout nombre complexe X^[ô,l] , (X-T) est inversible dans 

L(X) et son inverse est défini par : 

[(X-Tî^x] (t) » (A-tJ^xtt) pour tout x é X . Ceci montre 

déjà que o(T)C [o,l] . 

Réciproquement, pour Xêp(T), (X-T) est inversible. Soit - . 

x » (X-T)""1! i alors (X-T)x « 1 , donc (X-t)x(t) » 1 pour tout 

tC [b.l] et xé[o,l] . 

b) Soit F un fermé contenu dans [o,l]j posons 

Y p « [x 6X / Supp.x^F j . 

Yp est un sous-espace vectoriel fermé de X, stable par T. 

- Montrons que a ( T A p ) C F . 

Soit X<^F i il suffit de prouver que (X-T/Y p) est une application 

bijective (théorème de Baire-Banach). Soit x £ Y p * si 

(X-T/Yp)x » o, on a (X-t)x(t) « o pour tout t é (p.ij , donc 
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x(t) « o pour t € F car \f F. 

Comme Supp.xcF, x(t) • o pour TÉ[p,l] et x = o. 

Ceci montre dajà que (A-T/Yp) est injectif. 

Soient x £ Y p , y la fonction définie sur [o,l] par : 

" y(t) = (A-TT^Ct) si t € F 

j y(t) = o si t<^F. 

Puisque Supp.xcF, il est clair que y est continue de sorte que 

(A-T/Yp) est surjectif car y<£Y p (Supp.yCF). 

- Montrons que Yp est un E.S.M. de T. J est évident si F * a(T) 9  

= [o#l] ; on peut donc supposer F i [o,l] . 

Soit Z un sous-espace vectoriel fermé de X stable par T tel que 

o[J/2)C a(T/Yp) C F. Soit x<£Z i fixons A £ [o,l] et A ^ F . Alors 

A£p(T/Z) donc (A-T/Z) est en particulier surjectif i d'où 

l'existence d'une fonction z^£Z telle que (A-T/Z)z^ s x 

c'est-à-dire [(A-T/Z)zj (t) = xtt) pour tout t£.[o,l] . En 

particulier si t = A on obtient x(A) » o ce qui prouve l'inclusion 

Supp.xcF d'où x C Y p et Z c Y p . Y p est bien un E.S.M. de T. 

c) Montrons enfin que T est un opérateur decomposable. 

Soient (G.) un recouvrement ouvert fini de a(T) s [p,l] dans 
1 l'cl̂ n 

E, G), la trace de G. sur [o,l] . Soit CcJ).)1<r. _ une partition 

continue de l'unité subordonnée au recouvrement (o).K . de 
1 l^isn 

[o,l] . Le système (Y 0 . e s t un système fini d'E.S.M. u J J Supp.cj)^ l^i^n J 

tels que : 

1 ) £ ( T / Y S u p p . ^ Î C S U P P - V I C G I ' 
n 

2) Pour x C X on a : x « ' 4>.x avec 4>.x^Y 0 . 
Z » i i ^ Supp.<i>. 
i=l 1 

T est bien un opérateur régulier decomposable. 
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2) T n'est pas un opérateur spectral. En effet j raisonnons par 

l'absurde en supposant T spectral de résolution spectrale y. Pour un borélien 

s de C posons y » y(s)l * soit e £ X la fonction : t + t. Pour tout borélien s 

s de Œ on a : y(s)e = y(s)CTl) a Ty = ey . De même pour tout entier n>l 

n n R 
on a : y(s)e = y(sHT ï) = T y = e y . On a donc y(s)P = Py pour tout 

s s s 

polynôme P £ X, et par densité : y(s)x * xy pour toute fonction x£ X. En 

2 
particulier y = y(s}y s y(sîy(s31 s y . 

S S - S 

De sorte que y(s) = o ou y(s) « 1 (pour tout borélien s de C). De plus on 

sait que o(T l e s pour tout fermé s de [o,l] $ or la condition yCs) * 1-

implique T g - T et ^CT g) « [o>\] de sorte que nécessairement y (s) • o pour 

tout fermé sc[o,l] distinct de [o,l] Ceci revient à dire encore y(s) * o 

pour tout borélien s de E contenu dans [q,lj tel que s soit différent de 

La contradiction est obtenue car a(T) * [o,l] » [o, 1/2] u] 1/2,f| et 

y(o(T)) = 1. 

Les formés spectraux de T : 

(4.7.2) Proposition : Soit x C X . Si P désigne l'intérieur du fermé 

F « Supp.x dans o(T) = [o,l] , on a F a F. 
•*» 

o 

Dnmonstr^-tion : On a évidemment F C F . Réciproquement si t £ F , c'est-à-dire 

si téSupp.x, pour tout intervalle de longueur 1/n centré en t, il existe un 

point t n£[o#l] de cet intervalle tel que x(t n) t o- Puisque x est continue, 
0 o 

on a t £ F donc t CF . 
n 

(4.7.3) Proposition : Soit x<£X j alors c(x) • Supp.x. 
Démonstration : On a déjà o(x)£ <J(T/Y Q i l f^ Je Supp.x. Réciproquement, il • •• 11 oupp.x 

existe une fonction analytique x définie sur p(x) à valeurs dans X telle 

que : (A-t)xU)(t) = x(t) pour tout té[o,l] et tout A€p(x). Ceci implique 

x(A) « o si A£p(x)A [o,l] de sorte que la fonction x s'annule sur l'ouvert 

p(x)A[o,l] de [o,l] ce qui implique Supp.xc.o(x). 
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(4.7.4) Proposition : Soient F un fermé de cil), F le plus grand fermé spectral 

o o 
contenu dans F, F l'intérieur de F dans oil). Alors F » F. 

Démonstration : pour x £ X , on a l'équivalence suivante, conséquence de la 

proposition (4.7.2) : 

o 
Supp. x C F**«$>Supp. x C F 

"o 

Ceci montre (proposition (4.7.S)) que : X T(F) » X T(F) i mais on sait 

(proposition (4.4.2)) que X T(F) = X T(F), donc : 

y = a(T/X T(F)) * a(T/X T(F))CF 

d'où on conclut F * F grâce à la proposition (4.4.3). 

(4.7.5) Proposition ; Soit F un fermé de [p,l] . Les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

1) F est un fermé spectral de T 
O O r -i 

2) F • F (F désigne l'intérieur de F dans [p,l]) 

3) Il existe une fonction x £ X telle que F « Suppx 

Démonstration : 1) 2) car F * F » 

2) =r*>l) (corollaire (4.4.4)) 

3)rSr>2) (proposition (4.7.2) ) 

2) ïr^>3) soit G = F i est un fermé de [o,l] , 

c'est donc un G^ (car [o,l] est métrisableî. On sait alors qu'il existe une 

fonction x £ X tellQ que t C £*G zz~$xit) « o i donc : Supp.x a G * F « F. 

Exemples II (X est maintenant un espace de Fréchet). 

Soit X * C(]o,l[) l'espace de Fréchet des fonctions complexes continues 

sur l'intervalle ouvert ]o,l[ , muni de la topologie de la convergence 

compacte surjo,l[ . Soit T l'opérateur de multiplication par t défini sur X 

par (Tx)(t) = tx(t) pour toute fonction x € X . 
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(4,7.6) Proposition r T est un opérateur régulier décomposable non spectral 

sur X. 

Démonstration : 

1) a) Montrons que ail) [o,l] . Soit X 0 ̂  [o,l] , V un voisinage ouvert 

de X 0 ne rencontrant pas C0*1} P o u r ^ v * (X-T) est inversible et 

son inverse (continu car X est un espace de Fréchet) est défini par : 

[(A.nTJ^x] (t) * (X-t)-1x(t) pour tout x £ X . 

La famille H - j^*" T^~*JFX £ V e s t
 écluicontinue

 c a r e l l e G S"t simplement 

bornée ; en effet pour x € X et pour K compact de ]o,l[ , Hx est bornée 

sur K. Ceci montre que X 0 £ p ( T ) . Réciproquement, pour X£ p(T) , 

(X-T) est inversible. Soit x a (X-T) *1 i alors (X-T)x « 1 donc 

(X-t)x(t) • 1 pour tout t<r [o,l] donc X ^ [ o , L J . 

b) Pour couper court à toute ambiguïté précisons que pour toute x £ X # 

le support Suppx de x est un fermé de l'espace topologique Jo,l[ , 

mais Supp.x peut ne pas ctre fermé dans |o,l] . Dans ce cas on 

désignera par Supp.x l'adhérence dans [p,l] de Supp.x j de même on 

désignera par F 1*adhérence dans [P,LJJ d'un fermé F de L'espace 

Uo,L[ . Soit F un fermé de l'espace tcpclogique ]o,L[, . Posons- : 

Yp = j * £ X / Supp.x^Fj . Yp est un sous-espace vectoriel fermé 

de X, stable par T. 

- Montrons que o(T/Yp)C£. Soit X 0 ^ F , V un voisinage ouvert de X 0 

ne rencontrant pas F. Pour X C V , (X-T/Yp) est une application bijective 

donc un is.omorphisme (théorème de Baire-Banach), dont L'inverse est 

L'opérateur défini pour xé X par : 

r (X-T/Yp)-:ix(t) = IX-tT^t) pour t « f ] o , L [ N £ V 

(X-T/Yp)-1x(t) = o pour te]o,L[^ V. 
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La justification est la même que dans l'exemple 1). 

La famille H p = j" [X-T/Ypl"1^ ^ v est équicontinue dans L(Y p) car 

elle est simplement bornée. En effet pour tout x £ Y p et tout compact 

K de]o,l[ , Hp x est bornée sur K et s'annule sur [^F^K. Ceci 

montre A 0£p(T/Yp) et par suite a(T/Yp)<F. 

- Soit maintenant Z un sous-éspace vectoriel fermé stable par T tel 

que : o(T/Z)C a ( T / Y J C F , Montrons Z £ Y. 
F 

Pour cela soit z £ Z ; fixons X£]o,l[ ,X<*£f. Alors F (car 
F n]o*lC 5 F). On montre alors que Yp est un E.S.M. de T comme dans 

l'exemple I. 

c) Par un raisonnement analogue à celui de l'exemple I on démontre que 

T est un opérateur decomposable en remarquant toutefois que l'espace 

topologique lo,l[ isomorphe à R est normal. 

2) Toujours par une démonstration analogue à celle de l'exemple I on démontre 

que T n'est pas un opérateur spectral. 

MANUSCRIT REMI* «A JUILLET 1968. JACQUES BERÎIUYER 
MAÎTRE-ASSISTANT 
DÉPARTEMENT DE M ATHÉMATIQUES 
43, K-7 U NOVEMBRE 1918 
VEULEUKBANNE 
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