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SUR LES EXTENSIONS DU GROUPE DE POINCARE CONNEXE PAR UN GROUPE  

FINI ET LEURS REPRESENTATIONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES 

S. D. EKONG 

INTRODUCTION. 

La première partie de ce travail est consacrée à l'étude des extensions 

du groupe de Poincaré connexe par un groupe fini % et la deuxième à l'étude de 

la forme des représentations unitaires irréductibles de ces extensions. 

L'étude des extensions d'un groupe A par un groupe B conduit directement 

à l'étude du groupe des automorphismes de l'un des groupes quelle que soit 

la définition de l'extension qu'on adopte. Et on sait que cette tache est 

loin d'être aisée même pour un groupe fini [ï] . 

Le groupe de Poincaré étant un produit semi-direct, nous nous sommes 

attachés à caractériser les automorphismes d'un produit semi-direct au 

moyen d'un multiplet. Les résultats de ces investigations appliqués au groupe 

de Poincaré connexe t> ont permis de déterminer le groupe des automorphismes 

de S> et de retrouver les principaux résultats connus [2] [3] sur ce groupe. 

Le centre de <P étant réduit à l'élément neutre, il en est de même de son 

groupe d'automorphismes. On sait alors d'après les travaux d'Eilenberg, 

Mac-Lane [4] et Fadeev (cité par Kurosh [5] ) que toute extension de f par 

H est un produit semi-direct. 

Dans le chapitre III de cette première partie, nous formulons une 

condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe fini H étant donné il 

existe une extension non triviale de <P par H. 
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Dans la deuxième partie, nous nous sommes surtout préoccupés de 

prouver que les produits semi-dirocts t?*H obtenus sent réguliers au sens de 

Mackey. Une fois ceci prouvé, on sait alors que la.méthode des représentations 

induites, permet de déterminer toutes les représentations unitaires irré

ductibles de ces extensions. 

Compte tenu du fait que nous ne considérons que les représentations 

unitaires, le mot unitaire a été omis en plusieurs endroits. 
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S 1. Préliminaires. 

1/ Définition du groupe de Poincaré connexe. 
Soit teC* le groupe orthogonal associé à la forme quadratique indéfinie 

4 2 2 2 2 surlR : QCx) = X! + X
2
 + Х З " x4 

autrement dit le groupe des matrices telles que : 
а/ A « GL(4,tR) 
Ь/ *Л JA = J 

où J est la matrice (1 0 0 Û \ 
0 1 0 0 
0 0 1 0 / 
0 0 0 i / 

et la matrice transposée deA. 

On a pour tout A appartennant à d'après b/, (detA) 2 = 1 d'où detA» * 1 

D'autre part si (xll X12 x13 xl** \ 

X 2i ^22
 X23 X2*+ \ 

x31 X32 X33 X34 j 
Х щ Хц2 ХЦЗ Н ч / 

On a en particulier d'après b/ 
2, 2 2 2 

Х щ + X2if + - Хцц - - 1 d'où 

2 2 2 2 
Хц^ s 1 + Х щ + X21+ + X3ц. 
2 

par conséquent : Хцц 1 

d'où |Хцц| £ 1 

L'ensemble L des éléments Л de enteis que : 
1 ° / detA* 1 

2 ° / Хц|> > 1 
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est un sous-groupe normal de $ et on sait £L?J quG c'est la composante 

connexe de l'élément neutre. On note souvent L = L* 

Soit T le groupe des translations dans CR^ 

Définition : On appelle groupe de Poincaré connexe (P le produit semi-direct 

<? = Tx^L (où L —^Aut(T) est l'injection canonique). 

Notations : Nous utiliserons les lettres a, b, c, d, pour désigner des 

éléments de T et les lettres majuscules grecques pour les éléments de L. 

Loi de groupe dans tp. 

Soient p et p* deux éléments de (Ptels que p - (a,H , p 1 s (b,À) 

on a : p.p' - Ca,r)(b,A) 

- Ca+rtyrA) 

L'élément neutre de (Pest (o,l) où : 1 est élément neutre de L, ô élément 

neutre de T et le symétrique d'un élément (a,H : 

Ca,rf 1 = C-f^a, r"1) 

V (ai) €(P, Ca,n - ta, Ho.l) 

Nous identifierons par conséquent 7 at L à leurs images isomorphes 

respectives Txl et oxL. 

2 / Extension d'un groupe. 

K et 0 étant deux groupes, on appelle extension de K par 0 tout groupe 

E tel que : 

- K est un sous-groupe normal de E 

- E/K est isomorphe à Q. 

Ce qui est équivalent à l'exactitude de la suite 1—*K-^-> y Q -> i 

où i est l'injection canonique et <(> l'homomorphisme canonique. 

Il est bien connu [5] [4] qu'à toute extension de K par Q correspond un 

homomorphisme & de Q dans AntCK)/IntK où AntCK) et IntK désignent respectivement 

le groupe des automorphismes de K et le groupe des automorphismes intérieurs 



77 

Extensions du groupe de Poincaré. • • 

de K.. Ellenberg et Mac Lane d'une part et "-d'autre part Fadeev ont établi 

une C.N.S. pour qu'un homomorphisme Qr de 0 dans Aut(K)/Int(K) soit associé à 

une extension de K j cette condition entraine la conséquence suivante : 

dans le cas particulier où K n'a pas de centre (centre réduit à l'élément 

neutre), tout homomorphisme de Q dans AUt(K)/Int(K) est associé à une 

extension de K par Q et une seule : le produit semi-dirsct. Le fait que 

certains auteurs appellent extension de K par Q la suite exacte 

1 yQ » E > K V 1 

échange les rôles de K et Q on doit alors étudier le groupe des automorphismes 

de Q. 

Dans le cas du groupe de Poincaré, les extensions de cette forme ont 

été étudiées par L. Michel [6] et les extensions des algèbres de Lie de 

par M. Flato et D. Sternheimer [Y] [a]* 

Nous nous proposons d'étudier le cas où la suite exacte est de la forme 

1 =— > E > Q v 1 avec Q fini. 

II - Les automorphismes d'un produit semi-direct. 

Soit G s K x H un groupe, produit semi-direct de ses sous-groupes K et 

H, avec K normal dans G. On sait alors que G est en particulier une extension 

de K par H et qu'il existe un homomorphisme tf'de H dans AuttKÎ. Nous désignerons 

par h l'image h £ H dans AuttKÎ par fr. 

II - 1/ Les automorphismes de G" * K x H 

Ca,n £G , (b,A) d G on a : 

(a,D(b,AÎ » (a.r(b),iy\) 

Soit F un automorphisme de G : Y Ca,DéK » 3 ( b ^ ) ^ G , F(a,A) - Cb,A) 

( 1 , 1 ) élément neutre de G. 

Posons b « f(a) , f\ « a(a) 
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. On définit ainsi les applications 

f : K > K 

a : K >H 

de la même manière on définit pour tout C1,D appartenant à H, 

F(l,n = Ce,A) 

las applications 

$ : H ^ H 

(J, : H > K 

Propriétés des applications f,a,iji,l . 

Soient (a,l) et (b,l) deux éléments de G et F êA ut (G) on a 

(a,l)(b,l) = Cab,l) 

F(Ca,l)Cb,l3) = FCa.l)F(b.l) 

= (f(a],a(aD(f(b),a(b)) 

= (f(a).a7àY[f(b))], a(a]a(b)) 

or F((a,lHb,l) = F(ab,l) et F(ab,l) = (f(ab),a(ab)). 

On en déduit par identification 

(1) f(ab) = f (a)o?a1 [f Cb)] 

(2) a(ab) * a(a)a(b) 

La relation (2) entraine que a est un homomorphisme. Posons Ha) * Ta 

on a alors 

fCab) = f(a)a(a]f(b) 

appliquons maintenant le même traitement aux élémente Cl.r) et (1,/û de G. 

F((l.r)(l,A)) = F ( l,DF ( l A ) 

= (*(r),*(r)}(*(Aî.»(A)î 

= (•(r)«(r)*[/\),»(r)»CA)) 

or F(Cl,r)Cl.A)) = F(l,rA) 

= (<f.(rA),*(r/)) 
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d'où les relations : 

(3) * ( rA) « •(r)»(n*(A) 

(4) «(rAÎ * *(rî*(/\) 

La relation (4) entraine que * est un homomorphisme. 

Comme pour tout élément (a,D de G on a la décomposition (a,D s (a, ) { 1 , D 

on en déduit que : 

F(a,H = F(a,l)F(l,n 

= (f(aî , a (a )H* ( r ) ,«Cr ) ) 

» ( f ( a î . a (a ' ï * ( r ) , a (a ) « ( r î ) 

On a d'autre part : 

FUl,rHa , m = FCra,D 

d'où „ „ 

( • ( r ) f * ( D ) ( f ( a ) , a ( a J ) = ( f (Ta) . a ( r a î * ( D ,a(TaJ«(rj ) 

( * (D.» î f)f (a ) ,« ( r)a(a)) = (f (?a) . o ( r a î * ( r ) , a ( ? a J « ( D 

D'où l'on tire les relations : 

(5) ftïaîatFaHCr) - <KH<HH fta) 

(6) a (Ta)«( r ) = * ( r j a ( a ) 

Tout automorphisme F de G éclate donc en quadruplet que nous appellerons 

quadruplet type ; nous appellerons relations de base les six relations pré

cédentes qui relient les éléments du quadruplet. 

11-2/ Caractérisation de F au moyen du quadruplet (f,a,<j>(*) 

Nous commencerons par étudier le cas où G est un produit direct. 

Proposition : 

Soit G » K x H un produit direct de groupes ; si F est un automorphisme 

de G alors tous les éléments du quadruplet sont des homomorphismes. 

La démonstration est immédiate compte tenu du fait que : V r C H 

Y = UK où I est l'application identique sur K. 
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Soit G s K x H un produit direct de ses sous-groupes K et H, et 

F • tf,a,(J>,$î une application de G dans G telle que tous les éléments du 

quadruplet soient des homomorphismes tels que : 

f : K - » K ; a : K > H 

$ : H >H ; § : H — - > K 

Si le quadruplet (f ,a,<J>,$ ) vérifie les conditions (5) et (6) des relations 

de base, alors : 

Proposition : 

Une condition nécessaire et suffisante pour que F a (f#a,<{>,$), définisse 

un automorphisme de G est que les éléments du quadruplet soient liés par les r 

relations suivantes : 

(DU kerfH hera = 1 

(02) ker<}> HherS - 1 

(D3) imf x im<|) » K. produit direct 

CD4) ima x im<j) = H produit direct, 

imf x imtj) désigne ici l'ensemble des éléments b de G de la forme 

b * f C a H C H avec a(a) +(D - 1 

de môme ima x im$ est l'ensemble des éléments A de G tels que : 

A « alaîttn avec f C a H C H = 1 

Si F est un automorphisme de G alors F est représentable par un quadruplet 

type ( f , a , q u i vérifie les six relations de base. 

aêkerfftkera s^F(q,l) = ( 1 , 1 ) 

F é A uttG) « 1 d'où (DU 

On démonstre de la même façon que ker<j> f\ ker$ = 1 d'où (D2) 

V b £ K ,3!(a fD(?G tel que F(a,D » (b,l) 

d'où f b * f l a W H 
( 1 --aCaî*(0 
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F étant un automorphisme de G, tout élément b de K admet une factorisation 

unique de la forme précédente. L'ensemble de ces factorisations forme donc un 

recouvrement de K que nous appellerons recouvrement propre de K et imf, im<t> 

sont les images propres associées è ce recouvrement ; on a alors : 

imf A irt 3 1 

On en déduit donc que K - imf * inv}> . 

Comme imf et im$ sont des sous-groupes normaux de K, on a K a imf * irrcj> 

On démontre de manière identique que H » ima x im$ est un produit direct, 

d'où (D4). 

Réciproquement soit F - (f,a,<J>,$) une application de G dans G = K * H 

telle que : f : K * K ; a : K * H 

* : H — H $ : H — - > K 

Soient des homomorphismes vérifiant les six relations de base et : 

F(a,T) = (f (a )«(r ) ,a(a)*(D) \f[e,T)€G 

si F vérifie en outre (DU, (D2),(D3) et (D4) alors F est un automorphisme 

de G i en effet : 

F(a,H - (1,1) f f C a H m « 1 

(a(a)«(n = 1 

f(a)<Kn = 1 entraine que a(a)$(r) appartient au produit direct ima x im$ 

donc : 

a(a)$(r) = 1 > aÉkera , T£ker $ 

de même a(a)$(n * l entraine que f(a)<>(F) appartient au produit direct 

imf * inrô donc f(a)$(n « 1 entraine aékerf, r £ ker$ donc d'après (DU 

a a 1 ,T « 1 par conséquent F est un monomorphisme. 

V (b/\) CG ,3 (d,A)ê G tel que (b,A) * F(d,A) 

en effet : b ê K = % b = f(a)$(n avec a(a)*(n « 1 

* 6 H ^ A - a(c)«(Zî avec f(cî + (E) * 1 



82 

Extensions du groupe de Poincaré . . . 

d'où 

(b,A) = (fCa)«(D,a(c)*(LJî 

= tfta)«(r)fCc)(f)(Z) , a(a]»(r)a(cî*(E)î 

= tfCacHtTE), a(ac)*Cn;J) 

» FCacTE) 

d'où : 

de S se , A = TE. 

Par conséquent F est un épimorphisme d'où F e AuttGh 

Il est clair que la correspondance F —> ( f , a , e s t bijective ; on peut 

donc identifier F à tf,a,(*>,*). 

Dans le cas particulier où K est un sous-groupe caractéristique de G, 

(i.e, stable pour tout automorphisme de G), on a : 

a(a) = 1 V a £.K donc kera = K 

d'après (Dl) ker f = 1 , f est alors un monomorphisme ; d'après (D4) im* « H 

donc • est un épimorphisme 

V b€K , 3 !(q , r)£G 

tel que Fta, H = b 

d'où b « f(a)<î>(n avec a(a)*(r) = 1 

donc r ê ker* et a è kera 

Par conséquent kera x ker* est isomorphe à K ce qui entraine que ker* « 1 

donc * est un automorphisme de H. 

réker$=^r * 1 donc d'après (D3) f est un épimorphisme d'où f £Aut(K) 

Cas d'un produit semi-direct. 

Dans le cas d'un produit semi-direct quelconque, a et * sont dés homo-

morphismes ce qui n'est plus le cas pour f et Cependant les restrictions 

f et <t>ç de f et <i> à kera et ker* sont des homomorphismes. On peut aussi 

remarquer que la restriction de f à kera.K est un pré-homomorphisme en ce 
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sens que pour tout élément ab de kera. K on a : 

f(ab) * f(o)f(b) 

On a également une propriété analogue pour 

Comme dans le cas d'un produit direct, nous allons caractériser tout 

automorphisme de G au moyen d'un quadruplet (f,a,<J>,*). 

Proposition, 

Soit G = K x H un produit semi-direct où K est un sous-groupe normal de 

G ; F une application de G dans G telle qu'elle éclate en un quadruplet type 

(f,a,$,$)• Si les éléments du quadruplet vérifient les six relations de base 

alors une condition nécessaire et suffisante pour que F a (f,a,$,$) définisse 

un automorphisme de G est que l'on ait les relations : 

(SD1) kerf = 1 ot 

(SD2) ker<!>4 = 1 

(SD3) inf f) im$ A « 1 

(SD4) ima x im$ = H produit semi-direct (où ima x im* est défini comme 

dans le cas du produit direct). 

(SD5) V b £ K ,3 !(q,r)€G, b * fCa)^? 1)" 1 avec a ( a ) » ( D « 1. 

Soit en effet F un automorphisme de G, F • (f,a,<>,<M et le quadruplet 

vérifie les six relations do base 

aê kerf aA ker Q FCa,l) = (1,1) s£> a = 1 

donc kerfa « 1 (puisque kerf C kera) 

de même on démontre que ker<->̂  * 1. (a,Dekera x ker$ 

alors F(a,T) « (f (a)^.(D,l) 
a v 

d'où f 0(a )$ # ( r ) • 1 a « 1 , r = l 

donc imf film^. = 1 

ce qui démontre (D3) 
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V /\ é H, "3 ! (a, n € G tel que : 

Ç f(a)aîa) • CI'} = 1 

\ aCa) »(D = A 

Cette factorisation étant unique et ima étant un sous-groupe normal de 

in** x im$ • H, on en déduit que H est produit semi-direct de ses sous-groupes 

ima , 1m* d'où (SD4). 

V b C K , 3!(a,ne G tel que 

C f(a)aîoî*(r) - b 

[ a(a)*tr) 4 

a(a)$tn = 1 a(a) = HT1) 

d ' où * ~ 
b * fCa)*(FA)«(r) 

mais . . 

donc 

f b = fíaíííF 1)" 1 

i 1 = o(a)*Cr) 

Réciproquement soit F =(f,o,*,*ïune application de G dans G définie de manière 

maintenant évidente 

Fta.n = (f(a)a7aMr) fata)*(rn 

Les relations de base font de F un endomorphisme de G. 

F(a.r) - (1,1) f(a)oía]*(r) - 1 

ct(a3*(n « 1 

f(a)ci(a)$(n » 1 et a(a)*Cn • l sa^ açkera . r<£- ker* donc 

fiaUlT) ^imf a

 x im*^ comme imfaOimt!>$ = 1 il vient a 6ker* a et r e k e r $ donc 

a » 1 , r = 1 donc F est un monomorphisme. 

(b. )£G = = £ b SK. , H 

b é K ^ 3 Ka . r j ¿G 



85 
Extensions du groupe de Poincaré. •. 

b = f (aîaCa)(J>(r) avec a(a)*(D « 1 

À £ H atc)$m avec f Cc}afc)4>(E} = 1 

d'où f-^, 

ibA) - (f(aîa(aî*.(D.a(cî4(E)) 

Considérons l'élément 

(a,D(c.E) - (a.%,m 
on vérifie alors aisément que : 

IbM = F(a.?c frï) 

donc F est un épimorphisme ; il en résulte donc que F est un automcrphisme 

de G; En particulier si K est un sous-groupe caractéristique de G, 

a(a) » 1 V a é K donc H • im$ 

* est alors un épimorphisme. a(K) « 1 entraine que K * kerçt par conséquent 

f est un homomorphisme. Comme kerfa= ^
e r f o n e n déduit que f est un monomorphisme 

Vb € K . 3!Ca.D £G 

b » fCaî^ c f 1 ) " 1 

1 « a(aJ»(r) d'après (SD5) 

comme a(a) - 1 on en déduit que Ftiker4 

d'où b * f(a)*(rj 

et kera # ker* est isomorphe à K. 

donc ker* = 1 j ainsi * est un automorphisme. On tire de (SD5) que f est un 

épimorphisme soit en définitive que f est un automorphisme. 

III - Quelques conséquences des résultats précédents. 

Soit G » K x H un produit semi-direct où KjdG 

on a : VFêlnt(G) , F(K)£K 

autrement dit a(aî a 1 V a €K 

F est alors déterminé par un élément (b,A) de G et on a : 

V (a , r)€G 
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F(a,n = ( b.AHa . n C b.Af 1 

= Cb.Aa./iI7\
 Ab , A M A) 

- Cf(a)«cr}.*crjJ d'où, : 

r = 1 ssfy f (aJ = b.Ya.b"1 

. f*(r) = A TA""1 

a • 1 =^ ) 

U c r j = bATA ' V 1 

Dans le cas particulier où G est un produit direct, les relations 

précédentes entrainent que : 

f çlntCK) 

*elnt(H) 

$cn * î V T C H 

Proposition : Une condition nécessaire et suffisante pour que F = (f, 

soit un automorphisme intérieur du produit direct G = K * H est que : 

f e i n t(K), * e i n t(H), o(K) • î et <MH) = î 

Considérons maintenant le cas où G = K * H est un produit semi-direct 

a/ec K^d G. 

F e IntCGÎ FtK) £ K a(K) • 1 

il existe (b^) appartenant à G tel que 

V (a,r)€G, F(a . r ) = CbA)(a,D(b . A ) " 1 

d'où r y 'V - l -1 
ÇfCa)4>(r) - b / a . A TA b 

[ *(r) - A TA~l 

a • 1 $(r) • b ATA" 1 b" 1 V r £ H 

r • 1 f (aJ • b # ab" 1 

$(r) • A r A - 1 
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Cette dernière relation entraine que $ est un automorphisme intérieur 

de H. Si on désigne par ta,D 1'automorphisme intérieur induit par (a,r) 

on tire des relations précédentes les euivantes : 

(I*) f f - b * f f 

« (J) «= b*A* avec b*"A*(D » b / r A ^ t b " 1 ) 

; • . A* 

La restriction de b* à K est un automorphisme intérieur de K > f est 

par conséquent le produit de deux automorphismes de K dont l'un au moins est 

intérieur. Donc f appartient à Aut(K). 

Il est évident que les relations précédentes caractérisent un automorphisme 

intérieur de G. Autrement dit si le quadruplet type de F appartenant à AuttG) 

dégénère en un triplet où ne figure pas a et si les éléments du triplet 

vérifient les relations ci-dessus, relations qui constituent désormais la 

condition (I ), alors F est un automorphisme intérieur de G 

En particulier si K n'a que des automorphismes intérieurs ce qui est 

le cas lorsque K est complet, f est alors un automorphisme intérieur de K. 

Lorsque K est un sous-groupe caractéristique de G, on a par définition : 

F C I O ^ K V F6 AuttG) 

par conséquent a(K) = 1 

et le quadruplet type de F dégénère en un triplet où ne figure pas a nous 

désignerons désormais un tel triplet, un a-triplet. On a alors dans ce cas 

entre autres trivialités les suivantes : 

soit G * K x H un produit semi-direct où K-4G 

(Tl) si K est fini et H infini et simple alors K est un sous-groupe carac

téristique de G, 

tT2) si H est fini et simple, et K fini désignons par 0(H) et OtlO les ordres 

de H et K. 



88 

Extensions du groupe de Poincaré . • 

a/ si o(K) < o(H), K est un sous-groupe caractéristique de G 

b/ si o(K) •• o(H) et si K n'est pas simple alors K est caractéristique 

dans G. 

c/ si o(H) < o(K) et si les deux ordres sont premiers entre-eux K est 

caractéristique. 

(T3) si K et H sont infinis, ai H est simple, et K abélien, alors K est un sous-

groupe caractéristique. 

Chapitre II 

Les automorphismes de (P* T x L 

I. Applications du chapitre I. 

1 . 1 . Soit G 3 K x H un produit semi-direct où K est le sous-groupe normal. 

Si K est en outre caractéristique alors le quadruplet type de tout automorphisme 

F de G dégénère en un triplet (f,£,<SO où ne figure pas a.ou a-triplet. D'après 

les résultats du chapitre I on a alors 

fcA'ut(K) , *«Aifc(H) 

et <!> est par définition une 1-cochaine. £IB] 

Dans le cas particulier où K est caractéristique et abélien, la relation 

de base (5) devient : 

(5') f(ra) « «Tr)f(a) 

1.2. Cas du groupe de Poincaré général. 

Le groupe de Poincaré général est le produit semi-direct P = T x •!? % 

i£, opère à gauche sur T. L étant simple [l6] T est un sous-groupe caractéristique 

de (P d'après la trivialité (T3). (F composante connexe de l'élément neutre de P 

est un sous-groupe caractéristique de P j il en résulte que T est un sous-groupe 

caractéristique de P. Ce résultat peut être également obtenu à partir dQ la 

décomposition de <$£en produit de ses sous-groupes (voir chapitre III) a(jj 
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étant un sous-groupe normal abélicn de <£, on en déduit que a(T) C 

le centre de$; on prouve alors aisément que aCa) e 1 Va £T. 

On peut appliquer les résultats du I.I., 

A tout automorphisme F de P est associé un unique a-triplet tel que : 

f 6 AMtCT) 
«te 

$ £Aut(U 

1. cochaine [5] [l8J 

Compte tenu da la loi de groupe de P (la mémo que celle de(?), T • r d'où 

f(rb) - *(Dftb) 

• :rA) = £m + 5tr)«Wî 

FCa.D = (fCa) • «(D.ïlrî 

Caractérisation des éléments de triplet ( f , [ 2 ] 

Soit A un élément du centralisateur de r dans^(celui-ci n'est jamais 

vide dans un groupe) on a : 

d'où 

£(r) • *(r)5(/) = $CA) + *[/\) $ ( D 

soit (1- 4(A»*Cr) • (l-*(rî)*(A) 

comme - UÉZ(<2?) OÙ Z($) désigne le centre de % on a : 

V r e 2 - ifl.r = T . - fl 

d'où 

mais 

$(-|) s - | 
car 

* appartient à Aut(=ê) 
d'où 

2 «CD = CU-*CT3D«C-H3 
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il exista a 0 appartenant à T tel que
 s 2a 0 d'où : 

Vr e % , <£(r) «= dt-»(r))a0 

1-3, Cas du groupe de Poincaré connexe (P * T x L 

$ • T * L est un sous-groupe normal de P s T x % mieux est un sous 

groupe caractéristique de P. En effet L : composante connexe de l'élément 

neutre de %^ est un sous-groupe caractéristique de (voir Bourbaki [9] Jl n°3) 

donc (P est la composante connexe de l'élément neutre de P. 

Sçit F un automorphisme de P on a 

F • (?,$,*) , f6AutCP), $€Autt£) 

soit $ la restriction de ï à L on a * eAutCL) si $ est la restriction de<{> 

à L, il est clair que F * (f t Aut 1$) compte tenu de la relation (7) 

on a : 

«CD * Cl-4(r))a0 

Caractérisation de <&• 

V r^L, V a e T et f£Aut(5P) tel que f est associé à un automorphisme de (P 

fr?1(a) = fCr^a) » »(Da 

par conséquent 

*[r) = frf 

et f l ^ è L 

les éléments de Aut(T) associés à un automorphisme de (P(ou P) appartiennent 

donc au normalisateur de L dans AUt(T) . 

Dans son cours professé à l'Ecole deété do Physique théorique de Cargèse 

[2] Monsieur Louis Michel démontre que f est alors un endomorphisme de Vespace 

vectoriel T. Cependant la dernière partie de sa démonstration est incomplète 

la preuve selon laquelle l'application n Q de 1R dans IR (page 18) est un auto

morphisme de R étant insuffisante j nous y accorderons un peu plus d'attention. 
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Nous désignerons par NCL) le normaliseur de L dans Ant(TÎ. 

D'après ce qui précède, tout élément f de N(L) est associé à un auto

morphisme de (P. 

Proposition : f est un endomorphisme do l'espace vectoriel T. 

Ctmonstration. 

r t L , b Ê T = ^ ftrb) * #(Df(b) 

Soit S. le stabilisateur de b dans L. b 

r esb = — ^ f(rb) • f (b) 

d'où 
#(Df(b) « f(b) 

par conséquent 

M ( D e S f ( b ) 

L*automorphisme * transforme donc Sfa en
 s

f ( b j -
 D g façon plus précise on 

a : $(Sb) = S f ( b ] 

Soit X£ il est évident que f(bî et Xf(b) ont le même stabilisateur 

dans L. 

d'où 
Sf(b) 3 SXf(b) 

comme il en est de même b et Xb on a 

•ts b) - nsXb) 

soit 
S f tb) = Sf(Xb) 

T est un espace vectoriel surIR ? b et Xb considérés comme éléments de l'espace 

vectoriel T sont deux vecteurs colinéaires. 

Or f(b) et f(Xb) ayant le même stabilisateur dans L sent donc colinéaires. 

Par conséquent f transforme deux vecteurs parallèles en deux vecteurs parallèles, 

en d'autres termes, f conserve la colinéarité. Dans ces conditions il est 

manifeste que deux vecteurs non parallèles ont des transformées par f non 

parallèles. 
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b, et Xb (XéTR*) étant colinéaires fCb) et f(Xb) sont colinéaires, par 

conséquent : 9 K^T? 

tel que : fCXb) « Kf(b) 

On définit ainsi une application x do dans telle que : 

XCA) = k , XC13 • 1 , 

comme f(O.b) = f(0) = 0 V b €1 

on a xiD) = 0 

donc x est une application de 3R dans TR. 

Propriétés de x» 

VX TR , fU\+y.)b) " fCXb *M b) 

• fCXb) + fOfbî 

= kf(b) + k'f(b) 

« (k+k')f(b) 

d'où xiUH) " xCX) • xCM) 

X est donc un homomorphisme du groupe additif B- On définit de la même 

façon l'homomorphisme x' associé à f""* on a alors : 

f1(Xb] = x'tX) f1(b) 

mais 

f(f1(Xb)) * f(x'(X)f1tb)D 

= x(x'U))b 
d'où 

Ab - x-X'tyl)b V b e T , X eR donc xx'(x) - x 

on a de même 
x'xCx) = x 

par conséquent x et x' sont section et rétraction l'une de l'autre, x est donc 

une bijsction deïR donc en définitive un automorphisme du groupe additif ]R 

Le scalaire k dépend évidemment de X et de f, et è priori de b. 
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Montrons qu'en fait, K no dépend que de X pour f donné. 

Pour cela nous considérerons deux cas : 

Scient a et b deux éléments quelconques non nuls de T j alors, ou a 

et b sont parallèles, ce que nous pouvons assimiler à co-linéaires, eu a et b 

ne sont pas parallèles. 

1/ a et b ne sont pas colinéaires, alors il en est de même de fCa) et 

f(b). 

Soient X appartenant à IR 

f(xb) = kf(b) 

fCxa) = k'f(a) 

d'où fCxCb-o)) = affb-a) 

f étant un homomorphisme on a : 

f(\(b-a)) « kftb)Vf(a) 

d'où kf(b) - k'f(a) = aftb)-af(a) 

(k-a)f(b) • (kf-aJf(G) 

comme f(a) et f(b) no sont pas parallèles on en déduit que : 

K - a = o = k'- a 

donc k = k'. 

2/ a et b ne sont pas nuls mais colinéaires. 

Posons comme précédemment pour X appartenant à p* 

fCXb) = kftb) 

fUa) = k'fCa) 

La dimension de T en tant qu'espace vectoriel sur R étant 4 donc 

strictement plus grande que 1 ; il existe au moins un élément c non nul de T 

tel que : c n'appartient pas à la droite Ra. Par conséquent le vecteur b + c 

n'est pas parallèle à a. En posant 

fCXc) = kîfftc) 

on est ramené au premier cas ; 



94 
Extensions du groupe de Po:.ncaré . . . 

en considérant d'une part b et c qui sont non parallèles on a K =£k' ; et 

d'autre part a et c on en déduit K' s K" d'où k a k', 

Ainsi, pour f donné, x^î = K ne dépend quo de X 

Comme xCo) « D on en déduit que 

Vx ,*{e R f(fc|aî * xïÀ3xC/-/)f(a) 

donc x e s^ un automorphisme du corps IR d'où x 52 3jp 

et ftXa) = Xf(a) 

pour tout X appartenant à ÎR et tout a appartenant à T. 

Conclusion : 

f est par définition une application linéaire. 

Comme T est de dimension finie, f est continue. 

Remarque. Etant donné qu'en définitive on ne considère que les automorphismes 

des groupes topologiques P et % . f est nécessairement un automorphisme 

du groupe topologique T, donc continue. La démonstration précédente so 

simplifie alors en remarquant que l'on a : 

Vn CM , V a eT , f(r.a) s nf(a) 

Vne^ Vm£N , -FC— a) = - fCa) 

n n 

d'où par passage à la limite 

f(Xa) = Xf Ca) V x e TR 

II- La tour dss automorphismes deff* . 

Soit G un groupe, G' = Aut(G) le gourpe des automorphismes de G i 

G'' = Aut(Afït(G)) le groupe des automorphismes de G', on construit ainsi une 

suite de groupes : la suite G, G', G'',... 

Soit Z(G) le centre de G, on sait que Int(G)^ G/ZCG) par conséquent si 

le centre de G est réduit à l'élément unité, on a G—Int(G); 

on peut alors identifier dans G', G ot Int(G) qui est normal dans G' 
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Définition, 

Si le centre de G est réduit à l'élément neutre, le suite normale 

GcG'cG" c ,,, c G n c 

est appelée la tour des autcffiorphismes de G [l] 

Nous désignerons désormais par N le normalisateur de L dans Ait(T). 

Proposition, : AutfCP) est égal au produit semi-direct T x N. 

Démonstration, 

F£ Aut(fP) , (a ,Dc(P 

F(a,D = (f(a) • «CD, «CD) 

mais 

<)CD = (l-*(D)a 0 

et *(D = frf 1 

d'où 1 1 
F(a,D = (f[aî + a ô - frf a G . frf ) 

= Ca0,l)(f(a),frr1ha0,l}'"
1 

Il est évident que le couple (a0*f) détermine F de façon unique par 
conséquent à tout FCAUt(P) correspond (a 0 , f)€T x N on démontre aisément 

que cette correspondance est un isomerphisme de Aut(P) sur T x N on peut par 

conséquent identifier AuttfPî et T x N. 

On en déduit en particulier que AutCtP) est un sous-groupe de T * Atit(T) 

holomorphe de T. 

Le normalisateur N de L dans Aut(T). 

Soit N 1 le normalisateur dans Aut(T) 

on a N £ N 1 

L étant un sous-groupe caractéristique de fé> on a L A N 1 donc : 

V f C N 1 fLf"1 = L 

ce qui entraine f£N 

d'où N = N 1 
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compte tenu de ce qui précède on a en identifiant f à sa matrice 

t ( f J f 1 ) J ( f J f 1 ) = J 

soit comme 

*J - J _ 1 = J . J*fJfJ • tfJf 

posons A - *fjf 

d'où , * . 
V r é £ ^(frf^JCfrf-1) n j 

t r t f j f r •.- *fjf 

soit fcrAr • A = ^ *rA - Ar" 1 

or fcrjr - J . donc tr = Jr _ 1J 

ainsi r _ 1JA « JAr" 1 4=^ JAr = TJA V T € $6> 

La représentation de dans GL(4,R] étant irréductible, on a : 

JA = X.H où X <£TR* 

1R* groupe multiplicatif des réels et 11 la matrice unité de GLC4.R) 

J^Jf = X.ï *fJf - XJ = t t d e t f)- X 4 > det f - * X 2 

Considérons l'application i|» : IM > ff .1 qui à f, fait correspondre X.î 

Soient et f 2 deux éléments de N tels que : 

J ^ J f j - X 1.H / V (f2) - X . 1 

j t ( f l f 2 ) J f l f 2 = j t f 2 t f l J f l f 2 

• J tf 2J(J
tf 1Jf 1)f 2 

• J tf 2JX 1 i f 2 

- x 2 a. x 1 

- A 1 X 2 J 

par conséquent if» est un homomorphisme. 
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X = 1 >*fjf = J 

comme det f = ± 1 

en en déduit que f appartient à -^par définition de<tf. 

donc ker.ip £ $ 

mais f & <g m ^ f j f « J -4 X » I s r ^ feker« 

d'où ker^ = 

D'après le premier théorème d?isomorphisme des groupes on a : 

Comme R1*'. Il n'est autre que Z(N ) le centre de N, est une application de 

N dans N. 

Irm[> ^ N/^? étant un isomorphisme, il en résulte que 

cr - donc - il Îrmff 

on en déduit aisément que : 

Im* = { X.IJ / X C } 

où 1R* est le groupe multiplicatif des réels strictement p-^itifs. Il est 

facile de voir que R* D1 est un sous-groupe normal de N d'où : 

N .$ produit direct 

= îR + x § 

Théorème. 

La tour des automorphismes de P n'a qu'un étage. 

Nous commencerons par démontrer le lsmme suivant : 

Lemme. 

T est un sous-groupe caractéristique de T * N. 

Démonstration. 

En conservant la notation du chapitre I et en les appliquant au groupe 

T x N , soit Fé Ht tCT x N) 
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F = Cf,a,£,$5 > ià,T) € T x N 

aCT) est un sous-groupe normal abélien de l\! donc d'après l'étude précédente 

a(T) est contenu dans le centre de N d'où : 

aie) = \t 

D'après la 6e relation de base, on a : 

atraH(r) - «MDaCa) 

= W \ A 

= A$(D 

d'où a(Taî = X. 2Î V T ê N 

on a donc en particulier 

a(~a) = A.S 

d'où 

aCa-a) .31 

Mais a(o) = 1 d'où X* = il À* = ±1 

or 2« J é. N 
2 

a(a+aj = a(a] " 

= k comme aCa+n) = a(2 . ï la3 

a(a+a) = A 
par conséquent A « 1 donc ct(a) = il V a £ T 

donc T est un sous-groupe caractéristique de T * N. Nous pouvons donc appliquer 

à T x N le même traitement qu'à T * L. Il est clair que nous aboutirons aux 

mêmes conclusions, à savoir : 

tout automorphisme de T x N est de la forme F = (aQyf) 

où a 0 € T et f * le normalisateur de N dans GLC4JR) . 

si on note ? un élément de N et r l'élément de $ associé, on a : 

Vf é JP , f r f" 1e N 

donc 3 Â d N , f f f"1 » A or î • Yr 
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d'où 

Y f r F""1 = X A scit f T f"1 = U Y ^ 1 ) A 

dettf T f""1) = ±1 = ^ C X Y " 1 ) 4 « 1. 

Puisque X, Y é IR on en déduit XY = 1 d'où X = Y 

donc f r f - 1 e | , V r e 2 ^ j(f C N 

d'où dP = N or Aut(T x N) = T x cAT 

d'où AutCT x M) = T x N { > Aut(Aut(fr)î « AuttP) 

Le centre de (P étant réduit à l'élément unité, ceci achève la démonstration du 

théorème. 

Corollaire : AuttfP) est un groupe complet. 

Chapitre III. 

Extension de f? par H fini. 

Nous commencerons par exprimer AutC&î en fonction de T et L,autrement dit 

an fonction, de (p. 

Considérons dans le groupe L^ des relations autrement dit : 

L ={r, T detr * 1 } 

Il est évident qu'on a les inclusions 

L< L 1 t <g 

Il est donc clair que L étant la composante connexe de l'élément neutre dans £?, 

1' est dans L^ par conséquent L est un sous-groupe caractéristique de L^. 

I- Sous-groupes normaux de Ly 

Soit H un sous-groupe normal de L^. L étant un sous-groupe normal simple 

[lu] on a : 

H A L = 1 ou H n L = L 

1°/ H ftL « ï 

soit T t H , T * \ 
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2 2 2 2 on a : Тщ + Г2Ц. + Гз^ - Гц 4 » - 1 
2 

d'où Т^ц > 1 or H f\L = 3 
donc Гцц. <: - 1 

2 
par conséquent - TéL ce qui entraine -Г.-Г « Г € L 

2 
or Г £ H donc Г £ Н 
on en déduit que : Г £ HfiL = S 

2 
d'où Г * î 
Tout élément de H est donc involutif. 
Soit : Л с Н , Л / ! 
comme précédemment - / £ L 

donc -/l. - Г « A Г £ L fi H - Ц ̂ Л Г ш Ц 

d'où Л = Г 
H est par conséquent réduit à deux éléments il et Г 
H étant normal dans Lj V A £ Lj , V Г £ H , Г ̂  i 

ЛГЛ"" 1
 B 

ou A Г Л'"1
 a Г 

si Л Г А " 1 = j 
alors Г Л s Л 

donc Г = l( or г ^ i par hypothèse il en résulte que = г 
d'où ЛТ = ГА 
donc Г tZ(L^) le centre de : 
or ce drenier est un sous-groupe caractéristique de donc à fortiori un 

sous-groupe normal. On en déduit en passant que ZCL^) n'a que deux éléments 

d'où Z(L1) = ( - Ï J ) 

2°/ H O L = L 

on a alors LÇH 
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Il est facile de voir que si l'on note par < -Jl,L> le sous-groupe de 

engendré par -31 et L, on a =< -il,L> comme <~1> s Z t L ^ L j ^ 

et que LflZtL^ = il 

on en déduit aisément que 

-̂ -ZtLj) x L (produit direct) 

si L £ H alors il existe r g H , T donc -T éL 

par conséquent r *.-r - - i ÎH 

ce qui entraine L 1 ç H d'où H • L^. 

Lj n'a en conclusion que deux sous-groupes normaux propres : L et son centre 

Z(L^) qui sont donc aussi caractéristiques. 

Il est bien connu que est un sous-groupe normal de«$T puisqu'il est 

d'indexé 2. Le groupe quotient -£f/L^ est isomorphe à un groupe à deux 

éléments, pesons #/L, = K = (1,0). 

fl est alors involutif et n'appartient pas à L^. 

Si pour SI on prend l'élément J, il est aisé de voir que tout élément de 

décompose d'une manière unique sous la forme de produit d'un élément de 

et de K = (i,J). Comme (J,J)fl L̂ ^ « {$} et que (Ï,J) n'est pas un sous-groupe 

normal d e ^ , on en déduit que % est produit semi-direct de ses sous-groupes 

L 1 et (*1J). 

L'homomorphisme associé à l'extension ^de L-ĵ  par (ïf,J) est alors : 

j 0 ù j e s t l'automorphisme intérieur induit par J. 

Notons par 8 le produit direct et conservons le signe x pour le produit 

semi-direct, appelons encore 7^ le groupe à deux éléments (1,J) ; il vient 

d'où = CL 8 7 2) x y 2 1 

et par conséquent N » ( (L 8 1 ) * 1 ) 8TR*.l 
^ 2 + 

donc Aut(P) • T x [((L B ?j] x 7n) Bipj.l] 
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Le centre de P étant réduit à l'élément neutre, on en déduit : 

Inttîî * & 

d'où Aut(*)/Int((P) * Aut(P]/P «• I2 72 8TR? 1 

^ n'ayant qu'un automorphisme on a : 

Aut((P)/Int(P) * 7 2 8 7 2 8IRj 

Soit donc H un groupe fini et #"un homomorphisme de H dans Aut(tf)/Int(CP). 

&(H) est un sous-groupe fini de 8 2?2 S par conséquent #(H) est contenu 

dans ? 2 8 î 2 < 

On sait alors d'après la condition d'Eilenberg-Mac-Lane-Fadeev qu'il existe 

une extension unique de (P par H associée à 9î le produit semi-direct iPx H. 

D'où : 

Théorème, Soit H un groupe fini, il existe une extension de tf^par H si et 

seulement s?il existe un sous-groupe de 1^ 8 7^ homomorphe à H, Mais on 

sait que, quelque soit H, fini ou non, le sous-groupe trivial de 2^ 8 ? 2 

réduit à l'élément neutre (1) est homomorphe à H. Ceci nous conduit donc 

à déterminer les groupes finis H pour lesquels on a des extensions non 

triviales de (P. 

Nous commencerons par déterminer tous les sous-groupes de 8 1 % 

Tous les éléments de 1^ 8 2^ étant involutifs, on établit sans difficulté que 

les sous-groupes de 8 7^ sont : 

(i) ; t-J,*) ; (J.l) i C-J,3f) et 

7 2 8 2 2 - C-lJ.-jJ) 

On a alors la conséquence suivante : 

Théorème. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une extension 

non triviale de Ppar H (fini) est que H possède un sous-groupe normal 

d'index 2 ou 4. 
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Démonstration. 

Supposons qu'il existe une extension non triviale G de (Ppar H. 

Soit & 1'homomorphisme associé à l'extension G • ^ X^H 

©'(H) est alors l'un des sous-groupes non triviaux de 1 8 ou à 2^ 8 7^ 

lui-même. D'après le premier théorème d'isomorphisme des groupes on a : 

H/ker# = Im01-<*-(H)î 

Comme <$"(H) a deux ou quatre éléments et que ker & est un sous-groupe normal 

de H, on en déduit que ker#" est d'index 2 ou 4. 

Réciproquement si H possède un sous-groupe normal K d'index 2 ou 4 alorsù 

H/K est isomorphe à un sous-groupe de 8 2^ différent de (il) ; il existe 

par conséquent un homomorphisme (9" de H dans TZ^ 8 2^ dont K est le noyau. 

On a alors : 

Corollaire : 

Une condition nécessaire pour qu'il existe une extension non triviale 

de HP par H est que l'ordre de H soit pair. 

Ceci est évident par application du théorème précédent et du théorème de 

Lagrange. 

Il résulte en particulier de cette étude que, si on désigne par S n le groupe 

des permutations de n éléments, il existe toujours une extension non triviale 

de par S^ car le groupe alterné A n des permutations paires est un sous-

groupe normal de S d'index 2. 

n 

Exemple. 

Soit 7 l'anneau des entiers relatifs de H 5
 77/in) = 27 le groupe des 

entiers relatifs modulo n où n est de la forme n • 2p • 7Z est abélien et 
* n 

cyclique pour construire l'image homomorphe de il nous suffira de 

connaître l'image dans # 2 8 de l'élément générateur de TZ^ notons x les 

éléments de 7^ et 0 l'élément neutre de ce groupe j 



104 Extensions du groupe de Poincaré* . . . 

posons fr(ï) = Co,f) ou f = - il 

et fr(x) = (o,fX) V x g y 

d'où l'extension G ~ ffx 2^ dent la loi de groupe est : 

Ua.rJ,xH(b,/\),y) = (a±rb,rAx+yî 

Deuxième partie. 

Sur les représentations unitaires irréductibles des extensions du 

groupe de Poincaré connexe par un groupe fini. 

Chapitre I. 

$.1. Préliminaires. 

1.1. Rappels et notations. 

Soit G un groupe localement compact et séparable (au sens fort, c'est-à-

dire ayant une base dénombrable d'ouverts). 

- On appelle représentation de G, un hemomorphisme continu R de G 

dans le groupe dos opérateurs inversibles d'un espace vectoriel 

complexe % . 

Autrement dit : 

X g*g'eG 

R(gg') = RCg)R(g') 

Rte) = t 

et g — ^ R(gHh) est une application continue de G dans 

- %est l'espace de la représentation et la. dimension de$6 est par 

définition la dimension de la représentation. 

- Une représentation de G dans un espace de Hilbert complexe séparablQ 

est appelée unitaire si tous les opérateurs de la représentation 

sont unitaires. 
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- Une représentation est dite irréductible si les seuls sous-groupe 

espaces fermés de ty» invariants par la représentation sent {0}et 

^ lui-même. 

Désignons par^CR) l'espace d'une représentation de R etll(H) le 

groupe des opérateurs unitaires de 

Deux représentations et R 2 sont dites équivalentes s'il existe une 

application unitaireV de %iR^) dons ̂ CR^) telle que : 

Y g £ G . R2Cg) = UR^gîlf
1 

cette relation est évidemment une relation d'équivalence dans l'ensemble des 

représentations du groupe G i on pourra alors identifier deux relations 

équivalentes. 

- Si G est bbélien ou compact, toute représentation irréductible de G 

est de dimension 1. 

- Si G est abélien, on appelle caractère de G toute représentation 

de G dans le groupe des nombre complexes de valeur absolue 1. 

Notion de représentation induite, 

Etant donné un sous-groupe fermé H d'un groupe G, et une représentation 

R de H dans l'espace 5& en peut construire une représentation W de G 

de la manière suivante. On considère l'espace vectoriel complexe Q&de toutes 

les fonctions définies sur G prenant leurs valeurs dans et vérifiant 

f(hgj = R(h)f(g) V h c H et g eG 

pour f quelconque dans $&ot a fixé dans G, 

on pose (W(a)fHg) = f(ga) 

W est la représentation induite par R, on note W = JJ . 
b 
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Notion de système d'imprimitivité. 

Soit % un espace de Borelo Une mesure spectrale P sur 5 à valeur dans 

associe à tout ensemble borélien E de % un projecteur PCE) de l'espace de 

Hilbert %, tel que : 

(1) Pl%) = il ; PC0) » 0 Coù 0 est l'ensemble vide) 

Si (Ej^^m G S t u n e famille dénombrable d'ensembles boréliens de deux à deux 

disjoints alors : 

C2) P(U E J = SPCE.) 
i 1 i 1 

(3) P(E1rt E 2) - P(E1).P(E2) 

Définition, 

Soit un groupe G i localement compact U une représentation unitaire do G 

dans un espace de Hilbert Un système d'imprimitivité de U est constitué 

par $,P) où % est un espace localement compact sur lequel opère G et d'une 

mesure spectrale P définie s u r ^ à valeur dans $6 telle que : 

UCgJPCElUCg"*1) » PCgE) 

pour tout g € G et tout ensemble de Borel E de S . 

Si G est un groupe localement compact séparable et H un sous-groupe fermé 

de G, Soit R une représentation unitaire do H dans un espace de Hilbert 
R R séparable çU la représentation induite de G, on associe à ̂ U un système 

d 1 imprimitivité i%P) où % = G/H et P défini comme suit : 

Soit E un ensemble de Borel de G/H et E' son inverse par l'application canonique 

G > G/H alors l'application PCE) : f (E' )f est un projecteur dans 

% ( g U R ) , où X(E') est la fonction caractéristique d e E'. PCE) est la mesure 

spectrale associée à G/H. 
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De nombreux problèmes restent ouverts en ce qui concerne la théorie 

des représentations des groupes ; notre propos ici n'est pas de les soulever 

et encore moins d'apporter une quelconque solution à l'un d'entre eux. Nous 

nous contenterons, conpte tenu dos bennes dispositions des groupes qui nous 

concernent d'appliquer les méthodes mises au peint par d'illustres prédécesseurs. 

Il n'est peut-être pas inutile de rappeler que E. P Wignsr est vraisemblablement 

le premier à avoir étudier les représentations d'un groupe, le groupe de 

Poincaré connexe (ou Lorentz inhomogène connexe), qui n'est ni compect, ni 

abélien, ni semi-simple [îoj. Cependant ce n'est que beaucoup plus tard que 

ertaines de ses affirritions ont pu être légitimement justifiées, grâce à 

G.W. Mackey, à qui revient le mérite d'avoir mis au point la méthode des 

représentations induites. Celle -ci permet, sous réserve de certaines conditions 

edrégularité, de déterminer toutes les représentations irréductibles des produits 

semi-directs dits réguliers, [il] . 

Critères dd régularité, [19] 

Soit G = N*^ K un produit semi-direct dans lequel le sous-groupe normal 

N est abélien, désignons par f5 l'ensemble des caractères de N ; on sait que 

N est alors l'ensemble des représentations irréductibles de N. 

Théorème. (flackey) 

S'il existe un ensemble de Bcrel [is] de N qui rencontre chaque orbite 

de N dans K (ce qui/de même que dans G), en un seul point, alors toute classe 

de mesure invariante et ergodique est concentrée dans une orbite. Lorsqu'il 

en est ainsi, on dit que le produit semi-direct G = N K est régulier. 

Rappelons qu'une mesure quasi-invariante hj sur N est ergodique si aucun 

sous-espace /7 -mesurable n'est invariant sous l'action de K à moins qu'il ne 

soit de mesure nulle ou alors qu'il ait pour complémentaire un ensemble de 

mesure nulle. 
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Soit G un groupe localement compact separable, N un sous-groupe nornel 

fermé de G et N l'ensemble des représentations irréductibles de N, 

Définition, 

Le sous-groupe N est régulièrement immergé dans G si la structure 

borélienne quotient de N [ensemble des orbites de N sous G), induite par la 

structure borélienne de K est dénombrablement séparée. 

$.2. Le groupe G = (PxH. 

2-L. Propriétés générales. 

Il est bien connu que $ est connexe, localement compact et métrique. 

Le groupe H, muni de la distance discrète est compact, on prouve alors [9] 

que G est un groupe localement compact et separable. 

- H - G/(P étant discret, ceci entraine que f est ouvert dans G. Mais 

Mais H étant séparé, on en déduit [9] que ̂  est fermé dans G. Comme T est 

fermé dans (P, il en résulte que T est fermé dans G : & étant ouvert et fermé 

G n'est donc pax connexe. 

-b Soit h tH , &(h) = F appartient à 8 donc F est invelutif d'où 

F 2 = i or F est de la forme (0,f) donc f 2 = 1 

Compte tenu de la loi de groupe de G, on démontre sans difficulté que : 

G = T x (L x ) H) t O 

où x(r,h) = r.tfth) 

si on pose &{h) = f, &' est l'homemorphisme h ^ f/'L 

où f /L est la restriction à L de 1'automorphisme intérieur de N induit par 

f. 

Nous pouvons donc considérer indifféremment 

G = (T x L) x H 

= T x CL x H) 
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Nature de G. 

Le groupe G dépend de 1'homomorphisme & et de H ou de façon plus précise 

de l'image homomorphe de H dans ~iï^ 0 2^ d'où les cas suivants : 

1/ OCH) = i 

2/ <9-(H) = C-li) 

3/ fr(H) = (Jfi) 

4/ fi-(H) = C-Jj) 

5/ frCHÎ • ? 2 8 ? 2 

2-2. Mesure do Haar sur G. 

(p,h)ê<P* H , notons dChp) - 5(h) dp 

l'action de H sur la mesure de Haar sur $ qui, on le sait est unimodulaire. 

Mais, d(h(h(p))) » 6(h) 2dp 

comme h est involutif, on en déduit que : 

6th)2dp « dp 

d'où £(h) 2 = 1 

cr si A(p,h) est le module de G on a 

A(p,h) = 6(h) (voir exemple Locmis |l5| ) 

donc £(h) > o 

par conséquent £(h) = 1 

entraine <S(h) • 1 

d'où A(p,h) - 1 ; on a alors la proposition suivante : 

Proposition, 

Toute extension G du groupe de Poincaré connexe par un groupe fini est 

unimodulaire. 
A A 

2-3. Action do G sur T et structure borélienne sur T. 

Nous adopterons dans tout ce qui suit, les notations de Mackey [12] . 

Nous désignerons par conséquent par G l'ensemble des représentations irréductibles 

de G. Et il ne sera question que de représentations unitaires. 
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T étant abôlien et localement compact, en sait [13] [l4] que t dual de T est 

abélion localement compact pour la topologie de convergence compact. 

4 * Six appartient à 1R , nous désignerons par t l'élément de T correspondant, 
A y 4 
T est alors l'ensemble des T , L appartenant à 1R tels que : 

V t «T , T u(t ) - e i ( u ' x ) 

X X 

où u.x = u 1x 1 + u 2x 2 + u 3x 3 - u 4x 4 

G agit sur T de la manière suivante 

posons : gT U(t ) = Tu(g(t g 1Î 

il est alors aisé de voir que les axiomes des domaines d'opérateurs sont 

trivialement vérifiés. 

T U T , g € G : g « t V où V C L x H 

y/T uct y) - T ^ t ^ y "
1 ^ 1 ) 

= T U c t x + V t y - V 
= T U(Vt y) 

t VT uCt ) = 8i(u-W) 

i(V 1 , 

d'où t VT U(t ] = T V l uCt ) x y y 

par conséquent la multiplication par t V transforme u en V *u Coù en réalité 
x 

-1 ^-1 

V u - V u conformément aux notations la première partie) de la même manière 

on a : 
Vt T Utt ) = TU(Vt V"1) x y y 

-T U(Vt y) 

i(u.Vy) 

i(V-1u.y) 
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L'action de G sur T se réduit à celle de L * H sur T ce qui était prévu 

puisque T est abélien. 

Soit V appartenant à L x H alors V est de la forme (T,h) 

V" 1 « (-f V^.h**1) où f - *Ch) 

^-1 -1 -1 -l -l 
V 1 « Z(V ±) » f -T Aff A 

. f - v 1 

cr f € 72 8) J2 et r appartient è 4 donc 0"1 appartient à $ e t il en est de 

même de V. 

L'action de G sur T est identique à celle d'un sous-groupe de *S Il en résulte 

alors que les orbites de T sous l'action de L x H sont contenues dans les 

orbites de f sous l'action d e ^ or le produit semi-direct T x ̂  est régulier 

[12J par conséquent d'après le critère de régularité le produit semi-direct 

T X (L x H) est régulier. 

/V» 
T est régulièrement immergé dans G, enn effet si l'on désigne par T l'ensemble 

A 
des orbites de T sous l'action de L x H, on sait que ces orbites forment une 

M. 

A A 
partition de T. Scit TR la relation d'équivalence associée, on a alors T - T/R. 
T est discret, et muni de la topologie quotient induite par l'application 

* A X 
continue T v T/R = T $ 
V A 

T est par définition l'espace borélien quotient de T par R. Comme T est 

séparable puisque T l'est et que dans le cas deTR n on peut identifier T 

et f [l3J on en déduit que T est engondré par une famille dénombreble 

d'ensembles de Borei, T étant séparé, on en déduit que T est régulièrement 

immergé dans G. Nous pouvons amintenant appliquer la méthode de Mack8y. 



112 

Extensions du groupe de Poincaré . . , 

Chapitre II. 

5.1. Représentations factorielles de G. 

Soit W une représentation et R(W,W) l'ensemble des opérateurs bornés qui 

commutent avec les éléments de W. 

Définition. 

On dit que la représentation W est factorielle si le centre de R(W,W) est 

constitué des multiples de l'identité. 

Si la représentation factorielle W contient une sous représentation irréductible 

on dit qu'elle est de type I. 

D'après la théorie de Plackey, T étant régulièrement immergé dans G, toutes 

les représentations factorielles de G sont induites. 

•L~2> L e s représentations irréductibles do G. 

Le problème de la recherche des représentations irréductibles de G est réduit 

d'après la méthode mise au point par Msckey à la recherche de toutes les 

représentations irréductibles du stabilisateur de , appartenant à T, 

étant pris dans une orbite fixée Œ . En conséquence, à toute représentation 

unitaire irréductible de G est associé une orbite^dc T. Un élément T U de 

cette orbite a pour stabilisateur un sous-groupe H 0 de G de la forme H 0

 a T<? 

où $ est le stabilisateur de T U dans L x H. On obtient alors G U
W à l'équivalence 

près, en induisant à G une représentation unitaire irréductible W de H© telle 

que : 
V t v GT , V s b jf, WCt s) = T

U(t )R(s) 
X X X 

= e

l t u" X ,RCa) 

où R est une représentation unitaire irréductible de 9* * H Q/T. 

La représentation induite G U
W se réalise dans l'espace de Hilbert séparablQ 

des fonctions f définis sur G, de carré sommable pour la mesure quasi-invariante 

définie sur G/H c, à valeurs dans#6(W) et telles que : 
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Ci) < f(g),s;> est une fonction de Borel de g peur tout <> dans 36 (W) 

Cii) f(h o B] = W(h0îf(gî h G £t5" » gfc'G 

cm) / G / H o l k t B ) l l V < • » 
A 

Ceci nous amène donc à la détermination des orbites de T dans L x H et des 

stabilisateurs d'éléments de ces orbites. 
.A 

Nous avens vu au chapitre précédent que toute orbite de T dons L x H est 

contenue dans une orbite do T dans i£. Les orbites de T dans % sont bien 

connues, elles sont de suatre sorte [12] [20J [2] . 
A 

•n en déduit celles de T dans L x h suivant la nature de l'action de L * H 
A 

sur T. B'où les 5 cas suivants : 

1/ Ô^CH) » 1 

G est un produit direct de $ et H. 

G » (P 0 H 

= (T x L) 8 H Gt 

l'action de L 8 H sur T est réduite à l'action de L sur T ce qui nous ramène 

au cas du groupe do Poincaré connexe, toutes ses représentations sont connues 

Toute représentation unitaire irréductible U de G est de la forme : 

U = W 1 x W 2 (produit de Kronecker) 

où est une représentation unitaire irréductible de ̂ e t une représentation 

unitaire irréductible de H. 

2/ #(H) = (-JÎJ) 

comme -i et t appartiennent au centre d e ^ o n en déduit que G - T x (L Q H) 

on a alors V = *r avec V = (F,h) donc 1 / 6 ^ 
A A 

par conséquent l'action de L 8 H sur T est identique à celle ca L 1 eur T. 
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3/ ^Chi) = c-jj) 

V = -rj ou V • r 

donc V appartient au sous-groupe î de formé des éléments*^ tels que : 

- det/1 - * 1 

comma on peut le voir aisément L est produit semi-direct de L et C-J,JJ) 

par conséquent dans ce cas l'action de L x H est identique à celle de L* 
A 

sur T. 

4/ &W) = ? 2 8 ? 2 

V = ±r ou V = ±T J 
A/ 

V appartient au groupe de Lorentz général et l'action de L x H s'identifie 

à celle de sur T. 

5 / fr(H3 - CJJ) 

alors l'action de L x H sur f est identique è l'action du sous groupe L x (îf,j) 

de $ sur T. 

Avant de noue fixer sur un cas particulier, rappelons quelle est la nature 

des orbites de. sur T et les stabilisateurs correspondant à un élément d'une 

orbite. 
Les orbites de «¡5 sur T sont de Quatre sortes : 

a/ l'orbite réduite à T°. 

Les représentations factorielles de P = T ̂  correspondent à cette orbite 

sont obtenues par relèvement à P des représentations factorielles de 4f . 
A 

Les orbites de T distinctes de la précédente sont caractérisées par un nombre 

réel r. Ce sont celle des éléments u différents de zéro tels que : 

u.u s r 
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Notons Œ une telle orbite ; on a alors trois cas. r 

b/ r > o 

posons r 8 m 2 où lîî lf 

soit ̂ r et T
u £ & r où = (m,0,0 ,0) alors H0/T =» est isomorphe au groupe 

3 
orthogonal dansïR laissant invariant la forme quadratique 

2 2 2 
X 2 + X 3 " X 4 

2 ^ 
c/ r < o alors -r « m avec m£l£ 

Soit fl l'orbite associée à r et T U un élément de tel que u a Co,0,0,m) r r 

dans ce cas H0/T = ^ est isomorphe au groupe orthogonal associé à la forme 
3 

quadratique dans 1R 
2 2 ^ 2 

Xl + X 2 * X 3 

d/ r a
 0 u ̂  o 

prenons pour u l'élément u = (0 ,0,1,1) le stabilisateur H 0/T est dans co 

cas isomorphe au groupe euclidien du plan (réflections incluses). 

Etude d'un exemple. 

Examinons le cas où Ù (H) = (-31,II) 

On a vu que L x H est alors un produit direct d roù : 

G = T x (L 8 H) 

L'action de L 8 H sur f s'identifie à celle de L^ sur f, on en déduit les 

stabilisateurs suivants : 

a/ u.u s 0 avec u = o alors H0/T - cf ~ le sous-groupe des rotations 

de«&. 

2 
b/ u.u = m prenons u » (1,0,0 ,0) 

H 0/l
 s 5^est le sous-groupe des rotations du groupe orthogonal associé à la 

2 2 2 forme quadratique x^ + x^ - x^ 

c/ u.u = - m 2 prenons u = Co,o,o,l) H0/i
 3 S? est alors le sous-groupe 

2 2 2 
des rotations du groupe orthogonal associé à la forme quadratique : x 1 + x 2 • x g. 
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d/ u.u ~ o , u t o j prenons u s (0,0,1,1) Hq/1 est alors la 

composante connexe du groupe euclidien du plan (qui est le produit semi-

2 

direct t x p où t est le groupe des translations dans ]R et p le groupe des 

rotations autour de l'origine]. 

Les représentations unitaires de tous les stabilisateurs considérés ci-dessus 

sont connus (voir par exemple Wigner, [lu] . 

Soit donc x une représentation irréductible de 
A : t x s * T U(t x) X(s) 

est une représentation de H 0 = Ij et la représentation induite JJ
 x de G 

G 

est irréductible et toute représentation unitaire irréductible de G est ds 

cette forme. 

On a alors par définition de la représentation induite : 

t GU'
 XCgo)f)(g) - f(gg0) , g , g o « G 

posons g 0 « (t ,V0) , g « (t ,V) 
Xo X 

où V 0 ot V sont dos éléments de L 8 H 

on a alors 
g g o = ( t * r t , W , Î 

T u
 x x° 

d'où ( U 1 XCg0)f)(g) - T
UCt *rt îfCWoî 

posons : 
t. t *rt - t 

X X0 y 

V * tr,h) 

v 0 « tr 0,h 0) 

il vient : 
VV 0 * (rr 0,hh o) 

or f(W 0) - ( U
X (V0îf)ÏV] 

L 9 H 
L étant un sous-groupe fermé de L 8 H on peut appliquer l'induction en étage 

x 
autrement dit, si on pose M » U 
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La représentation IT est équivalente à U 
L 8 H ' 1 B H 

d'où : f(W 0) = M(IT 0)(R(h 0)fHh) 

où R est la représentation régulière à droite de H. 

2 

f appartient par conséquent à L (H).ensemble des fonctions définies sur H, 

de carré sommable pour la mesure de Haar sur H, à valeurs dans (E d'où : 

CrU
 X(g 0)fHg) = T

U(t ±rt )M(IT0)(R(h0)f)(h) 
u X XQ 
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