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INTERPGLATIGN ET AMALGAMATION

A. PRELLER

Introduction,

Ce travail expose une partie de ma theése de doctorat &s-sciences, intitulée
"Logique Algébrique Infinitaire. Une autre partie de cette thése est publiée sous
le titre " THE SYNTAX AND SEMANTICS OF INFINITARY LANGUAGES”, dans "Lecture Notes
of Mathematics”, vol. 72, 1968, Springer Verlag. Le présent travail est congu
comme suite de cet article de sorte que nous adoptons les mémes notations et
supposons connus les définitions et résultats de cet article. Nous allons établir
ici le relation entre les notions "Interpolation” et "Amalgamation” dans la caté-
gorie des algébres quantifiées.

1. DEFINITION : Soient A une (X v C,a,B)-algdbre, x un cardinal plus petit que
@, I = XuC. Nous appelerons prédicat toute application R de I‘< dans
A qui commute aux substitutions, c.a.d. telle que Rg = 03 quel que

soit o € IX.

Avec la terminologie de (2), un prédicat est un morphisme d'un (XuC,a)-
ensemble de la forme I dans A ou encore une (XuC,a)-application de 1° dans A.
2. LEMME. Soit (s,t) une jolie famille de la (XuC,a,B)-algdbre A et définie sur

g-ensemble (K,L). Alors il existe une famille de prédicats de A (RE)ZGL
K
telle qu’il existe unn famille [TtlzesL avec Ty e€X £ et t(1,4) = RL(TE]

pour £L€L, et vérifiant thymﬁ_”-«._gwn-~—w~"~“1
B A
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1) si 21 , Kzel.et O<i¢E sont tels que £1j = EZJ pour D§J<s£i

et 1<jg&, alors R, =R, , T, =1, |,
1’_1 -@2 El 22

2) 1plkpdn = @ pour Lel |, o<igt.

K,
s£i<j<i J

<

i+l 1+1
3) , 2:11+1 Ki T£[K£1<B pour 0sig<é et Zl EL
1

Démonstration : En effet, 11 existe une famille de Zla~supports JZ de t(1,2)

Lel, ayant les propriétés

. i
1%) si Zl , Zze'L et O<igE sont tels que zlj = sz pour D$J<5£l et icjcE

alors J =Jp .
£1 zz

2%) Ipn( \iJ K,) = @ pour LelL, Ogigt.
sl <j<i J

37 | U K,NnJ, |<B pour O<isE, gl (it
i+1 "177°L 1
£§£1

(Nous omettons la démonstration de ce fait).

Soit J =-{J£; ZEL}. Donc J c P(P{X)). Pour JeJ soit «

3 |Jl et TJ une bijectic

de x_ sur J., Pour £€L posons Kp =Ky, Tp=T

3 avec J

3 JZ' Nous définissons

le prédicat R, par RK[TZJ = t(1,4), Comms T£(K£) = Jp on voit facilement qu'il
y a une st une seule application RZ de I L dans A qui commute aux substitution

et vérifie R£[T£] = t(1,£). Montrons que (RCJZQ L et [?Kllé L vérifient 1) :

- _a i
Soient 1, 0Ogisé, Zl , £2€L et zlj = I_ZJ sauf peut-étre si s£1<j<1. Alors

Jp =1, =J,donct, =1, et, aussi t(1,£.) = t(1,£.), donc R, = R, .
Ll £2 £1 £2 1 2 Zl ﬂz

De méme les conditions 2) et 3) se déduisent facilement des propriétés 2
et 3%),
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K
3. DEFINITION : Soit fRz)£€ [ ure famille de prédicats de A, 1 £ 1’ensemble de

définition de Rp et Tp€1 £ pour 4{elL. Nous dirons que [s’[Rﬁ'rﬂlte L]
définit la jolie famille (=,t) qui elle-méme est définie sur le E-en-
semble (K,L)}, si les conditions 1), 2] et 3) du lemme 2 sont vérifiées
et si de plus Rplt,) = t(1,4) pour £&L. Nous dirons que (s,t) est
fortement contradictoire si (s,t) est définie par (s’(RZ'TK)KE‘L]

gui en plus vérifie la condition suivante que nous désignerons par
f-c :

Pour toute fopction de choix c€ C(&,K,L) il existe wl , w2€ IN

et 9y » 9,€ Q de sorte que R, - = (

R,= )
(cziwl.qll.ql) (cz(¢2.q2).q2)

et &, ¥,q,)8)T (c,t¥y.a,).q,) =Ty (¥;,0,)80, {’Ezth,qzl .G,

Nous dirons qu'un élément a de A est fortement contradictoire, s'il existe
une jolie famille (s,t) de A fortement contradictoire avec a = J(£,s,t). Nous
dirons que A est faiblement jolie, en abrégé f-jolie, si tout &l€ément for-
tement contradictoire de A est nul. Reppelons qu'un élément a de A est dit
contradictoire, s'il existe une jolie famille (s,t) de A telle que a = J(§,s,t)

et qui soit contradictoire, c.a.d., (tc) est contradictoire pour toute fonction

de cholx cé€ C(E,K,L).

I1 est clair que tout élément fortement contradictoire de A est contra-
dictoire et si A est jolie, alors A est faiblement jolie. (cf. (2) 4.1).
4, DEFINITION : La sous catégorie pleine de Q formées des f-jolies (resp.
Jolies) algébres quantifiées est désignée par f = J - Q (resp. J - QJ.

La sous catégorie pleine de Q(XUC a,8) formée des f-jolies (resr. jolies)

xvC,a,Bl-algdbres est dési T
( Bl-algébres est désignée par f J Q[xuc,a,B)

(resp. J ).

" %xue.a, 8)
Un morphisme de QIXUC «,B) est appelé un (XvC,a,B)-homomorphisme.
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5. PROPOSITION. (i) Toute (XUC,a,B)-sous-algébre d'une f-jolie (XuC,a,B)-algébre
est f-jolie,

1° A2 des (XvC,o,B)=-algébres, h un (XuC,a,B)~homo-

morphisme de A1 dans A2. si A1 est f-Jolile, alors aussi 1la

(ii) Soient A

(XuC,a,B)-sous-algébre h(All de A2°

Démonstration : Posons B = h(All. Remarquons d'abord que pour tout b€B, tout

support J de b 11 existe a,e/\1 de sorte que ha = b et que J supporte encore a.
En effet, soit a, € A tel que h{a,) = b. S1 J = X, nous pouvons prendre a = a,.

S1 J # X, soient x€X-J , Jo un ~a-support de a, et o€l tel que

J-Jo

0(J-Jo) = {x}. Alors a = 3{x}oa, posséde les propriétés voulues. Ddnnons-nous

une jolie famille (s,t) de B, définie sur (K,L) et fortement contradictoire?
par exemple, supposons que (gtRz,Tzlzé:L]définit (s,t) et vérifie la condition

f-c de la définition 3. Pour un prédicat R de B nous désignons par KR le car-
K
dinal plus petit que o pour lequel I R est l'ensemble de définition de R.

= = ' = .
Remarquons que KRl KRz si R, = R). Soit R {RZ ; Le L}. Nous pouvons

partager R en deux parties disjointes Rl , R2 de sorte que Rl et R2 ne contiennent
pas 3 la fois un prédicat et sa négation et qus RG‘RZ entraine R'G-Rl. Pour

R€5Rl choisissons une injection xR de Kn dans I. Désignons par JR 1'image
K

R
XR[KR] de Kg Par Xg- JR supporte.xR dans I . De plus, cholsissons aRG-A1
de sorte que h[eRJ = R(xRJ et que JR supporte Che Si au contraire RE Rz, nous

posons Xp = Xg. (qui est déja défini), JR = xR(KR) {qul est égal a xR,(KR,)],

= ’ KR
aR - aR'.

dans Al par QR(xR) = ap, pour RER . Si maintenant £&L nous posons QK = QR

Cela nous permet de définir une (AUC ,a)-application QR de I

ot R = R,, Retenons que R = R} entraine @ = Qp . Définissons finalement

4 ﬁl £y Kl £2
une application v de IXXL dans A1 par v(o,4) = Qz[orzl pour © eIX,£€ Lo
Alors (s,v) est une jolie famille de A1 définie sur (K,L) et fortement

contradictoire. De plus, h{v(0,£)) = t(0,£) quels que soient OGfIX , Lel,
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Par conséquent, J{&,s,t) = J(&,s,hv) = h(J(E,s,v])) = h(o) = O, Ceci montre
que B est f-jolie et acnéve la démonstration.
6. PROPOSITION : Le foncteur "oubli” canonique de f-J—Q[XuC,a,B]
(resp.

} dans J o) posséde un adjoint a gauche

I0xuc, 0, 8) (%C,
J (resp. f-J) . Si ¥-JE (resp. JE) est la f-jolie (resp. jolie)
(XUC,a,B)-algébre libre sur le (XUC,a)-ensemble E et wE la
(X¢C,a)-application canonique de E dans f-JE (resp. JE)}, alors
f-JE (resp. JE} est engendrée par ¢E(E].

Démonstration : Par (2), critére 2.9.

7. DEFINITION : Soit A une (XUC,a,B)-algdbre. Une partie Tl de A est
appelée un (XUC,a,B)-1idéal de A, si les conditions suivantes sont
vérifiées

(1) M est un idéal de 1'algdbre de Boole sous-jacente de
A, stable pour la formation des #a-suprémum, c.a.d. des
suprémums de la forme V 3, ol |U|<u .

ueu

(2) Si aeM, oe€l, , alors cae TG

X
(3) si KcX avec [K|<B , si aeTZ, alors 3Ka e,

8. PROPOSITION : Si 172 est un (XUC,a,B)-idéal de la (XuC,a,B)~algébre A,
alors 1l'algébre quotient A/1TL est munie de maniére unique d'une
(XVC,a,B)-structure telle que la surjection canonique p de A sur
A/Me  soit un (XuC,a,B)-homomorphisme. Réciproquement, si h est
un (XUC,a,B)-homomorphisme de A dans B, alors 7% = h~lt{o}) est
un (XVC,a,B)-idéal de A et 1'isomorphisme canonique g de A/TR sur
h{A), contenu dans B, vérifiant h = gp est image de h (au sens

catégorique).
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9. PROPOSITION : Soit A = TE la (XuC,oa,B)-algébre 1libre sur E ol E est
un (XoC,a)-ensemblet 1l’ensemble des éléments contradictoires de A
est 1l’ensemble des éléments de A annulés par tout homomorphisme
validant & valeurs dans 2. Cet ensemble est un (XC,a,B8)-idéal
de A et JE = AT, . Dém. cf (2), 4-2 , 4-3.

10, PROPOSITION : Soit E = -LL IKU » K, <® pour uel, A la (XvC,a,B)-algdbre
libre sur E. Alor:eﬁg élément a de A est fortement contradictoire

si et seulement s'il est contradictoire.

Démonstration : Supposons que a€ A est contradictoire. Alors il existe une

jolie famille contradictoire (s,t) avec t(1,£)€ E U'E pour £€L, telle que

K
a = J(g,s,t) (Voir proposition 9). Puisque E = Mo u, on montre facile-
uel
ment qu'il existe une famille de prédicats [R£]£€ L de A telle que (s,t)

soit définie par [B.(RZ.TZ[EGL.et que f-c soit vérifiée. Donc a est forte-

ment contradictoire.
K

11. PROPOSITION : S1 E = 4L T Y, alors f-JE = JE.
uel

Démonstration : Les propositions 9 et 10 entrainent que toute (XuC,a)-appli-

cation f de E dans une f-jolis (XUC,o,B)-algeébre B se prolonge de maniére -
unigue & la jolie (XuC,a,B)-algdbre JE libre sur E. (Rappelons que E s'iden-
tifie a un (XuC,a)-sous-ensemble de JE).

12, Solent X, CX , CoCC , a§|X°| , 1 1'injection canonique de I, dans I,

B une (XvC,a,B)-algébre, f le foncteur de I, dans Hog;a(B.BJ qui définit

X
la (XuC,a,B)-structure sur B. Désignons par f, la restriction de f & on
-]

I, étant identifié & une sous-catégorie de IX (cf. (2) 1-5). Comme dans B

Xo
\) ob = V ob quels que solent be B, Kc X avec !K|<B. fo définit sur
r.'Jc.‘.'IK o€ I°K

B une structure de (X,VUC,,a,B)-algdbre que nous désignerons par A.
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Le lemme suivant est essentiel pour garantir que si nous "oublions” des
constantes ou variables, les notions "contradictoire” et "joli” restent
inchangées. La démonstration de ce lemme se décompose en une série de lemmes
techniques que nous ne reprodulsons pas ici.

LEMME : Si |X°| = |I°| = § st GYsG pour Y<B, alors toute jolie famille
(s,to) de A définie sur le &-ensemble (K,L) se prolonge de maniére
unique en une jolie famille (s,t) de B, définie aussi sur (K,L) de
sorte que, si X, supporte to(1,£) pour Lel, alors "(s,t,) contra-
dictoire” (resp. fortement contradictoire) entraine que (s,t)
1'est aussi.

COROLLAIRE : Soit SiB la (XoUCq,a,B)-sous algebre de A qui est formée des
éléments de B qui ont tous un7a-support contenu dans X,. Alors
SiB est jolie (resp. f-jolie), si B 1l'est.

(Si est un foncteur de compression, cf. (2) 1-7).

13. PROPOSITION : Soient XoC€X , Co = C, as|Xe] = Io = 8,87<s pour Y<B,

i 1'injection canonique de I, dans I, E un (XVUC,a)-ensemble, JE

la jolis (XVC,a,B89-algdbre libre sur E, E, = S,E. Alors la jolie

i
(XoV Co,a,B)-algdbre libre sur E, est isomorphe a s, JE.

Démonstration : Soit g, 1l'injection canonique de E, dans E, E &tant iden-

tifié & une partie de JE. (cf. (2) 4-3) ; go est une (X,V C,,a)-application
de Eo dans SiJE ,» donc 11 existe un (Xe U Co,a,B8)-homomorphisme h de JE,

dans SiJE quiuprolonge'g° puisque S, JE est jolie d'apréds le corollaire de 12.

i
Montrons que h est injectif. D'abord, on voit facilement que h est injectif
sur EoU 'Es. Supposons que h annule a € JE,. Il existe une jolie famille
(s.to) avec J(E,8,t,) a et to(1,£) €E,V 'Ey, (s,t,) étant définie sur le
E-ensemble (K,L). Désignons par t le prolongement unique de ht, a IXXL

vérifiant t(o,4) = ot(1,£) pour o€I,, LeL. Nous avons O = ha = J(£,s,ht,) =

XD
= J(g,s,t). Donc, pour tout de:CI[E.K,L]. {td) est contradictoire. (Nous

avons rajouté 1’'index I dans la désignation de 1'ensemble des fonctions de choix
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associé au g£-ensemble (K,L) puisque cet ensemble dépend évidemment de 1l'ensemble
des individus "actuellement en considération”. Dans (2) 3-6 cet index pouvait
étre supprimé puisqu’'il n'y avait pas de confusion & craindre sur l'ensemble
des individus en considération). Pour montrer que a = o, il suffit de montrer
gue (tec) est contradictoire pour toute fonction de choix C€ZCI°(E,K,L], Soit
danc oé‘Ix tel que ol = 1I°' Soit c¢€ CIO(E'K‘L);' 11 existe de CI(F,,K,L] vérifiant
Ej[w,ql = Ejia.q) pour j = 1,2 , V€ IN° ,» q& Q. Puisque (td) est contradictoire,
11 existe [wl,ql) . (wz,quGINXQ tels que

a; = tld, (v ,a)) B ¥, , (dy0¥;,a.),9)) = (£(d;(¥,.0,) 8 W, , (6,04,,0,),0,3))
é .

Donc aussi oa, = [oazl'. Or

a

o.aJ = t(cl(owj,qu 2] owj , [cztotpj,qj],an = ht°[c1[¢j.qj] 8 ¢j’(c2(¢j'q,)’qj”
ol ¢, = 'JD'JGI,N.

Donc (htec) est contradictoire et puisque (tecl< E4U'E,, (toc) est aussi con-
tradictoire. Nous avons démontré 1'injectivité de h. Montrons la surjectivité
de h. Supposons que bC-SiJE. Soit (s,t) une jolie famille de JE, définie sur
le £-ensemble (K,L) avec t(1,£)€ EG'E pour £€L et avec b = J(&,s,t). Soit
ch—IX comme ci-dessus. En particulier, nous avons <:fIX° = ]I' Alors pour

Xx€I, et K¥c Xo convenable, nous avons b =0 b = J[‘c’,.s.tzl et [s,ti‘(] est une

K
jolie famille de JE définie sur (K‘;L). Scit J une partie de X qui supporte
t (1,4) quel que soit £€L. Alors o8x(J)IC X, supporte té(l.ﬂ] quel que soit

K

L€, Soit t, la restriction de t)é al XL. (s,te) est une jolie famille

-]
Xo
de S,JE avec to(1,£) € EQU'E, pour LEL et avec J(E,s,to) = J(E.s,t)é] = b,
Oonc h est surjectif. Rappelons que g, est 1l'identité de E,, considéré comme

partie de JE,, sur E,, considéré comme partie de E C JE.
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14. PROPOSITION : Soit E un (I,a)-ensemble, JE la jolie (I,a,B)-algdbre
libre sur €. Soit YUC une partition en variables et constantes
convenable de I, E, le (XWC,a)-ensemble sous jacent de E, B la

(XUC,a,B)~algébre sous-jacentede JE. Alors B est une jolie (X\C,a,B)-

algébre libre sur E,.

Démonstration : Remarquons d'abord que B est encore jolie. En effst, 1'en-
semble des individus de JE et de B est le méme. Soit A une jolie (XuC,a,B)-
algébre libre sur E,, go l'application identique de E, sur EC€ JE ; g, est

une (XUC,a)-application de E, dans B et par conségquent il existe un (XuC,a,8)-
homomorphisme h de A dans B prolongeant go,. Montrons que h est surjectif.

Soit donc b = J(E,s,t)€ JE ol (s,t) est une jolie famille de JE avec

t(1,4)€ EU'E pour L€ L, et définie sur le £-ensemble (K,L). Considérons

une partie J de I de cardinal inférieur & o qui supporte t(1,£) pour LelL

Soit K¥c X-J et |K¥| = |Kk|. Nous avons J(£s,t) = J(E,5,t,) od X est une
I
bijection de K sur K*. Or, (s,t§ ) est une jolie famille de JE sur (L.K*]

I
et pour t, = t{ ‘IxxL. (s,te) est une jolie famille de B avec
I
to(1,£) € EqU'E, pour £ €L, définie sur le E-ensemble (KAL) et b = Jte,s,t’l‘ ) =

I

= J(E,s,te) = J(§,s8,hty) = h(J(E,s,t,). Ceci établit la surjectivité de h.

L'injectivité est facile a voir.

15, PROPOSITION : Soilent E°.E1 des (XUC,a)-ensembles, g un (XUC,a)-monomor-
phisme de Eo dans E,. Alors le (XUC.o,B)-homomorphisme Jg de la
jolie (XVC,a,B)-algeébre JE, dans la jolie (XUC,a,B)-algdbre JE,

est injectif. et un monomorphisme.

Démonstration : Tout monomorphisme de J ) étant injectif, il est clair

(XC,a
que Jg est injectif sur E,U'E,. Supposons Jga = 0, a = J(§,s,t) ot (s,t)

est une jolie famille de JE, avec t(1,£) €E,L'E, pour £E€ L. Puisque

0 = jga = J(§,s,Jgt), la jolie famille (s, jgt) de JE1 est contradictoire,
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Or, cecl entraine que (s,t) est contradictoire et finalement que a = o.
COROLLAIRE : Soit E, un (XVC,a)-sous-ensemble du (XUC,a)-ensemble E, JE
la jolie (XuC,a,B)-algébre libre sur E. Alors la (XuC,co,B)-sous-
algeébre de JE engendréé par Eo, est libre sur E,.
Dans ce qui suit, nous fixons les cardinaux o,B et 6 ol 62a et 6156
pour Y<B. Nous désignerons par[E la sous-catégories de Ind suivante :
les objets de[E sont les (XUC,a)-ensembles avec lX! = IXUC] = 8§, Les

[E-morphismes du (Xlucl.a]-ensemble E, dans le (XiJCZ,a]-ensemble E., sont

T 2
les morphismes de Ind (j,f) ds El dans E2 tels que I1 soit un sous-ensemble

de 12’ J est induit par 1'injection canonique i de Jl dans 12, j est induit

par l'injection canonique 1 de I, dans 12 {cf. (2), 1.5) et ¥ applique

1

E1 dans SiEZ' De méme, nous désignerons par A la sous-catégorie suivante

de @ : les objets de A sont les f-jolies (XuC,a,B)-algébres avec ]XI = becl =
= §, Les AA-morphismes de la (xlucl.a,B]—algébre Al dans 1la [Xé)cz,a,el—

algdbre A, sont les Q-morphismes (j,h) de Al dans A2 tels que I1 soit

2

un sous ensemble de I_,, jJ est induilt per l'injection canonique i de I

2 1

dans 12 et h applique A1

Donc, si f est un E-morphisme (resp. h unA-morphismel}, alors tout

dans Si[Azl.

support de a ol a est un é€lément de 1l'ensemble de définition de f (resp. h)

est encore un subport de f(a) (resp. hlal).

16, LEMME 1 : Soient E un (XUC,a)-ensemble, objet de E, A la f-jolie
(XVC,a,B)-algebre libre sur E. Alors A est libre dans{A sur E.
Plus précisément, si s* est le foncteur "oubli” canonique de A
dans [E, alors s* posseéde un adjoint & gauche‘T* tel que

Tﬁj.g] = (§,f Jg) pour tout [E-morphisme (j,gl.
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Démonstration : Soient B un objet deZA, f le foncteur définissant la structure

d'algébre quantifiée de B , (j,g) unJE-morphisme de E dans $¥B. Il existe une
unique (XUC,a,B)-structure fi sur SiB telle qus fj(o) = fi(G] guel que soit
cJGIx. Désignons par Bi la (XUC,q,B)-algabre obtenue en munissant S,B de la

i
structure fi‘ Alors il existe un unique (XUC,a,B)-hgmomorphisme h de A dans

Bi tel gue hwE = g. Or ceci équivaut 2 (j,h](lI.wE) = (J,g) ce qul établit le

lemme.

K
LEMME 2 : Solent donnés des objets deE, E, = -L- 1Y) pour j = 0,1,2,3,

J J
uje UJ

EJ étant considérés comme (X ,VC,,a)-snsemble de sorte que X, =

J 3 3

= (3] = = = - ’ - .
XUX_, %o Xln X2. 13 IIUIz, I, 11012) U3 UlUUZ, Uo Uf\U2

12

51 i°J (resp. gojl désigne 1'injection canonique de {, dans IJ

(resp. E, dans Ej) et 13j (resp. g3jl 1'injection canonique de

Ij dans I, LiBSp. EJ dans ESJ pour J = 1,2, alors £, est moye nnant

# « »* ¥*
(131.g31] et (132.332] somme fibrée de (iol.goli et (ioz.goz) dans

E. (Reppelons qus i* est le foncteur associé a 1'injection 1 comme

indiqué dans (2) 1-5).

Démonstration : Evidemment 131110 = 132120 Bt,gSIglo = 83,850° Solent E un

{XUC,a)-ensemble, objet de [E, st (ij'gj) des [E-morphismes de EJ

) = (12102. gzgozl. Définissons une appli-

dans E pour

j = 1,2 de sorte que (11101’81301

cation g de E, dans E par g/EJ = gj pour j = 1,2 et de sorte que gloa) = i*To)g(aJ

-pour aCElu E2. OGIBX » 1 étant 1l'injection canonique de I_, dans I. g est bien

3
3
défini puisque gla) = gJ(aJ possaéde un support contenu dans XJ sl ae-EJ pour
j = 1,2, Evidemment (I*,g)(igj,gajl = (ij,gJJ pour j = 1,2 et [i*.g) est

1'unique morphisme de E & vérifier c~s &galités.

. TV X *
COROLLAIRE : T'=, est moyennant (17 ,T*g,,) et (1}, ,T"gazl somme fibrée de

* + *
(17, Tgy)) et (£, T gy ).
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LEMME 3 : Sous les hypothéses du lemme 2, T goj est un isomorphisme de T E,

sur la (X,UC,,a,B)-sous—-algeébre de T"EJ engendrée par E, pour

j=1,2, 3, de méme,‘T*g34 est un isomorphisme de'Tw?j sur la

(XJUCj,a,B)-sous-algébre de T*E3 engendrée par Ej pour j = 1,2.

S1 7Ty est un (X,UC,,a,8)-1déal de‘T*Ej pour j = 0,1,2,3 de sorte
aue R, ¢ TE N ’ﬂZZ et ”T)ZS soit engendré par Y, UTE,, alors
T*Es/’nZé est moyennant les morphismes canonilques (iaj,haj] de
7J'Ej/’fﬁgj dans'T*ES/’nzs, pour j = 1,2, somme fibrée des mor-
phismes canoniques (izj,hoj) de'T*Eo/'TﬂL dans?’*Ej/’Yﬂﬁ , pour

J = 1,2.

a,B)-algébre libre sur

Démonstration : En effet, T*E, est la jolie (X

vC,,
J 373
Ej pour j = 0,1,2,3, (cf. Proposition 11). Désignons par E 1’ensemble E3

muni de sa (Ia,a]-structure canonique. Posons Fj - A 13 pour j = 0,1,2,3.
ufu
Alors T*Fj = JEJ s'identifie a 1la [Is.a.B]-sous-algégrejde?'*E engendrée

par F, od jJ = 0,1,2,3 (cf. Proposition 15). Par proposition 14, JFj s'iden-

J

tifie & la jolie [[IB-Cj]U Cj.a,Bl-algébre Aj libre sur Fj ol Fj est consi-

déré comme ((IB-CJ)U Cj.al-ensemble. De proposition 13, nous déduisons que
A, (resp. Si Aj] est isomorphe & la jolie (XjOCj,a,B]—algébre libre

S
loyd 33

sur S, F, (resp. S, F,[), c'est-a-dire sur E,, pour j = 1,2,3,(resp. j = 1,2).
Donc S, A, (resp. S JA,) s'identifie & T*E pour j = 1,2,3 (resp. j = 1,2).
Or, S_ A, (resp. S, A.) est la (X,uC,,a,B)-sous-algébre de 7'*E dont les

%04 J 135 3 37

éléments se mettent sous la forme J(&,s,t) ol (s,t) est une jolie famille

de EJU’EJ définie sur le £-ensemble (K,L) avec K<:Xj. pour j = 0,1,2,3, I1

est clair qu'avec cette identificationT “E, est la (XoLCo,0,B)~sous-algebre
de T*EJ engendrée par E, et pour j = 1,2,3 etc. Solent maintenant (f}bgi)
des A-morphismes de T*Ej/mdans,‘ une (XUC,a,B)-algébre A deA pour j = 1,2,

X % * %
tels que [1liol'g1hol] = [izioz,gzhozl.
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D'aprés le corollaire du lemme 2 il existe un unique /A-morphisme [i*,g) de
T'e, dans A tel que (£ 1% ,¢Tg. ) = (1, ) pour § = 1,2 et ol est
3 Q 35°8' 833 4+84P4) pour J Py

la surjection canonique de ?*E sur T'E /¢, pour § = 0,1,2,3. Soit

J J J
[1*.g3) 1'unigue A-morphisme d9;1yE3/’hz3 dans A tel ques [i*.gsl(l; .p3] =
3
= (ix.g). Alors (if.g3][i; sh ) = (if.g ) pour j = 1,2 et évidemment
JBJ J’°1

[i*,gsl est le seul /A-morphisme & vérifier ces égalités.

COROLLAIRE : A posséde des deux sommes fibrées.

Démonstration : Soient [io ,h

¢k ©J° o J

Il existe E, = _U.. I‘,Ll tal gus Ay scit un quotient de '."*E, par un A~ mor-
u €U,

phisme III »Po) 0l p, est surjectif. Posons U
-]

) des A-morphismes de A, dans A, pour jJ = 1,2,

j = U, (AJ - h,J(Aol] pour

J = 1,2. Choisissant Kuj convenable pour u.c U,-U,, nous voyons qu'il existe

€01,

des AA-morphismes surjectifs pJ de J*EJ = AL IJUJ) sur Aj tels que
ueuy

Djf#goj * hono pour j = 1,2, Si T, désigne le-noyau de Py pour j = o0,1,2

J
AJ est isomorphe a TEEJ/47ZJ. Moyennant cette identification ’nt.c.'fl3f~ﬂ"lz

*® %
et [i°J’h°j] est le A-morphisme canonique de T Eo/Y¢, dant X/ "0, pour

J J
J = 1,2. Nous pouvons conclure par ls lemme 3.
17. DEFINITION 1 : Une catégorie € est dite posséder des sommes amal-
gamées, si pour tout couple de monomorphisme (gl,gzl de mé&me scurce
il existe un couple de monomorphismes (hl.hzl tel que hlg1 = hzgz.
Remarque 1 : Si £ possidde des deux-sommes fibrées, alors € possdde des sommes
amalgamées si et seulement si pour toute somme fibrée [hl.hz] de monomorphismes
(gl,gzl de méme but, hl et h2 sont des monomorphismes.
Remarque 2 : Les monomorphismes de E sont des applications injectives, donc
aussi les monomorphismes de A (cf. 16, lemme l). D'aprés 15, lemme 3 (et

avec les notations de ce lemme) /A possdde des sommes amalgamées si et seylement

- X oy, The X
si Vg = 7”&“ T e -“ﬂg T'*E° entraine M0 T EJ = 4123 pour j = 1,2,
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K
DEFINITION 2 : Soit E = _LL.I u un(I,a)-ensemble, objet de k. Le couple (al,az)
ue t
d'éléments de T'E est dit y-interpolable, si a;€ a, et si guels que

solent J,,J,C I, Uj,U,cU tels que IJl—le<Y ou |32-J1]<Y .Jy sup-

172
j et que aj appartiennt & la (I,a,B8)-sous-algebre de T*E
K
engendrée par 4 1 pour j = 1,2, i1 existe aé 7z de sorte que

ucy
J

5’ J1f1J2 supporte a et que a appartienne a la (I,a,8)-sous~

K .
algeébre de T‘E engendrée par _JJ— I UﬁrrEiest dit posséder
ueu, U :
1 72
la propriété de y-interpoclation si tout couple (al,azJ d'éléments

porte a

aISaSa

de T¥E avec a est y-interpolable. T(E est dit posséder 1la

159

propriété d’'interpoiation, si T'E possede la propriété de y-inter-
polation pour tout cardinal v.
18, PROPOSITION : Si A posséde des sommes amalgamées, alors pour tout objet

K
EdelE de la forme E = AL 1Y, T°E posséde la propriété de
ueld
$-interpolation.

. K
Démonstration : Soit E = .LL I u un {I,c)-ensemble dans E. Soient donnés
uel
al.azﬁTlt avec ajsa,, de plus des” a-supports JJC I de 3j rasnect ivemant

pour j = 1,2 avec |J2—J1|<B, finalement des parties U

de U telles que

J
a, €T AL 1Y et cect pour J = 1,2, Posons U, = U,uU, U, = U.QU_,
1 U R R 1 o2
] K
= = . = A u =
Jg =33, Jo = 1,03, Soit Fj A1 7 pour j = 0,1,2,3. FJ. est un

ue u
(I,a)-ensemble dans IE. D'aprés propositioA 15 il suffit de montrer qu'il

existe aoeT’ﬁg évec azsasal tel que aoeT"F° et que J, supporte a,.
Désignons par B, la ([I—JjJU J,,a,B)-algébre sous-jacente dej‘*F

J J J
X = 1—33 , désignons par i, 1’'injection canonique de XUJj dans I pour

» posons

J

j =0,1,2,3 et par A la (XUJ,,a,B)-sous-algébre S, B, de Bj’ pour

J i,
J
j = 0,1,2,3. D'aprés les propositions 14, 15 et 16, lemme 3, Aj est la
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u
Jolte (XUJ,.a,6)-algsbre libre sur E, = AL xv 3 munt de sa
ue y
(XLJJJ,a]-structure canonique. Evidemment aJéJAJ pour j = 1,2 et Aoc:Aln Az.

Soit 47&1 le (XU J,,0,B)-idéal de A, engendré per a,, posons Mo = A,rﬂﬁTLl,

1

désignons par 77Z2 le (XVJ,,a,B)-idéal de A2 engendré par & ,. Nous avons

2

MG 0 Ao =M puisque a€A, et as V IK 0 a_ ob a<€ Moy, ce(XCI,)
2 U€v uuu u u 2
K,C X,IKUI<B pour uev et |v|<a, entraine aga;. Donc a e'Tn,zf)Ao entraine

bien a emln A,. Si ms est le (Xu Js,a,BJ—idéal de A,

ne, sz , nous avons ’TTGB/\ A, = m2 pulsque, par hypothése, /A posséde

engendré par

des sommes amalgamées (cf. 17, remarque 2). Or a,€ qTZé, donc a, 6‘7762 et

2

a.<b ol b est de la forme Y 3K 0 a avec v,K ,0 et a_ comme indiqué ci-
2 U Ev uuu U’ u u

dessus. Donc b posséde dans la (I,a,f)-algébre T‘F3 un support contenu

dans XU J,. Choisissons une substitution 0 €1, de sorte que o(X) = {x,}

2" X
ol Xo € X, fixé mais arbitraire., Posons a = 3 {x,}ob. Puisque ajsbga, et
comme X' supporte 2, et a;, nous avons azsaspl. Evidemment, a posséde un

Aa-support J contenu dans J2 ,» a étant considéré comme &lément de la
(I,a,B)-algebre TXFB. Nous avons par hypothése |JZ-J1|<B. donc aussi |J-Jo|<B

Par conséquent a,< 3(J-3,) aga, et a, =3 (J-J,) a appartient a TxFo et est

1

supporté par J,. Si le couple [az,all est tel que a.<a

271

J2 et J, de a, et a, respectivement vérifient |J14J2l< B nous nous rang-

et les 7a-supports

nons au cas précédent en considérant (ai.aé) (avec aisaé] et les supports

l<a <al
1\ oN 2

priétés voulues ce qui nous fournit al qui a les propriétés voulues. Le

Jl de ai et J2 de aé. Nous obtsnons a, avec a et les autres pro-
cas au J1 ou 32 n'ont pas nécessairement cardinal plus pstit que a se

raméne facilement aux cas précédents. Donc TKE posséde bieﬁ la propriété

de B-interpolation.
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19. PROPOSITION : Si TxE posséde la propriété de B-interpolation pour tout

K
(I,a)-ensemble E = ~lL I Ydans E et s1 a = B, alors A possede
uéu
des sommes amalgamées.

" X
Démonstration : Soient Eo.E,,E,.Eq. T'Eesen. 3 E, et Mooseres My comme

indiqué dans 16, lemme 3. Tout ce qu'il nous fait montrer est que ML, =

'77(3 Aq m Oi*e, entraine 7% ’n'Z T E pourj = 1,2. Evidemment

J
mj C man T EJ . Supposons, par exemple, aé'm N F E Nous voulons

montrer que ae’WT Comme dans 16, lemme 3, nous désignons par E le [Ia,a)—

K
ensemble -H 13u muni de sa (IB. }J-structure naturelle et nous identifions
u€ u
j(EJ a la (XJU Cj.a ,Bl-sous-algebre de ™ engendrée par Ej
Nous savons que a est majoré par un €lément de la forme VV 3K oa od
uecv

mne = =
, aue’mlu o+ Comme X530 €y = X34 cz @

H j = 0,1,2,3.

|v|<a, K, X5 lKu|<Bau€ I3x3

= <
et comme a = B, pour auemj il existe buemj.avec 3 Ko 8b, et Cj

supporte b ~dans T¥E. Donc 11 existe ale’ﬂl ) et a,€ ’"’62 tels que agava

T2

8t que aJ posséde un.“a-support ch‘ Cj pour la (IS,a,B]—structure de T E
. *‘,

pour § = 1,2. Ceci entraine b = a a;<a, et bGT;El, avec un-~o-support

JCXl. nécessairement 'IJ-J2|<B = o et en appliquant 1'hypothése, nous

L,

X
(I .a,B]-sous-algébre de : E engendrée par E, et qui vérifie bgas<a

obtenons aoéﬁTxr_' qui soit supporté par JnJ » appartienne a la

>*

Comme ae er* Bo €t a0 € '77772. nous avons agb a;S8o 8, ém , c'est~a-dire

a é‘ml ce que nous devions montrer.

COROLLAIRE : si a = B, alors /A posséde des sommes amalgamées si etseule
seulement si pour tout (I,a)-ensemble E = || IKIJ dans E,

¢ . ‘ ue
7 E posséde la propriété d'interpolation.



