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INTERPOLATION ET AMALGAMATION 

A 0 PRELLER 

Introduction. 

Ce travail expose une partie de ma thèse de doctorat ès-sciences, intitulée 

"Logique Algébrique Inf initaire". Une autre partie de cette thèse est publiée sous 

le titre " THE SYNTAX AND SEMANTICS OF INFINITARY LANGUAGES", dans "Lecture Notes 

of Mathématies", vol, 72, 1968, Springer Verlag. Le présent travail est conçu 

comme suite de cet article de sorte que nous adoptons les mêmes notations et 

supposons connus les définitions et résultats de cet article. Nous allons établir 

ici la relation entre les notions "Interpolation" et "Amalgamation" dans la caté­

gorie des algèbres quantifiées. 

1. DEFINITION : Soient A une (X u C,a,3)-algèbre, < un cardinal plus petit que 

a, I = XuC. Nous appelerons prédicat toute application R de I dans 

A qui commute aux substitutions, c.à.d. telle que Ro = o 1 quel que 

soit o e 1^. 

Avec la terminologie de C2), un prédicat est un morphisme d'un (XuC,cO-

ensemble de la forme I dans A ou encore une (XuC,oO-application de I dans A. 

2. LEMME. Soit Cs,t) une jolie famille de la (XuC,a,B)-algèbre A et définie sur 

Ç-ensemble (K,L) d Alors il existe une famille de prédicats de A ( R£Î£ € L 

telle qu'il existe uni famille ( T £ Î £ 6 L avec T ^ e X et t(l,£) • R £ ( T £ J 

p o u r £ € L , et vérifiant — * 

1 é« Servi- - v | 
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1] si , l2eL et 0«i<£ sont tels que = pour O^j^s^ 1 

et alors R » = R » , T „ = T „ . 
*"1 2 *1 ^2 

2) T»(K„)/> ( U K.) - 0 pour let o<i$Ç. 
K s£ x<j<i J 

3 ) I U i + 1 K i T l l K l № Pour et £ j + 1£L i + 1. 

Démonstration : En effet, il existe une famille de T'a-supports de tCl,£) 

te L, ayant les propriétés 

1*) si t1 , l2€L et 0̂ i<<Ç sont tels que = £^ pour O^j^s-tJ et i«j>sç 

alors Jp ' 3 n m 
*1 2 

2*ï Jj'M V K J - 0 pour £ e L , Oji^Ç. 
^ s£ i<j<i J 

3^) I , K . n J , |<3 pour 0$i$ç, L i + 1 

^ 1 1 1 

(Nous omettons la démonstration de ce fait). 

Soit J S{31* ^ e L } « D o n c JcP[P(X)). Pour JcJ soit = |j| et Tj une bijectic 

de K j sur J. Pour let posons K £ = K j > T £ 52 T j avec J = J^. Nous définissons 

le prédicat par R ^ C T ^ ) = t(l,£). Comme T^IK^) = on voit facilement qu'il 

y a une et une seule application de I dans A qui commute aux substitution* 

et vérifie R ^ t ^ J = t(l,£). Montrons que CR^J^ç L et (
T £ j £ € L

 v é r i f i e n t D s 

Soient i, 0$i^£, ̂  , l2^L et ̂  « £ sauf peut-être si s£*<j<i. Alors 

3p 9 Jp s 3, donc x* = \p et, aussi t(l,£ ) = t(l,£ ), donc Ro « . 
*1 ^2 1 2 1 ^ *1 ^2 

De même les conditions 2) et 3) se déduisent facilement des propriétés 2*) 

et 3*3. 
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3. DEFINITION : Soit L une famille de prédicats de A, I l'ensemble de 

définition de et T^C I pour >&L. Nous dirons que t s * t R £ * T £ ) £ e y} 

définit la jolie famille ls,t) qui elle-même est définie sur le £-en-

semble (K,L), si les conditions 1), 2) et 3) du lemme 2 sont vérifiées 

et si de plus Rpii») * t(l,£) pour tGL. Nous dirons que (s,t) est 

fortement contradictoire si (s,t) est définie par (s, f R £ * T £ ^ ^ }̂ 

qui en plus vérifie la condition suivante que nous désignerons par 

f-c : 

Pour toute fonction de choix c€C(Ç,K,L) il existe * , 1^ 

et q. , q_C Q de sorte que R r - e. * * = (R f- f. * «*)' 
1 2 H (c 2(* 1,q 1),q 1) Cc 2(* 2,q 2J,q 2J 

et c". C*. ,q. )8^.x - f . . = "c. (i|>_,q-W NT F— F. . . 
1 1 M l r l (c (* 1 #q 1),q 1) 1 2 M 2 T 2 (c 2(* 2,q 2) ,q 2). 

Nous dirons qu'un élément a de A est fortement contradictoire, s'il existe 

une jolie famille (s,t) de A fortement contradictoire avec a = J(Ç,s,t). Nous 

dirons que A est faiblement jolie, en abrégé f-jolie, si tout élément for­

tement contradictoire de A est nul. Rappelons qu'un élément a de A est dit 

contradictoire, s'il existe une jolie famille (s,t) de A telle que a - J(Ç,s,t) 

et qui soit contradictoire, c.à.d., (te) est contradictoire pour toute fonction 

de choix c€ CU,K,L). 

Il est clair que tout élément fortement contradictoire de A est contra­

dictoire et si A est jolie, alors A est faiblement jolie, (cf. (2) 4.1). 

4. DEFINITION : La sous catégorie pleine de Q formées des f-jolies (resp. 

jolies) algèbres quantifiées est désignée par f - J - Q (resp. J - 0). 

La sous catégorie pleine de Q r v / « 0. formée des f-jolies (resr. jolies) 
L A U L, ot, P j 

(Xt>C,a,B]-algèhres est désignée par f - J - Q j x u c a g) 

Cresp. J - 0 ( X U C J A J B ) ) . 

Un morphisme de Q ( X U C a ^ est appelé un (XtfC,a,B)-homomorphisme. 
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5 0 PROPOSITION, Ci) Toute (XuC,a,B)-sous-algèbre d'une f-jolie (XOC,a,g)-algèbre 

est f-jolie. 

Cii) Soient A 1 , A 2 des (XuC,a,$)-algèbres, h un (XuC,a,B]-homo-

morphisme de A^ dans IK^* Si A^ est f-jolie, alors aussi la 

(XuC,a,B)-sous-algèbre htA^ de A 2 o 

Démonstration : Posons B = hCA^K Remarquons d'abord que pour tout b € B , tout 

support J de b il existe a^A^ de sorte que ha = b et que J supporte encore a. 

En effet, soit a 0 ^ A tel que h(a 0)
 a b. Si J = X, nous pouvons prendre a = a G . 

51 J / X, soient x C X - J , J 0 un ̂ a-support de a e et o € l tel que 
J ~"J o 

c(J-J 0) {x}. Alors a =3{x}oa 0 possède les propriétés voulues. Donnons-nous 

une jolie famille (s,t) de B, définie sur (K,L) et fortement contradictoire? 

par exemple, supposons que (s^R^,!^)^^ ̂ )définit (s,t) et vérifie la condition 

f-c de la définition 3. Pour un prédicat R de B nous désignons par K le car-
K R 

dinal plus petit que a pour lequel I est l'ensemble de définition de R. 

Remarquons que K R » K r si R 1 « R^. Soit R
 = ,£ R£ ' t^Oj* Nous pouvons 

partager R en deux parties disjointes R^ , ï?2 d e s°rte Q u e Rj e"t ^2 n e c o n t i e n n e n t 

pas à la fois un prédicat et sa négation et que R € R ^ entraine R'^R^. Pour 
R £ R ^ choisissons une injection x R de K r dans I. Désignons par J R l'image 

K R 
X R ( K r ) de K r par x R- J R supporte. x R dans I . De plus, choisissons a R £ A 1 

de sorte que ht^) = R(x R3 et que J R supporte a R . Si au contraire RC R^, nous 

posons X R = X R , Cqui est déjà défini), J R = X Rt* R) tqui est égal à X Rt(* R,)), 
< R 

a 0

 s a' f. Cela nous permet de définir une (XU C ,a)-application Q D de I 
R R K 

dans Aj par 0 R^X R)
 = a R# pour R€R . Si maintenant Z&L nous posons = Q R 

où R « R^. Retenons que R^ » R£ entraine 88 . Définissons finalement 

une application v de I^xL dans b par vlo,Z) = §j^aig) P°ur o el^,t€ L. 

Alors (s,v) est une jolie famille de A^ définie sur (K,L) et fortement 

contradictoire. De plus, h(v(a,£)) « t(a,£) quels que soient a £ I , £ ^ L . 
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Par conséquent, J(Ç,s,t) = J(Ç,s,hv) = h(J(Ç,s,vJ) = h(o) = •. Ceci montre 

que B est f-jolie et achève la démonstration. 

6. PROPOSITION : Le foncteur "oubli" canonique de f-J-Q r v _ fl1 

(resp. J-Q r v t i n 0.) dans J , v % n n possède un adjoint à gauche 

J Cresp. f-J) . Si -F-JE (resp. JE) est la f-jolie (resp. jolie) 

(XUC,a,3)-algèbre libre sur le (XUC,a)-ensemble E et * E la 

(XC/C,a)-application canonique de E dans f-JE (resp. JE), alors 

f-JE (resp. JE) est engendrée par ij^(E), 

Démonstration : Par (2), critère 2.9. 

7. DEFINITION : Soit A une (XUC,a,3)-algèbre. Une' partie de A est 

appelée un (XUC,a,B)-idéal de A, si les conditions suivantes sont 

vérifiées : 

(1) 'îîi est un idéal de l'algèbre de Boole sous-jacente de 

A, stable pour la formation des/fa-suprémum, c.à.d. des 

suprémums de la forme V a où |uj<a . 
u € U u 

(2) Si aeTfc , a e l x , alors aaeTT£ 

(3) Si K C X avec | K | < B , si a e ^ , alors 3 Ka e^TTi. 

8. PROPOSITION : Si "TU est un (XOC,et, gj-idôal de la (XUC,a, B)-algèbre A, 

alors l'algèbre quotient A/ffë est munie de manière unique d'une 

(XUC,a,3)-structure telle que la surjection canonique p de A sur 

k/1Yh soit un (XuC,a,B)-homomorphisme. Réciproquement, si h est 

un (XUC,a,B)-homomorphisme de A dans B, alors ^ > - h 1({0>) est 

un (X^C,a, B)-idéal de A et 1 ' isomorphisme canonique g de A/'TE sur 

h(A), contenu dans B, vérifiant h = gp est image de h (au sens 

catégorique). 
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9 o PROPOSITION : Soit A = TE la (XuC,ct,3)-algèbre libre sur E où E est 

un (XoC,a)-ensemble? l'ensemble des éléments contradictoires de A 

est l'ensemble des éléments de A annulés par tout homomorphisme 

validant à valeurs dans 2. Cet ensemble est un (Xt/C,a,gi-idéal 

de A et JE = A/772ô . Dém. cf (2), 4-2 , 4-3. 
K 

10. PROPOSITION : Soit E = -U- I U , K <a pour u e U , A la (XuC,a,3)-algèbre 
U € U U 

libre sur E. Alors un élément a de A est fortement contradictoire 

si et seulement s'il est contradictoire. 

Démonstration : Supposons que a€ A est contradictoire. Alors il existe une 

jolie famille contradictoire (s,t) avec t l l ^ l ^ E o ' E pour £ £ L , telle que 
K 

a - J(Ç,s,t) [Voir proposition 9). Puisque E » — L L I , on montre facile-
u e U 

ment qu'il existe une famille de prédicats ( R ^ ^ ^ L A telle que (s,t) 

soit définie par (B, £ç L

 e t q u e f~ c s o i t vérifiée. Donc a est forte­

ment contradictoire. 

K 
11. PROPOSITION : Si E = Ji- I u , alors f-JE = JE. 

u € U 

Démonstration : Les propositions 9 et 10 entraînent que toute (XuC,a]-appli­

cation f de E dans une f-jolie (XUC,a,3)-algèbre B se prolonge de manière 

unique à la jolie (XUC,a,3)-algèbre JE libre sur E. (Rappelons que E s'iden­

tifie à un (XUC,a)-sous-ensemble de JE). 

12. Soient X 0 C X , Z0CZ , a^|x 0| , i l'injection canonique de I 0 dans I, 

B une (XUC,a,B)-algèbre, f le foncteur de I v dans Hom (B,B) qui définit 
A ?t Ot 

la (XUC,a, 6)-structure sur B. Désignons par f© la restriction de f à I 0 v 

Io x étant identifié à une sous-catégorie de I x (cf„ (2) 1-5). Comme dans B 
V ab = V ab quels que soient b € B , K c X avec |k|<3, f 0 définit sur 

oeiK aeiOK 

B une structure de (Xo0Co,ct,3)-algèbre que nous désignerons par A. 
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Le lemme suivant est essentiel pour garantir que si nous "oublions" des 

constantes ou variables, les notions "contradictoire" et "joli" restent 

inchangées. La démonstration de ce lemme se décompose en une série de lemmes 

techniques que nous ne reproduisons pas ici. 

LEMME : Si |x o| = |l Q| = ô et 6
Y<:6 pour y<3, alors toute jolie famille 

(s,t c) de A définie sur le Ç-ensemble (K,L) se prolonge de manière 

unique en une jolie famille (s,t) de B, définie aussi sur (K,L) de 

sorte que, si X c supporte t 0(l*£) pour ZeL9 alors "(s,t 0) contra­

dictoire" (resp. fortement contradictoire) entraine que (s,t) 

l'est aussi. 

COROLLAIRE : Soit S.jB la (X 0 U C 0,a,B)-sous algèbre de A qui est formée des 

éléments de B qui ont tous un/* a-support contenu dans X 0. Alors 

S ^ est jolie (resp. f-jolie), si B l'est. 

(S.̂  est un foncteur de compression, cf. (2) 1-7). 

13. PROPOSITION : Soient X c c X , C c = C, a.4 |x01 * I 0 « «,6
Y«6 pour Y<B, 

i l'injection canonique de I 0 dans I, E un (XU C ,a)-ensemble, JE 

la jolie (X U C ,a ,6^-algôbre libre sur E, E c « SjE. Alors la jolie 

CX CU C c , a ,B)-algèbre libre sur E c est isomorphe à S^JE. 

Démonstration : Soit g 0 l'injection canonique de E 0 dans E, E étant iden­

tifié à une partie de JE. (cf. (2) 4-3) j g D est une (X 0U C 0 ,a)-application 

de E 0 dans SjJE , donc il existe un (X©U C D , a ,B)-homomorphisme h de J E C 

dans S^JE qui prolonge g 0 puisque S^JE est jolie d'après le corollaire de 12. 

Montrons que h est injectif. D'abord, on voit facilement que h est injectif 

sur E 0 U 'E 0 . Supposons que h annule a € J E 0 . Il existe une jolie famille 

(s,t 0) avec JU,s,t c) a et t o ( l , £ ) £ E 0 U
 r E 0 , (s,t c) étant définie sur le 

Ç-ensemble (K,L). Désignons par t le prolongement unique de ht D à I X*L 

vérifiant t(a,£) = at(l,£) pour ° € l x , £€L. Nous avons 0 = ha * J(Ç,s,ht 0) « 

= J(Ç,s,tî. Donc, pour tout deCjtÇ^ICL), (td) est contradictoire. (Nous 

avons rajouté l'index I dans la désignation de l'ensemble des fonctions de choix 
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associé au Ç-ensemble (K,L) puisque cet ensemble dépend évidemment de l'ensemble 

des individus "actuellement en considération". Dans (2) 3-6 cet index pouvait 

être supprimé puisqu'il n'y avait pas de confusion à craindre sur l'ensemble 

des individus en considération). Pour montrer que a = o, il suffit de montrer 

que (t0c1 est contradictoire pour toute fonction de choix c c C_ (Ç,K,L) 0 Soit 

donc o f L tel que ai = 1_ . Soit c £ C T (Ç,K,L)til existe d £ C T(Ç,K,L) vérifiant 

djC^,q) » Cj(oi(>,q) pour j = 1,2 , ipei^o » q^GJ. Puisque (tel) est contradictoire, 

il existe (^.qj) , (<l>2,q2) «• In*Q tels que 

a l = t t d 1 ( * 1 . q 1 J 8 « 1 , ( d 2 ( * 1 . q 1 ) . q 1 ) ) • I t C d ^ C * ^ ) 8 ^ , C d ^ . q ^ .q 2) ) ) 

Donc aussi aa^ = [oa^)\ Or 

où * = o* <£ I O N . 

Donc (ht Qc) est contradictoire et puisque (t 0c)e E 0 l / E 0 , (t 0c) est aussi con­

tradictoire. Nous avons démontré 1. 'injectivité de h. Montrons la surjectivité 

de h. Supposons que be-S^JE. Soit (s,t) une jolie famille de JE, définie sur 

le Ç-ensemble (K,L) avec t(l,£)€ Ev/E pour L et avec b = J(Ç,s,t). Soit 

o G l comme ci-dessus. En particulier, nous avons o\xQ = Jj. Alors pour 

X € l „ et K*C X p convenable, nous avons b =a b = J(Ç,s,t
X) et (s,t X) est une 

K 0 0 
jolie famille de JE définie sur CK,L). Soit J une partie de X qui supporte 

t Cl,£) quel que soit £ € L . Alors oBx(J)CX 0 supporte t X(l,£) quel que soit 
K ° 

Soit t 0 la restriction de t
X à I c XL. (s,t 0) est une jolie famille 

O A© 

de S ±JE avec t 0Cl,£) * E o 0 ' E o pour l€ L et avec JCÇ,s,t G) • JCÇ,s,t
X) « b. 

Donc h est surjectif. Rappelons que g 0 est l'identité de E D , considéré comme 

partie de JE©» sur E c , considéré comme partie de E C J E . 
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14. PROPOSITION : Soit E un (I,a)-ensemble, JE la jolie (I,a,6)-algèbre 

libre sur E. Soit V U C une partition en variables et constantes 

convenable de I i E 0 le (XvC,a)-ensemble sous jacent de E, B la 

(XUC,a,3)-algèbre sous-jacentede JE. Alors B est une jolie (XLC,a,3)-

algèbre libre sur E 0 . 

Démonstration s Remarquons d'abord que B est encore jolie. En effet, l'en­

semble des individus de JE et de B est le même. Soit A une jolie (X0C,a,3)-

algèbre libre sur E 0 , g 0 l'application identique de E c sur E ^ JE ; g 0 est 

une (XOC,a)-application de E 0 dans B et par conséquent il existe un (XvC,a,3)-

homomorphisme h de A dans B prolongeant g 0. Montrons que h est surjectif. 

Soit donc b = J(Ç,s,tî€ JE où (s,t) est une jolie famille de JE avec 

t(l,£K Eu'E pour t€ L, et définie sur le Ç-ensemble (K,U. Considérons 

une partie J de I de cardinal inférieur à a qui supporte t(l,£) pour <£eL 

Soit K*C X-J et |K*| = |K|. Nous avons J(Çs,t) • J(Ç,s,t.) où x est une 
i I 

bijection de K sur K . Or, (s,t* ) est une jolie famille de JE sur (L,K ) 

X I 1 

et pour t© = t. I I Y*L, (s,t c) est une jolie famille de B avec 
1 I * 

t 0 ( l . £ )
e EoU'Eo pour définie sur le Ç-ensemble (K*U et b = J(Ç,s,t* ) = 

i I 

= J(5,s,t 0) - J(Ç,s,ht 0) = h(J(Ç,s,t 0). Ceci établit la surjectivité de h. 

L'injectivité est facile à voir. 

15. PROPOSITION : Soient E09E1 des (XUC,cO-ensembles, g un (XuC,a)-monomor-

phisme de E 0 dans E^. Alors le (XUC.ot, 3)-homomorphisme Jg de la 

jolie ( Xl>C, a, 3)-algèbre JE G dans la jolie (XOC,a,3)-algèbre JE1 

est injectif, et un monomorphisme. 

Démonstration : Tout monomorphisme de S ^ O Q aj étant injectif, il est clair 

que Jg est injectif sur E0U
9E09 Supposons Jga = 0, a = J(Ç,s,t) où (s,t) 

est une jolie famille de J E C avec t(1,£)€E 00 'E G pour t€ L. Puisque 

0 = jga - JU,s,Jgt), la jolie famille (s,jgt) de JE^^ est contradictoire. 
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Or, ceci entrains que (s,t) est contradictoire et finalement que a = o. 

COROLLAIRE : Soit E 0 un (XUC,a)-sous-ensemble du (XUC,a)-ensemble E, JE 

la jolie (XOC,a,3)-algèbre libre sur E. Alors la (XUC,a,3)-sous-

algèbre de JE engendrée par E 0 est libre sur E c . 

"Y 

Dans ce qui suit, nous fixons les cardinaux a,3 et 6 où 6>a et 6><6 

pour Y<3. Nous désignerons p a r Œ la sous-catégorir de Ind suivante : 

les objets delE sont les (XUC,a)-ensembles avec |x! = |X(/CJ = 6. Les 

E-morphismes du tX^yCya)-ensemble dans le (X^C 2,a)-ensemble E^ sont 

les morphismes de Ind (j,f) de E^ dans E^ tels que 1^ soit un sous-ensemble 

de I^, j est induit par l'injection canonique i de J^ dans j est induit 

par l'injection canonique i de 1^ dans 1^ (cf. (2), 1.5) et f applique 

E 1 dans S^E 2. De même, nous désignerons par ̂  la sous-catégorie suivante 

de C : les objets de Jh sont les f-jolies (X0C,a, 3)-algèbres avec |x| = |XL>C| « 

* 6. Les ̂ -morphismes de la (XjOC^,a, 3)-algèbre Aj dans la (X^->C2,a, 3)-

algèbre A 2 sont les Ç-morphismes (j,h) de A 1 dans A 2 tels que 1^ soit 

un sous ensemble de I 2, j est induit par l'injection canonique i de 1^ 

dans I 2 et h applique Aj dans S ^ A ^ . 

Donc, si f est unJE-morphisme (resp. h un^A-morphisme), alors tout 

support de a où a est un élément de l'ensemble de définition de f (resp. h) 

est encore un support de f(a) (resp. h(a)). 

16. LEMME 1 : Soient E un (XUC,a)-ensemble, objet de E , A la f-jolie 

(XOC,a,3)-algèbre libre sur E. Alors A est libre dans£A sur E. 

Plus précisément, si S* est le foncteur "oubli" canonique de^?\ 

dans If, alors S* possède un adjoint à gauche T * tel que 

rfj.gî * Cj,f~Jg) pour toutJE-morphisme (j,g). 
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Démonstration : Soient B un objet de/A, f le foncteur définissant la structure 

d'algèbre quantifiée de B , (j,g) unJE-morphisme de E dans S*B. Il existe une 

unique (XUC,a,B)-structure sur S^B telle que fj(a) « f^a) quel que soit 

aêl^ . Désignons par B i la (XOC,a, 3)-algèbre obtenue en munissant S^B de la 

structure f ^ Alors il existe un unique (XUC,a, 3)-hQmomorphisme h de A dans 

B^ tel que = g. Or ceci équivaut à (j,h) (lj,^) * (j-g) ce qui établit le 

lemme. 

LEMME 2 : Soient donnés des objets de IE, E = -IL- I u. pour j « 0,1,2,3, 

E. étant considérés comme (X.uC ,ot)-ensemble de sorte que X~ • 
J J J J 

* x 1ox 2,x 0 = x ^ x 2 , i 3 » ijUig. i 0 • i{ii2,u3 - Ujuu^. u 0 - u 1ou 2 # 

Si i 0j (resp. g o j ) désigne l'injection canonique de {0 dans 1^ 

(resp. E 0 dans E.) et i Q 4 (resp. g . ) l'injection canonique de 

Ij dans I 3 (resp. dans Eg) pour j « 1,2, alors Eg est moyennant 

( i 3 r Ê 3 1 ) 8 t U\2'^32] 3 0 m m f i b r é e d B ( i o l ' g o l ) 6 t C 1 r t ' g 0 2 } d a " 8  

IE. (Rappelons que i* est le foncteur associé à l'Injection 1 comme 

indiqué dans (2) 1-5). 

Démonstration : Evidemment i 3 ] i 1 0

 s i

3 2
i 2 0 e t gSl g10 * g32 g20" S o i e n t E u n 

(XUC,a)-ensemble, objet de JE, et C±j,g^) des IE-morphismes de Ej dans E pour 

J • 1,2 de sorte que ( ̂ ^ j / g ^ o ^ 88 l^Ol* g2gD2)m D é f i n i s s o n s u n B appl*-

cation g de Eg dans E par g/E^ * gj pour j a 1,2 et de sorte que g(aa) « i (a)g(a) 

pour a C E 1 u E 2 , °
Ç^2X 9 * ̂ an^ l'injection canonique de Ig dans I. g est bien 

défini puisque g(a) « possède un support contenu dans Xj si a& Ej pour 

j « 1,2. Evidemment Cï*,g) ( i ^ . g ^ ) « P o u r J * 1.2'et (i*",g) est 

l'unique morphisme de E à vérifier n s égalités. 

COROLLAIRE : f*c.? est moyennant ( i ^ ,T*g 3 1) et I ^ » 7 " ^ 1 s o m m e f i b r é e d e  

" ' o l ^ o l 1 e t ^ o 2 > T V -
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LEMME 3 : Sous les hypothèses du lemme 2, J g Cj est un isomorphisme de T E© 

sur la (X 0UC 0,a, 3)-sous-algèbre de. T *Ej engendrée par E 0 pour 

j • 1, 2, 3, de même, T g^. est un isomorphisme de T 1. sur la 

(X OC ,ot, 3)-sous-algèbre dt T E engendrée par E. pour j s 1,2. 

Si -TTij est un (XjUCj,a,3)-idéal dt T*Ej pour j = 0,1,2,3 de sorte 

nue ^ o C - T l ^ n Vfc2 et "TT^ soit engendré par fï^ u /77£ 2, alors 

T ^3/^*^3 e s^ moyennant les morphismes canoniques (i ,hgj) de 

T*E./ xYTk. dans T*E /"Yfè , pour j = 1,2, somme fibrée des mor-
J J 0 0 

phismes canoniques (i^j,hQj) de T E 0/"Tr? 0 dansT E V ^ , pour 

j - 1,2. 

Démonstration : En effet, est la jolie (X^uC^,a,3)-algèbre libre sur 

Ej pour j « 0,1,2,3. (cf. Proposition 11). Désignons par E l'ensemble E g 

muni de sa (I-,a)-structure canonique. Posons F. 1 Q pour j = •,1,2,3. 

Alors = JFj s'identifie à la (Ig,a, S)-sous-algètireJdE T E engendrée 

par F où j = 0,1,2,3 (cf. Proposition 15). Par proposition 14, JF. s'iden-
J J 

tifie à la jolie ( (I -C )U C ,01,3)-algèbre A libre sur F où F est consi-
& J J j J j 

déré comme ((I^-Cj)^ ,a)-ensemble. De proposition 13, nous déduisons que 

S A (resp. S. A.) est isomorphe à la jolie (X.OC ,a,3)-algèbre libre 
1 O j J 3j ̂  J J 

sur S F (resp. S. F ), c'est-à-dire sur E , pour j = 1,2,3,(respD j « 1,2) 
i o j j i 3 j j j 

Donc S. A. (resp. S. )A ) s'identifie à 7 c pour j » 1,2,3 (resp. j = 1,2). 
i o J j Sj J j 

Or, S A. (resp. S. A.) est la (X.uC.,a,3)-sous-algèbre de 7 E dont les 
o 0j j i 3 j. J J j 

éléments se mettent sous la forme J(Ç,s,t) où (s,t) est une jolie famille 

de E.u'E définie sur le Ç-ensemble (K,L) avec K c X . , pour j = o,l,2,3c II 
J J J 

est clair qu'avec cette identification! * E 0 sst la (X 0oC 0,a,3)-sous-algèbre 

de ' E engendrée par E c et pour j = 1,2,3 etc. Soient maintenant (iyg.^) 

des A-morphismes de T^Ej/^dans^ une CX0C,a,3)-algèbre A deiA pour j = 1,2, 

tels que ( i ^ i * ^ g ^ ) - ^ v l 2 ' g 2 h o 2 K 
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D'après le corollaire du lemme 2 il existe un unique/A-morphisme (l*,g) de 

Î*E 3 dans A tel que C ^ i ^ . g T ^ g g J = (i*,gjPj) pour J - 1.2 et où p^ est 

la surjection canonique de 7*Ej sur "^^j^'^j P o u r J s 0,1,2,3. Soit 

(i*,g 3î l'uniqueiA-morphisme d e . ^ £ 3 / ^ 3 dans A tel que (i*,g 3Hl* ,p 3) « 

«= (i*,g). Alors ( £ * , g 3 H i 3 *h 3j) = t'fyg^) pour j • 1,2 et évidemment 

(i ,g 3) est le seuliA-morphisme à vérifier ces égalités. 

COROLLAIRE : 2A possède des deux sommes fibrées. 

Démonstration : Soient (i , h ) desA-morphismes de A 0 dans A, pour j « 1,2# 

J£ J J «J 

Il existe E 0 tel que A 0 soit un quotient de ^**E 0 par un/A- mor-

phisme (1 ,p 0) où p D est surjectif. Posons U 4 * U 0 (A. - h©,(A 0)) pour 

j » 1,2. Choisissant convenable pour u^c Uj-U©, nous voyons qu'il existe 
des/A-morphismes surjectifs p. de J*E 4 * J ( -11 T u î) sur A tels que 

^ J u £ U J J 

Pjî*goj * h 0 j P o pour j « 1,2. Si ffëj désigne le Jnoyau de Pj pour j * o,l,2 

Aj est isomorphe à ^ j / ^ j - Moyennant cette identification 'flÇpC 'YT^ ^If ï^ 

et ^ o j ' h e j ) est le ̂ -morphisme canonique de T E0/*ftb0 dant ^ J ^ ^ ^ J P o u r 

j » 1,2. Nous pouvons conclure par le lemme 3. 

17. DEFINITION 1 : Une catégorie C est dite posséder des sommes amal-" 

gamées, si pour tout couple de monomorphisme igyg^i de même source 

il existe un couple de monomorphismes ( h ^ h ^ tel que h^g^ * h 2g 2« 

Remarque 1 : Si C possède des deux-sommes fibrées, alors C possède des sommes 

amalgamées si et seulement si pour toute somme fibrée ih^,h^) de monomorphismes 

1&1>&2* d e m ^ m e b L r t* h i 8 t h 2 s o n t C' 8 S m o n o m o r P h i s m e s . 

Remarque 2 : Les monomorphismes de 1E sont des applications injectives, donc 

aussi les monomorphismes de^\ (cf. 16, lemme 1). D'après 16, lemme 3 (et 

avec les notations de ce lemme) possède des sommes amalgamées si et seulement 

siTT^ = irç^Vco « n ^ < T * E o entraine *fZ3« T*E^ * ̂  pour j - 1,2. 
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DEFINITION 2 : Soit E = Ji- I u un(l,a)-ensemble, objet deff. Le couple Ca^a^î 

d'éléments de T*E est dit y-interpolable, si a ^ a 2 et si quels que 

soient J ^ J ^ I, U i ' U 2 C U t e l s q u e l Ji~ J2^ < Y 0 U l J2~ Jl^ < T *Ji S U P ~ 

porte a, et que a. appartiennt à la (l,a,8)-sous-algèbre dt f^E 
J J K 

engendrée par x i u pour j = 1,2, il existe a€ 7*c de sorte que 

a^a^a^ * J^AJ^ supporte a et que a appartienne à la Cl,a, B)-sous-

algèbre de engendrée par -IL I U . T * E est d i t posséder 

la propriété de y-interpolation si tout couple (a^,a2) d'éléments 

de T E avec aj^a2 BS^ y-interpolable. J E est dit posséder la 

propriété d'interpolation, si T E possède la propriété de y-inter­

polation pour tout cardinal y. 

18. PROPOSITION : Si A possède des sommes amalgamées, alors pour tout objet 
K 

E de JE de la forme E possède la propriété de 
u 6 U 

^-interpolation. 

Démonstration : Soit E = J i i u un (I,cO-ensemble dans E. Soient donnés 
x u e u 

a- , a n € ^ fc avec a >^a,, de plus des?"a-suppbrts J c I de a. r p R n e c t i v p ™ R n t 

pour j » 1,2 avec |j -J^|<6, finalement des parties U de U telles que 

a . € T * J l I u et ceci pour j = 1,2. Posons U = U , U U U c = U. a u . , 

J- = J.O J , J 0 = J . Soit F. » J i I U pour j = 0,1,2,3. F. est un 
* 1 * 1 * J u 6 U J 

(I, a)-ensemble dans E . D'après proposition 15 il suffit de montrer qu'il 

existe a c e T * F ^ avec a^^a^a^ tel que a 0 É R T * F 0 et que J c supporte a Q . 

Désignons par la C(I-Jj)^ , ET, B)-algèbre sous-jacente de y ^ F ^ , posons 

X • I""JQ b désignons par i. l'injection canonique de XOJ dans I pour 

j = o,l,2,3 et par A la CX U Jj ,a, B)-sous-algèbre S± B^ de By pour 
«3 

j - 0,1,2,3. D'après les propositions 14, 15 et 16, lemme 3, A^ est la 
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jolie (XU J.,a, 6)-algèbre libre sur E. = JjL (XV J ) U muni de sa 
J J u ê U J 

(X U J^, et)-structure canonique. Evidemment a j ^ A j pour j * 1,2 et A e C A^n A^. 

Soit I e IXO J^oi, 3)-idéal de A 1 engendré par a ^ posons Tï&o = /\0

n^>y 

désignons par 7fë 2 le (XU J 2,a,3)-idéal de A 2 engendré par
 /ïf& 0- Nous avons 

f\%2(\h* puisque a G A 0 et a $ V 3 K o a où a « "ft£0, o € ( X U J 2 ) 
u € v 

K ^ C x , |K u|<3 pour uev et |v|<a, entraine a^a^. Donc a e 1 U 2 ^ A 0 entraine 

bien a etïl.O A 0. Si fïZ^ est le (XU J.,», B)-idéal de A,, engendré par 

V fïl^ , nous avons A 2 » fïZ 2 puisque, par hypothèse, U\ possède 

des sommes amalgamées (cf. 17, remarque 2). Or a 2 £ ̂ ^ 3 * donc a 2 e 8^ 

a ^ b où b est de la forme V 3 K o a avec v,K ,0 et a comme indiqué ci-
2 ^ u u u u u u 

u 

dessus. Donc b possède dans la (I,a,3)-algèbre 1 F un support contenu 

dans XCi J^, Choisissons une substitution a ^ * x de sorte que a(X) s (x 0) 

où x e é X , fixé mais arbitraire. Posons a = 3 {x 0)ob. Puisque a 2^b<a 1 et 

comme X* supporte a 2 et a^, nous avons a^a^a^. Evidemment, a possède un 

•^a-support J contenu dans J 2 , a étant considéré comme élément de la 

(I,a,3)-algèbre T*F 3. Nous avons par hypothèse |J 2-J |<B, donc aussi |j-J 0|<8 

Par conséquent a ^ 3(J-J Q) a^aj et a 0 =3 (J-J 0Î a appartient à T F 0 et est 

supporté par J 0 . Si le couple (a2,a^) est tel que Q ^
3 ^ e^ les ̂ a-supports 

J 2 e t J l d e â 2 e t a l r e s P e c t i v e m e n t vérifient | J ^ < ^ n o u s n o u s r a r T s*\ 

nons au cas précédent en considérant (a^,a 2) (avec a^ajp et les supports 

J 1 de a^ et 3^ de a 2 . Nous obtenons a 0 avec a^<a 0^a 2 et les autres pro­

priétés voulues ce qui nous fournit ai qui a les propriétés voulues. Le 

cas àù ou J 2 n'ont pas nécessairement cardinal plus petit que a se 

ramène facilement aux cas précédents. Donc 1 E possède bien la propriété 

de 3-interpolation. 
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19. PROPOSITION : Si T E possède la propriété de B-interpolation pour tout 

(I,ot)-ensemble E dans E et si a = 3, alors A possède 
ue U 

des sommes amalgamées. 

Démonstration : Soient E0,EyE^9E^, T E 0 , . . V T E^ et
 JVZ 0 * • • • > ffé^ comme 

indiqué dans 16, lemme 3. Tout ce qu'il nous fait montrer est que fïb0 « 
3*-' 

= 7 7 2 * T*E© « nr*C 0 entraine - T R q ^ ' T * E . pour j = 1,2. Evidemment 

-772j c Tf&^n T^Ej • Supposons, par exemple, &€/)t%^ T* E^. Nous voulons 

montrer que a€/T^9 Comme dans 16, lemme 3, nous désignons par E le (1^,00-

ensemble -Li- I- U muni de sa (I-, )-structure naturelle et nous identifions 

: Ej à la (XjU Cj,a,3)-sous-algèbre de T E engendrée par Ej ; j - o,1,2,3. 
Nous savons que a est majoré par un élément de la forme V il K a a où 

^ u u u 
u £ v 

|v|<a, K u C X 3 , | K u l < 8 a u e i 3 X , a

u ^ ^ i u / r ^ 2 m C o m m e X 3 ° C l = X 3 ^ C 2 = 0 

3 
et comme a = B, pour a < f i l existe b e . a v e c 3 K a a ><b et C, H u j u j u u u x u j 

supporte b^ dans J*E. Donc il existe a^Stfl 1 et a^ A^h^ tels que a^a^va^ 

et que a. possède un^a-support J . C C pour la (Iq,a,B3-structure de 7 E 

pour j s 1,2. Ceci entraine b * a a j < a 2 e t b € T Ë^, avec un^a-support 

J C X ^ . nécessairement |j-J 2|<B = a et en appliquant l'hypothèse, nous 

obtenons a c ^ T c qui soit supporté par J O J ^ C C^, appartienne à la 

C ly a, 8 J -sous-algèbre de ; £ engendrée par E 0 et qui vérifie b ^ a ^ a ^ 

Comme a© £ T * E 0 et a 0 ^
y ^ 2 '

 n o u s a v o n s a^b aj^ ao a ^ / W £ ^ , c'est-à-dire 

a € '77£j ce que nous devions montrer. 

COROLLAIRE : si a = B, alors Zh possède des sommes amalgamées si etseule 
K 

seulement si pour tout (I,oO-ensernble E - )1 - I u dans E, 
* u £ U 

7 E possède la propriété d'interpolation. 


