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QUELQUES REMARQUES SUR LA NOTION D'EXTENSION RATIONNELLE MAXIMALE

D'UN MODULE ET SUR LES ANNEAUX MAXIMAUX DE FRACTIONS AU SENS D'UTIMI

Alain HUDRY

INTRODUCTION.,

On considére dans tout ce qui suit un anneau A unitaife mais non nécessairement
commutatif. On désigne par ModA la catégorie des A-modules a droite (toutes les
notions latérales sont considérées & droite). La terminologie adoptée concernant
la notion d'extension rationnelle est celle de C. Faith (1). On montre que toute
exteﬁsion fationnelle maximale M d'un A-module M est une enveloppe 4(M)-injective
de M (B), 4 (M) &tant un ensemble topologisant et idempotent d’idéaux & droite de
A (2), dépendant de M (c'est-a-dire M est le localisé de Gabriel de M pour- (M)).
Cela nous permet d'aborder le probladme de la fonctorisation de 1'extension rationnelle
maximale et en particulier on retrouve un résultat obtenu par C. Leclerc dans sa
theése concernant le probl2me de la fonctorisation de 1'enveloppe injective. On
donne une condition nécessaire et suffisante pour que l'anneau classique (total)

des fractions & droite de A (lorsqu’'il existe) colncide avec 1'anneau maximal des

fractions & droite de A au sens d'Utumi.
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§1, QUELGUES REMARQUES SUR LA NOTION D'EXTENSION RATIONNELLE MAXIMALE D'UN MODULE

X étant un sous-module quelconque d'un A-module & droite Y, on sait que pour
tout A-module & droite Z les propriétés suivantses sont équivalentes :

(1) Hom, (Y/X,2) = ©

{(2) Pour tout fe HomA(X',Z] avec XeX'c Y , f(X) = 0 implique ¥ = O

(3) Pour tout yeY et tout z€Z avec z # 0, 11 existe a€ A tel que yae X

et za # 0.

Lemme 1 : Pour tout A-module & droite M, l'ensemble + (M) des idéaux & droite I

de A tels que HomA[-%,l{f] = 0 est topologisant et idempotent.

Lemme 2 : X étant un sous—module d'un A-module & droite Y, on a pour tout A-
module & droite I les deux propriétés suivantes équivalentes :
(¢ %) =
z) Hom, (.2} = O
(i2) (YyeY) (X.oy eelZ))

(1) = (ii) est triviale

(11} == (1) Soit X' un sous-module quelconque de Y tel qus X¢ X'c Y et soit ¥

un homomorphisme de X' dans Z tel que f(X) = 0. Pour tout yeX' on a par hypothdse
Xe*ye4(Z). On considére alors le A-homomorphisme & droite ¢ de A dans Z défini
pour tout a€A par : ¢lal = f(yal. On a ¢ ¢(X.~y) = 0 ; il en résulte alors

¢ = 0 et par suite on obtient ¢(1) = f(y) = 0. f est donc nulle, d'ol le résultat,

Proposition 1 : Pour tout A-module & droite M, si M désigne une enveloppe injective

donnée de M, il y a équivalence entre les propriétée sutvantes :

(%) M est 1'unique extension rationnelle maximale de M incluse dans M
(1) M= {x€R/M xes(m}

(1i1) W est 1'unique ‘_enveloppe,o[M]dinjective de M ineluse dans W.

Il en résulte en particulier que M est le localisé (au sens de Gabriel)
du A-module M pour 1'ensemble topologisant et idempotent<(M) dds que M

satisfait & 1'une des propriétés précédentes (c.a.d M = Moemy 4
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. Pour montrer 1l'équivalence de (ii) et de (iii), considérons un ensemble topo-
logisant et idempotent ¢ gueiconque d'idéaux & droite de A et montrons que si
ﬁest une enveloppe injective donnée de M alors N = {x_'sﬁ/M.’xe ¢} est la seule
enveloppe : $~injective de M incluse dans ﬁ Comme on é; : MeNcfl 11 vient MaAN

et par suite MAN ; il en résulte que N est la ¢-cldture de M dans N (4) et par

¢
suite N est une extension ¢-essentielle maximale de M dans 1'injectif ﬁ. Par suite
(5) N est ®-injectif, c'est donc ici une enveloppe ®¢-injective de M. Soit E¢[M)
une enveloppe ¢-injective quelconque de M incluse dans ﬁ ; on a alors MA¢E¢(M].
donc pour tout xe.E¢[M) on a M.'xA¢A et par suite EQIM] est inclu dans N.

MAQN implique alors E¢(M]A°N donc aussi Eq,(M] = N.

. Pour montrer 1'équivalence de (i) et de (ii) notons, M 1'unique extension ratio-

nelle maximale de M incluse dans ’l"’l[ﬁ = /_\ Kerf) et E
2 (M)
fe EndA(M)

loppe &4 (M)-injective de M incluse dans M. et (M) = O.

{M) 1'unigue enve-

(M [m[l"l]. On a

Mx €UM). Soit fe EndA(IN\] avec f(M) = 0. Considérons le A-homomorphisme ¢ de

Il nous suffit alors de voir que M = li (M), Soit xe E‘c

I
A dans M défini pour tout a€ A par : ¢{a) = f{xa). On a ¢(M°x) = O. Puisque
N
4 (M) =4 (M) il vient : ¢ = O et par suite ¢(4) = f(x) = 0. Il en résulte

x eKerf et finalement x€M. On a donc montré que EA (M}c M. Soit maintenant

M)
- - ,\
x€ M, Puisque M est une extension rationnelle de M il vient HomA(% , Ml = 0,

Donc d'eprés le lemme 2 il vient : M.*xe€.(M). Puisqu'on a MAM 11 vient

L (M) =<o(M) et Mlio ]-ﬁ. La convexité de la-<(M)-essentialité permet alors de

(M

voir que E (\,(MICH et M8, (™ implique E‘(’[m(I"l)A“(m‘ﬁ et par suite M) = M,

Ewm
. En remarquant que {x€ M0."xe +(M)} = 0 et que pour tout ensemble topologisant
et idempotent ¢ d'idéaux & droite de A tel que oM = 0 (avec ®M = {xeM|G°x€ 8})

on a M¢ = Lim HomA(I.N) = EQ(M), la dernidre partis de la proposition 1 est
—

démontrée,
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Remarque : La proposition précédente ncus permet de retrouver en particulier quei
1'anneau maximal des fractions au sens d'Utumi de A est le localisé de Gabriel de
A pour l'ensemble topologisant et idempotent Rdes idéaux a droite de A rationnels

dans A.

Proposition 2. Pour tout A-module & droite M les propriétés suivantes sont

équivalentes :

11) M est £ (M)-quasi—injectif ;

(2, M est stable par l'ensemble des endomorphismes d'une extemsion
rationnelle maximale M de M;

(3) Pour tout sous-module X de M rationnel dans M on a la suite exacte :

HomA(M.M) —p HomA[X,M] —> 0,

(1)==y(2) résulte immédiatement de la proposition 1.
(3)¢&= (1) est clair si on remarque que "X rationnel dans M" équivaut a

"X sst L(M)-essentiel dans M”, (on peut pour cela utiliser le lemme 2).

Proposition 3 : Pour tout A-module & droite M les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(1) M est4(M)~quasi—injectif (5) et le treillie des sous-modules 4(M)-
-clos dans M est complémenté ;

(2) M est quasi injectif et tout sous-module X de M essentiel dans M et
ausst ratitonnel dans M;

(3) Tout £ (M)-clos dans M (4) eet facteur direct de M et M est.« (M)~

-quasi-injectif.

Si X est un sous-module de M,A(I"I]M(XJ désigne la .¢(M)-cléture de X dans

M (4).



Notion d'extension rationnelle.....

143

Montrons (1)=%(3) : soit X un sous module-¢(M)-clos dans M. Puisque le treillis
des sous-modules< (M)-clos dans M est complémenté il existe un sous-module X' de M
tel que : X B X'A M. Soit j 1'injection canonique 0—=» X—=>» M, Si p désigne
le projecteur de-;[g]X' sur X, jop prolonge j. La<(M)-quasi-injectivité de M
implique 1l'existence d'un endomorphisme e de M prolongeant jop. On a :

e(M) = e(b[MJM(X 8 X'J]Ca[M]M(e[X 8 X')) =-¢(MJMle = X
(en effet pour tout sous-module Y de M on a e&b(M]M[Y]]C<D(M)M(e(Y]) car si
yei[l”I)M(Y) on a Y.'yé\otm]A et puisque Ys*yc el(Y).’ely) il vient elyle o(M)M(e(Y)J).
Pour tout m&M on a eZ(mJ = gfle(m)) = elm). Il en résulte que 32 = g et par suite
puisque X = e(M), X est facteur direct de M.
. Montrons (3)=2% (2) : puisquet(MIM = {x€ M|0,* xe< (M} = 0, lat (M) quasi-
injectivité de M et le failt que tout< (M)-clos dans M est facteur direct impliquent
gue M est quas¥injectif (d'apreés (4)). Soit alors X un spus-module essentlel dans
M ; sa<4(M)-cléture dans M est un facteur direct de M ; il en résulte que M est la

4 (M)-cléture de X dans M et par suite on a : M ce guil signifie que X est

X8 ()

rationnel dans M.
. Montrons que (2)== (1). M est évidemment< (M)-quasi-injectif. D’autre part si
X est un sous-module de M essentiel, X est rationnel dans M par hypoth&ss. On a

donc Xéo(M]M' De ceci il résulte que le treillis des sous-modules ¢ (M)-clos dans

M est complémenté.

Corollaire : Si M est un A-module & droite 4AM)-complémenté alors toute extemsion

rationnelle maximale M de M est quasi-injective,

En effet M est aussi 4(M)-complémenté (et on a4 (M) = £(M)) ; il suffit

alors d'appliquer la proposition 1 et la proposition 3.
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Remarque : Lorsque MA = {xe.MID.‘x AA} = 0 on a M rationnel dans T (M désignant

A .
une enveloppe injective de M) et par suite M est une sxtension rationnelle maximale’
de M ; il en résulte gque lorsque MA = 0, pour que M soit injectif i1 faut et 11

suffit que M soit 4(M)-injectif.

FONCTORISATION DE L°'EXTENSION RATIONNELLE MAXIMALE

On rappelle (5) gue deux ensembles topologisants et idempotents ¢ et ¢' d'idéaux |
3 droite de A sont dits équivalents (et on note ¢ = ¢') si la $-essentialité colncide
avec la ®'-essentialité ; pour qu'll en soit ainsi il faut et 11 suffit que l'ensaﬁblg
des idéaux essentiels de ¢ coincide avec 1l'ensemble des 1déaux essentiels de ¢'. On
note (#) la classe de ¢ pour cette équivalence. On définit alors une relation d'équi-
valence dans ModA en posant M = M' si et seulement si< (M) =<4(M’') ; on désigne |
alors par (M) la classe du A-module M pour cette relation d’équivalence. On pose
alors la définition suivante : on dit qu'une sous catégorie L de ModA est rationnglia _

si c'est une sous catégorie pleine de Mod, dont les objets sont tous ceux d'uns méme

A

classe de l'équivalence définie précédemment dans Mod,. Cstte terminologie sera

A
justifiée dans ce qui suit. On peut alors faire les remarques sulvantes :
1. Les sous catégories rationnelles de ModA forment un ensemble ; en effet il vy a

bijection entre les sous catégories rationnelles de Mod, et les classes de 1'dqui-

A
valence définie précédemment entre les ensembles topologlsants et idempotents d'idé&ayx
a droite de A. (Si L est une sous catégorie rationnelle de ModA la classe ob(Ll) de

ses objets est tells que ob(l) = EM]; [a(m)] = L ne dépend pas du choix de M dans
ob[le, a L on fait alors correspondre L =[4:(M]]. Réciproquement si L = [§1 est une
classe de l’équivalence définie entre ensembles topologisants et idempotents de A

on psut considérer la sous catégorie localisante C¢ associée a un élément ¢ de L.

C¢ permet alors de définir une théorle de la torsion dans ModA "avec sous objsts"[ ;].
y]
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on peut alors trouver d'aprés Jans un A-module injectif M tel que C° =

. . A AW -
C, = {xe ModAlHomA(X,M] = 0}. Comme on a : I€¢ == 7 €C,&=y Hom, I,n) o0& Iec(M),
il en résulte que ¢ =.¢(M) et par suite on peut considérer [M] s a L on fait alors

correspondre la sous catégorie pleine L de Mod, telle que Ob(l) = [N] ).

A

2. Les sous catégories rationnelles de r‘lc:dA sont stables pour les extensions essen-
tielles, les sommes et produits directs,

3. On peut remarquer que la sous catégorie pleine de Mod, dont les objets sont les

A

A-modules M tels que MA = {x€M|0," xAA} = D est une sous catégorie rationnelle de

NodA. On note £ 1'ensemble topologisant (en général non idempotent) des idéaux &

droite essentiels dans A. En utilisant le théoréme 1 de r_4] i1 en résulte que E2

est le plus petit ensemble topologisant et idempotent de A contenant E. En utilisant
A

les notations de [2] on a M = EM pour tout A-module M. Considérons la classe des

EZ

1]

modules M tels que.c (M)

. Soit L, la sous catégorie rationnelle de Mod, associée. Si M est un objet de L,

A

on a : LIMINE = E°nE - E; I1 en résulte que l'on-a : Ec«(M) et par suite on a :

MA = EMCUMIM = {x €M|D"x€«(M)}. I1 vient alors mt = o, Réciproquement si on a
A

EM = M = 0 11 en résulte que EcyM) (Car+ (M) est le plus grand des ensembles to-

pologisants tels que< (M)M = 0}, On a alors ERE = E = Ene(M) donc (M) € E2,

Lemme 3 : Si M et N sont deuxr objets d'une sous catégorie ratiomnelle L de Mod,
et 81 M (resp. N) est une extension rationnelle maximale de M (resp. deN),
alors tout homomorphieme ¥ de M dans N se prolonge de manidre unique en un

homomorphisme ¥ de M dans .

On a MEOb(L) et Ne Ob(L) ; il vient donc

4(M) = 4(N). D'apraés la proposition 1, M est

4 (M)-essentiel dans M 3 ceci implique alors

R | Ge— 3

|

Z ) e Z

que M est 4 (N)-gssentiel dans M ; 1'existence

et 1'unicité d'un homomorphisme ¥ de M dans N
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prolongeant f, résulte alors du lemme 2 et de la

A(N)-injectivité de N.

Proposition ¢ : St L est une sous-catégorie rationnelle de Mod, on peut définir un

foneteur additif covariant et exact 4 gauche de L dans L noté v de la
fagon suivante :

. A tout objet M de L on fait correspondre l'une de see extensions ratiom-
nelle maximale M (elles sont toutes isomorphes et elles sont dane L),

. A tout homomorphisme ¥ : M —>N ou M et N gont deux objets de L on

fait correspondre 1'unique homomorphisme f de M dane N prolongeant ¥,
Ceci résulte immédiatement du lemme 3.

Application de cette proposition :

81 on prend pour L la sous-catégorie de Mod, dont les objets vérifient M . 0
on retrouve un résultat obtenu par C. Lsclerc concernant la fonctorisation de
1'enveloppe injective ; en effet lorsqus MA = 0 touts extension rationnelle maximale

de M est aussi une enveloppe injective de M;

§2. ANNEAUX DE FRACTIONS AU SENS D'UTUMI ET AU SENS CLASSIQUE,

On désigne dans ce qui suit, par R 1l'ensemble des id8aux A droilte rationnels
dans A (c.a.d. R =« (A)) et par ¢ un snsemble topologisant et idempotent quelconque

d’'idéaux & droite de A.

Proposition 5 :

51 on a\ %cR les deux groupes additifs suivant E¢(A) et EndAGEQ(A))

sont tsomorphes. (E4(A) désigne une emveloppe —injective de Ayde
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Pour tout x eEQ[A) i1 existe un unigque A-endomorphisme x' de E¢(A] tel que
pour tout a €A on ait x°‘(a) = xa. Considérons l'application x —> x' de E¢(A] dans
EndA(EQIA]]n On peut remarquer que cette application est un homomorphisme de groupe
additif c.a.d. que 1°on a (x+y)’' = x'+y', Si x' = o alors x°(1) = x = 0o . Si
¢6EndA(E¢(A)) on a pour tout a€A ¢(a) = ¢(1)a ; 1l en résulte que ¢ = (¢(1))’.

Finalement X3y x' est un isomorphisme de groupe additif,

Application & la construction du localisé de Gabriel pour ¢,

Si on a ¢ CR 1'isomorphisme défini dans la proposition précédente induit sur
E¢(A] une structure d'anneau, La loi d'anneau ainsi définie sur EQIA) est la seule
qul prolonge la loi de A-module & droite car on a A rationnel dans E¢(A). On note
alors A¢ J E¢(A] muni de cette structure d'anneau. Si on a éyfR on note encore A° le
A-module & droite Esnr R(A) muni de la loi d'anneau- induite par celle de EndA(EtbﬂR(A”
comme précédemment.

Notons AQ le localisé de Gabriel (2) pour ¢ de A, On a alors

lo A p= AQ si ¢CR

A_P(#)
%A

dans le cas général,

2. et A¢ = (=)

(ol p est 1'épimorphisme canonique p : A—> %K )

Cela résulte du fait que si $C4(M) alors 1l’enveloppe $-injective de M E,b(l“l]

coincide avec ls localisé de Gabriel NQ de M pour ¢.

Quelques remarques sur l°anneau AQ

Si ¢ est un ensemble topologisant et idempotent d'idéaux & droite de A et si B
est un sur-anneau de A on dit que B possdde la propriété (F¢) si pour tout b €B on
a,A «*be®, On peut alors démontrer que pour tout anneau de fractions B de A au sens
d'Utumi possédant la propriété (F¢] i1 existe un unique monomorphisme d'anneau B de
B dans A° tel que le diagramme suivant soit commutatif.

A ——>B

~ !
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Si B est un anneau de fractions de A au sens d'Utumi maximal pour la propriétq
(Fq’] alors B est isomorphe a Aq’. On peut aussi remarquer qu'il existe un unique anneau
maximal des fractions au sens d'Utuml possédant la propriété [F¢], et qui soit ineclw
dans une enveloppe injective donnée f\\ de A ; 11 y a équivalence entre :
(1) B est 1l'unique anneau de fractions de A au sens d'Utimi inclu dans A et
maximal pour la propriété (Fq,]
(2) B = {x€A| Ac*xecRN$)}
(3) B =Kerf [E¢(M étant 1'unique enveloppe $-injective de A incluse dans /A\)‘
fGEnd[Eq’(AJ)
et f(A) = o
L'anneau maximal des fractions au sens d'Utumi de A est AR et 1'anneau blessiqua
des fractions & droite de A (lorsqu’il existe) est Ac ol C désigne 1l'ensemble des
idéaux & droite de A remontrant la partise mul.tiplicative des éléments réguliers -de A,

On a pour les anneaux Aq’ les propositions :

Proposition 6 :

Sott S une partie multiplicative de A. Pour que tous les &lémente de S

sotent imversibles dans A® il faut et il suffit que les deux conditioms

sutvantes soient réalisées :

(1) S est inclu dans l'ensemble des éléments réguliers de A,

(2) Pour tout s€S l'idéal A droite sA est un idéal de ¢ qui est ratiomnel
dans A. |

(La démonstration est laissée au lecteur).
Si M est un A-module 3 droite on note CQIM] le treillis des sous-modulss 9-clog

dans M [4]. Il résulte imédistement de [4] qu'un tel treillis est complet et modulaire,
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Proposition 7 : Le treillis des sous-modules %-clos du A-module AQ est constitué par

les tdéaux de Aq> qut sont ®-clos dans A% en tant que A-modules. L'application

9 . . .g g
X€ CylA") —> XN AE C(A) est un isomorphisme de treillis.

Soit I un sous A-module de AQ. ¢ clos dans A¢. Pour tout x €I on considére

Q »
I+xA . 51 z = i+xy appartient & I+xA° onalsz = I."xy. AsycIs' z implique I.°z€®NR
c.a.d. z €I et par suite I+xA° = 1 ; on a donc : onc I, I est donc un idéal & droits

¢
de A . L'isomorphisme de treillis résulte de 1l'étude des %-clos E@] .

Condition nécessaire et suffisante pour que 1l'annsau classique des fractions & droite

de A coIncide avec 1l'anneau maximal des fractions de A au sens d'Utumi :

Sanderson a montré {6] que si A satisfait & la condition de Ore & droite et que
si tout idéal a droite essentiel dans A contient un élément régulier, alors l'anneau
classique des fractions & droite de A coIncide avec 1'anneau maximal des fractions &
droite de A au sens d'Utumni. Sanderson conjecture alors que la réciproque est vraie.
Il n'en n'est rien. En effet si on prend A =T§% on constate que A est son propre
anneau classique des fractions et puisque R = {A} on a aussi A = A et pourtant 1’'idéal

essentiel dans A, EA ne contient pas d'élément régulier.

Proposition 8 : Si tout idéal & droite rationnel damns A contient un élément régulier

et 8t A satisfait 4 la condition de Ore Q droite, alors 1l'ammeau classique
des fractions & droite de A cofneide avec 1'anneau maximal des fractions d

droite de A au sens d'Utumt.

Cela résulte du fait qu'alors R est 1l'ensemble des idéaux & droite de A ren-

contrant la partie multiplicative des &léments réguliers de A.
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Proposition 9 : Soit A un anmeau unitaire satisfaisant & la condition de Ore Q& drotiey

Pour que l'anneau classique des fractions Q& droite de A cofnecide avee 1'anmeéan
maximal des fractions au sens d'Utumi il faut et il suffit que la conditiom
(G) suivante soit réalisée : |

(G) Pour tout idéal & droite rationnel I et pour tout homomorphisme ‘F‘ de

I dans A, il existe un idéal & droite J contenant I et un élément régulie:ﬁ'

de A, et un homomorphiame ¥ de J dans A prolongeant f,

Soit F 1'ensemble des idéaux & droite de A coupant la partie multiplicative des
éléments réguliers de A.Q = AF est alors l'anneau classique (ou encore total) des
fractions a droite de A.

Supposons que 1'anneau maximal des fractions de A au sens d'Utumi colncide ﬁvec

Q. Soit fe HomA(I.AJ avec IeR, Puisque Q est R-injectif il existe ge HomA(A.QJ tel

I /A que le diagramme ci-contre soit commutatif. g(l)e Q implique
fl / g(l) = ab-1 avec a€A et b réguller dans A. Soit J 1'idéal é.

A I/ g droite engendré par I et b et soit f la restriction de g al,

l / S1 j€ J il existe 1€1I et a’c A tel que J = i+ba’'. Il vient ~

Q‘Z ?[j) = g(i+ba’') = f(1)+aa’'. On a donc ;[J)GA gt par suite

FlIcA 3 la condition (G) est donc réalisés,

Supposons, réciproquement, que (G) est réalisée. Pour montrer la coIncidence
des deux anneaux de fractions il suffit de montrsr que Q est R-injectif. Soient
I€R et ¥ un A-homomorphisme de I dans Q. On pose I' = In-F-.l(A]. On a I'AFI 3
(en effet, e1 r€lI on a f(r) = ab"1 avec a€ A et b régulier dans A ; on a donc
f(rb) = a c.a.d. rbeI' 5 il vient donc I'.*r € F; d'autre part il est trivial de
voir que I'AI), Soit P' la restriction de f & I'. f' est un homomorphisme de I°®

dans A. Or I' est rationnel dans A ; (en effet I'AFI implique I' ARI et puisque
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IApA on a I‘ARA donc I'€R), D'aprés (G) il existe J€ F contenant I’ et il existe
g'éﬁkm%[J,AJ prolongeant ', La F-injectivité de Q assure l'existence d'un A~homo-
morphisme g de A dans Q prolongeant g'. Considérons f et la restriction g/I de g & I.
On a : I'CIcQ et I' est rationnel dans Q. Vi'€I' on a :

(f-g/I}(1i') = F(i')-g'(i') = F'(i")~g'(1i') = o. Il en résulte alors que f = g}I, et

par suite g prolonge f. § est donc R-injectif.

Remarque : dans la cas particulier od AA = {x€A/0. x AA} = 0O la condition (G)

redonne celle obtenue par Gupta dans sa thése [_3] .
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