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LA TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE BORNEE SUR LES ALGEBRES

DE FONCTIONS CONTINUES

N. BLANCHARD et M. JOURLIN

Dans tout 1l'exposé, T désigne un espace topologique complétement régulier.
L'espace C(T) des fonctions réelles continues sur T peut étre muni de plusieurs
topologies ; Nachbin, Shircta, Warner [5] parmi d'autres, ont 6tudié sur C(T) la
topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de T. C(T) devient
alors une algébre localement convexe séparée, que nous noterons Cc(T). Rappelons

succirctement 1'essentiel des résultats donnés dans [5] :

Théoréme A : Pour que C.(M soit un espace complet, il faut et il suffit que T
goit un ko-espace (def. 2.3 de [2]).

Théoréme B : CC[T] est toujours quasi-normable. -

Théoréme C : Pour que Cc[T] soit un espace nucléaire, il faut et il esuffit que

toute partie compacte de T soit finie.

Théoréme D : Pour que Cc(T)lsoit un espace de Montel, il faut et il suffit que T

8oit un espace discret.

Dans [ﬁ].‘H. Buchwalter définit une bornologie B(T) sur T; les bornés étant

les parties de T sur lesquelles toute fonction continue sur T reste bornée.
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La bornologie de T permet classiguement de définir sur C(T), la topologie de la
convergence uniforme sur les parties bornées de T ; c'est une é-topologie au sens
de N, Bourbaki en prenant pour @ l'ensemble des parties P de T telles que |lf||p<+¢
pour toute fonction f de C(T). Par définition méme, c'est la plus fine G-topologie
vectorielle et elle fait de C(T) une algebre localement convexe séparée notée CB[TJ°
On remarque que lorsque T est un espace de type (u) : CB(T) et CC[T] sont
confondus et lorsque T est un espace pseudocompact, CB(T] est identique a c Ty,
Le but de 1’exposé est l'amorce d'une étude des propriétés particuligres
de cet espace, qu’elles résultent de sa nature d’espace de fonctions continues ou
d'hypothéses particulieres faites sur la topologie de T.

On y trouvera repris les théorémes précités, sous la forme :

Théoréme A' : Pour que CB[TJ soit un espace complet, il faut et il suffit que T

sott un b-espace.
Théoréme B' : CB[T) est toujours quasi-normable.

Théoréme C' : Pour que CB(TJ soit un espace nucléaire, il faut et il suffit que

toute partie bornée de T soit finte.

Théoréme D' : Pour que Co(T) 80it un espace de Montel, il faut et il suffit que T

soit un espace discret.
Par aillsurs, on donne pour Cg(T) un théoreme analogue & un résultat de |1]:

Pour que CB[T] 8oit un espace métrisable, il faut et il suffit que T

801t un espace hémiborné,

Enfin, 11 est établi une condition nécessaire et suffisante de normabilité poyr

CB(T] :
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Pour que CB[T) soit un espace normable (ou un espace de Banach, ou un

espace (DF)...) ©1 faut et il suffit que T soit un espace pseudo-compact.

Notations : les parties bornées de T seront désignées par les lettres P,Q, ... pour

éviter toute confusion avec les parties bornées de CB[TJ, notées classiquement :

A,B ...

Pour tout borné p derT ;. Suplf(t)l sera noté : ||+'||P .
teP
On notera U(P,e) = {f, feC(T), |£] |P < €le
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1, CONDITION DE COMPLETUDE.

2N

(1.1) Théoréme : Le complété CB[T) de CB(T) s'identifie & 1'espace Cb[T] des
fonetions numériques dont les restrictions qux bornés P de T sont
C(T)-uniformément continues (Z.e. uniformément continues pour la

structure uniforme définie par C(T)), mni de la topologie de la

econvergence uniforme sur les bornés de T,

Lemme : Pour qu'une fonction f définie sur une partie bornée P de T soit la
restriction & P d'une fonction g de C(T), il faut et il suffit que

f sott C(T)-uniformément continue sur P,

Preuve du lemme : La condition est évidemment nécessaire. Pour la suffisance :

plongeons T dans sa réplétion uT ; étant borné dans T, P est relativement
compact dans uT. Son adhérence P’ dans uT est compactedonc compleéte pour la
seule structure uniforme compatible avec sa topologie, ce qui montre que i
est le complété de P pour la C(T)sstructure uniforme sur P, Alors ¥, unifor-
mement continue sur P est prolongeable en une fonction ; uniformément continue
sur'ﬁ?. La compacité de pY dans vT permet de prolonger £ en une fonctiﬁn'g
continue éur uT, Posons g ='§IT : g est continue sur T et prolonge f. De plus,
f étant C(T)-uniformément continue est bornée ; on peut donc réaliser le
prolongement avec la condition : ||g|], = ||f||pﬁ

Preuve du théoréme : Toute limite uniforme sur un borné P de fonctions unifor-

méﬁent continues sur P étant uniformément continue sur P, Cb(T} est un espace
complet, Par ailleurs, il est évident que CB(T] est une sous-algdbre localsment
convexe de Cb(T]n Montrons enfin que CB(TJ est dense dans Cb(T) g

Soit f une fonction de Cb[TJ;d'aprés le lemme : flp, qui est uniformément

continue sur P est prolongeable en une fonction g de C(T),
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Alors !|f—g||p = 0 ce qui suffit.

N
Corollaire : Si T est un espace hyponormal (déf5.4.4[2]), CB(T] s'identifie a
l'espace des fonctions dont les restrictions aux bormés P de T sont

continues.

En effet, soit P une partie bornée de T : toute fonction continue sur P est
la restriction d'une fonction g de C(T), donc est C(T)-uniformément continue.

Afin d'établir pour 1l'’espace C.(T) un résultat analogue au théoréme 1 de

B

lSl » introduisons la :

(1.2) Définition : un espace topologique T est dit b'-espace st toute fonction
numérique C(T)-uniformément continue sur chaque partie bornée de T

est continue sur T.

(1.3) Théoréme : les assertions sutvantes sont équivalentes :
a) Co(T) est un espace quasi-complet,
b) CB(T) est un espace complet,

e) T est un b’-espace.

Preuve : L'éguivalence de b) et c) est conséquence du théoréme (1.1). Montrons
que a) implique c). Pour cela, soit f une fonction de Cb(T).
Supposons d’abord que f soit bornée : alors, pour toute partie bornée P

de T, on peut trouver une fonction gp de C(T) telle que : fl_ - gpl t

e
P p
p° Or pour toute partie bornés Q de T contenant P, on a :

g iy = 11+
||g0-+‘||p = 0 donc la famille {go} tend vers f dans Cb[T]. D'autre part la
famille {gd} est bornée dans C,(T) car ||gQ||T = ||+‘||Q < IIFIIT. Son adhérence

dans CB(T] est donc compléte : la famille {gQ} converge donc vers une limite

g dans CB(T] et on a nécessairement f = g,
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Si f n'est pas bornée, soit fn la fonction f tronquée par -n et +n. Pour
tout borné P de T et tout entier : n > ||f|lp onh a @ llf-fn||p = 0 donc la
suite {fn} tend vers f dans Cb(T]. Mais la suite {fn} est évidemment de

Cauchy dans CB(T] donc convergente vers une fonction g de CB[T) qul est nécessaire

ment f.

2. CONDITION DE METRISABILITE,

Nous introduisons ici une définition permettant d'’aménager les théorémss

7 et 8 de [1] :

(2.1) Définition : Un espace topologique est dit "hémiborné"” s'il posséde un
systéme fondamental dénombrable de bornés.

Rappelons par allleurs ce qu’est la propriété de Mackey stricte pour un

elc :

(2.2) Défﬁnition : On dit qu'un ele E a la'propriété de Mackey stricte" st
pour tout bormé A de E, il existe un disque fermé borné B contenant

A, tel que les topologies induites par Ey et E sur A soient identiques,
On peut alors établir la :

(2.3) Proposition : Les assertions sutvantes sont équivalentes :
a) T est un espace hémiborné,
b) CB[T] est un espace métrisable,

e) Ca(M posséde la propriété de Mackey stricte.

Preuve : a) implique b) de manidre évidente et on sait que b) implique c).
c) impligue a) : Posons A = {f&C,(T), Hfll.r\< 1} : c’est un borné

de CB(TJ donc 1l existe un disque fermé borné B contenant A tel que :
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¥ne N v e V(c, (M), v.n Acnls

g8
On peut trouver un borné fermé Pn de T et un €n positif tels que : U(Pn,en]c Vn'
Montrons que la famille [Pn) construite constitue un systéme fondamental de
bornés pour T :
Soit P un borné quelconque de T :
Alors : M = Sup||Ff]| <+ =

r€B
Par suite, pour n fixé& supérieur & M : P est inclus dans Pn ., sinon on pourrait
trouver tePnCPn et feA avec f(t) = 1 et ||1‘||P =0

n

On a : fe€ U(Pn.en)nA cvnn ACEIB d’'oll : nf est dans B et par conséquent :

||+‘||p 6-% < 1 contrairement au fait que f prenne en t la valeur 1.

Corollaire : Cg(T) est un espace de Fréchet 8t et seulement 8i T est un b'-espace

hémiborné,

3. QUASI-NORMABILITE DE CB(TJ.
Pour la définition d'un elc quasi-normable, on peut se reporter a [j] p. 237
mais ce qui importe ici est : pour que CB(T] soit guasi-normable, il faut et il

suffit que :  VUEV(C.(T)), 3 VEVIC,T), YA>0, I M borné, Ve Ausm([3] p. 237}

(3.1) Proposition : CB(T] est toujours quasi-normable,

Preuve : Soit U = U(P,€) un voisinage du systdme fondamental. Nous prendrons

une fols pour toutes : V = U,

Pour A21 : ls résultat est acquis en choisissant : M = {0} . Pour O<A<l : on

choisit M = {feC(T), ||f||.r.<e}.
Soit © la fonction deIR dans R dé&finie par : 6(x) = ¢ si X €
0(x) = x si | x|<e

O6(x) = - ¢ si XE—€E
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Pour f prise dans V, appelons h le produit de composition : ©,f et soit g = (1-A)h
On écrit f sous la forme : (f-gl+g, alors :
si teP, on a |f(t)|se donc h(t) = f(t) et (F-g)(t) = AF(t) d'od I'f'gllﬁ$A€
et f-g€AlU,
S1 t€T : ou bien |f(t)|ge alors h(t) = flt) et |g[t]|= Il-AIf(t]lé(l-A)ess
ou bien |[f(t)|>e alors h(t) = ¢ et |glt)|= (1-A)esge

On & donc : ||g||T$(1-A]ese alors geM.

4, CONDITION DE NORMABILITE.

Dans ce paragraphe, on montre en particulier que les qualités d’espace normable
et d'espace (DF) coincident pour 1'algagbre Cf§TJ et équivalent & la propriété de

pseudo~compacité pour T.

(4.1) Théoréme : Les assertions suivantes somt équivalentes :
a) T est pseudo-compact,
b) CB(TJ est un espace de Banach,
e) CB(T] est un espace normable
d) Cg(T) est un espace (DF),
e) CB[T] posséde un systéme fondamental dénombrable de parties bornées.
f) CB(T] est réunion d'une suite de parties bornées,

g) Cg(T) est réunion d'une suite de parties simplement bormées.

Preuve : a) implique b} car si T est pseudo-compact, C,(T) s'identifie a C(T),
Il reste a vérifier :
g) implique a) : Soit (BnJ une suite croissante de parties simplement
bornées dont la réunion est CB[T],
Si T n'est pas pseudo-compact, il existe une suite localement finie (ﬂn] d'ouverts

non vides, deux & deux disjoints. Choisissons pour tout n, un point tne:ﬂn et posons
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r_ = Sup |f(t )]
n feBn n

Bn étant simplement borné, r. est fini,

T étant complétement régulier, on peut trouver une fonction positive g de C(T)

vérifiant : gn(tn] =r + let: supp[gnJc:Qn.

Solt g = Zgn. La famille (Qn) étant localement finie, on sait que g est continue.
n

Mais puisque g[tnlarn+1 pour tout n, on voit que g n'appartient & aucun Bn’ ce qui

est absurde,

5. CONDITION DE NUCLEARITE.

Ce paragraphe est & rapprocher d’un résultat de S. Warner rappelé partiel-

lement dans l'introduction (théoréme C).

(5.1) Théoréme : Les assertions sutvantes sont équivalentes :
a) Tout borné de T est fint,
b) CB(T) =C.(M
c) CB(T] est un sous-espace vectoriel demse de !RT
d) CB(T] est un espace nucléaire
e) C,(T) est un espace de Schwartz (o) (déf, (3] p. 244 )

f) Dans C,(T) tout borné est précompact.

B

Preuve : Il suffit de prouver : f) implique a).

Soit P un borné infini de T. Soit A = {fe€ C(T), ||f||T§1}. Montrons que A n'est

pas précompact dans CB[Tlo Pour cela il suffit de prouver que A ne peut &tre
recouvert par un nombre fini de parties petites d'ordre U, ol U est le voisinage
U(P.-%-]n Soient donc fl,..u.fn n fonctions de A. Il existe dans P n points distincts

tl,....tn. On peut alors trouver une fonction fE€C(T),telle que :
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feA ;s flt;) = -1 si f,(t,)20
f[ti) = +] si fi(ti]<0
Alors, pour tout i : ||f-fi||p>1 donc f ne peut appartenir a la réunion : \2/@&+QL
i=1

6. CONDITION DE REFLEXIVITE.

Dans [4, théoreme 4] Myers établit que dans le cas ol T est compact CC(T)
est réflexif si et seulement si T est finl. De mé@me que Warner dans [5] pour
1'espace CC, nous établissons pour CB comme condition nécessaire et suffisante

de réflexivité : T est un espace discret. Plus précisément :

(6.1) Théoréme : Les assertions suivantes sont équivalentes :
a. T est un espace discret
B) Co(T) = W'
e) Co(T) est un espace de Montel
d) CB(T) est un espace de type (u) (i.e. tout bormé fermé est compact)
e) C,(T) est un espace réflexif,

B
) CBIT) est un espace semi-réflexif

Preuve : a) = b) = cl=—=>d) —=f) et c) =)= f).

I1 reste & montrer :
f)==a) : Soit A = {feC(T),] I-FIIT €1}, A est un disque fermé borné dans CalT)
donc faiblement fermé donc faiblement compact. La topologie s‘étant'séparéget
moins fine qu; la topologie o, A est compact dans CS(T]o
Montrons que cela implique que, pour tout te€ T, la fonction l{t} caractéristique
de {t} est continue, ce qui suffira. En effet, pour toute partie finie P de T
disjointe de {t} , il existe une fonction f€ C(T) telle que f €A, 'Fp(t] =1 et
fp = 0 sur P, Lorsque P décrit 1°’ordonné filtrant croissant des parties finies de

T disjointes de {t}, il est clair que la famille (fp]p converge simplement vers 1g
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fonction l{t}' Par raison évidente de compacité, on en tirs : l{t}EEA. donc

l{t} est continue,

Corollaire : Les assertions sutvantes sont équivalentes :
a) T est fini
b) CB(T) est un espace (DF) et Montel,
e) Ca(T) est un espace (o,) de Silva (i.e. limite inductive compactifiante

d'une sutte d'espaces de Banach).

Preuve : En réunissant les théorémes (4.1) et (6.1) on a : al&=»b). On sait
par allleurs que pour qu'un elc soit un espace (02], 11 faut et suffit qu'il soit
(DF) et Montel et qu’il ait la propriété de Mackey stricte. Il reste donc a voir :

b)=> c) : or si T est fini, il est évidemment hémiborné. La proposition (2.3)

permet alors de conclurs,
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