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LOCALISATIONS ET SCHEMAS AFFINES 

Michel HACQUE 

INTRODUCTION. 

Cet article est consacré à la mise en évidence des pos

sibilités qu'offre la théorie des localisations, en vue de 

l'étude des schémas affines. 

Etant donné un annoxm cormutatl^ A , si c^- Mod A est la 

catégorie des A-modules et si X = Spec(A) est le spectre pre

mier de A, muni de la topologie spectrale, tout ouvert U de X 

détermine une localisation a? dans (Proposition 2-8)• Les 

foncteurs localisations L^ de ces localisations JP^ , permet

tent la construction d'un ^ondtdixK ptâ^aJUcuOdi P (Définition 

3-4) f tel que pour tout objet M d e i , le foncteur P(»,M) soit 

un préfaisceau P(M) sur l'espace topologique X et tel que tout 

ouvert U de X vérifie P(U,M) = LyM . 

Le foncteur préfaisceau P étant séparé (Théorème 3-6), la 

méthode de Cech 4étermine un poneteti* ^CuLbCdOXi P (Définition 

4-2) et le morphisme fonctoriel canonique 0 : P £ est un mo-
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nomofipfaume. ^OYidtohJUit (Proposition 4-1). 

L'intérêt de ces constructions réside en ce que pour tout 

ouvert qua&si-compact U de X , les morphismes canoniques 
U v . . . 
0 M : P(U,M) •> P(U,M) sont des Aj>omoipluJ>mC£> (Théorème 4-3). 

Ce résultat, fondamental pour la suite, entraîne que le fais— 

ceau d'anneaux P(A) sur X coïncide avec le faisceau structu

ral (O = A du schéma affine (X, 6 ) associé à l'anneau A et 

A A y 

que pour tout objet M de le faisceau P(M) sur X est un 

P(A)-Module qui coïncide avec le ^ -Module quasi-cohérent M 
A 

associé de façon classique au A-module M (Corollaire 4-4) . 

Ces résultats montrent donc que le Théorème 4-3 constitue une 

généralisation du théorème (1-3-7) de [7] , qui établit le ré

sultat analogue dans le cas particulier où U est un 0UV2ÂX 

OL^Ànz bptzÂJOJL de la forme D(f) avec f £ A . 

Il en résulte également des caractérisations simples des 

sections du faisceau structural d'un schéma affine ou d'un 

Module quasi-cohérent, au-dessus d'un ouvert quasi-compact 

(Corollaire 4-5). Un cas particulier (Corollaire 4-6) donne 

une généralisation des premiers résultats obtenus dans cette 

voie dans [l 2] . 

Dans le cas où l'anneau A est nocth&tvLQyi, les résultats 

obtenus prennent une forme simple (Corollaire 4-8) et il en 

résulte en particulier que pour tout A-module -LnjzctLfi N , le 

ô^-Module quasi-cohérent N associé, est un ^aÂJ>ccaa £6aôque 

(Corollaire 4-9). A titre de curiosité, ce résultat permet 

d'obtenir une démonstration élémentaire de la trivialité de 
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la cohomologie des Modules quasi-cohérents (Remarque (c)). 

Etant donné un schéma affine (X, ô^) associé à un anneau 

commutatif A, la suite est consacrée à l'étude du préschéma 

(U, 0^) induit sur un ouvoAt quaAt-compact U , de X , par le 

schéma affine (X, (b^). 

Tout d'abord, l'étude des localisations images directes, 

donne une propriété très utile des localisations du type iP y , 

vis à vis des images directes (Lemme 5-8) et conduit à une 

propriété intéressante liant le spectre de A au spectre de 

l'anneau localisé A 1 = A ^ de A pour une localisation du 

type ¡6 (Théorème 5-9) . 

Il est alors montré que la catégorie ÛJ^ des ^-Modules 

quasi-cohérents est équivalente à des sous-catégories locales 

de catégories de modules (Théorème 6-3 et Corollaire 6-4) et 

il en résulte l'existence d'un "foncteur 6^-Module quasi-

cohérent associé" (Corollaire 6-5). 

Si (X',É?^ f) est le schéma affine associé à l'anneau 

A' = r ( U , 6 ) des sections au-dessus d'un OUV&it quOAl-CQmpact 
A. 

U de X , si p est 1 1 homomorphisme canonique de A dans A 1 déter

miné par la restriction à l'ouvert U de X et si <f> est l'appli

cation continue de X' dans X déterminée par 1'homomorphisme p , 

alors l'ouvert U' = cjp"1 (U) de X' est quaAl-compact, paAtout 

denàC dans X' et 1'homomorphisme canonique de restriction p ! 

de r'(X',<&' ) dans r ' ( U ' , < & ' ) est un iàomoiphÂAmc. De plus 

À A. j 

si (U f, est le préschéma induit sur l'ouvert U' =9* (U) 
de X' par le schéma affine (X', & y f ) > l'application continue*? 
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de X f dans X induit un komíomorvphJÍÁm(¿ w de U ! sur U , qui d é 

termine un Aj^omonjphÁÁmz de p^eócfoemoíW de (U 1, <3^t) sur (U, C ^ ) 

(Théorème 6-8). 

Enfin, ces résultats conduisent à diverses caractérisa-

tions des OUVQAtS Oi^ÂJlU des schémas affines (Théorème 7-1) 

et en particulier à une caractérisation cohomologique (Corol

laire 7-4) qui généralise le Théorème (1-3-1) de [8]. 

Dans la suite, les principales références bibliographi

ques sont indiquées dans le texte, mais de façon générale, 

la terminologie et les notations relatives aux localisations 

sont celles de [3] et de [il] et la terminologie relative aux 

schémas affines et aux préschémas est celle de [7]. 
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1 - PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES 

Un espace topologique X est dit qutfU>Â.-compact si, de 

tout recouvrement ouvert de X , il est possible d'extraire 

un recouvrement fini de X . Il revient au même de dire que 

toute famille filtrante décroissante d'ensembles fermés non 

vides a une intersection non vide. Une partie Y d'un espace 

topologique X est un ensemble quasi-compact si le sous-espace 

Y est quasi-compact. 

Un espace topologique X est AJtA&duc&Lbtc s'il est non 

vide et s'il n'est pas réunion de deux sous-espaces fermés 

distincts de X . Il revient au même de dire que X M et que 

l'intersection de deux ouverts non vides de X est non vide. 

Une partie Y d'un espace topologique X est irréductible si 

le sous-espace Y est irréductible. Pour qu'un sous-espace Y 

d'un espace topologique X soit irréductible, il faut et il 

suffit que son adhérence Y soit irréductible. En particulier, 

tout sous-espace qui est l'adhérence {x} d'un sous-espace ré

duit à un point est irréductible. 

Dans un espace topologique X , la relation y c { x } équi

valente à {y}c-{x} se traduit en disant que y est une àpzcJjl-
tUœtion de x ou que x est une QZYI&HJJ><X£À,OVI de y • Dans un 

espace topologique X , un poix\X. QZYit^viqmt d'une partie fermée 

irréductible Y est un point x tel que Y = {x} . 
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1-1. LEMME : Soit X un espace, topologlquz quelconque.. 

Toute, pahtic Y de X , qui admet un A y& terne. 

faondamentaZ de. volàinageA qucu>l-compacta, 

eAt un 6OUÀ-espace qua^i-compact. 

Soit {W.}. T un recouvrement ouvert du sous-espace Y 
1 îfcl 

de X • Pour tout i€l , il existe au moins un ouvert de X 

tel que W. = Y OU. . La partie U = K^J U. est un voisinage 
1 1 i€l 1 

ouvert de Y dans X et par hypothèse, il existe un voisinage 

quasi-compact U' de Y tel que U ! c U . En posant U! = U'O 

pour tout i€l , ce qui entraîne = Y H U | , la famille 

{in}^^ constitue un recouvrement ouvert du sous-espace qua

si-compact U* . Puisque U f est quasi-compact, il existe une 

partie finie J de I telle que la famille {Uî}. constitue 
J J^-J 

un recouvrement fini de U f . La relation : 

KJ W. = Y O U ! = Y 0 [i^J U!] = Y O U 1 = Y 

je=J J jej 1 jeJ J 

montre que la famille {W.}. _ constitue un recouvrement ou-

vert fini du sous-espace Y , extrait du recouvrement ouvert 

^Wj^iél de Y , ce qui prouve que le sous-espace Y est quasi-

compact. 

1-2, LEMME : Soit X un espace topologique. ve^U^lant ta condi

tion : 

(a) Tout point de X admet un * y* terne, hondamen-

taJt de. voisinage* ouve.KtA qua*l-compact*. 
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ktohA, tout SOUJS-espace quasi-compact Y de X , 

admet un système fondamental de voisinages ou-

vetvts quasi-compact*. 

Soit W un voisinage de Y dans X . Pour tout y€.Y , il 

existe un voisinage ouvert quasi-compact de y dans X 

tel que U y C W . En posant IT = Y H U ^ pour tout y6Y , la 

famille {U 1} „ constitue un recouvrement ouvert du sous-
y yeY 

espace Y • Puisque Y est quasi-compact, il existe une fa

mille finie {y.}. , de points de Y , telle que la famille 

J J ̂  J 

{U* } constitue un recouvrement fini de Y . Il en résulte 
y j jeJ 

que la famille {U } constitue un recouvrement fini de Y 

par les ouverts quasi-compacts U dans X • La partie 

U = > ^ U est alors un voisinage ouvert et quasi-compact 

de Y dans X , inclus dans W . 

1-3. LEMME : Soit X un espace topologique vérifiant la 

condition : 

(B) Van* V espace X , Vapplication x + {x} éta

blit une coiAeApondance blunlvoque entne X 

et l'ensemble des parties fenmeet> Ivieduc-

tlbles de X . 

klons, si U est un ensemble flttnant décrois

sant d'ouverts quasi-compacts, la pa/Ule 

Y = r~\ u est quasi compacte et 16 constitue 
UfcU 

un système fondamental de voisinages de Y . 
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Soit F T un ensemble fermé dans X , tel que Vb induise une 

base de filtre sur F', c'est-à-dire tel que UHF' ^ 0 pour tout 

U € %b . 

Soit S l'ensemble non vide des parties fermées F de F', 

telles q u e ^ induise une base de filtre sur F , c'est-à-dire 

telles que UHF ï 0 pour tout U e U . 

Dans l'ensemble S ordonné par l'inclusion, soit S' une 

partie non vide et totalement ordonnée. Pour toute partie 

quasi-compacte U € 16 , l'ensemble non vide, totalement ordon

né des parties fermées non vides UDF de U , pour FeS', a une 

intersection non vide. Il en résulte que l'ensemble fermé 

F" = ÇZ}, F vérifie UHF" £ 0 pour tout U € \k> , ce qui prouve 

que F 1 1 est un élément de S . L'ensemble S possède donc au 

moins un élément minimal F 
o 

Soient Fj et F^ deux parties fermées de X telles que 

F o = F 1 U F 2 ' S i F / S e t S i F 2 ^ S ' i l e x i s t e U j £ < U * tel que 

u i n F j * 0 et U 2 e U> tel que U ^ F j = 0 . En choisissant 

U é U avec UcUjOu^ , il en résulte 

U O F q - Un(FjUF ) = (UnFj)U (UnF^ = 0 

ce qui est absurde. Ainsi Fj ou F^ appartient à S et puisque 

F est minimal dans S , il en résulte F, = F ou F = F 
o 1 o 2 o * 

ce qui montre que F^ est un fermé irréductible. 

La condition (g) entraîne qu'il existe un point x de X 

tel que F q = {x} , ce qui entraîne en particulier xeF' . Pour 

tout UG %h y la relation UoF n ï 0 entraîne qu'il existe yeU 
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avec y £ { x } , ce qui implique xeU et par suite xeY • 

Ainsi, tout ensemble fermé F' de X , tel que "16 induise 

une base de filtre sur F', vérifie F'fiY ф 0 . 
Pour tout voisinage ouvert U' de Y , l'ensemble fermé 

F f = X-Uf vérifie F'HY = 0 et par suite %b n r induit pas une 

base de filtre sur F 1, ce qui prouve qu'il existe U é lt 

tel que UnF T = 0 c'est-à-dire tel que UcU' . 

Ainsi, Vo constitue un système fondamental de voisinages 

de Y et le lemme 1-1 montre que Y est quasi-compact. 

1-4. DEFINITION : Van* un елрасе. topologique X , une paAtle Y 
Ut stable par générisation 6l tout point x de X 
qui u t une génénÂ^atton d'un point y de Y , u t 

an élément de Y . 

1-5. LEMME ; Van,** un espace, topologique. X, роил toute, pantte 

Y de X , U Intersection du volàlnagu de Y , no

tée. T et appelée te géncilbé du Y , u t la plub 

petite partie de. x stable рал générisation et 

contenant Y . 
En paAtlculteA роил que Y bolt stable рал génént-

nation, Il ^aut et II àu^lt que Y = Y . 

Une partie Z de X est stable par générisation si pour 
tout xeX , la relation {x}n Z ф 0 implique xeZ , c'est-à-dire 
si pour tout xeX , la relation x^Z implique {x}DZ = 0 . Il est 

immédiat que cette dernière condition signifie que tout x€X 

qui n'appartient pas à Z , n'appartient pas à un voisinage ou-
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vert U de Z . Il en résulte que pour qu fune partie Z de X 

soit stable par générisation, il faut et il suffit que Z = Z*l 

Pour tout partie Y de X , les parties Y et Y admettent 
MA* 

les mêmes voisinages, de sorte que Y est l'intersection de 

ses voisinages, ce qui prouve que Y est stable par générisa

tion. Enfin, pour toute partie Z stable par générisation, la 

relation Ycz entraîne YcZ = Z ce qui montre que Y est la plus 

petite partie de X stable par générisation et contenant Y . 

1-6. PROPOSITION : Soit X un e*pace topologique vesU^iant le* 

condition* (a) et (3). kloh* povJi toute pa/ttie Y 

de X , il y a équivalence du condition* Suivante* : 

[a). Le *ou*-e*pace Y e*t stable peut génesU*ation ex 

qua*i-compact, 

[b]. La paxtie Y e*t stable poJi gene^Uation et ad-

met un * y* teme fondamental de voi*inage¿ ou-

vojtt* qua*i-compact*. 

(c). Il existe un ensemble 16 fitVuxnt decKoi¿>*ant 

d%ou\)<¿xt* qua*i-compact*, tel que Y = ç""} u 

De plu*, un tel en*emble*ik> constitue alón* un * yé

teme fondamental de voisinage* de Y . 

Les lemmes 1-1 et 1-2 entraînent l'équivalence des con

ditions [a] et (b). 

Si Y vérifie la condition (6), en choisissant pour VPUTI 

système fondamental de voisinages ouverts quasi-compacts de 

Y , le lemme 1-5 entraîne Y = Y = ^ é ^ U . Ainsi, la condi-
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tion (b) entraîne la condition (c). 

Si Y vérifie la condition (c), le lemme 1-3 montre que 

Y est quasi-compact et que °IA> constitue un système fondamen-

tal de voisinages de Y . Il en résulte en particulier Y = Y 

et le lemme 1-5 montre alors que Y est stable par générisa-

tion et quasi-compact. Ainsi, la condition (c) entraîne la 

condition (a), ce qui achève la démonstration. 

1-7. COROLLAIRE : Soit X V espace topologique sous-jacent à 

un schéma a {¡fine ou à un pris chema. 

Mon*, роил toute partie Y de X , Il y a équiva

lence des condition* suivantes : 

[a] . Le sous-upace Y e*t stable рал gènèrlsatlon 

et quasi-compact. 

[b] . La partie Y est stable рал gmènlsatlon et 

admet un système fondamental de voisinages 

ouverts quasi-compacts . 

(c). Il existe un ensemble lb filtrant décroissant 

d1 ouvert* qua*l-compacts, tel que Y = U . 

Ve plu*, un tel ensemble Veconstutue alors un sys

tème fondamental de voisinages de Y . 

D'après la proposition 1-6, il suffit de montrer que 

l'espace topologique X sous-jacent à un schéma affine ou à 

un préschêma vérifie les conditions (a) et (3) des lemmes 

1-2 et 1-3. 
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La proposition (1-1-10) de [7] montre que tout ouvert 

affine est quasi-compact. La proposition (2-1-3) de [7], 

qui assure que les ouverts affines forment une base de la 

topologie de X , montre que tout point xeX admet un systè

me fondamental de voisinages ouverts affines quasi-compacts, 

c'est-à-dire que X vérifie (a). 

Enfin, la proposition (2-1-5) de [7] montre que X vérifie 

(3), ce qui achève la démonstration. 

2 - LOCALISATIONS STABLES. 

2-1 - Rappels. Etant donné un anneau commutati^ A , soit 

X = Spec(A) l'ensemble des Idéaux pKemiehA de A , appelé aussi 

le ApectAe ptiemie/i de A . Pour un xeX = Spec(A) , il est sou

vent commode d'écrire au lieu de x , ou même simplement 

Ipe X . 

Pour toute partie E de A , la partie V(E) de X désigne 

l'ensemble des xeX tels que E c p . 

x 

Les ensembles de la forme V(E) , dans laquelle E parcourt 

l'ensemble des parties de A , sont les ensemble* {ehmeh d'une 

topologie sur X , appelée la topologie ùpectAole ou la topolo

gie de Za/iiAkl; sauf mention expresse du contraire, l'ensemble 

X = Spec(A) est toujours muni de la topologie spectrale. 

Si r(E) désigne la racine de l'idéal de A engendré par la 

partie E de A , la relation V(E) = V(r(E)) montre que lorsque 

Cl parcourt l'ensemble des idéaux de A , les ensembles de la 

forme : 
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D(OL) = X-V(CL) = {x; x6X , a 4 p x } = [p; pex 9CL<f. jp } 

constituent les zvit>QjnblQJ> ouvztàA de la topologie spectrale 

de X . 

En posant : 

D(f) = D(Af) = {>p ; peX , f 4 Jp > 

pour f6A , les ouverts de la forme D(f) sont les OULVZtâA 

spéciaux de X [2]. 

En particulier : 

D(0) =0 et D(l) = X . 

De plus, pour toute famille ( Q . ) . T d 1 idéaux de A et 

pour tout couple ( Gtj , Q^) d'idéaux de A , les relations : 

D ( a.) = D ( T. a.) 
i€I 1

 I E I 

et 

D(aj)n D(a 2) = D c a j O a 2) = D(aj a 2) 

montrent que l'application surjective D de l'ensemble des 

idéaux de A dans l'ensemble des ouverts de X est compatible 

avec les bornes supérieures et avec les bornes inférieures 

finies . 

Enfin, pour tout J O E X , les ouverts affines spéciaux 

D(f) associés aux éléments f€A , tels que f ^ ]p , consti

tuent un système fondamental de voisinages ouverts et quasi-

compacts de p dans X . 
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2-2. Notations. Etant donné un anneau commutatif A , soit 

X = Spec(A) le *pectAC pKvmiQJi de A et soit o£= Mod A la 

catégorie des A-modules. 

Tout élément € X détermine une localisation ^ dansc# 

caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent 

défini par : 

- {i ; if ï> ) • 

Toute partie Y de X détermine une localisation , 

définie par : 

c'est-à-dire caractérisée par l'ensemble topologisant et idem-

potent défini par : 

Y Y ^ 

Il en résulte naturellement : 

Inversement, toute localisation «Sf dans caractérisée 

par un ensemble topologisant et idempotent ^ , détermine une 

partie Y^- = Y^. de X , définie par : 

V -v- D(I) • 
2-3. LEMME : Avec le* notation* ptâcedevite*, V application 

Y -> &Y de V ensemble de* pahtie* de X , dan* 

l 1 en*emble de* localisation* dan* et V applica

tion ¿6 + Yçgs de V ensemble de* localisation* 

dan* c£, dan* Vensemble de* pantieb de x , veul-
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flent les prophJietes sulvantes : 

[a]. Pour toute partle Y de X , V ensemble topo-

loglsant et Idempotent est V Image re

ciproque, рол V application D, de V ensmble 

des volslnage* ouverts de Y dans X . kutre-

ment dlt : 

^ у = {I ; YCD(I)} . 

[а*]. Роил tóate localisation ¡£ dan* <&, carac

terice рал un ensemble topólo gis ant et ídem-

potent W, la partle Y ^ = Y<^ de x est consti

tute рал les Ideaux premiers de A qui n}аррол-

tlennent pas a . Autrement cUX : 

ib). La relation Y , C Y O Implique £ , < <?v c'est-
1 2 Y 2 Yj 

a-dire : 

(b'). La te£a¿ccm < £ equivalente a la rela

tion X¡91 с ̂ 2 , ¿np¿¿que Y<g- c Yg- , c'e¿-t-a-

(c). Pour toute famUULe {Y.K T de partle* de x , 

en posant Y = М л . , а£ол* : 
v _ A v 
Y ' j€j ^ ' 

J j 
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(c r). Роил toute Camille {£.}. de locaUJusatlonJS 

dcm* c#, en posant : % = A ê. с'еб^-â-
jej J 

J ÊJ J ^ jeJ ' 

(d). Роил ;tou£e partie Y de x , ¿4L ¥ £e gene

ris é de Y , c} zJSt-a-dlre La plus petite рак-

tie de X 4tab£e рол. générisation et contenant 

Y , а£ола : 

£ , • i f , 

cleJst-a-dlxe : Ф = ^ . 

(d? ). Роил £ou£e localisation & daws ; canactenl-

* ее рал, un еплгтЫе topologisant et Idejnpotent 

, la partie = Y<^ ejst stable рак généri

sation, c*eAt-a-dlAe vérifie : 

La définition de SP^ montre que la condition I € équi
vaut à ^ e D ( I ) , ce qui entraîne la partie [a] . 

La condition )p e Y<g = Y<p se traduit alors par la condi
tion W с , qui est équivalente à f> ф W , ce qui entraî
ne la partie [a1). 

Les parties (b), (b r) et (c) sont immédiates. 
Avec les notations de la partie ( C 4 , il est évident que 

la partie \—\ Yg,. est contenue dans Ygp et si ]pe Yer , alors 
^ 1? et par suite il existe un indice jej tel que f j : f 
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c fest-à-dire tel que € Yg^ , ce qui entraîne la partie (c4 • 

Pour toute partie Y de X , la partie Y est l'intersection 

des voisinages ouverts de Y dans X , d'après le lemme 1-5. Il 

en résulte que Y et Y ont les mêmes voisinages ouverts et la 

partie (a) entraîne la partie [d]. 

La définition de Yg> = Yg? montre que cette partie de X 

est une intersection de parties ouvertes de X et par suite 

elle est égale à l'intersection de ses voisinages dans X . Le 

lemme 1-5 montre alors qu'elle est stable par générisation, 

ce qui entraîne la partie (d 1). 

2-4. DEFINITION : Avec les notations précédentes, étant donnée 

une localisation $ dans caractérisée рал un en
semble topologisant et Idempotent cF , soit W V en
semble topologisant et Idempotent défini рак : 

ïï= W avec z = Yty . 

La localisation à£ de сЛ est dite stable si Vensem
ble topologisant oX Idempotent est stable, c' est-
à-dire vérifie : 

2-5. PROPOSITION : VOUA toute localisation £ dans > carac

térisée par un ensemble topologisant oX Idempotent 

%, il y a équivalence des conditions suivante* : 

(a). La locaLL&ation ¥ <u>t &tablz, c'Ut-oL-dlut 
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(fa). L'ensemble venifle : 

(c). PooA tout I , Il existe un Ideal ptiojmlen 

"pde A ;teX que I c)p et ^ ^ . 

(d) . L'ensemble W vérifie le* deux conditions 

*uivante* : 

(a). Los ouvents dans X de la foime D(i) avec 

I 6 f constituent un 6y*terne fondamental de 

voisinage* de la pantle : 

Y«- D ( I ) 

(S). L'ensemble est JSatuné poux la relation 

d'équivalence associée à Vapplication D . Au-

tAQjnent dit i €15* et D(i) = D(i T) entraînent 

Ve<& . 

Il est d'abord évident quetFvérifie toujours : 

< £ c f \ i ^ 

En remarquant que )p € Yg^ équivaut à ]p ou à ^ 

et que I équivaut à I c f , l'équivalence des conditions 

(a), (6) et (c) est immédiate. 

La partie (a) du lemme 2-3 entraîne la relation : 

^ = {I 1 , Y ^ C D(I')} 

qui montre immédiatement que la condition (a) implique les 

parties (a) et (g) de la condition (d). 
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Réciproquement, lorsque la condition (d) est vérifiée, 

pour tout l'€ W , vérifiant donc : Y<j CD(I') , la condi

tion (a) entraîne qu'il existe I tel que Ycp c D (I) £ D(I f ) . 

Il en résulte D(I) = D(ini'), avec i n i ' C I ' , et la condi

tion (3) implique ( 1 П 1 т ) € ф , ce qui entraîne I f 6 W . Ain-
si, У et d'après la remarque initiale, il en résulte : 

= ̂  , ce qui montre que la condition [d] implique la condi

tion (a) . 

2-6 . LEMME : Роил tout ouvert U de X, la localisation ^ d(M6c*# 
саласЛолллее рал V ensemble topologisant et idem-

potent "9* , v&U^ie l u pKopnJLetes suivantes : 

(a) . VOUA touut ideal a de A , tel que U = D( C L ) , 

Vensemble T 5 * U est constitué рал les idéaux i de 

A , dont la racine r(l) сою£се)г£ C L . 

Autrement cict : 

^ = { I ; a с R ( I ) } 

(b). S>c Vouvert U de X ел£ quasi-compact, tout 

ideal al de A t e £ que и = D ( C L ' ) , cont^enX an 

Xdëa£ de type iini a, £e£ que и = D(Gt) e t Ven

semble Ф u t constitue рал tes idéaux i de A 

qui contiennent une puissance de C l . Actt^ement 

d^t, £?eit6emb£e Ф admeX РОИЛ ensemble couinai, 

Vensemble : 

{ C L n ; п е Ш } 

19 
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(c) . Si V ouvent U de X ut quasi-compact et si 

dut un idéal de type fainl de A , tel que 

U = D(Ct) toute locotisation S? dans <$, ca/iac-

téKlsée pa/i un ensemble topologisant et idem-

potent W, véilfaiant aeW est plus faine que 

. En paAttcuLi&i, ut la moins faine de 

eu localisations. 

La partie (a) du lemme 2-3 entraîne : 

^ = {I ; D ( C L ) CD(I)} 

La condition I 6 se traduit donc par la condition : 

)P^D(I) implique )p^D(Cl)> c'est-à-dire par la condition : 

I c )p implique <X<zjp. Puisque r(I) est l'intersection des 

idéaux premiers p de A qui contiennent I , la partie (a) en 

résulte immédiatement. 

La famille d'ouverts {°(f)}f € constitue un recou

vrement de l fouvert quasi-compact U = D(CL'). Il existe donc 

une famille finie {f.}. , d'éléments de CL1 telle que la fa-

mille (D(f).}. _ constitue un recouvrement fini de U = D( OL') . 

La relation U = D( a') = MT D(f.) = D(5; Af.) montre que 

2_» J 1 J 
l'idéal de type fini Q = ^ ^ • vérifie A c A ' et 

U = D(CX') - D(Cl)- Puisque le produit de deux idéaux appar

tenant à un ensemble topologisant et idempotent est encore un 

élément de cet ensemble, les puissances de OL appartiennent à 

puisque CL . Pour démontrer la partie (b) , tout re

vient à montrer que pour tout le ÏF , il existe un entier n 
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tel que 0 . П С I . Puisque û c r(I) et que r(I) est 1 T ensem

ble des éléments aeA dont une puissance appartient à I , 

pour tout jeJ , il existe un entier n. tel que f. € I . En 

particulier un entier n ! majorant les N . pour jeJ , vérifie 

n T . J 

fj el pour tout jeJ . Si p est le nombre d ! éléments de J 

soit n = n'p . Tout élément a € CL s'écrit sous la forme : 
s—' n 

a = rr*T a, f. et a se développe sous la forme d Tune somme 

de termes qui sont des "monômes" par rapport aux p éléments 

fj , de "degré total" égal à n = n Tp , ce qui entraîne que 

l'un au moins des f_. figure avec un exposant supérieur ou 

égal à n' . Ainsi chacun de ces termes appartient à I et 

par suite а П е ! . Il en résulte alors Gi n С I , ce qui achè
ve la démonstration de la partie (6). 

La condition СХвФ entraîne O ^ e ^ pour tout entier 
n et la partie (b) entraîne alors ÇF\CcF , ce qui démontre 

U 
la partie (c) puisque Q- e ^ . 

2-7. COROLLAIRE : Van* Л , toute localisation de type fini 
Я. [et en pa/Ulculier toute localisation plate] 
est stable. 

SI £ est caractérisée рал un ensemble topologl-

sant et Idempotent , tout Idéal I n'apparte

nant pas à % est contenu dans un Idéal maximal 

pour cette propriété eX un tel Idéal est premier. 

La localisation £ est de type fini si 1 1 ensemble admet 

un système cofinal d'idéaux de type fini et toute localisation 

plate est de type fini [il]. 
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Pour tout idéal CL de type fini, admettant un famille 

finie {f.}. de générateurs, la relation D(d) = D(f.) 

montre que l'ouvert U = D(CL) qui admet un recouvrement 

fini par des ouverts affines spéciaux qui sont quasi-compacts 

est quasi-compact. En résumé, ce qui précède et la partie 

(6) du lemme 2-6 montrent que pour qu'un ouvert U de X soit 

quasi-compact, il faut et il suffit qu'il existe un idéal de 

type fini CL tel que U = D(CL). De plus, pour tout idéal GL' 

tel que U = D(Gt'), il est toujours possible de choisir CL de 

sorte que CL c OJ . 

Pour tout l e 1 ? , il existe un idéal de type fini d ' c ^ 

tel que Q ' c l , ce qui entraîne U = D(a')cD(I). Pour tout 

idéal I' de A tel que D(I) = D(I'), il en résulte la rela

tion : U = D(a f) = D(a fn I 1 ) . Puisque l'ouvert U de X est 

quasi-compact, la partie (b) du lemme 2-6 montre qu'il exis

te un idéal CL de type fini tel que U = D(CL) et dccx'fll'cl' . 

D'après la partie (c) du lemme 2-6, la relation U = D(oJ) = 

D(CÙ dans laquelle CL'e*? entraîne < 3 F

U

C ^ ? et comme a e ̂  , il 

en résulte CL€^F. La relation CLCI' entraîne alors I'e,W , ce 

qui montre que la localisation if vérifie la condition (6) de 

la condition (d) de la proposition 2-5. 

D'autre part, pour tout I C^F , il existe un idéal de type 

fini CX tel que Q- C I , ce qui entraîne : C D(a)cD(I) . 

Il en résulte que l'ensemble U des ouverts quasi-compacts D(Q) 

associés aux idéaux de type fini est un ensemble filtrant 

décroissant d'ouverts quasi-compacts tels que = Ç^y^ U . Le 

corollaire 1-7 entraîne que 16 est un système fondamental de 
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voisinages de , ce qui montre en particulier que l'ensemble 

vérifie la condition (a) de la condition [d] de la proposi

tion 2-5. 

Cette proposition 2-5 entraîne alors que la localisation 

de type fini est stable, ce qui achève la démonstration de 

la première partie du corollaire 2-7. 

Il convient de remarquer au passage que le corollaire 1-7 

entraîne également que Ygj- est une partie de X stable par géné

risation et quasi-compacte. 

Lorsque la localisation % est de type fini, il est immé

diat que l'ensemble des idéaux de A n' appartenant pas à ^ est 

inductif. Il en résulte que tout est contenu dans un 

idéal I'^^ et maximal pour cette propriété. Puisque la locali

sation S? est stable, la condition (c) de la proposition 2-5, 

appliquée à I f montre que l'idéal I' est premier. 

Il convient de remarquer qu Til est possible d*obtenir une 

démonstration directe de ce résultat, de sorte que la proposi

tion 2-5 fournit alors une nouvelle démonstration de la premiè

re partie du corollaire 2-7. 

2-8. PROPOSITION : Avec les notation* précédentes, l'applica

tion Y -> %Y et Vapplication Y £ , caractérisent 

du correspondances bijectives réciproques entre Ven

semble de* parties de X, stables par générisation et 

V ensemble de* localisations stables dan* сЛ . 

Ces correspondances possèdent les propriétés sui

vantes : 

[a] . Роил deux parties Y et , stables par géné-

23 
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risation, la relation YjCY 2 implique : Sf^ <&Y э 
<L* Ut-dL-dJUuL : W Y cff , 2 1 

2 Y l 

( ò ) . Роил toute Camille {Y.}. de parties stables 
J J E J . 

рал généruatcon, la partie : Y = У—' Y. ut stable 
J ̂  J J 

рал générisation et vérifie : 
* - л «F , 
Y jej Y. ' 

с ' ut-à-cLOie. : 

^Y jeJ^Yj * 

Soit Я> l'application caractérisée par ^(Y) = â? Y pour toute 
partie Y de X et soit s l'application caractérisée par 
s(#) = Yg pour toute localisation «S? dans 

La partie (a) du lemme 2-3 montre que s о <f>(Y) est l'inter
section des voisinages ouverts de Y et le lemme 1-5 montre que : 

Y*= s o<f(Y) . 
Alors, la partie (d) du lemme 2-3 entraîne la relation : 

(1) < ? = c f o s o C f 
et la partie (d r) du lemme 2-3 entraîne la relation : 

(2) s = s о Cp о s . 
Les parties Y de X , stables par générisation sont carac

térisées par : 
(3) Y = s о <p(Y) 

et les localisations stables j£> dans c/#-, sont caractérisées par : 

(4) §> = <?o s<50 . 

Pour toute partie Y de X , la relation (1) montre donc que 

la localisation <f(Y) dans c#, est stable et pour toute locali

sation à£ dans o$, la relation (2) montre donc que la partie 
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s(£) de X , est stable par générisation. 

Les relations (3) et (4) montrent enfin que <p et s carac

térisent des correspondances bijectives réciproques entre l'en

semble des parties de X , stables par générisation et l'ensemble 

des localisations stables dans . 

Le lemme 1-5 montre que la réunion d'une famille de par

ties stables par générisation est stable par générisation et les 

propriétés (a) et (b) résultent alors du lemme 2-3. 

2-9. PROPOSITION : Avec les notations précédentes, Vapplica

tion : Y et Vapplication -* Y£> y caractéri

sent des correspondances bijectives réciproques en

tre Vensemble des parties de X , stables par généri

sation et quasi-compactes et V ensemble des locali

sations de type falnl dans c/-£. 

Ces correspondances possèdent les propriétés sui

vantes : 

(a). Pour deux parties Y et Y 2 stables рак généri

sation et quasi-compactes, la relation Y j c Y 2 Impli

que : £ < £v , c'est-à-dire : Y ^ ^F Y . 
Y 2 Y l *2 Xl 

(b). Pour toute Camille finie { Y . } . de parties 
j JfeJ 

stables par générisation et quasi-compactes, la 

partie Y = j^J Y j e>6t stable par générisation et 

quasi-compacte, et vérifie : 

(с) . Роил агох paAtioJ> Y e£ Y 2 л :̂аЬ£е4 рал. депелх-

25 
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satlon et quasi-compacte*, la partie Y = Y j n Y

2 ^l 

stable par générisation et quasi-compacte, et véri-

: £ Y = £ v s e , c'ut-à-dbuiz : % = ̂ v v s r v . 

1 2 Y Yl Y 2 
(d). Pour tout ensemble Vo filtrant décroissant d'ou-

ouverts quasi-compacts, la partie Y = u est 

stable par générisation et quasi-compacte, et véri

fie : g m V * a u e c = V ^ = «F 
^Y u e U U ' ^ c Y U€16 U U U e U u # 

Avec les données et les notations de la partie [d] , le 

corollaire 1-7 monte que Y est stable par générisation et quasi-

compacte, et que de plus ^constitue un système fondamental de 

voisinages ouverts et quasi-compacts de Y . 

La partie [a) du lemme 2-3 donne la relation : 

= {I ; YCD(I)} 

et il en résulte que pour tout le 8̂ . , il existe U € *LG tel que : 

YclKD(I). D'après la partie (b) du lemme 2-6, il existe un idéal 

Ct1 de type fini tel que U = D(Ol'), ce qui entraîne 

U = D(af)n D(I) = D(a'ni), et il existe également un idéal CL de 

type fini tel que U = D(O) avec CLc a' H Ici . Cette relation 

entraîne donc I G et par suite : 

u e u 

Pour tout U e t O , la relation Y c U implique ^ c ^ e t ^ 

en résulte alors la relation: 

Comme tout ensemble topologisant et idempotent ^vérifiant 
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^clF pour tout 9 vérifie naturellement <- , il 

en résulte la relation : 

1 ueu, 
ce qui achève la démonstration de la partie (d) . 

De plus, la partie (b) du lemme 2-6 montre que les loca-

lisations cS? sont de type fini et la caractérisation de «7 

entraîne que la localisation i? Y est de type fini. 

Cette remarque entraîne que pour toute partie Y de X , 

stable par générisation et quasi-compacte, la localisation 

S?Y = T ( Y ) est de type fini. En effet, pour une telle partie, 

le corollaire 1-7 montrequ'il existe un ensemble Uû filtrant 

décroissant d'ouverts quasi-compacts, tel que Y = [J^^ u . 

Aussi, avec les notations précédentes, pour toute partie 

Y de X, stable par générisation et quasi-compacte, la localisa-

tion j? Y

 =<f(Y) est de type fini. 

Inversement, d'après le corollaire 2-7, toute localisa

tion de type fini S? dans a# est stable et au cours de la démons

tration de ce corollaire 2-7, il a été montré que la partie 

Yj^= s(5?) de X est stable par générisation et quasi-compacte. 

La proposition 2-8 entraîne alors la première partie de 

la proposition 2-9, ainsi que les propriétés (a) et (b). 

Avec les données et les notations de la partie (c), si V*^ 

et 14>2 sont les ensembles constitués par les voisinages ouverts 

et quasi-compacts de Y^ et de Y^ , le corollaire 1-7 entraîne : 

Yl - u^U,, U1 et Y 2 " Ç?*2 U 2 
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Si est l'ensemble filtrant décroissant des ouverts 

quasi-compacts de la forme U = U j ^ ^ 9 a v e c U j e e t 

U^^- *U*2 9 ^ e n résulte ^ a relation : 

Y = O U 
Ue*LU 

et la partie [d) entraîne alors : 

ainsi que : 

Yl U,€ «U», U l Y 2 U 2 6 1b
 U

2 

Pour tout I €. ̂ ? , il existe donc U € tel que 

I e ^ . Puisque U = U 2 avec Uj£ lA^ et U 2 £ Ib^ , 

il existe des idéaux de type fini Ou ^ et OL^ tels que 

Uj = D(OLj) et = D(OL 2) , ce qui entraîne en particulier 

a,€. S* c ^ y et a e *F e *Jf . L'idéal de type fini 
i Uj ij Z U 2 Ï 2 

a = a a 2 vérifie u = U j n u 9 = D c a ^ n D(a 2) = D ( C L ) . 

D'après la partie (b) du lemme 2-6, les relations I € ĴT et 

U = D(CL) entraînent l'existence d'un entier n tel que 

a11
 ci . 

Si 3? est un ensemble topologisant et idempotent vérifiant 

9? c ŜF et C c? , les considérations précédentes impliquent 
Yl Y 2 

CL €*JF et C L 2 € , ce qui entraîne = CL^ a ^ S ? e t par 

suite OL n £ . Puisque C I , il en résulte I e^$p , C e 
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qui démontre la relation : c ^ • 

Comme d'autre part les relations Y C Y ^ et Y cy^ 

impliquent ^ c et ^ c *B , il en résulte la re-

1 2 

lation : 

T& = "3? V ^ 
Y Y, Y 2 

ce qui achève la démonstration. 

Remarques. 

(a) La proposition 2-9 exprime en particulier que le treil

lis des parties de X , stables par générisation et quasi-

compactes, ordonné par l'inverse de l'inclusion est iso

morphe au treillis des localisations de type fini dans 

(b) Toute localisation stable â? dans est une borne in

férieure de localisations plates (donc de type fini) et 

réciproquement les propositions 2-8 et 2-9 montrent que 

toute borne inférieure de localisations de type fini (ou 

de localisations plates) est une localisation stable dans 

cÂ> . Les localisations stables dans cA> sont donc assez 

voisines des localisations de type fini et des localisa

tions plates. 

3 - LE FONCTEUR PREFAISCEAU. 

3-1 - Notations. Etant donné un anneau conwutatlf A , 

soit X = Spec(A) le SpectAd ptiewitex de A et soit cÂ - Mod A 

29 
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la catégorie des A-modules. 

Tout ouvert U de 1'espace topologique X détermine une 

localisation âPy dans 6# , caractérisée par l'une des don

nées suivantes : 

(a) Un ensemble topologisant et idempotent d'idéaux 

de A déterminé par : 

Wv = {I ; UCD(I)} . 

(b) Une sous-catégorie localisante fé^ de cPê- . 

(c) Une mono-sous-catégorie de c$ . 

(d) Une sous-catégorie locale de cJ$ . 

(e) Un système localisant (L^ , ф У) dans cA . 

Dans un tel système localisant, le foncteur localisa

tion peut être choisi de façon canonique et caractéri

sé par la condition suivante: pour tout objet M de : 

L M = И д Hom(I , М/ ) . 
I € 3r *U 

Sauf mention expresse du contraire, dans la suite, 
désigne ce fondeur localisation canonique [il]. 

3-2. 1ЕШЕ : Avec lu donnée* et le* notation* précédentes, 

pour tout couple d1 ouvert* и et U' de vérifiant 

U^u' , la locaLUation Sfy, ut pliu £tne que. la 
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localisation g et il existe un morphlsme Mone

to rlel canonique : 

possédant tes propriétés suivantes : 

(a) Pour tout ouvert U de x , le morphlsme ionc-

torloZ I|;U,U est le morpklsme ionctorlet Identi

que du joncteur 

(b) Pour trois ouverts u , u 1 et u" de x , vérifiant 

u^u 1 ^u" , alors 

,u" ,u . U ^ U 1 , u f u 

Le lemme 2-3 montre que la relation U ^ U 1 entraîne 

£ < JT, , c'est-à-dire « ^ c » , . 

Pour tout objet M de , la relation 3? M c ^ j i M P e r " 

met de considérer le morphisme canonique y U f , U ^ e M « M 

M U 

Pour tout ouvert U de X, soit L^ le foncteur caracté

risé par la condition suivante : pour tout objet M de c# : 

L 1 M = l i ^ Hom(I , M) . 

Si deux ouverts U et U f de X vérifient U ^ U ' , ce qui 
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entraîne 3 ^ c ^ ?

U f > l a caractérisation de L^ et de L^ t mon

tre qu'il existe un morphisme fonctoriel canonique, défini 

de façon évidente : 

* , U m ' U : LU" M - 4 « M • 

Pour tout objet M de , en posant N = M^jf M et N' - M ^ f u t M , 

les relations : 

Ly M = 1^ N et L n, M = 1^, N' 

montrent que la relation : 

.U'.U .,U\U T l , U\IL 

M ~ N' ° Ù M 

caractérise un morphisme de M dans L t M , qui provient d'un 

morphisme fonctoriel : 

Les propriétés (a) et (b) sont alors immédiates. 

3-3. LEMME : Avec les données et les notations précédentes, 

si Ouv(x) est l'ensemble des ouverts de x ordon

né par VInverse de VInclusion, il existe un fonc-

teur ? de la catégorie produit Ouv(x )xc# dans la 

catégorie ^-caractérisé par les conditions Sui

vantes : 

32 
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[a] Роил, tout objet (u,M) de Ouv(X ) x < # , Vob
jet P(U,M) deo# ut défaini рал : 

P(U,M) = M . 

(b) Pour tout толр^ите (X,g) danà Ouv(X)xc# 
défaini рал un толрките X : U -+ U T dan* Ouv(X) 
(touque, иэи 1) et рал un толрклбте g : M M' 
davu>c4 , le. толрките P(X,g) de P(U,M) dan* P(U',M') 
ел£ devint рал : 

pa, g) - L u T ( g ) о ^ U
M ' U = * U

M
U о Ь и ( 8 ) . 

C'est une conséquence immédiate du lemme 3-2. 

3-4. DEFINITION : Etant donné un anneau commutatif A , bi 
X = Spec(A) Ut le. spectre premier de A eX bi 

= Mod A ut la catégorie du k-modulu, le fonc-
teur préfaisceau P , déterminé рал A , Ut le bi-
foncteur : 

P(* Ouv(X )x <Л c£ 

caractérisé рал le leyme 3-3. 

En particulier, pour tout objet M de <>£, 
le joncteur : 

P ( % M ) : Ouv(X) + <ft 

u t le préfaisceau associé à M , noté également 

P(M) , et роил tout ouvert и de X. le joncteur : 
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P(U,*) : <Â -> q£ 

est le foncteur localisation canonique L„ de la 

localisation 5?y dam c% , associée à U . 

3-5. Rappels et notations - Etant donné un espace topologique 

Y quelconque et une catégorie © , la catégorie des pKéfaÂJS-

ceaax sur Y à valeurs dans 6b est la catégorie des foncteurs 

F de la catégorie Ouv(Y) des ouverts de Y ordonnés par l'in

verse de l'inclusion, dans la catégorie Gb . 

Etant donné un ouvert U de Y et un recouvrement ouvert "U> 

de U , le recouvrement ouvert Saturé Vb associé à *Lbest cons

titué par les ouverts de Y contenus dans au moins un élément 

de V*. 

Avec ces notations, pour tout préfaisceau F sur Y à va

leurs dans db , soit FCU?) la restriction de F à la sous-caté

gorie U> de Ouv(Y) . 

Le préfaisceau F est un faisceau si pour tout ouvert U de 

Y et pour tout recouvrement ouvert ^ d e U , l'objet F(U) et le 

"cône projectif" de "sommet" F(U) et de "base" P(XU) , déter

miné par F, caractérisent dans 6b , une Limite projectlve de 

Si la catégoriel est avec llmiXe* projeoXlves 9 pour tout 

préfaisceau F sur Y à valeurs dans 6b , pour tout ouvert U de Y 
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et pour tout recouvrement ouvert U? de U , soit F (11?) une 

limite projecttve du foncteur FOU?) . Si de plus la catégorie 
V 

Gî> est avec limitu inductivu jiltrantu, soit F(U) une 

limite inductive des FCU>) suivant l'ensemble filtrant décrois

sant des recouvrements ouverts saturés lb de U . Il est facile 
Y 

de vérifier que ces objets F(U) et les morphismes évidents de 
Y V . V 

F(U) dans F(U f) lorsque U=>U' , caractérisent un préfaisceau F 

sur Y à valeurs dans 6b , appelé le préjaisceau de Cech associé 
au préfaisceau F . Enfin, les morphismes canoniques de F(U) 

v 

dans F(U) caractérisent un morphisme 0(F) du préfaisceau F dans 

le préfaisceau F . [4] 

Avec ces hypothèses, un préfaisceau F sur Y à valeurs dans 

Gb est réparé [4] si le morphisme 0(F) : F -+ F est un mono-

morphisme. 

Toujours avec les mêmes hypothèses, il est facile de vé-

rifier qu'il existe un foncteur Г de la catégorie des préfais
ceaux sur Y à valeurs dans 6b , dans elle-même , tel que pour 

tout préfaisceau F sur Y à valeurs dans 6b , le préfaisceau de 

6 Y V V 

ech F associé soit caractérisé par F = Г F . 

3-6, THEOREME : Etant donné un anneau commutatif A , ¿1 

X = Spec(A) Ut le spectre premier de A et bi 

Ж = Mod A ut la catégorie du k-modulu, le jonc

teur pré faisceau P , déterminé рая A , ut séparé, 

ce qui 6tgnl£le que pour tout objet M de <^ , le pré

faisceau P(M) = P(. ,м) бит x à valeurs dam <Л > 

associé* a M , Ut séparé. 
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Il faut vérifier que pour tout objet M décret pour tout 
ouvert U de X , le morphisme canonique : 

P(U,M) -> P(U,M) = lig P(tb,M) 

est un monomorphisme. 

Puisque danscft les limites inductives filtrantes sont 
exactes, il suffit de vérifier que pour tout objet M de , 
pour tout ouvert U de X et pour tout recouvrement ouvert 
de U , le morphisme canonique 

P(U,M) -> P(U,M) = ^im P(U !,M) 

est un monomorphisme. 

Si *U>= {U_.}^ € j , en posant provisoirement L = et 
L. = L pour tout j€J , compte tenu de la définition du 

i 
foncteur P , tout revient à vérifier que le morphisme canoni
que : 

a) : L M -> "T~T L. M 

déterminé par les morphismes canoniques : 

^ = f 5 , U : L M + L. M M j 
est un monomorphisme. 

En posant également = et SC = pour tout j€j 

les localisations Sf. sont plus fines que la localisation 5?, 
ce qui entraîne que les sous-catégories locales 56^ des loca-
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lisations %. sont contenues dans la sous-catégorie locale 5? 

1 *v _ _ 

de la localisation $C . [11J 
Pour tout objet N de rf, les diagrammes commutatifs ' 

LM : • L. M 

déterminent des diagrammes commutatifs : 

Hom(M,N) 

u /. u x^î ^ ^ - v . H o m ( ^ J ,N) 
Hom(\|;M,N) ^ < ^ J Y M ' 

Hom(LM,N) < 5 Hom(L. M,N) 

Hom(ipJ,N) 2 

Pour tout j€j et pour tout objet N de S£\ , qui est à 

fortiori un objet de â 7 , les définitions de L et de L. entraînent 

U U * 2 

que les morphismes Hom(il\, , N) et Hom(il/ J , N) sont des îso-
M M 

morphismes. Il en résulte que le morphisme Hom(i|^ ,N) est un 

isomorphisme, ce qui entraîne que l 1objet L^ M et le morphisme 

\p2 caractérisent un localisé de l Tobjet L M de ci pour la loca

lisation . Autrement dit : 

L. M * L. L M et i|>J - * J . 
J J LM 

En posant également = ̂  et S«\ = ^u. P ° U r t 0 U t ^ € J ' 

il en résulte alors les relations : 

I U - TER 
Ker ij/J = Ker $ J = V. LM . 

LM 2 
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La relation u = ] f entraîne donc : 

Ker w = O ^ - LM = ( C\<5.) LM . 
jej J jej 3 

D'après la proposition 2-8, la relation 

u = U D . 

implique la relation : 

s?- n ^ . 

qui entraîne alors : 

Ker a) = ̂ L M = 0 

ce qui achève la démonstration. 

3-7. Remarque : Soit Ann la catégorie des anneaux commuta-

tifs et soit Mod la catégorie des modules "sur un anneau com-

mutatif variable 1 1. Le foncteur canonique : p : Mod -> Ann , qui 

associe à tout B-module N l'anneau "de base" B est bi-fibsuint 

M -

Avec les données et les notations précédentes, pour tout 

ouvert U de X , le A-module P(U,A) = L y A est aussi le A-mo

dule sous-jacent à l 1anneau localisé 4^ de A pour la localisa

tion 5f y , noté alors P Q(U,A) et pour ?out objet M de 4 , le 

A-module P(U,M) détermine un P (U,A)-module noté P (U,M) . 

o o 
Pour deux ouverts U et U' de X vérifiant U ^ U ' , le morphisme 
U f U 

}U peut être considéré comme un homomorphisme de l'anneau 
A 
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P (U,A) dans l'anneau P (U T,A) de telle sorte que le morphisme 
0 U fU ° 

de A-modules : P(U,M) -> P ( U F ,M) peut être considéré comme 

U !U 

un morphisme de P (U,A)-modules de P (U,M) dans (iK ) P (U T,M), 
. . 0 0 0 U'U 

qui caractérise donc un morphisme dans Mod , noté encore ij; 

de P (U,M) dans P (U1 ,M) . 
o o 

Ces remarques montrent que le bi-foncteur : 

P( - ,•) : Ouv(X)x cd -+ cfè 

détermine un bi-foncteur : 

P Q ( - , 0 : Ouv(X)x i -> Mod  

vérifiant en particulier la relation : 

P(U,M) = 0|£) # P Q ( U , M ) 

pour tout ouvert U de X et pour tout objet M d e c ^ . 

De plus, le préfaisceau P (A) = P (^A) est un ptâtcuLàceau 

o o 
d*annejCLUX sur X et pour tout objet M de & , le préfaisceau 
P (M) = P («jM) est un préfaisceau sur X à valeurs dans Mod 
o o 

vérifiant : P (A) = p o P (M) . 

o o 

Comme cÂ est la "fibre" de Mod au-dessus de A , en fait, 

tout objet A de Ann détermine donc un foncteur P q de la fibre 

de Mod au-dessus de A , dans la catégorie des préfaisceaux 

sur le spectre premier X de A , à valeurs dans Mod . 

En général, le foncteur noté ici P q est noté simplement P 

et il suffit alors de préciser que le foncteur P est "considéré 

comme à valeurs dans Mod 11 . 



Localisations et schémas affines 

4 - LE FONCTEUR FAISCEAU. 

4-1. PROPOSITION : Etant donné un anneau commutatif A , ¿1 

X = Spec (A) est le spectre premier de A et ¿1 

cÂ = Mod A est la catégorie de* k-modules, alors : 

(a) Le foncteur pré faisceau P , déterminé par A et 

caractérisé par le bl-foncteur : 

P(*,0 : Ouv(X)x -> <d 

determine un foncteur préfaisceau de Cech P carac

térisé par un bl-foncteur : 

?(•>•) : Ouv(X)x d + cÂ 

tel que pour tout objet M de , le préfoJusceau 

£(M) = £(*,M) SUT X est le préfaisceau de Cech as

socié au préfaisceau P(M) = P(*,M) sur x . 

(b) Il existe un morphisme fonctoriel canonique : 

0 : P(-,0 + P(-,-) 

caractérlsé par les morphlsmes canoniques : 

gJJ : P(U,M) + P(U,M) 

pour tout ouvert U de X et pour tout objet M de c7& . 

Pe plus, 0 eô̂ C an monomorphisme fonctoriel, 

(c) POUA tout obj'ê  M d e J , £e p̂ é̂ â -ôceaxt de 

Cec/i P(M) = P(*,M) eô£ £e faisceau associé au pré-

falsceau P(M) = P(»,M) . 

4 0 
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Puisque la catégorie <7& est avec limites projectives et 

avec limites inductives filtrantes exactes, tout objet M de 

(^détermine un préfaisceau de Cech P(M) = P(-,M) . Comme le 

prêfaisceau P(M) dépend fonctoriellement de M , il en résulte 

que le préfaisceau P(M) dépend fonctoriellement de M , ce qui 

établit la propriété (a) et la première partie de la propriété 

(b). 

Le théorème 3-6 montre alors que 0 est un monomorphisme 

fonctoriel• 

Enfin, pour tout objet M de dl , d'après le théorème 3-6 

le préfaisceau P(M) sur X est séparé et il est connu que dans 

y 

ce cas, le faisceau associé à P(M) est le préfaisceau de Cech 

P(M) associé à P(M) [4] . 

4-2. DEFINITION : Etant donné un anneau commutatif A , 6Í 

X = Spec (A) Ut le spectre premier de A et si 

c#= Mod A ut ¿a catégorie du k-modulu, le fonc-

teur faisceau P , déterminé pan, A , Ut le bi-jonc

teur ; 

£(•,•) : Ouv(X)x -> c7^ 

caractérisé par la proposition 4-1. 

En particulier, pour tout objet YL de ^, le 

joncteur : 

P(M) = P(.,M) : Ouv(X) + ¿% 

ut le faisceau associé à M et c*ut aussi le faisceau 

associé au préfaalsceau P(M) = P(*,M) . 
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D'après la remarque 3-7, le foncteur préfaisceau P , dé

terminé par A , peut être "considéré comme à valeurs dans 

Mod " . Lorsqu'il en est ainsi, le théorème 7 (p. 178) de [2] 

et le théorème 5-4-4 de [9] montrent qu'une construction ana-
V 

logue à celle du foncteur faisceau P permet d obtenir un bi-

foncteur à valeurs dans Mod qui détermine alors de façon 

canonique le foncteur faisceau P , déterminé par A . 

Ainsi, il convient de remarquer que le foncteur préfais-
V 

ceau P et le foncteur faisceau P , déterminés par A , peuvent 

être considérés comme à valeurs dans Mod " et que cette iden-

tification est compatible avec la construction de P à partir 

de P . 

4-3. THEOREME : Etant donné un anneau commutatif A , ¿1 

X = Spec (A) Ut le spectre premier de A , U 

= Mod A ut ta catégorie du k-modulu, 6i P 
Y" 

Ut le joncteur pré faisceau et Ai ? ut le jonc

teur faisceau, déterminée par A , alors pour tout 

objet M decft et paur tout ouvert quasi-compact U 

de X , le morphUsme : 

ej[ : P(U,M) + P(U,M) 

Ut un isomorphisme. 

. . U 

La proposition 4-1 assure que 0 est un monomorphisme. Il 

U ^ . 
suffit donc de montrer que 0^ est un epimorphisme et puisque 
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dans <A , les limites inductives filtrantes sont exactes, tout 

revient à montrer qu'il existe des recouvrements ouverts de 

U , arbitrairement fins, tels que le morphisme canonique : 

P(U,M) + P(0>b,M) 

soit un épimorphisme. 

Comme U est un ouvert quasi-compact de X et que les ou

verts affines spéciaux constituent une base de la topologie 

de X , il est toujours possible de supposer que 1h est consti

tué par une famille finie {U.}. T d'ouverts affines spéciaux 

formant un recouvrement de U . 

2 

Pour tout couple (j,k)£ Jxj = J , soit U.. = Il . = U.nU . 

En posant provisoirement L = , L. = pour tout j€J et 

2 j . j U J U 

L j k = Lkj = Lu. p o u r t o u t ( J > k ) € J » a i n s l q u e : * = p o u r 

tout jej et ^ 3 = ^ 3 k J 9 H est d'abord immédiat que POU*,M) 

est aussi une limite projective du système projectif représenté 

par le diagramme : 

jk kj 

k i|r 

2 
dans lequel j€j et (j,k)€J 

Un élément ÇePOU*,M) est donc représenté par une famille 

Ç = (Ç.). d'éléments Ç.eL. M pour tout jej , telle que tout 
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2 * 
(j,k)€J entraîne la relation : 

Tout revient donc à montrer que pour tout élément 
Y 

C€PCU>,M) caractérisé de cette façon, il existe au moins 

un élément n£P(U,M) = LM vérifiant pour tout j£j , la re

lation : 

(2) Ç. - i|,J(n) . 

En posant provisoirement "9. = ^ pour tout jej et 

_ _ 2

 J j 

k = U p o u r t O U t ^ J » k ^ € J » l e s relations : XS. M C- & M 
jk 1 Jk 

permettent la considération des morphismes canoniques : 

: M j = M/tP.M - M - k - M / * . M = «ij • 

J jk J 

V 

Soit Ç€P(U*,M) un élément représenté par une famille 

5 = ( ? - ) - ^ T d'éléments Ç.€L. M , vérifiant les relations (1). 

L'élément Ç.€L. M = lim, Hom(I,MÎ) est représenté par 
J J l e g ? . J 

J 

un homomorphisme : ¥7 : AfV M^ , dans lequel fV est le gé

nérateur d'un idéal monogène AfV , élément de , c'est-à-

dire vérifiant : U\ = D(fj) e t pour lequel = Y " > en dé

signant systématiquement par la lettre "sur lignée", l'image 

d'un homomorphisme, dans la limite inductive où il figure. 

L'élément Ç .€L. M = lim, Hom(I,M! ) image de Ç 
k, J J k

 I 6 g f J k j 

ki 
par ^ , est représenté par la restriction à l'idéal Af'f" 

j k 
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du composé : u. . o <{*'.' : Af'.f -> M!, et l'élément 
kj J J jk 

Ç. 6 L . M = lim Hom(I,Ml ) image de par ijr , est 
j ,k kj ^ jk k 

k 

représenté par la restriction à l'idéal A^jf^ du composé : 

La définition de L_«k M , la relation u\ f c = U j ^ 1 ^ = 

D(fV)OD(f") = D(f".f") et le fait que admet pour 
J k j k n jk 

système cofinal les puissances de l'idéal AfVf" , montrent 
j k 

que les relations (1) entraînent l'existence d'entiers m. , 

tels que les restrictions de y . o <pï et de y., o ^ à 

kj J jk k 

l'idéal A(fVf") mJ>k, coïncident. 
J k 

2 
Puisque l'ensemble J est fini, si m est un entier qui 

2 
majore les entiers m. pour tout (j,k)€J , il en résulte 

que pour tout (j ,k)€j2 9 les restrictions de u^j o <f7 et de 

u., o <f>" a l'idéal Aff.'m f" m , coïncident. 
Jk k j k 

En posant fj = fV m pour tout jeJ , ce qui entraîne en 

particulier U. = D(f!) , si Ŝ ï est la restriction de Cpï 
J J J - J 

à l'idéal Afî , ce qui entraîne donc Ç. = > pour tout 
2 3 J J 

(j,k)6j , les restrictions de y . o <f! et de y. o f ' à l'idéal 
kj j JK. K. 

Af! f.' , coïncident. 
3 k 

Pour tout jGj , l'homomorphisme f»j : Af j Ml peut être 

caractérisé par un élément Y j e M > dont l'image y^ dans vé

rifie : 

f!(f!) - y! . 
J J J 
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Puisque les restrictions de \ j 0 f j e t d e y j k 0 < * k à l t i d ê a l 

Af'.f.' coïncident, il en résulte la relation : 
J k 

qui donne alors la relation : 

\J< fi7j> = " J K ( F K > ' 

Les deux membres de cette relation sont les images dans 

M - I = M A K W des éléments f'y. et f !y. de M et cette re-
Jk /iPjkM r j j 7k 

lation entraîne donc la relation : 

< F J Y K - £ K Y J ) € * J K M • 

La relation U ^ = D(fjf£) , la définition de M et 

le fait que admet pour système cofinal les puissances de 

l'idéal Af'.f' , montrent que la relation précédente entraîne 
J 2 

l'existence d'entiers p. , pour tout (j,k)£J , tels que : 

(f!f') PJ' k (f!y k - f^y.) = 0 . 

2 
Puisque l'ensemble J est fini, si p est un entier qui 

2 
majore les entiers p. , pour tout (j,k)€J , il en résulte 

J J*. 
les relations : 

(3) (flf') P (fïy k - £¿7.) - 0 

2 

pour tout (j,k)€J 

En posant f = ^ j P + î P o u r t o u t J € J > ce qui entraîne 
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en particulier U. = D(f.) , si Q>. est la restriction de 
P 3 3 3 

<p! à l'idéal Af. = Af! p fî , ce qui entraîne donc Ç. = (f. , 
1 3 3 3 3 3 3 

elle est caractérisée par : 

f.(f.) = (f!(fî p f!) = f! pf!(f!) - f! P yf. 
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 

et en posant x^ = f 1 P pour tout j€J , les images x^ 

dans M! , vérifient : 
3 

*i<fj> • xj . 

La relation (3) se met sous la forme : 

ce qui donne alors : 

f. x, - f, x. = 0 . 
3 k k j 

En résumé, pour tout élément £€.PCU>,M) déterminé par 

une famille Ç = (£.). T d'éléments Ç.eL. M , vérifiant 
J J 6 * J 3 3 

les relations (1), il existe une famille ( f - ) . ^ d'éléments 
3 3 e J 

de A , vérifiant : 

(4) U = D(f 

une famille d'homomorphismes : 

(5) O . : Af. -»- M'. 
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vérifiant : 

( « e, 

et une famille (x.) . d'éléments de M , tels que si x! 
J J*J 3 

désigne l'image canonique de x. dans M! = H fa , les 
j j j 

homomorphismes (p^ soient caractérisés par les relations : 

et que de plus : 

(8) f. x, - f k x. - 0 

pour tout (j>k)€J . 

Puisque U » l—i U. , les relations (4) entraînent que 

l'idéal : 

A = Z I Af. 
3€J 3 

vérifie U = D(OL) et par suite CL £ & • 

Si r est le nombre d'éléments de J , en posant : 

A = A , soit g l'homomorphisme surjectif de A sur CL 

défini par la condition suivante : pour tout X e A , carac

térisé par une famille X • (X.). T d'éléments de A : 
3 3^w* 

g(x> - z : *. f. . 
jeJ 3 3 

Il en résulte une suite exacte : 
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o •> K -+ a a -> 0 

dans laquelle le noyau K de g est constitué par les éléments 

X = (^-).- T ? vérifiant : 
J J € J 

H X. f. = 0 . 

Si X = (X.). vérifie X€K , pour tout indice keJ , 

en posant = J - {k} , il en résulte la relation : 

qui entraîne : 

et les relations (8) impliquent : 

" \ fk \ - ^ Aj f k x j 

ce qui donne : 

f ( ]T X, x ) - 0 . 

Puisque la famille (f. ) engendre l'idéal CL, il 

en résulte que tout a £ CL , vérifie : 

a • ( T~ X. x.) = 0 

fer j J 

et puisque U . £ il en résulte la relation : 

( 1EL À. x.) € S^M . 
jej J J 
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Ainsi, la condition X £ K implique : 

Soit u 1'homomorphisme canonique de M sur M 1 = 

et soit <po 1'homomorphisme de A dans M défini par : 

9 (X) » Tl X. x. . 

Ce qui précède montre donc que la condition X6.K im

plique : 

y o <p (X) = 0 
o 

ce qui montre qu'il existe un homomorphisme unique : 

Cp : a + M' 

vérifiant : 

Q> o g = y o <£> 
• 1 o 

De façon précise, cet homomorphisme <p peut être carac

térisé par la condition suivante : pour tout élément a € d 

mis sous la forme : 

a = 7 ~ a. f. 

jTj J J 

l'élément ^*(a) de M 1 est caractérisé par : 
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<? (a) = Ц a. y(x.) 
j€J J J 

et il est indépendant de la décomposition de a . 

Pour tout j 6 J , il en résulte en particulier : 

Яр(^) = u(x.) 
et comme l'image de p(x_.) par l'homomorphisme canonique 
u! : M' M', est x'. , il en résulte les relations : 
J 1 J 

(9) y! o<f ( f . ) = xï 

Puisque C i e ^ F , l'homomorphisme ^iCL + M* détermine 

un élément n = de LM et pour tout j 6 J , les relations 

(6), (7) et (9) entraînent les relations : 

Çj = 4>J(n) 

ce qui achève la démonstration. 

4-4. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , si 

X = Spec (A) Ut le spectre premier de к 9 le jonc

teur jalsceau P déterminé par A , possède lu pro

priétés suivant и : 
[a] Le jalbceau d'anneaux P(A) sur X coïncide avec 

le faisceau structural & = A du schéma affine 

(X, О ) déjlnl par A . 

(b) Pour tout k-module M , le jalsceau P(M) sur X 

ut un P (A) -Module qui coïncide avec le Oy-ModuZe 
As 

M oÂbotiA de. façon claAàlqut au k-modutz M . 

51 
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La remarque qui suit la définition 4-2 montre que le 
V V 

faisceau P(M) sur X est un P(A)-Module, c'est-à-dire que 
V 

pour tout ouvert U de X , l'objet P(U,M) de Mod est un 
V 

P(U,A)-module et que pour deux ouverts U et U' de X véri

fiant : U=>u' , le morphisme canonique P(U,M) -> P(U',M) 

dans Mod se projette dans Ann suivant le morphisme canoni

que : P(U,A) + P(U' ,A) . 

Pour tout élément f £ A , l'ouvert affine spécial D(f) 

est quasi-compact et le théorème 4-3 entraîne les relations : 

P(D(f),A) = P(D(f),A) = L D ( f ) A = 

et 

P(D(f),M) = P(D(f),M) = ^ ( f ) ^ = M f 

dans lesquelles A^ [resp. M^] est l'anneau [resp. le module] 

localisé de l'anneau A [resp. du A-module M] pour la locali-

sation dans la catégorie des A-modules, caractérisée par 

l'ensemble topologisant et idempotent ^ des idéaux de A 

qui contiennent une puissance de f . 

Comme la construction classique [7] [2] du faisceau struc

tural = A [respectivement du ^^-Module M] le caractérise 

par les conditions r(D(f),G> x) = A f [resp. : r(D(f),M) = M f ] 

pour tout élément f € A , le corollaire 4-4 en résulte immé

diatement . 

4-5. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , ht 

X = Spec (A) est le spectre premier de A , ¿1 P 
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ut le foncteur pre f au спаи et si Ë ut le fonc-

teu/i faisceau déterminés рол A , роил tout ouvert 
quasi-compact U de X Й pour tout idéal de type 
fini CL de A , vérifiant U = D (CL) , alors : 

(a) Le faisceau structural & = A du schéma af-

fine (X, 0 ) défini par A , vérifie 

T(U, & x ) = P(U,A) = P(U,A) = Ь и A . 

En particulier, si Ф A ut V idéal de A 
constitué par lu éléments de A dont V annulateur 

appartient à ^ , c1 ut-à-dire contient un idéal 

de la forme 0L n , avec n IN , alors : 

Г(11,0?) = Urn Hom(I,A/ ) = lim, Нот(аП,A/*ç- A ) 
X D ( Ï ) = U * U A пеШ U 

(b) Роил t o o t k-module M , £e 6 -Module M associé 

à M , vérifie : 

R(U,ÎÎ) = P(U,M) = P(U,M) = Ly M . 

En particulier, si ф M eô£ £e 4ou*-module 

constitué par lu éléments de M dortt £ ' annulateur 

appartient à Ф , c*ut-à-dire contient un idéal 

de la forme Ot n , avec n e Б , a£o>̂ 6 : 

T(U,M) = lim H o m ( I , M ^ M ) = Ц ^ Н О Т С С Р , ^ M ) . 
D(I)=U " п € Ш u 

La caractérisation de résulte du lemme 2-6 et elle 
entraîne alors les caractérisations de ^ A et de M . 
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Ce corollaire 4-5 est alors une conséquence immédiate 

des définitions de P et de P , ainsi que du théorème 4-3 

et du corollaire 4-4. 

4-6. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , ¿1 

X = Spec(A) QSt ld spectre premier de A , alohS : 

(a\ PouX tout ouvert quasi-compact U de X tdl 

que tout Idéal I dd A , vérifiant U = D(I) ait un 

annulatduA nul dt pouA tout idéal de type fini CL 

dd A vérifiant U = D ( C L ) , ld jalsccau AtAuctuAal 

S = A du schéma ajjlnd ( X , & ) déjlnl pan A , 

véhlfala : 

r(U, O ) = lim Hom(I,A) = limHom(CX n,A) . 
D(I)=U NTÏÏF 

[b] PouA tout k-moduld M dt pouA tout ouvert 

quasi-compact U de X tdl qud tout Idéal I de A , 

vérifiant U = D(I) , ne âolt contdnu dans aucun 

des annulatduAS dos éléments non nuls dd M dt 

pouA tout idéal de type fini CL dd A , vérifiant 

U = D(a) , ld &y,-Moduld M aAAoclé à M , vénljlc : 

T(U,M) = lim Hom(I,M) = lim Hom(OL n,M) , 
DTÏÎ=U neÏN 

Les hypothèses entraînent respectivement A = 0 et 

M = 0 . Le corollaire 4-6 est alors une conséquence immé

diate du corollaire 4-5. 
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4-7. 1ЕШЕ : Etant donné, un anneau commutatif noethérien A , 
soit cA= Mod A la catégorie des A-mo dales. Роил 

toute localisation % daws , caractérisée par un 

ensemble topologisant et Idempotentty d'Idéaux de 

A , le joncteur, localisation L peut être caracté

risé par la condition suivante : pour tout objet 

M de<Â : 

LM = lim Hom(I,M) . 

En effet, si est la sous-catégorie localisante de c/£ 

associée à , la proposition 10 (p. 428) de [з] montre que 
Çf est stable par enveloppes infectives et le lemme 4-7 ré
sulte alors du corollaire I. (p. 413) de [з]. 

4-8. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif noethérien 
A , si X = Spec(A) est le spectre premier de A , 
pour tout ouvert U de X et pour tout Idéal (X de A , 
vérljlant U = D(a) , alors : 

[a] Le jatsceau structural 0^ = A du schéma ajjlne 

déjlnl par A , vérljle : 

r ( U , 0 ) = lim^ Hom(I,A) = lim^ H o m ( q n
% A ) 

D(I)=U neIN 

(b) Pour tout k-module M , le & ̂ Module M associé 

à M , vérljie : 

T(U,M) = lim Hom(I,M) = Ш ^ Н о т ( С Х П , М ) . 
DC O = U neIN 
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Comme tout ouvert U de X est quasi-compact et que tout 

idéal ÛL de A , est de type fini, le corollaire 4-8 est une 

conséquence du corollaire 4-5 et du lemme 4-7. 

4-9. COROLLAIRE : Etant donne an anneau commutatif noethérien 

A , U X = Spec (A) ZAt Iz spectre premier de A zt 

si 6L = A est Iz faÀsczau st/iuctu/ial du sckzma af-
A. 

flnz dzflnt pax A , OJLOK* poux tout k-moduZz injec-
_ r s 

tif N tz (2-ModuZz N Ut an faisceau flasque. 

Puisque N est injectif, pour tout idéal 1 de A , l'appli

cation canonique de Hom(A,N) dans Hom(I,N) est surjective et 

par suite pour tout ouvert U de X , il en est de même pour 

l'application canonique : 

N -> lim > Hom(I,N) 

D(1)=U 

Ainsi, d'après le corollaire 4-8, l'application canonique 

^ : T(X,N) -> T(U,N) 

est surjective, ce qui prouve que le ^-Module N est un fais-

ceau fùuquz ¡5] . 

Remarques. 

(a) Compte tenu du corollaire 4-4, le théorème 4-3 exprime 

que pour tout A-module M et pour tout ouvext qua*t-compact 

U de X , le morphisme canonique : 

GJJ : M = P(U,M) -> T(U,M) 

56 



Localisations et schémas affines 

57 

est un isomorphisme. Ainsi, le théorème 4-3 est une gé

néralisation du théorème (1-3-7) de [7] qui établit le 

résultat analogue dans le cas particulier où U est un 

OUVdAt OL^ivid bpécZat de la forme D(f) avec f € À . 

(b) L'étude des ouverts affines dans les spectres des anneaux 

intègres noethériens a été abordée dans [12]. Comme il 

était indiqué que les hypothèses faites étaient très res

trictives, pour aborder un problème analogue dans le cas 

du schéma affine (X, G) défini par un anneau commutatif 

A quelconque, il convient en particulier d'étudier les 

anneaux de sections r(U, &.) au-dessus d'un ouvert quasi-
A 

compact U de X . 

La proposition 5-10 et le corollaire 5-11 de [l2] 

qui constituaient des résultats dans cette voie, sont don

nés par la partie (a) du corollaire 4-6, qui montre que 

des résultats analogues subsistent pour tout & -Module M 
A 

associé à un A-module M . 

Comme ce corollaire 4-6 n'est évidemment qu'un cas 

particulier du corollaire 4-5, il en résulte que les hy

pothèses relatives aux annulateurs ne sont pas indispen

sables, à condition de formuler les résultats sous une 

forme adaptée. 

De plus, dans le cas nodtkzKlen, le corollaire 4-8 

montre que les formulations simples des résultats restent 

valables sans hypothèses sur les annulateurs. 
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(c) Etant donné un anneau comrrutatif A , soit ~Â> = Mod A la 

catégorie des A-modules et si &^ = A est le faisceau 

structural du schéma affine (X, & ) défini par A , soit 
A 

Gb la catégorie des -Modules (non nécessairement 
o X 

quasi-cohérents) et soit 6b la catégorie des O -Modules 

quasi- co kcnenXs. 

D'après le corollaire 4-4, le théorème (1-4-1) de 

[7] montre que le foncteur P de c# dans (8 et la restric

tion à (5h du foncteur r = r ( X,0 de Gb dans cS9 établis

sent une équivalence entre et Gb . 

Pour tout objet M de C/#, il est possible de cons

truire une résolution cohomologique InjccXÀvc de M dans 

c^, de la forme : 

(1) O + M - ^ N N, ->•••-> N 

o 1 p 

La proposition (1-3-5) de [7] montre que l'image 

de cette résolution par le foncteur P est une résolution 

cohomologique de P(M) = M , dans Gb , de la forme : 
o 

(2) 0 + M -> N N N •> ••• 
o 1 p 

et par application du foncteur r = r ( X , * ) il en résulte 

un complexe augmenté, dans C ^ , de la forme : 

(3) 0 -> TM -> TN TN, TN + ••• 
o 1 p 

qui, d'après ce qui précède, est équivalent à la résolu

tion (1) et par suite est acycJtiquc. 
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Si l'anneau commutatif A est noethérien, le corollaire 

4-9 entraîne que la résolution (2) est une résolution coho-

mologique de M dans fà par des faisceaux flasques. 

Le théorème 4-7-1 de [5] entraîne que la cohomologie 

H (X,M) du G? -Module M peut être calculée au moyen d'une 
A. 

résolution flasque de M . 

11 en résulte que la cohomologie H (X,M) du c? -Module 

M est la cohomologie du complexe augmenté (3) et puisqu'il 

est acyclique, il en résulte : 

H P(X,M) = 0 

pour tout p > 0 . 

Cette méthode permet donc d'établir facilement que pour 

tout Schéma affine noctkcKA.cn (X, G> ) déterminé par un anneau 

commutatif noethérten A , et pour tout & -Module quasi-cohé-
^
 x 

revit M , alors : 

H P(X,M) = 0 

pour tout p > 0 . 

Ainsi, le corollaire 4-9 conduit à une démonstration élé

mentaire dans le cas des schémas affines noethértens, du résul

tat établi dans le théorème (1-3-1) de [8] pour les schémas af

fines quelconques, mais dont la démonstration fait appel à une 

technique beaucoup plus élaborée. 

http://noctkcKA.cn


Localisations et schémas affines 

5 - LOCALISATIONS IMAGES DIRECTES. 

5-1 - Notations. Etant donnés deux anneaux (non nécessai

rement commutatifs) A et A' , soient (Â et c7&' les catégories 

de modules (à gauche) sur A et sur A' . 

Pour tout homomorphisme d'anneaux p : A A' , le fonc-

teur restriction des scalaires de c7&' dans c#, est un ad

joint à droite au foncteur extension des scalaires p* de d% 

dans dV • 

Pour toute localisation Sf dans t#, caractérisée par une 

sous-catégorie localisante fé'de c7?ou par un ensemble topologi

sant et idempotent S? , puisque le foncteur p^ est exact et com

mute aux limites inductives, il est facile de vérifier que la 

sous-catégorie pleine É?' de c/è* caractérisée par les objets 

dont l'image par p^ est un objet de ï f , constitue une sous-ca

tégorie localisante de c$' , appelée l'image fë' = p ( ^ ) de S? 

par p . L'ensemble topologisant et idempotent associé à Ë?' est 

appelé Vûmqd t?' = p(t?) de par p . Il est constitué par 

les idéaux (à gauche) I' de A' , tels que p^(A'/ I t) soit un ob

jet de & . Ainsi, la localisation dans c/fc détermine une loca

lisation <£?' dans o& , appelée l'image £?' = p(Sl) de Sf par p 

et caractérisée par la sous-catégorie localisante fë' = p(fë) 

ou par l'ensemble topologisant et idempotent $?' = p ( ^ ) . 
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5-2. LEMME : Avec les donnzzA et £e6 notation* p r é c é d e n t e s , 

*t Vont ou V autAz des conditlom suivantes u t 

KzaJUszz : 

(a) Leô anntaux A zt A ? Sont commutatif s. 

(8) Vanneau A T eat £e localisé A^cfe A poofc £a 

localisation «?eX p eôt V komomon.pkl6mz canonique 

dz A danô A~ ; 

Alosa, V zmcmblz est comltuz paA les 

Idéaux [à gauche.) dz A T dont Vimagz K.zcipK.oquz 

pax p , appaAtlznt à V ensemble ^ . 

La conclusion est immédiate sous la condition (a) et elle 

est facile à vérifier sous la condition ((3) (voir par exemple 

la partie h) de l'exercice 19 (p. 161) de [l]). 

5-3. LEMME : Avec les données zt les notation* pizczdznteà, 

notent S? zt 5P' l u sous-calégohles locale* dz ¥ 

zt dz S " , *olew£ S et S' le* ioncteuts canoniques 

d'tnjecXlon dz SP dam A zt dz dam *Â} , e t 

*olent T e t T T dz* fionctzuAA canoniques de ¿2 dam 

et de dam §£* , tels quz le* ^oncteuA* loca

lisation L zt a**ocle* à % zt à *otent casiac-

texJse* pan. : 

L = ST e t L' = S T T ' 
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МоКЬ X 

[a] 11 existe un joncteur canonique : 

P : ST - Sf 
о 

caractérise рал la condition : 

(b) S-c A 1 est le localisé P^de A роил 

1л localisation 3? et si p est V homomorphisme ca
nonique de A dans A ^ , le joncteur p Q est carac
térisé рал la condition : 

IV) S p o = P ) t s -

et il existe un joncteur canonique : 

P, : % -

caractérisé par les conditions : 

(2) S = P # S' P j et (3) T' = T ç>m 

Ve plus, les joncteurs P Q et P 1 établissent 
une équivalence ел£*е £ л catégorie S? et ta catégorie. 

2 ' . 

La définition de la localisation S?f montre que le fonc

teur exact T p # de cA* dans SP s'annule sur la sous-catégorie 

localisante fê' associée à Sff . Puisque la catégorie quotient 

O7G fy^ t est équivalente à la catégorie et que le foncteur 
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canonique de tA1 dans ^'/^t correspond, dans cette équiva

lence, au foncteur canonique T 1 de cl' dans jf' , le corol

laire 2 (p. 368) de [3] montre qu'il existe un foncteur uni

que p Q de if1 dans Jjf vérifiant la relation : 

(1) p T ' = T p . 
0 * 

Sous la condition (fa), la proposition 3 (p. 413) de [3] 

montre qu'il existe un foncteur Sj de % dans é£' , induit par 

le foncteur localisation L , tel que p S soit adjoint à droi-

1k 1 

te à T , ce qui entraîne S = Sj et tel que Sj T induise 

le foncteur localisation L 1 , ce qui entraîne l'existence d'un 

foncteur pj de 5? dans 5ff , caractérisé par : 
Sj = S' p 1 et S'T f = S' Pj T p t . 

Puisque S f est pleinement fidèle, la seconde relation 

est équivalente à la relation (3) et, compte tenu de la rela

tion S = p S , la première relation se traduit par la rela-

tion (2). 

La relation T'S' « 1^, entraîne en particulier : 

p » p T'S' = T p S' 

0 0 * 
^t il en résulte alors les relations : 

p o p l ' T P. S ' Pl - T S * X # 

et 

P, P 0 » P, T pm S' = T'S' -
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qui montrent que pQ et établissent une équivalence entre 

la catégorie Sf et la catégorie «S?1 . 

La relation Pj P Q

 = e t l a relation (2) entraînent : 

S % = p * S ' Pl P o = P * S ' 

c fest-à-dire la relation (l f) et réciproquement la relation 

(l f) entraîne : 

s P O T» - p # S'T' - p # S' p, T p, = ST pm 

et puisque S est pleinement fidèle, il en résulte la relation 

(1), ce qui achève la démonstration. 

5-4. DEFINITION : Etant donné un anneau [non nécessairement 

commutati^) A , soit c$= Mod A la catégorie dea 

k-modules [à gauche) et soit & une localisation 

dan* cA caractérisée par un ensemble topo lo gisant 

et Idempotent & d1 Idéaux [à gauche) de A . 

Un sous-objet N d'un objet M de d& est "ty-clos 

dans M si #(M/ N) = o , c1 es t'a-dire si M / N est un 

objet de la mono-sous-catégorie o4 associée à la lo

calisation $ . 

Un tel objet N est un sous-objet clos de M 

pour la localisation 

5-5. LEMME : Etant donné un anneau [non nécessairement corn-

mutatlf) A , soit <d= Mod A la catégorie des 

k-modules [à gauche), soit X une localisation dans 
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c7S, caractérisée par un ensemble topologisant et 

Idempotent & d'idéaux (à gauche) de A et 6oit 

\p : Î g L le morphisme jonctoriel canonique 

du joncteur identique de <& dans le joncteur lo

calisation L de la localisation j?. 

Pour tout objet M de <j£, V application : 

N -+ LN et Vapplication N' ^ (N T) caractéri

sent des correspondances bijectives réciproques 

entre Vensemble des sous-objets ^-cZos dans M 

et Vensemble des sous-objets ^-clos dans LM . 

Soit la sous-catégorie localisante de <A associée à la 

localisation £f et soit c^la mono-sous-catégorie de o& associée 

à la localisation 5£ [lOj . 

Pour simplifier les notations, le morphisme canonique : 

^ : M LM sera provisoirement noté : u : M M 1 = LM . 

Tout d'abord, il sera supposé que u est un monomorphisme, 

c'est-à-dire que ^?M = 0 . 

Pour tout sous-objet N' de M' (et à fortiori de M ) , la 

caractérisation d'une -enveloppe donnée dans la démonstra

tion de la proposition 4 (p. 372) de [3J, montre que le loca

lisé LN' de N' est l'image réciproque dans M' du sous-objet 

9 ( M V N . )
 d e M * / N - • 

Il en résulte en particulier que pour que N f soit *$*-clos 

dans M' , il faut et il suffit que N' = LN' . 
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Pour tout sous-objet N de M , puisque ( L N ) e s t un ob

jet de ^ [3], le sous-objet ( M O L N ) / N est également un objet 

de . Si N est ^P-clos dans M , ce qui signifie que M/^ est 

un objet de c/$, le sous-objet ( M O L N ) / N est également un ob

jet décret puisqu'il appartient aussi à fë, il est nul, ce 

qui entraîne N = M O L N . Réciproquement, si un sous-objet N 

de M vérifie N • M O L N , ce qui entraîne la relation : 

M / N

 = M / ( M D L N ) = ( M + L N ) / L N C M ' / L N > l a relation * W f ^ - 0 , 

qui résulte de la caractérisation de LN , montre alors que 

^(M/^) 8 8 0 , c'est-à-dire que N est 3*-clos dans M . 

Ainsi, pour qu'un sous-objet N de M soit ^f-clos dans M, 

il faut et il suffit que N vérifie : N = M O L N . 

Il en résulte alors que pour tout sous-objet N de M qui 

est #f-clos dans M , le sous-objet LN de M' est IF-clos dans 

M' et de plus : u""1 (LN) » M O L N = N . 

Soit N' un sous-objet de M' qui est £?-clos dans M 1 , 

c'est-à-dire qui vérifie : N' = LN' . En posant N = MfiN f , 

puisque M'/ M est un objet de , la relation : 

N V n " N l / ( M O N ' ) =
 ( N ' + M ) / M

C M V M

 m o n t r e <*ue N V N " t un 

objet de ^ , ce qui entraîne LN • LN' . Il en résulte la re

lation : N « M D LN qui montre que N est ^-clos dans M et la 

relation : N 1 - • LN • 

Ainsi, pour tout sous-ohjet N' de M' qui est 1F-clos dans 

M f , le sous-objet u - 1 ( N f ) « M H N ' de M est ^-clos dans M et 

de plus : L O T^N 1)) - N f . 
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La conclusion du lemme 5-5 est donc démontrée lorsque 

u est un monomorphisme. 

Pour passer au cas général, il convient de remarquer 

que si N est un sous-objet de M qui est ^-clos dans M , 

la suite exacte : 

0 + N + M + M/ + o 
N 

donne la suite exacte : 

0 •+ <5N -+ <JrM ^ ( M / N ) 

dans laquelle ^ ( M / N ) = 0 , ce qui entraîne <£McN et par 

suite : M / h = u ( M ) / u ( N ) . 

Il en résulte que l'application : N u(N) et l'appli

cation : N" -* u (Nlf) caractérisent des correspondances bi

jectives réciproques entre l'ensemble des sous-objets N qui 

sont y-clos dans M et l vensemble des sous-objets N" qui sont 

6î-clos dans u(M) . 

En remarquant que LN = L(u(N)) pour tout sous-objet N 

de M et que u '(N 1) - u ^(N'H u(M)) pour tout sous-objet N f 

de M f , la combinaison des deux résultats précédents entraîne 

immédiatement la conclusion du lemme 5-5 dans le cas général. 

5-6. COROLLAIRE : Etant donné, un anneau [non nécuealAwent 

cotmutatlfi) A , àolt c&= Mod A la catégorie du 

k-modûtes tt 6oit £ une localisation dans Jk, ca

ractérisée par un ensemble topologisant et Idempo-
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tent d'Idéaux [à gauche) de A . 

Soit p : A -> A 1 V homomorphisme canonique de 

A dans l'anneau localisé. A 1 = Atp de A pour la 

localisation , boit <&' = Mod A' la catégorie 

des k'-modules, boit S?' = p( j?) la localisation 

dans <d% > image par p de la localisation £ et 

soit 3*' = p(<5) Vensemble topologisant et Idem-

potent d'Idéaux [à gauche) de к , image par p de 

l'ensemble . 

Mors, l'application : l -+ et l'applica

tion : I 1 -> p 1 ( D caractérisent des correspon

dances bijectives réciproques entre V ensemble 

des Idéaux [à gauche) I de A qui sont <F-clos dans 

A et l'ensemble des Idéaux [à gauche) l f de A' qui 

sont Ф'-clos dans A 1 . 

Pour tout objet M f de c#f et pour tout élément y € M ' , 
l'annulateur dans A de y considéré comme un élément de p M ! 

est l'image réciproque par p de l'annulateur dans A 1 de y 
considéré comme un élément de M 1 . Puisque le lemme 5~2 montre 
que l'e 1?' équivaut à p '(I e) € ^ , il en résulte la relation : 

^ 0 * M 1 p ^ ' M' . 

Pour tout objet M 1 de dtf et pour tout sous-objet N f de 
M 1 , cette relation et l'exactitude du foncteur montrent 
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que pour que N' soit <? f-clos dans M' , il faut et il suffit 

que p # N
f soit tF-clos dans p # M

f . 

La relation : P^(M^) = LM pour tout objet M de dé, mon

tre alors que le corollaire 5-6 résulte du lemme 5-5. 

5-7. COROLLAIRE : Avec lu données et lu notation* du corol

laire 5-6, *l Vanneau A ut commutatif (ce qui en-

t/iaZne que Vanneau A T = ut commutatif), alors, 

Vapplication f+ et Vapplication y + p 

caractérisent du corrupondancu bijectives réci

proques entxe Vensemble du Idéaux premiers y> de 

A qui n'appartiennent pas à 1F et Vensemble du 

Idéaux premiers y>1 de A 1 qui n'appartiennent pas 

à W . 

Si y> est un idéal premier de A , l'annulateur de tout 

élément non nul du A-module A / ^ est égal à JO , ce qui entraîne 

que et que # ( A / p ) - 0 si y> 4 <5 . 

En particulier, pour que )p soit 'JF-clos dans A , il faut et il 

suffit que . De même, pour qu'un idéal premier "p1 de A' 

soit SF'-clos dans A f , il faut et il suffit que ^ f £ . 

Compte tenu du corollaire 5-6, il en résulte que pour 

démontrer le corollaire 5-7, tout revient à montrer que les 

deux correspondances transforment un idéal premier en un 

idéal premier. 
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Il est bien connu que pour tout idéal premier qp Г de A 1 , 
l'idéal 70= p 1 Ĉ p*) de A est premier. 

La construction classique d'un anneau localisé permet de 

montrer que le localisé d'un anneau intègre est un anneau in

tègre. Puisque le foncteur localisation est exact à gauche, 

pour tout idéal premier ¿0 de À , la suite exacte : 

0 + f) A + A/^ + 0 

donne une suite exacte : 

qui montre que e s t u n sous-anneau de l'anneau intègre 

(A/p)g? . Si y> , ce qui entraîne yty ф k^ , il en résul
te que est un idéal premier de A' » k^ , ce qui achève 

la démonstration. 

5-8. LEMME : Etant donnes deux anneaux commutatifs A et A 1 , 

U X = Spec (A) 2t X' = Spec(A') Sont les spectres 

premiers de A et de A' munis de la topologie spec

trale, si t%= Mod A et <& = Mod A' ъont les caté

gories des k-moduJLes et des A'-modules et ¿1 

p : A •+ A 1 est un komomorphisme d1 anneaux, soit 

<f : x' -> x Vapplication continue déterminée рол p . 

Mors, pour tout ouvert и de x , en posant 
U 1 = ¥ ~* (U) , £a localisation i ? u f dans <ЖЛ , asso
ciée à Vouvert U f de X , est V image par p de la 
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locatUatLon JP dans &ê, oòooeXee à Vouv&U U 

de X . 

Soient et ^ t les ensembles topologisants et idem-

potents associés aux localisations et S^, et soit 

S*1 = p(cî ĵ) l'ensemble topologisant et idempotent associé à 

la localisation S?1 = p(i^) image par p de la localisation ^ . 

Pour tout idéal I de A , en posant p(I) = A ' p(I) , la dé

finition de l'application continue Cf: X' •> X entraîne la re

lation : 

? "'(D(I)) = D(F"(D) • 

D'après le lemme 5-2, l'ensemble = p (Sû) est consti-

-1 

tué par les idéaux I' de A' dont l'image réciproque p (I') 

appartient à ^ • 

En particulier, pour tout I' € , il existe I £ 

tel que p(I) c l ' , ce qui est équivalent à p ( I ) c i f . Puisque 

la condition se traduit par la relation : U ^ D ( I ) , il 

en résulte la relation : 

U' = ( P " 1 ( U ) C ' T V D U ) ) = D(^(I))CD(I') 

qui entraîne I ' C t F ^ . 

Ainsi, les ensembles et ^ , vérifient la relation : 
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Si cette inclusion n fest pas une égalité, il existe un 

idéal I" de A T vérifiant : 

I"€ S? f et I" i 3? 1 

c'est-à-dire : 

U'cD(I") et p " 1 ( I , , ) ^ ^ u 

ou encore : 

U'cD(I") et U ^ l D C p ' V L " ) ) . 

L'idéal I' = r(I") , racine de l'idéal I" , vérifie : 

p'^I') = p 'VrCl")) = r(p"'(I n)) 

ce qui entraîne : D(I") = D(I') et D(p - 1(I"))= D C p ^ U ' ) ) • 

Ainsi, il existe un idéal I' de A' , tel que I' = r(I') et 

p ^ I 1 ) = r(p '(I 1)) , et vérifiant : 

U'CD(I') et U ^ D C p " ^ ! 1 ) ) . 

Soit Q un idéal de A , vérifiant U « D(Cl) et par suite : 

U' = ^ , ( U ) =<f""1(D(a)) - D( ï"(a)) 

La condition U^D(p *(!')) entraîne C l ^ p " 1 ^ 1 ) et par 

suite p ( a ) ^ I ' et p"(a ) 4 I f • Puisque l'idéal I' est égal 

à sa racine, il existe donc un idéal premier p ' de A' , vé

rifiant p"(a) ^ Jof et I'cz )p ; c'est-à-dire £>'€D(p"(a)) = U' 

et jp'^D(I') , ce qui est absurde en vertu de la condition : 

U'CD(I') . Ainsi, il en résulte l'égalité : 

ce qui achève la démonstration. 



Localisations et schémas affines 

73 

5-9. THEOREME : Etant donné un anneau commutatif A , soit 
X = Spec(A) le spectre premier de A muni de la 

topologle spectrale et soit c#= Mod A la catégo
rie des A-modules. 

Pour tout ouvert и de l'espace topologique X , 
soit 5£ la localisation dans cA, associée à Vou-

vert и de x et caractérisée par l'ensemble topolo
gisant et Idempotent Ф , soit P - Ф д : A -* A' 
Vkomomorphlsme canonique de A dan* l'anneau loca-
lise A 1 = de к poux la localisation SP^ , soit 
X' = Spec(A') le spectre premier de A' muni de la 

topologle spectxale et soit <f : x f •> x l'applica
tion continue déterminée par V komomorphlsme P . 

Mors, l'application continue <p : X 1 -> X 
Induit un homéomorphisme w de l'ouvert U' = ЯР 1 (U) 
de x ? -бил l'ouvert и de x . 

Soit c?èf = Mod A1 la catégorie des A 1-modules. D'après le 

lemme 5-8, la localisation irT , dans c&' , associée à l'ouvert 
— 1 

U' - ? (U) de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant 

et idempotent C?^. , est l'image par P de la localisation SP^ 

dans o#, associée à l'ouvert U de X . Comme les idéaux premiers 

]p de A qui n'appartiennent pas à Ф sont les éléments de l'ou
vert U de X et comme les idéaux premiers )p' de A' qui n'appar
tiennent pas à W^, sont les éléments de l'ouvert U' = C P " 1 ( U ) 
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de X 1 , le corollaire 5-7 montre que l'application 
P T P V)pT) = ̂  CJpf ) caractérise une correspondance bijec-
tive de U' = ?""'(U) sur U . 

Ainsi, l'application continue <f : X' -> X induit une 
application continue bijective w de l'ouvert U 1 = S5 '(U) de 
X' sur l'ouvert U de X , caractérisée par la condition : 
w(p') 'TCp1) - P - I(^p f) pour tout p's U' et dont l'appli
cation inverse w ' est caractérisée par la condition : 
w 1 ()°) " P ° u r t o u t P 6 u • 

Tout revient à montrer que w est un homëomorphisme• 

Pour tout ouvert IT de U' , il existe au moins un idéal 
Cl' de A' tel que : U' = U'n D(CL') . En posant : o n o o r 

Y' = U' - U 
o 

tout p ' e Y ' vérifie € U' et jp'^D(OL^) , c'est-à-dire : 
CL'cp' . L'idéal OL F = ( 1 p ' de A' , vérifie donc 

c Cl1 et par suite : D(a^)c:D(a') . Puisque tout p f e Y f 

vérifie naturellement p'^ D(CL') , il en résulte la relation : 

(O ir » u fn D(a^) = U ' O D ( a 1) 
qui entraîne la caractérisation : 

(!') Y' = { p ' e U ' ; a' c p» } . 

Puisque les éléments p ' € Y ' sont des idéaux pre
miers n'appartenant pas à , ils sont ^ t - c l o s dans A f 
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et il en résulte facilement que 1 T idéal Q„ f = f ^ £>f est 

JP 'eY 1 

t^.-clos dans A' . Le corollaire 5-6 entraîne alors que l 1idéal 

a- P - I(a ?) de A , vérifie : a 1
 = C U . 

L'ouvert U de U caractérisé par : 
o v 

(2) U Q = U O D ( a ) 

détermine la partie Y de U définie par : 

Y = U - U 
o 

et elle admet la caractérisation : 

( 2 ! ) Y = ( p e u ; a <= f } . 

Pour tout y> f €Y T > la relation ( D entraîne CL1 cr p 1 , 

ce qui implique CL= p ^ C C X ' ^ P ( et la relation ( 2 f ) 

montre que l'élément : 

ÏÏ> = v<P f> = vérifie p e Y . 

Ainsi : 

(3) w(Y')<zY . 

Pour tout p € Y , la relation ( 2 ' ) entraîne CL <z Jp, ce 

qui implique GLf =* CUj^c py^ e t la relation ( l f ) montre que l'élé

ment : Jpf - w *(y>) = T P ^ u vérifie y e Y ' . Ainsi : 

(4) w " ] ( Y ) C Y ' . 
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Puisque w est bijective, les relations (3) et (4) en

traînent w(Y f) = Y et par suite : 

(5) w(lT) = U Q . 

La relation (5) montre que l'application continue bijec

tive w de U' sur U est ouverte, c'est-à-dire que w est un ho-

méomorphisme de U' sur U , induit par l'application continue 

: X' X , ce qui achève la démonstration. 

6 - OUVERTS QUASI-COMPACTS DES SCHEMAS AFFINES. 

6-1 - Hypothèses et notations. Etant donné un anneau 

commutcuùi^ A , soit (X,<^) le schéma afâlne associé à A , 

pour lequel X = Spec(A) est le SptciAC pKQJWLVi de A muni de 

la topologie spectrale et <2>x = A le ftCUUcecLU S&uictuAaZ 

vérifiant en particulier : A = r(X, & ) = r(X,A) 

A 

Etant donné un 0UV2MX quasi-compact U de X , soit (U,<2?) 

le ptâschewa induit sur U par le schéma affine (X, & ) . 
A 

L'anneau A' des sections du faisceau structural & = A , 
X ' 

au-dessus de l'ouvert quasi-compact U de X est défini par : 

A' = rCD, G>x) = r(U,A) 

et la restriction à U détermine un homomorphisme canonique 

d'anneaux : 

p : A -»- A' 
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Soient cA — Mod A et c#' = Mod A' les catégories de A-

modules et de A'-modules. 

Soit (fò la catégorie des & -Modules quasi-cohérents et 
A. 

soit r la restriction à flb du foncteur sections r(X,») défini 

sur la catégorie des (S^-Modules. 

Si P est le foncteur faisceau associé à l'anneau A , le 

théorème 4-3, le corollaire 4-4 et théorème (1-4-1) de [7] 

montrent que les foncteurs : 

? : c% + (R> et T : 6Ì) + 

établissent une équivalence entre les catégories cÂ et (Ò , ce 

qui entraîne les relations : 

(1) r ' p - I 4 et (1 ') P T = I f t . 

Soit (E>̂  la catégorie des fi^-Modules quasi-cohérents 

et soit T' :Ôby ~* la restriction à du foncteur sections 

r'(U, #) défini sur la catégorie des 0^-Modules. 

Soit r : ($ì> -> <T£' la resctriction à © du foncteur sec

tions r(U,«) défini sur la catégorie des 6 -Modules. 

La proposition (9-4-2) de [7] montre que le morphisme 

quasi-compact j défini par l'injection canonique de U dans 

X , détermine un foncteur image directe : j # : (¡0^ & et 

un foncteur image réciproque : j : tib <Sh^ , vérifiant : 

(2) J * J « - I f c , 
U 
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Si = est la localisation dans e>Sj, associée à l'ou

vert U de X et caractérisée par l'ensemble topologisant et 

idempotent t5F= ̂  et si S? = 5?̂  est la sous-catégorie locale 
OS 

de ĉ &, associée à , soit S le foncteur canonique d'injec

tion de dans c^et soit T le foncteur canonique de c4 dans â? » 

tel que le foncteur localisation L = de la localisation S£ > 

soit caractérisé par : 

(3) I ĵ s ST et (3') TS = 1 ^ . 

Enfin, soit Sj le foncteur utilisé dans la démonstration 

du lemme 5-3 . 

6-2. LEMME : Avec les hypothèses précédentes, les données vé

rifient les relations suivantes : 

la) r 3m - p* r' (a') r D = r' j* 

(b) p. r D - l„ r (b') r D = s, t r 

Les relations (a) et (a') résultent immédiatement de la 

construction des foncteurs j # et j* [7] . 

Pour tout objet M de ofè, la définition du foncteur 

entraîne la relation : P(M) = P(U,M) . Puisque U est quasi-

compact, le théorème 4-3 entraîne : P(U,M) » P(U,M) et le corol

laire 4-4 entraîne : A' = r P(A) = P(U,A) = A ^ . L a partie (b) 
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du lemme 5-3 est donc applicable. La construction du foncteur 
préfaisceau P associé à A , implique alors la relation : 

г и £(м) = P(U,M) = s ] та 

pour tout objet M de ctë, ce qui entraîne les relations : 

ги * = si T e t p* ru * = p . si T = S T = • 

Par composition avec Г , la relation (l f) implique alors 
les relations (b 1) et (b) . 

Les relations (a), (a1) et (b) entraînent la relation : 

Г j, j* P = P, Г' j* P = Г и P = Г P 

et la relation (1) implique alors la relation (c). 

Enfin, compte tenu des relations (1) et ( l 1 ) , la rela
tion (c) implique facilement la relation (c'). 

6-3. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, ® x> , associé 
à un anneau commutatif A , soit СЛ= Mod A la catego
rie des A-modules. 

Роил, tout ouvert quasi-compact U de X , Soit 
(U, 0^) le préschéma Induit sur U par le schéma af
fine (X, 0 X ) . 

Mors, la catégorie ®^ des G^-Modules quasi-
cohérents est équivalente à la sous-catégorie locale 
^ de ей, déterminée par la localisation j? dans <fè, 

associée à l'ouvert и de x . 
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Ve façon précise, avec les notations précé

dentes, cette équivalence est caractérisée pax les 

foncteuns : 

définis par les relations : 

X = T T et p = j* Ë S . 

La relation (c) du lemme 6-2 entraîne la relation : 

\ y S T r j ? S = T ^ S 

et les relations (3) et (3 1) impliquent alors : 

X p - i x . 

La relation (3) entraîne la relation : 

p X = j * P S T r = j * P L D T j # 

et la relation (c1) du lemme 6-2 et la relation (2) impliquent 

alors : 

» X = I û » 
U 

Les relations : 

À P * X £ 6 t ^ A = T% 

montrent que X et p caractérisent une équivalence entre la ca

tégorie (Shy et la catégorie 36^ . 
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6-4. COROLLAIRE : Avecles données et les notations du théorème, 

6-3, en posant A' = r ( u , 0 ) , soit d4 = Mod A' la 

catégorie des -modules et soit : 

p : A -+ A f 

V homomorphisme canonique d'anneaux déterminé par 

la restriction à l'ouvert и de X . 
Alors, la catégorie cteo É^-ModoCeô quasi-

cohérents est équivalente à la sous-catégorie locale 

T de <&' , déterminée рал la localisation dans 

<&' , image par p de la localisation 2?^ dans , as

sociée a l'ouvert и de x . 
De façon précise, avec les notations antérieu

res et en considérant le foncteur : 

défini par : 

P j - j P P . 

cette équivalence est caractérisée par les fondeurs : 

X f : + £ • et u ' : 2' + Sb^ 

définis par les relations : 

*' * t' r* et p f » s f 

dans lesquelles S' le foncteur canonique de S?' 

dans di' et le foncteur canonique de c#' dans <§fr, 

tel que le foncteur localisation V de la localisa-
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tion <£f' , soit caractérisé par : 

L' = s 1 T T avec T' s' - t . 

P U I S Q U E L ' O U V E R T U DE X E S T Q U A S I - C O M P A C T , LE T H É O R È M E 

4-3 E T LE C O R O L L A I R E 4-4 M O N T R E N T QUE L ' A N N E A U A ' E S T L E L O -

C A L I S E D E L ' A N N E A U A P O U R LA L O C A L I S A T I O N J? D A N S . L E S 

C O N C L U S I O N S D E LA P A R T I E (6) D U LEMME 5-3 SONT D O N C A P P L I C A 

B L E S , C O M P T E T E N U D E LA C O N C O R D A N C E DES N O T A T I O N S . 

C O M M E L E S F O N C T E U R S : 

P o : i f ' - * D et P , : £ D -

C A R A C T É R I S E N T U N E É Q U I V A L E N C E E N T R E LA C A T É G O R I E E T L A 

C A T É G O R I E St' , L E T H É O R È M E 6-3 E N T R A Î N E Q U E L E S F O N C T E U R S : 

X' = P L X : ® T ' T + £ ' ET P' - P P : # ' © ' 

l u o u 

C A R A C T É R I S E N T U N E É Q U I V A L E N C E ENTRE LA C A T É G O R I E E T L A C A T É 

G O R I E IF ' . 

T O U T R E V I E N T À D É M O N T R E R L E S F O R M U L E S D É F I N I S S A N T L E S 

F O N C T E U R S X' E T P 1 DANS L ' É N O N C É D U C O R O L L A I R E 6-4. 

L A R E L A T I O N (a) D U LEMME 6-2 E N T R A Î N E L A R E L A T I O N : 

v - p, x - p, t r j . - p, t p. r 

E T L A R E L A T I O N (3) D U LEMME 5-3 I M P L I Q U E A L O R S : 

X' = t' r . 
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La relation (l f) du lemme 5-3 entraîne la relation : 

y ' = y P o = j* p s p Q = j* Ç p # s' 

et la définition du foncteur P^ implique alors : 

y ' = S 1 

ce qui achève la démonstration. 

6-5. COROLLAIRE : Avec les données et les notations du corol

laire 6-4, alors : 

[а] la "foncteur & -ïhodvJLi quasi-cohérent associé" : 

y T = j* P : d - dò^ 

est exact et admet pouA adjoint à droite le joncteur 

pleinement fidèle : 

S A = p^ r 1 : ̂  + . 

En particulier, tout (produit quasi-cohérent 

G est determine par le k-module p # r
fG = p # r

f(U,G) 

de ses sections au-dessus de u et pour qu'un objet 

M de <4 soit le k-module dos sections au-dessus de U, 

d'un & ̂ -Module quasi-co titrent, 11 jaut et II sujjlt 

que M soit un objet de la sous-catégorie locate 

de la localisation dans , associée à U . 

(б) le foncteur " (P^ModvJLe quasi-cohérent associé" : 

y T T f = P^ : c^ f + ^ 
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est exact et admet pour adjoint à droite le fonc

teur pleinement fidèle : 

En particulier, tout O^-Module cohérent G 

est déterminé рол le k*-module г'G = r'(u,G) de 

бел sections au-dessus de и et pour qu'un objet 

M f de vt' soit le k1-module des sections au-des

sus de U , d'un &^-\koduJLe quasi-cohérent, Il 

faut et II suffit que M ' soit un objet de la sous-

catégorie locate %?' de la localisation j£ r dans 

c£' , image par p de 5?у . 

Les relations (3) et (1) entraînent la relation : 

u T = j P S T = j P 1^ = j P L

u

r P 

et la relation [c') du lemme 6-2, implique alors : 

P T = j 3^3 P 

et d'après la relation (2), il en résulte la relation : 

.m v 

P T = j P 

La relation (3) entraîne la relation : 

s * • s T r j . = h r j* 

et les reLations (b) et [a') du lemme 6-2, impliquent alors : 
S X = P*

 ru j . = p. r' J* J. 

et d'après la relation (2), il en résulte la relation : 
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S A = p # T ' . 

La démonstration du corollaire 6-4 a établi la relation : 

La relation (1) du lemme 5-3 entraîne alors la relation : 

p 1 T' = p p T f = p T p . 
o * 

La relation p T = j P démontrée ci-dessus et la défini-
tion du foncteur P^ impliquent donc la relation : 

P f T f = P^ . 

La démonstration du corollaire 6-4 a établi la relation : 

et compte tenu de la relation : P q Pj = 1 ^ , elle est équiva
lente à la relation : 

X = p X 1 . 

La relation : Sj = S f
 P j établie dans la démonstration du 

lemme 5-3, entraîne alors la relation : 

S f X F = S 1 p X = Sj X = Sj P O X' . 

La relation : X ? = T' rf du corollaire 6-4 entraîne donc 

S' X F = Sj P o T r T f 

et la relation (1) du lemme 5-3 et les relations (a), (b') et 
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[a1] du lemme 6-2 impliquent la relation : 

s' х- = s, T р ж г- = s, T r j e = г и j e = r« j * j e . 

La relation (2) entraîne alors la relation : 

S f X T = Г 1 . 

Ces relations étant démontrées, il en résulte facilement 

les relations : 

(SX)(yT) = 8 1 = 1^ et (yT)(SX) - y 1^ X = yX = I 

ainsi que les relations : 

(S'X'Xn'T') * S fT f = L f et (y'T f)(S fX f) - u'I^X' =y fX' * 

Les affirmations complémentaires du corollaire 6-5, résul

tent alors immédiatement des propriétés générales d'une locali

sation. 

6-6. LEMME : Etant donno, un annzau (non nzczbscujizmznt commuta-

tLQ A , âolt = Mod A la catzgotUz dzb k-modulzò 

[à g a u c h e ) . 

Etant donnzzJb dzux locaJbUoutiom x zt $£ dam &>£. 
о 7 

òt <£? QJL Se 6ont 1ал 6ouÀ~catzgosUz& locales dz crf 

dztznmlnzzb рал x zt S£q > òotznt S e t S IQA £onc-

. tzu/u canontquzò rf'tnjzcXton dz % dam zt dz SC 

о 
dam o/tt et òolznt T zt T Q Izò ionctzuAò canontquzò 
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deé dans & et de<fi dans S6 q tels que les. foncteuns 

localisations L et L des localisations âf et £ 
о о 

soient canacténisés рак : 

L = ST et L = S T 
о о о 

avec : 

TS = 1 ^ et T S » I. 

Klohs, si la localisation St est plus fine ~ о 
que la localisation SC, Il existe des foncteuAS 

uniques : 

a : £ + eX T : JS? - if о о 
£e£ô que. : 

s = s a г* T = T T . о о 

Ре p£aô £e ^ОпеХеиЛ pleinement fidèle a eô>t 

adjoint à droite au foncteuA exact т . 

L'hypothèse entraîne que la sous-catégorie localisante ^ 

de est une sous-catégorie de la sous-catégorie localisante 

de ^ . L e corollaire 4-4 de Гю1 montre alors que S? о о u J ^ о 
est une sous-catégorie pleine de , ce qui assure l'existence 

et l'unicité du foncteur pleinement fidèle о vérifiant S = S а . 
v о 

Comme le foncteur exact T q s'annule sur ^ E T P A R suite sur 
puisque la catégorie est équivalente à la catégorie quotient 
c^/<^ , les corollaires 2 et 3 (p. 368 et 369) de [з] montrent 
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qu'il existe un foncteur exact unique т de 5? dans , véri
fiant T = T T . 

о 

Le foncteur S étant un adjoint à droite au foncteur T э о J о * 
il existe un isomorphisme fonctoriel canonique : 

Hom^ (T Q S • , •) = Hom^ ( S • , S Q •) . 
о 

Puisque le foncteur S est pleinement fidèle, la relation 

T S = т T S = т I » T et la relation S = Se donnent alors о о 
un isomorphisme fonctoriel : 

Horn^ (T • , •) = Hom^(»,a •) 

ce qui achève la démonstration. 

6-7. LEMME : Etant donné un anneau [non nécessairement commu

tait f) A , 60tt Mod A la catégorie des k-modules 

(à gauche). 

Etant donnée une localisation % dans de, салас-
térlsée рал. un ensemble topologisant et Idempotent 
d?, soit 

p : A + A f 

Vkomomorphlsme canonique de A dans Vanneau localise 
A 1 = A ^ de A poux la localisation , soit d' Ha 
catégorie des k'-modules [à gauche) et soit F le fonc-
teuA de cftdans rf' tel que le foncteur localisation 
canonique h de к soit caractérisé par : 

L = p F . 
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«чу 

Pour toute localisation S? dans c/f, plus fine 
«"V/ О 

que ¿a localisation S? et caractérisée pax un en

semble topologisant et Idempotent , sott 

= P( S £ Q ) la localisation dans <d} , image par. 

P de et caractérisée рал Vensemble topologi

sant et Idempotent = p ( <&Q) , image par p de 

Ф о » а£ол>б : 
(a) L'anneau localisé AV^., cíe A' роил if T coïncide 

avec anneau localisé A_ de A pour S£ et £eò ho-

% 0 

momorphlsmes canoniques : 
p T : A 1 + А п = A' e¿ p M : A •> A , f = A 

^ o 4> 

vérifient la relation ; 

P 1 1 - P 1 P . 

(b) S¿ c# ! = Mod A" est la catégorie des k"-modules 

[à gaucke) et si Y et Y* sont les joncteurs de c/ê о о 
dans of " et de v?f dans d" tels que las joncteurs 
localisations L et L T de ¿£ et soient carac-

o о о о 
térlsés par : 

L « p" F eX L f = p f F' о к * о 0 * 0 

alors : 

F = F' F et F 1 = F p о о о о * 
(SU 

Il est immédiat que la localisation ¿f1 = p ( S O est plus 

п/ о о 
fine que la localisation S£' = p(<£) dans c/ê4 , image par p de 

• Le lemme 6-6 est donc applicable et avec des notations évi

dentes déduites de celles du lemme 6-6, il existe des foncteurs 
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uniques : 

a' : T Q - £ ' et x' : 2 ' -

tels que : 

S' = S T a' et T T = T T' . 
o o 

De plus, le foncteur pleinement fidèle a f est adjoint à 

droite au foncteur exact x 1 • 

Avec les notations du lemme 5-3 et de sa démonstration, 

le foncteur F introduit dans le lemme 6-7 est caractérisé par : 

F » Sj T = S 1 p T . 

Le foncteur T q de dans défini par : 

T = T 1 F 
o o 

vérifie donc : 

T - T' T 1 S' p, T 

o Kl 

et comme T ' S 1 = , il en résulte la relation : 

T Q = T' P j T . 

Compte tenu du lemme 6-6, cette relation montre que le 

foncteur T Q est exact et admet pour adjoint à droite, le fonc

teur pleinement fidèle S q de dans ^défini par : 

S = S p a 1 • 
o K o 

Soient et les sous-catégories localisantes de sF 

O 
et de if' . 

o 
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Pour tout objet M de rf, la condition T^M = 0 signifie 

que FM = S T pj TM est un objet de , c'est-à-dire que 

p S' p TM est un objet de ^ et d'après I 2 lemme 5-3 
* 1 o 

cette condition signifie que STM est un objet de % . Comme 

la localisation ^ est plus fine que la localisation Sg > il 

est facile de vérifier que pour que STM soit un objet de ^ , 

il faut et il suffit que M soit un objet de % . 

Ainsi, la sous-catégorie localisante est le noyau du 

foncteur T 
o 

La proposition 5 (p. 374) de [3] montre alors que le 

foncteur T q induit une équivalence entre la catégorie quotient 

<Âjip et la catégorie X f . De plus, le foncteur localisation 
\ j 0 o 

L vérifie : 
o 

L = S T 
o 0 0 

Il en résulte en particulier que l'anneau localisé Â R-

de A pour ico est l'opposé de l'anneau des endomorphismes 

de l'objet T q A = T^ FA . Comme FA = A 1 , 1 !anneau localisé 
«X/ 

A'^-, de A' pour S£Q est l'opposé de l'anneau des endomorphismes 

de l'objet A' et par suite : 

A = A" = A' , . 

Il est alors immédiat que les homomorphismes canoniques 
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p f et p" vérifient : 

p" - p' p . 

En introduisant la localisation Sf" = p f ( 5 C r ) dans e^" , 

image par p f de Sf^ , avec des notations évidentes analogues 

à celles du lemme 5-3, les résultats précédents montrent que 

le foncteur de dans est caractérisé par : 

F' « S" p! T f 

o 1 o 

et que le foncteur F q de çâ dans c4" est caractérisé par : 

F = S n p ! T . 
o l o 

La relation : T - T f F entraîne alors la relation : 
o o 

F = F 1 F . 
o o 

La relation : T f - T 1 T 1 et le lemme 5-3 entraînent la 
o 

relation : 

T' - T 1 T' * T 1 p, T p^ 
o 1 * 

et la relation T Q

 S T ! pj T entraîne alors la relation : 

T f « T p 
o o * 

Il en résulte la relation : 

F T = F p 
o o * 

ce qui achève la démonstration. 
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6-8. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, &x) , associé 
à un annQAU commutatif A , pouX tout ouvert quasi-
compact и de x , en posant A f = г(и, ф^) soit : 

p : A + A 1 

V homomorphisme canonique d'anneaux déterminé рак 
la restriction à l'ouvert и de x et si (x f, (5>̂ f ) 
est le schéma ajjine, associé à l'anneau A 1 , soit 

cp : x f ^ x 

l'application continue caractérisée pax Vhomomor

phisme p • 

En posant u f =cf"1(U) , soient (u, O^) et 

(U f,<&^,) les préschémas induits Sur U et U f par 

les schémas amines (x, (5X) et (x',0^ t) • Mors : 

(а) L'ouvert U' = CF"" 1(U) de X 1 est un ouvert quasi-
compact, partout dense dans X f et Vhomomorphisme 

canonique d'anneaux 

P 1 : A 1 = Г ' ( Х \ ^ , ) - r' (U 1, 

déterminé pax la restriction à l'ouvert U T de x' 
еб£ tin isomorphisme. 

(б) L'application continue <f>: x f X induit un 

homéomorphisme w de Vouvert U f de X' l'ouvert 

V de X , tel que : 

© D - w . ( ^ f ) . 
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Au&itmznt dit, w caAacX&sUs e un isomorphisme 

de préschémas : 

w : (u», - (u, e>D> . 

Soit c$ = Mod A la catégorie des A-modules et soit 

c^f = Kod A' la catégorie des A'-modules. Soit S6 = Sf^ la lo

calisation dans çfà) associée à l'ouvert quasi-compact U de X 

et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent 

D'après le théorème 4-3 et le corollaire 4-4, l'anneau 

A' * T(U, ^ x ) est le localisé de l'anneau A pour la loca-

lisation a? et l'homomorphisme canonique p coïncide avec l'ho-

momorphisme ^ . Le théorème 5-9 montre donc que l'application 

continue cp : x' X induit un homéomorphisme w de l'ouvert 

U' -<f - 1(U) de X' sur l'ouvert U de X . 

Pour tout ouvert U q de U , c'est-à-dire pour tout ouvert 

U Q de X tel que U Q C U , en posant lT = w" 1 (U q) -«p-'flj ) , soit 

& o - la localisation dans coassociée à l'ouvert U q de X et 
o, ^ 

caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent ^ 

et soit = «fjjt ^ a localisation dans ĉ K' associée à l'ouvert 

de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo-

tent « . D'après le lemme 5-8, la localisation Sff dans 

C v̂/ 

e#' est l'image par p de la localisation §£q dans Se. 
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Puisque la localisation ^ est plus fine que la localisa

tion le lemme 6-7 entraîne la relation : 

F M = F ' (FM) 
o o ' 

pour tout objet M de <&. 

Si l'ouvert U q est quasi-compact (par exemple si U q est 

un ouvert affine spécial) le théorème 4-3 et le corollaire 4-4 

donnent les relations : 

T(U ,M) = F M 
o o 

et 

P' (IT ,FM) = F^(FM) 

qui entraînent donc : 

r(U Q,M) = r'(U^,FM) • 

Si j et j' sont les foncteurs images réciproques déter

minés par les morphismes de préschémas j et j' associés aux in

jections canoniques de U dans X et de U' dans X' , il en résul

te les relations : 

r(U Q,j* M) = r'(lT,j'* FM) 

pour tout ouvert quasi-compact U q de U . 

D'après la définition du foncteur image directe w , la 
-1 

relation U' = w (U ) entraîne : 
o o 

r(UQ,w^ j'* FM) = r'(lT,j'* FM) 
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et il en résulte donc les relations : 

r ( U o , j * M) = r(U Q,w^ j ' * FM) 

valables pour tout ouvert quasi-compact U q de U . 

Puisque j M et w # j ' FM sont des faisceaux sur U et 

que tout ouvert de U admet un recouvrement par des ouverts 

quasi-compacts, les relations : 

r ( U Q , j * M) = r(U o,w^ j'* FM) 

restent valables pour tout ouvert U q de U , ce qui entraîne 

la relation : 

( O j M = w # j' F M . 

En particulier, puisque FA = A ! , cette relation entraîne 

j A - w, j' A' 

c'est-à-dire la relation : 

(2) <*D - * 

Il en résulte que l'homéomorphisme w de U F sur U et le 

morphisme identique de 0^ sur ^ ( 0 ^ , ) caractérisent bien 

un isomorphisme de préschémas: 

W : (IT, 0£ f) + (U, C y 

ce qui achève la démonstration de la partie (6). 

Avec les notations du lemme 6-7, pour tout ouvert quasi-

compact U Q de U , 1 fhomomorphisme canonique : 
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p' : A* ->• A " = A' 

est 1'homomorphisme canonique, de l'anneau : 

A' = T(U, 0 X ) = r'(X', 0^) 

dans l'anneau : 

r(uc<V " A « = A " = A' , = r-cu;,̂,) 
^ 0 O 

déterminé par la restriction à l'ouvert U' de X' • 

En particulier, si U Q = U , ce qui entraîne I T = U ' , il 

en résulte que l'homomorphisme canonique : 

p' : A' = r'(X', -v r'(U', C^ , ) 

est un isomorphisme. 

Il convient de remarquer que ce résultat exprime que 

l'anneau A' coïncide avec l'anneau localisé de A' pour 

la localisation <?' = J^, dans &€' , associée à l'ouvert U' 

de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo

tent g?' = ^ u ? . 

Il en résulte en particulier la relation : 

(3) #?' A' = 0 . 

Puisque w est un homéomorphisme et que U est un ouvert 

quasi-compact de X , l'ouvert U' de X' est également quasi-

compact. Il existe donc une famille finie (g 1.). , d'éléments 

J J J 
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de A T , telle que : 

U» = U D(g!) . 

Soit f un élément de A' tel que l'ouvert affine spécial 
D(f') de X* vérifie : 

D(f')0 U' = 0 . 

Pour tout j €J , il en résulte : 

D(f gj) = D(f')0 D(g!) = 0 

et par suite, il existe des entiers n. tels que : 

(f g ! ) ^ = 0 . 

Si n est un majorant des entiers n^ pour j e j , en posant : 

f» = f'n et f. = g'.n 

o j & j 
pour tout j e j , ce qui entraîne à fortiori : 

f f! - 0 
o J 

pour tout j e J , les relations : 

D( gp = D(fj) 

pour tout j e J , entraînent : 
U* = CJ D(f.) 

j ej J 

et de plus ; 

D(f') = D(f^) . 
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Les relations f̂  = 0 pour tout j ̂ J' montrent que 
l'annulateur de f T contient l'idéal : о 

a' = Ц A ' f! 

de A F qui appartient à l'ensemble topologisant et idempotent 
9?' = *3^t . Il en résulte la relation : 

f eg?' A ' 
о 

et la relation (3) entraîne : 

f = 0 о 
ce qui donne : D(f') = D(f^) = 0 . 

Ainsi tout ouvert affine spécial de X' disjoint de U' 
est vide. Il en résulte que U' est partout dense dans X' , ce 

qui achève la démonstration de la partie (a). 

6-9. COROLLAIRE : Avec les données et les notations du théorème 

6-8, soit Ф ld morphisme du schéma ajjine (X',(5^ f) 
dans le schéma ajjine (X, <2?x) déterminé par Vhomo-
morphisme p et soit F le joncteur de cA dans <Л' tel 
que le joncteur localisation L de la localisation 
5 ? = ^ dans v£, associée à Vouvert U de x,soit 

caractérisé par : L = F . 

SI j et j' sont les joncteurs images récipro

ques déterminés par les morphismes de préschémas j 
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oX j ? asòoctéò aux injections canoniques de U dans 

x et de V dans x f , alons : 

(а) Tout objet M deJhvénlile : 

j M = j ! FM 

(б) Tout objet M f de c^' ventale : 

j f M 1 = w m j *^ M 1 . 

Compte tenu de la relation : 

la partie (a) est une conséquence immédiate de la relation (1) 

établie dans la démonstration du théorème 6-8. 

Comme dans la démonstration du théorème 6-8, le 1 emme o—7 

entraîne la relation : 

O O * 

pour tout objet M' de c£} , ce qui implique la relation : 

r1 (U* ,M f) = r(U ,p^M !) 
o ' o * 

pour tout ouvert quasi-compact de U' . U n raisonnement ana

logue à celui de la démonstration du théorème 6-8, conduit à 

la relation : 

j'* M» = w^ 1 j* p ^ ' 

La partie (fa) est alors une conséquence immédiate de la 
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relation : 

P T " M ' = Ф * ( ^ ? ) 

qui résulte de la proposition (1-6-3) de [7] . 

7 - OUVERTS AFFINES DES SCHEMAS AFFINES. 

7-1. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, (9^) , associé 

a un anneau commutatif A , soit c& - Mod A la caté

gorie dos k-mo dales. 
PouA tout ouvert quasi-compact U de X , Soit 

(U, 6^) le préschêma Induit SUA U par le schéma 

affine (X, 0 X ) , soit tfy la catégorie dos ^-Mo

dules quasi-cohérents et en posant A' = r(U,é^) = 

r T(U,(^) soit &y = Mod A ? la catégorie des A ? - m o 

dules . 

Mors, Il y a équivalence des conditions sui

vantes : 

(a) L'ouvert и de x est un ouvert affine. 

(b) Le foncteur section r' de 63^ dan* c^-' déter

mine une équivalence. 

(b') Le ^опс^еол г' de fô^ dan* <ЛХ ê st exact. 

(c) La localisation $ dans e€, a**ocxêe à Vou

vert U de X , exacte. 
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[c') La localisation Sf dan^ , associée à V ou

vert U de X , £6* plate. 

(d) Tou£e famille finie ( f . ) d'éléments de A , 

telle que : 

U = L-J D(f.) 

J€ J J 

vérifie la condition : 

(d ) Il existe une famille ( g . ) . T de sections 
о J J€ J 

g. 6 r(U, 6>) , £e££e que ; 
J A 

X I g ( f |U) - 1|U . 

j e j J J 

(d') I£ exXô^e au moins une famille finie ( f . ) . 
J J £ J 

d'éléments de A , ;te££e Que : 

U - LJ D( f ) 

et vérifiant la condition (d ). 

(e) Tout idéal de type fini d de к admettant un 

système fini de générateurs (f.). et tel que 

и = D(ct) p vérifie la condition : 

[eQ) Si и : A •+ A Q est Vhomomorpkisme canonique 

de A dans l'anneau quotient A de A par l'idéal i 
о о 

constitué par les éléments de A , annulés par une 
puissance de <X, il existe un entier n et une fa
mille (h.). de к-homomorpkibme h. de Q. n dans 
A Q , £e££e que : 
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7 ~ h (x) u(f.) = u(x) 
j e J J J  

роил tout x eo . n . 

(e*) II existe au moins un Idéal de type jlnl CL de 

A , admettant un système jlnl de génénateuAS (f.). 
J J * J 

et tel que U « D(a) , ventilant la condition U 0 ) -

Soit 5?=SÉ^ la localisation dans coassociée à l'ouvert U 

de X et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent 

^ = ' P u ^ s c l u e Couvert U de X est quasi-compact, le théorème 

4-3 et le corollaire 4-4 montrent que l'anneau A' est l'anneau 

localisé A ^ de A pour la localisation S?. Il en résulte que 

l'anneau A' est caractérisé par : 

A' = A ^ = lim Hom(I, A / ) 
* 1 7 § 3fA 

et l'homomorphisme de restriction p de A dans A' coïncide avec 

l'homomorphisme • 

Tout d'abord, pour qu'une famille finie ( f . ) . ^ d'élé-

ments de A vérifie 

u - D < f 4 ) 

j e J J 

il faut et il suffit que (f.). , soit un système fini de géné-
J J € J 

rateurs d'un idéal de type fini a de A, tel que U = D(CL) • 

D'autre part, pour tout idéal de type fini 01 de A 

vérifiant cette condition, l'ensemble^ admet pour système co-
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final les puissances de CL et par suite l'idéal I Q introduit 

dans la condition (e^) coïncide avec l'idéal ^PA , ce qui 

entraîne A q = A ^ . n e n résulte alors que l fanneau A T 

peut être caractérisé par : 

A' = % = l i m > Hom(a n > A Q ) . 
* neIN 

Compte tenu de la caractérisation classique de la struc

ture multiplicative de l'anneau A^. , ces remarques entraînent 

immédiatement l'équivalence des conditions [d^] et (e^) • 

Il en résulte immédiatement que les conditions [d] et (e) 

sont équivalentes et que de même les conditions [d*} et (e.1) 

sont équivalentes• 

Le théorème (1-4-1) de [7] montre que la condition (a) en

traîne la condition (fa). 

Il est évident que la condition (fa) entraîne la condition 

Les relations (a) et (c) du lemme 6-2 entraînent la rela

tion 

h • p* r J p • 

D'après le corollaire 6-5, le foncteur j P est exact et comme 

le foncteur p est exact, si le foncteur r f est exact, le fonc-

teur localisation L^ de la localisation ££=5^ dans est exact. 

Ainsi, la condition (fa') entraîne la condition (c). 
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Puisque l'ouvert U de X est quasi-compact, la proposi-

tion 2-9 montre que la localisation ££ = 5 ^ dans c# est de type 

fini. La proposition 3-5 et le théorème 3-6 de [l \ \ montrent 

donc que la condition (c) entraîne la condition (c'K 

Soit j£f - p(j£) la localisation dans é% ' , image par p 
«Si* 

de la localisation $t et caractérisée par l'ensemble topologi

sant et idempotent ^?' = p(^) image par p de l'ensemble W . 

D'après le théorème 3-6 de [il], pour que la localisation 

= if dans ̂  soit plate, il faut et il suffit que l'ensemble 

vérifie 

W - {A'} . 

En particulier, lorsque la localisation < ^ = ^ u

 d a n s 

est plate, pour tout idéal 01 de A tel que CL € ̂ , le lemme 

5-2 entraîne que l'idéal A'p(CL) de A' est un élément de S?' 

et par suite : 

A' p(a) - A' . 

Toute famille finie (f.). T d'éléments de A , telle que : 
J J € J 

U = l — J D(f.) 
3 € J J 

est un système fini de générateurs d'un idéal de type fini Q. 

de A vérifiant : U = D(Q.) et par suite : O - £ ^F. 

Ce qui précède montre donc que la condition (c') entraîne 

JZ. A' p(f•) = A' 
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ce qui équivaut à l'existence d'une famille (g.). ~ T d'éléments 

g. e A' , telle que : 

ZZ g, P(f:> - 1' • 
J € J J J 

L'interprétation de p comme l'homomorphisme de restric

tion à l'ouvert U de X , montre que les éléments P(fj) de 

A' = T(U, 0 ) sont les restrictions (f.|U) à U des sections 

X L 

f.€A = T(X, & ) et comme l'élément unité de A' est la res-

L X 

triction à U de la section unité au-dessus de X , la relation 

précédente s'écrit : 

JZ g. (f.|U) - 1|U . 
j € J J 

Ainsi,la condition (c') entraîne la condition (d) . 

Il est évident que la condition (d) entraîne la condition 

id'). 

Compte tenu des équivalences établies au début de cette 

démonstration, pour l'achever, tout revient à montrer que la 

condition (d') entraîne la condition (a). 

La condition [d1) signifie que la famille ( f . ) - ^ T d'êlé-

ments de A est un système fini de générateurs d'un idéal de 

type fini CL de A , vérifiant U = D(CL) et pour lequel il existe 

une famille (g.). T d'éléments g. de A 1 , telle que : 
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Puisque l'anneau A T est commutatif, pour tout entier n , 

la considération de la puissance n

L e m e des deux membres de la 

relation précédente, montre que l'élément unité 1 T de A' peut 

s'écrire sous la forme d'une combinaison linéaire, à coeffi

cients dans A' , d'éléments de A' qui sont les images par p 

d'éléments de l'idéal Ci n . Autrement dit, il en résulte la 

relation : 

A ? p(a n) - A' 

qui montre que A' est le seul idéal Q ' de A' vérifiant : 

Comme la condition U = D ( Q ) entraîne que l'ensemble to

pologisant et idempotent t3?= admet pour système cofinal les 

puissances de l'idéal Cl, le lemme 5-2 montre que l'ensemble 

topologisant et idempotent Ĵf' = p C ^ ) , image par p de l'en

semble vérifie : 

W = {A'} . 

Soit (X', le schéma affine associé à l'anneau A' et 

soit C P : x ' x l'application continue déterminée par 1'homo

morphisme d'anneaux p : A A' . L e lemme 5-8 entraîne que la 

localisation ¿£ f = p(¿£) dans 6^' est la localisation <S^ t dans 

, associée à l'ouvert U' = CP~ 1(U) de X' . La relation 

tJF1 = {A'} entraîne donc U' = X' et le théorème 6-8 montre que 

l'application continue <f : X' -*> X induit un homéomorphisme w 
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de X 1 sur l'ouvert U de X , qui caractérise un isomorphisme 

de préschémas : 

W : (X 1, 0£ f) - (U, e>n) 

La condition (cT) entraîne donc que le préschéma (U, 0 ) , 

induit sur l'ouvert U par le schéma affine (X, 0^) , est iso

morphe au schéma affine (X', > c'est-à-dire que l'ouvert 

U de X est un ouvert affine. 

Ainsi, la condition [d1) entraîne la condition (a), ce qui 

achève la démonstration. 

7-2 - Notations - Etant donné un schéma affine (X, 0 ) , asso-

• A. 

cié à un anneau commutatif À , pour tout ouvert U de X , en po

sant : A' = T(U, &y) , le foncteur section r ( U , 0 de la catégo

rie des (5^-Modules (non nécessairement quasi-cohérents) dans 

la catégorie ce1 = Mod A' des A'-modules, est exact à gauche. 

p ième 
Pour tout entier p^o , soit H r ( U , 0 , le p foncteur 

dérivé du foncteur r(U,0 • Ces foncteurs H^(U,*) caractérisent 

un joncteur co homo logique universel [6] , noté H*(U,*) , de la 

catégorie des 6? -Modules dans la catégorie oê1 des A'-modules 

d'après une remarque analogue à la remarque (0-12-1-2) de [8] . 

De même, pour tout entier p^O , soit H P(U,*) le p 1^ 1 1 1 6 f o n c -

teur associé au foncteur r(U,0 par la méthode de Cech. (Voir par 

exemple [s] ou [9] ) . 
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7-3. LEMME : Etant donné un schéma affine (X, 0 ) , associé 

à un anneau commutatif A , pour tout ouvert affine 

U de X , tout & -Module quasi-cohérent M , vérifie : 
A 

H F(U,M) = 0 

pour tout p>o . 

Tout d'abord, il est immédiat que tout ouvert affine U de 

X est quasi-compact. 

Soit Xh un recouvrement ouvert de l'ouvert quasi-compact 

U de X , par des ouverts U. = D(f.) , caractérisés par une 

3 3 
famille finie ( f - ) . ^ T , d'éléments de A , vérifiant 

U = V_J D(f.) . 

j€ J J 

Le théorème 7-1 entraîne qu'il existe une famille (g.). T 

3 3 € J 

de sections g. £ r(U, &) , telle que : 
3 A 

ZL g- (fju) - i|u . 
j£J J J 

Pour tout 0L-Module quasi-cohérent M , la restriction 

M|U de M à l'ouvert U est un (0Y|U)-Module quasi-cohérent et 
A. 

le corollaire (1-2-4) de [8] entraîne alors : 

H P(1U, M) - 0 

pour tout p>o . 

Comme les recouvrements ouverts de U , de la forme 1Àûy 
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sont arbitrairement fins , par passage "à la limite inductive", 

il en résulte alors : 

H F(U,M) = 0 

pour tout p>o , ce qui achève la démonstration. 

7-4. COROLLAIRE : Etant donné un schéma affine (X, 0 ) , asso-

été à un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de 

x , avec les notations précédentes, Il y a équivalen

ce des conditions suivantes : 

[a) L'ouvert u de x est un ouvert affine. 

(b) L'ouvert U de X est quasi-compact et tout 

&-Module quasi-cohérent M , vértjie : 
A. 

H P(U,M) * 0 

pour tout p>o . 

Naturellement, tout ouvert affine de X est quasi-compact. 

Soit U l'ensemble des ouverts affines de X . La proposi

tion (5-5-6) de [7] montre que U ' e l T et U , ! € 0 ^ impliquent : 

U T i U " G *\3~. Il est évident que V contient des ouverts arbi

trairement petits. Enfin, pour tout ^-Module quasi-cohérent 

M , le lemme 7-3 entraîne : 

H q(U',M) = 0 

pour tout q>l et tout U f 6 U~. 
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Ainsi, pour tout (5 -Module quasi-cohérent M , la fa-

A. 

mille 1/*, qui constitue naturellement un recouvrement ouvert 

de X , possède les propriétés a ) , b) et c) de l'énoncé du 

théorème 5-9-2 de [5] . La démonstration de ce théorème 5-9-2 

de [5] établit, par récurrence sur n , que les homomorphismes 

canoniques : 

H n(U',M) + H n(U',M) 

sont bijectifs pour tout 

Compte tenu de ce résultat, le lemme 7-3, entraîne : 

H P(U',M) = 0 

pour tout p>o et tout U'€ 1^" . 

Ainsi, la condition (a) entraîne la condition (b) . 

Avec les notations 6 - 1 , pour tout ouvert quasi-compact 

U de X , le foncteur T y , défini sur la catégorie 60 des 

Modules quasi-cohérents, est la restriction du foncteur section 

T(U , 0 défini sur la catégorie des <2>-Modules. Il en résulte 
A. 

immédiatement que la condition (b) entraîne que le foncteur 

est exact. 

Les relations (c), (a) et (a') du lemme 6-2 entraînent 

la relation : 

Lu = F j P = p. V j P = P J U P 

111 
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et comme, les foncteurs p # et P sont toujours exacts, il en 

résulte alors que le foncteur localisation Ly est exact, 

c'est-à-dire que la localisation jf^ dans ̂ , associée à 

l'ouvert quasi-compact U de X , est exacte. Le théorème 7-1 

entraîne alors que l'ouvert U de X est un ouvert affine. 

Ainsi, la condition (fa) entraîne la condition (a), ce 

qui achève la démonstration. 

7~5. Remarque - Le corollaire 7-4 constitue une généralisa

tion du théorème (1-3-1) de [8]. 
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