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PROPRIETES DES DEMI-GROUPES DE FRACTIONS 

Alain BOUVIER - Alain FAISANT 

MM. ZARISKY et SAMUEL, [lo] ont étudié l'ensemble des élé

ments d'un anneau A rendus inversibles dans l'anneau de frac

tions A]j5 ] , lorsque A est commutatif, unitaire, et intègre, 

et S une partie multiplicative de A. En partant de cette idée 

on étudie pour un demi-groupe D l'application Si > J(S) où 

J(S) désigne précisément l'ensemble des éléments de D rendus 

inversibles dans D [ S demi-groupe des fractions de D par rap

port à S, [ 7 ] . On montre comment cette application permet d'é

tendre aux demi-groupes de fractions d'un demi-groupe quelcon

que certains résultats connus pour les anneaux dans le cas 

commutatif intègre : conditions de fermeture de diagrammes, 

propriétés de transfert pour les homomorphismes, les idéaux, 

la factorisation ; commutation avec l'équivalence de Rees ; 

condition suffisante pour que D[ST soi isomorphe à D [ T S 

Les notations et la terminologie utilisées sont celles de 

[73 dont ce travail constitue une suite. 
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§1. THEOREME FONDAMENTAL 

Si S est un complexe d'un demi-groupe D, on note U> 

l'homomorphsime canonique de D dans D[S J. 

(7-7) Théorème : VOUA tout complexe. S d'an demi-groupe D Vhomo-

moipkumz ^ s : D — > e&t un ÎQÂjnQJL-

pkiMma de la catlgoAle d&6 deml-gioupeA. 

VmorU>t/icutlon : Supposons que u« ̂ g = v« vjjg et soit e l'élément 

neutre de D [s . 

* u(e) = v(e) En effet, S n'étant pas vide, soit s € S ; on a : 

d'une part : u(e)v(e)=u(e)v(^ g(s))v(^ g(s))
 1= su(e)u(LÇ g(s))v(^ s(s))"

1 

=u(vpg(s)) .v(^ g(s))
 1=v(^ s(s))v(cp s(s))

 1=v(e) 

et d'autre part : u(e)v(e)=u(v^g(s))
 1 u ( ^ s ( s))v(e) 

= u(v$s(s))
 1v(^ g(s))v(e) 

- u(v^s(s))
 1v(vp s(s))=u(^ s(s))'"

1u(ip s(s)) 

= u(e) 

s, s es : u(vog(s)
 1 ) =* v(Lp g(s>

 l ) En effet puisque u(e)«=v( e) : 

u(v()s(s)
 1)u(^ s(s))=v((^ s(s)

 1)v(ip g(s)) donc u(9 s(s)"
1)u(^ g(s)) 

= v(4> (s))"1)u(io (s)) 
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soit encore : utygCs)" 1) « v(^ g(s)
 1)u(^ s(s)

 1)u(^ s(s)
 1 

= v(v^s(s)
 1)u(e) = v(lps(s) ̂ ( e ) 

- v ^ g C s ) ) " 1 

^ V x , x€D[s : u(x) » v(x) En effet x s'écrit 
a 

x = ̂ PgCx^) ^ g ( x

n )
 n a v e c ou = 1 et ou = 1 

seulement si x ^ C S . Donc : 

a l a n 1 a n 
u(x) = u(vf s(x 1) ) ... u ( ^ s ( x n ) ^ " ^ Y s ^ l * )--- v(^ s(

x

n> 

- v(x) 

RmaAquz : Il est immédiat que y est simplifiable dans la sous-

catégorie des demi-groupes avec élément neutre, le 

résultat ci-dessus est strictement plus fort. 

§2. L'APPLICATION J 

(2.1) Soit D un demi-groupe : à tout complexe S de D on associe 

le complexe J(S) = {x, x C D , ̂ s(x)eab(D[S et l'on désigne 

par J l'application ainsi définie. 

Lorsque S = 0 le problème universel (D, S ) , [6] , ad

met encore une solution : le couple ( D \ i) où i : D > D̂ * 

est l'injection canonique. Ceci permet de prolonger J à l'en

semble <?(D). (il est à remarquer que i n'est pas nécessairement 
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un•épimorphi sme) 
. Il est clair que J(D) = D, J(0) = U(D) et que J(S) = 0 équi
vaut à S = U»(D) = 0 

. VS, S € ? ( D ) : SÇJ(S) et J(S) est une partie stable de D. 

(2.2) УяороьлЛЛоп : Роил touZa parvUe. S de D J(S) ut la plué 
gtiandz du poJitiu T de D tzllu que. 
D J Y " 1 ] * D ^ " 1 ] pan. an tbomoKphume, a toJL 
que a e ip T = ips 

VmOYbb&ioutlOYl : . On a D[j(S) L~\ * D [ S l] ; en effet ц>8 rend 

inversibles les éléiçents de J(S) et il existe donc un unique 
homomorphisme a tel que a« 4*j(s) = ' d'autre part S Ç J ( S ) 

donc pour la même raison il existe т unique homomorphisme tel 
que т9 ^ = 4>j ( g ) . On en déduit сг вт 0 ^ = ц>8 et x . o . i f j ( S ) - V j ( g ) 

donc, (d'après (1.1)) : а©т » 1 et x ea = 1. 

. si a : D [T"^J > D [ S _ 1 ] est un isomorphis-
me tel que a Q ц>т = upg 

On a V t e T ipg(t) - a e V T(t) = a(i?T(t)) e a(4b(D[T"1]))çu(D[s""1]), 

donc t c J ( S ) . Ainsi TÇJ(S) 

[2-3] СокоЛЫлла : Vapptlcatlon J ut une £елтг£илг дил ^ ( D ) . 

. J est extensive car S Ç J ( S ) . 

. J est croissante : si S ç T Ф т rend inversibles les éléments 
de S donc il existe un homomorphisme unique о tel que € evp 

T S T " 
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Comme a conserve l'élément neutre, [ô] , si x^J(S) 

^ s(x )€U>(D[s" 1]) d ' o ù ^ C x ) = 60 L f s(x ) C cU 3(D[T"
1]) soit : xeJ(T). 

J est idempotente: d'après (2.2) D J V 1 ] ̂ ^ ( S ) " 1 ] - D [ J 2 ( S ) " " 1 ] ; 

il résulte alors de (2.2) que J 2(S)Ç;J(S) donc J 2(S) = J(S) . 

n j(s) = J ( T ) 

2) D [ S - D [ T par un isomorphisme a tel 

que a 0 a?T = 4>g 

3) 4> S(T)eU( D[s"
1]) et vfT(S)ç U>(D [ T "

1 ] ) 

Vmonà&icutxon 

1 ) = > 2 ) . car d'après (2.2) : D ^ " 1 ] ^ D [ J ( S ) " 1 ] = D ^ K T ) " 1 ] ^ ^ " 1 ] 

2)=>3) car (D[S <^g) et ( D ^ T " 1 ] , q>T) sont alors solutions 

du même problème universel 

3)=>1) Si ^(DçutDfs" 1]) on a T^J(S) donc J(T)çJ(S) d'après 

(2.3). De même J(S)Ç J(T) . 

(2.5) Pour tout complexe S de D : J(S. U>(D 1)=J(S) .U<D 1)=J(S) 

. J(S)ÇJ(S)U,(D 1) d'une part ; d'autre part si x = y. uej(S) / M D
1 ) 

alors ips(x)e ̂ (D^s"1]) donc x e j ( S ) . 

. On a J(S)ÇJ(S.U(D 1)) car S Ç S . U ( D 1 ) et d'après (2.3)- Ré

ciproquement J(S. U>(D L)) Ç j(s) 

car S. U(D 1)çj(s) et d'après (2.3). 
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VzAZnltlonà : On dut qu1 une. pa/ubie. S u t un jvmt S = J ( S ) . 

Un ouv&U Ut It domploMZYvtaJjit d'un £eAjn£. 

(2.6)tt>(D) est le plus petit fermé 

En effet U>(D) est fermé : si U(D) = 0 on a J(0) = 1U(D) = 0 

si u(D) + 0 on a D ^ D ) " 1 ] cf [ô] 

donc J(U(D)) = M D ) 

U>(D) est le plus petit fermé car pour toute partie S:îfe(D)ÇJ(S) . 

On ne connait pas encore la caractérisation des fermés 

dans le cas général. Remarquons toutefois que si <S> est le 

sous-demi-groupe engendré par S : {x, x e D , xDx n<S> ^ 0} ç J ( S ) 

car si xyxcxDx alors vfg(xyx)e U(D[S"" 1]) donc Lps(x)e
<U,(D [s""1] ) 

et x €j(s). 

(t.7} Tfeeo îeme : Soit s an complexe, d'an doml-QHoupa commatcubi^ B: 

1) J(S) = {x, x D, xD <S> ^ 0} 

2) Lu ^QJmu de V *ont l u pa/ttiu Atablu 

conA-Utouitu qJl l u ouveAtA 6ont l u Idéaux 

p^emleju. 

QmonùtXCUtLon : 1) Si xy€<S> alors cpg(xy) est inversible donc 

vj>g(x) aussi car D est commutatif et l'on a 

x e j ( S ) . Si x c j ( s ) il existe (a, s)£DX <S> 

tel que : 4>g(x) M>g(a) M^Cs)" - ^ [ s " 1 ] 

donc il existe t^<S>tel que xat = st€.<S> 
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) J(0) = %(D) est une partie consistante et stable ; 
si S Ф 0 : xyCJ ( S ) entraîne Ц>с(х) (y)eU(D [ s " 1 ] ) 

ь ь 
donc x, y £J(S) . 
Si S est stable et consistant soit x € J(S) ; il 

existe d'après 1) y e D tel que xy € <S> = S d'où 

x C S d'après la consistance de S. 

Rgm/igag/ : • La réunion de deux fermés n'est pas nécessaire

ment un fermé car l'intersection de deux idéaux premiers n'est 

pas nécessairement premier. 

[2.8) Со^оЛЛалла : Solznt S et T deux сотр1гхгд d*un demi-gioupz 

cornmutcuUfi D. Lu abbosutlovib ^nlvantu Aont 

a) J ( s ) = J(T) 
b) Роил tout OUMQAt A : Ao<S> ф 0<=>An<T> ф 0 

a ) = > b ) Si x ^ A n < S > comme <S>ç J(S) on a x^J(S) donc x € J(T) 
soit, d'après (2.7) il existe y € D tel que xy с <T> et 
comme A est un idéal : х у € А п < Т > Ф 0 

b ) = > a ) £j(S) est un ouvert et £j(S)n<S> = 0 d'où [j(S)o<T>= 0 

c'est à dire que TÇJ ( S ) donc J(T) ÇJ(S). De même 

J(S)ÇJ(T). 
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§3. PROPRIETES VI TRANSFERT POUR LES HOMOMORPHISMES. 

Soient D et D 1 deux demi-groupes, S une partie de D, 
T une partie de D f et f : D > D 1 un homomorphisme. 

(3.1) Les assertions suivantes sont équivalentes 

1) il existe un unique homomor- D > D' 
phisme f conservant l'élément neutre tel.. 
que fa Ц> -If .f * , * 

S T D [ S L ] | >D'[T X ] 
2) f(S)çj(T) 

Dans ce cas on a f(J(S))£J(T) 

1) ! >2) Soit x = f(s)ef(S) :ц> т(х) = ̂ o f (s)=f 0^ s(s)6U(D 1 [т"1] ) 

car f conserve l félément neutre, donc x^:j(T). 

2)=>l) Lf ©f rend inversibles les éléments de S donc il existe 

f conservant le neutre tel que fo 4> =4 ) r ref. L'unicité 

de f 8*611 déduit aussitôt. Il est clair que f(J(S))CJ(x) 

(3-2) Théorème : a) f еа-t an zpÂmoKphÀAmz, iZ en еб£ de même 

роил f 
Ы Роил £oate paJitlz S de D f(J(S))ç j(f(s)) 

c) S^ J(f (S)) = J(T) zt ¿1 i u t SL&tA.a<LtabZz, 

f V u t 

d) SI de p£aô J(f(S)) - f (J(S)) U U £ u t *ил-

jzctii [лебр. >сдотолр/и^те] Il en eà t̂ de 

iwewe роил £ 

VfanOYbbt/lOitLOYl : 

a) Immédiat puisque ц>§ et ц»Т sont des épimorphismes (1.1). 



123 

Propriétés des demi-groupes de fractions 

b) On a f(S)Qj(f(S)) donc d'après (3.1) f (J(S))ÇJ(f (S)) 

c) On a toujours (dès que f existe) : f ( J ( S ) ) Ç j ( f ( s ) ) Ç j ( T ) , 

Si de plus J(f(S)) = J(T) et s'il existe r tel que r ôf = 1 D 

on a : r(T)ç r(J(T)) = r(J(f(S))) or d'après b) 

r(J(f(S))ÇJ(r 0f(S)) = J(S) ; donc r(T)çj(S) et d'après (3.1! 

il existe r unique tel que r 0 <fT = M'gor d'où r 0f = l^g-lj 

d'après (1.1) 

d) Si f est surjectif il suffit de montrer que les éléments de 
-1 

la forme ^ ( y ) et 4>T(t) sont atteints par f : 

• 4>T(y)
 = H>T(f(x)) = f(4>s(x)) car f est surjectif 

. si t ^ T Ç j ( T ) = f(J)(S)) donc t = f(s), s C J ( S ) . D'où : 

^ ( t ) " 1 - t P Tof(s)]"
1 = [f. ̂ ( S ) ] " 1 = f [^(S)' 1] 

Si f est un isomorphisme f est rétractable et surjectif donc 

f aussi. 

RgJKfl/lQue : On a le transfert "f injectif=>f injectif" dans 

les cas suivants : 

. S et T simplifiables dans D et D' respectivement, et 

f(S)G J(T) 

. D et D' commutatif s et f(J(S)) = J(T). 

§4. PROPRIETES VE TRANSFERT POUR LES IPEAUX 

Nous étudions ici les relations entre les idéaux de D 

et de Dfs""1] : si I est un idéal de Dfs""1] , M ^ d ) peut être 

vide ; nous nous limiterons donc au cas où D|S | est un demi-

groupe de fractions à droite ([ô] et [8] ) ; dans ce cas tout 
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élément de D [ S peut s'écrire 4>g(x) ̂ ( s ) 1 avec x € D , se<s>. 

On note ) l'ensemble des idéaux à droite 

(resp. bilatère) de D , et les ensembles analogues pour 

D [ S . Lorsque l^^g ^ s ^ " ^ n'est pas vide puisque : 

H>g(x) ̂ ( s ) * ^ i =>xc if g 1 (D . 

Nous avons à utiliser les applications suivantes : 

r :£> > g ) définie par r(I) = ^ 1 ( I ) > ^ s définie 

par 6(1) • 4>S(D . D F S " 1 ] ; et £ : % > ^ > g définie par 

B(I) = D T S ' ^ ^ g C D . D F S " 1 ] . 

L'application r est appelée restriction,6 et g sont 

appelées extensions. Remarquons que 6(1) = fr?g(i) ̂ g ( s ) \ iei 9s3S8! 

et que 6(1) = v[s~l] • 6(1). 

Les applications r, 6, g sont des applications croissantes d'en

sembles ordonnés par inclusion. De plus : 

(4.1) 6*r = 1 ^ et B.r - l j s 

S 

ce qui montre que r est injective,6 et 3 sont surjectives et que : 

card c § s ^card 3 ) g < card §J ; en général ces applications ne sont 

pas bijectives. 

[4.2) ThtoKïmz : SI DFS"" 1] vbt C M demt*g*oupe CTE friactlon* à 

dJioÂXz RTUD \)2Al^la l'une, du con<U£iovu> 

. D ê >t no&tk&Um 

. D nozthêxlm à dKoJutz 
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. D u t a/Ulnlzn 

. D u t a/ttinlm à dnoÂXz 

• D u t Atmplt 

. D u t *>4jr\pl<i à dnotte. 

alo>u D [ S 1 ] XJQAI^IZ la mhnz pKopnÀttl 

La démonstration se déduit aisément de (4.1). Il résulte 
également de (4.1) que r©6 et r©3 sont des fermetures dans 2) 
et S . S i ® et % désignant les ensembles d'idéaux fermés pour 
r 06 et r©B on a : 

[4.3) Ihloulma : r zt la KUtAlction de 6 à [KUp. r oX la 

AUtAtctton de 3 à ^ ) 6ont du JUomoKpkU>mu 

HÂQslpKoqvLU mtAz l u tvumblu oidonnu S) 

U g ) s Uup. % U $ s ) 

(4.4) Si T est un sous-demi-groupe de D [ S ̂ ] contenant M>~(S) 
et si R = 4 > g 1 ( T ) alors : DfR*"1] est isomorphe à D [ S - 1 ] [ T ] 

V&nonAtAatlon 

^R _! 
. vfT© t̂ g rend inversibles les éléments D >D[R J 
de R car si x C R on a (x) C T ; il \ \ 

s \ - i i ; 6 

existe donc un homomorphisme a tel que D [ S J J 

a, 4 r = ^ 4,5 \ j 
^ - 1 ^ - 1 

. ^> R rend inversibles les éléments de S, D [ S ] [ t ] 

car si s ^ S 4>g(s)€ T donc s c R ; donc 
il existe 6 tel que 9 0 M>c = ^ 

B R 
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. 8 rend inversibles les éléments de T : D — D [ S — — D[s""^"^ 

si t e T on a t = 4>g00 . 4>g(s) 1 ; or \ / 

\jf s(s)eT donc Lj>g(x) C T ie x € R ; alors : \ / 

9(t) = ^ ( x ) . eLCs)"1] inversible, \ 6 X 

Il existe donc X tel que X 0 q> = 6. \ 

-i .
 DtR 1 

Il résulte alors de (1.1) que a = X est un isomorphe. 

Lorsque P est un idéal premier on note D p au lieu de 

D [(D-P) j : demi-grouge_localise_de_D_en_P 

(4-5) Théorème : Soit P un JidîcJL pimiui oX piopte de ^ [ s " 1 ] e t 

P T = r(P). AloKS D P L QJ>t Âj>omoKpha à D J S " 1 ] 

VêmonA&icutlon : P étant un idéal premier propre, T = D [ S - 1 ] - P 

est un sous-demi-groupe de D [ S ; comme POif (S) = 0 on a 
-1 

4> g (T) - D-r(P) et l'on applique (4.4) 

On n o t e ^ l'ensemble des idéaux bilatères premiers de D ne cou

pant pas <S>, et o Q l'ensemble des idéaux bilatères premiers 

-1 
et propres de DJS |. 

[4.6] ThzoKlma : Lotaqua S QAt 6>bnpli^iabZa dom D, ou lotuquz 

D QMt commuXati^, g oX k a ont àoj> -Uomosipklà-

m<u zinJyid l u zvuejfnbloA oKdonnu ^ zt ^ . 

V&non6tACUtion : a) Supposons S simplifiable dans D 

. si P C % P est fermé : soit x e r 0 & (P), d'où ^ s(x)»\f g(a)if (s)" 1. 

^ S ( P ) V4>g(t) 

avec p ^ P , soit u?g(xt) = i?g(a) q>g(s) . M> s<P ) » % ( a)4> s(b)^ ( u ) ~
l 
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avec sb = p u € P donc b ^ P . Alors : 4> (xtu) = ^ (ab) donc xtu=abcp 

et x € P . 

Il suffit de montrer d'après (4.3) que P € ^ ==^>B(P) € ^ g et que 

Pe<? s = > r ( P ) € f . 

- si P € ? s r(P) est premier et r(P) r\<S> = 0 sinon 

3or(P) = P = D [ S - 1 ] 

- si P G ^ B(P) est propre sinon P =r 06 (P) = D ; B(P) 

est premier : si Ç.ri = ^g(a) 4>g(s) 4>g(b)- ^ g ( t ) " 1 e B(P) alors 

<̂> (ac)e 3(P), avec se = bt ; donc a c e r 0 g (P) = P et l'on a soit 

a e P , d'où Ç £ B ( P ) , soit c € P d'où se = b t £ P et b£-P, donc neg(P). 

b) Supposons D commutatif et posons & = 6 = e 

. si P ^ P est fermé : soit x e r 0 e ( P ) , d'où Lf s(x)=<f s(p)q> s( s)
 1 

avec p£ P ; donc 4>g(xs) = M>g(p)
 e t existe t e<S> tel que 

xst = pt£ P d'où x ep. 

# - si P^^g r(P)e% pour la même raison qu'en a) 

- si P£^> e(P) est propre (même raison qu'en a) ; e(P) est 

premier : si Çn = H ^ U ) . uÇg(s)""1. ^ g ( b ) . LfgCt)" 1 e e(P) 

alors Lfg(ab) e e(P) donc aber„e(P) = P donc a £ P ou b ^ P soit 

i e e(P) ou nee(P). 

§5» COMPOSITION VES PEMI-GROUPES PE FRACTIONS 

Soit a C D un élément fixé ; on poseCâ"Qt(D)= {SC&XD) ,Sna>^0} 

et l'on munit & (D) des deux lois (S,T) i > S.T et (S,T)i >S gT 
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qui font d e ^ (D) un demi-anneau. La loi L) est idempotente et 
admet l'élément D pour zéro.^ (D) est préordonné par la rela-

a 
tion 4? définie par S <T si J(S ) ç J(T). 

On pose D a = ( D F S " 1 ] , S € § (D)} et l'on définit une 
application f de & (D) dans D par f (S) = DTS"* 1! : f 
étant bijective on peut transporter sur la structure d e ^ (D) 

D [ S _ 1 ] . D [ T _ 1 ] = D [ ( S T ) _ 1 ] 

D [ S _ 1 ] D [ T _ 1 ] = D [ ( S T ) " 1 ] 

D[S - 1] Dp" 1] si J(S)Ç J(T) 

Soit l'équivalence sur D associée au préordre ^ : 
D [ S - 1 ] ^ D [ T _ 1 ] si J(S) » J(T) Il résulte de (2.4) que 
D T S " 1 ] D [ T _ 1 ] si D O T 1 ] * D L T _ 1 ] * P O S O N S A - D /^.et notons 

D Q S ] la classe de D [ S ] modulo 

[5 Л) Ткголгтг : Роил tout a ^ D on a l u рлорпллХи 6ulvantu : 

a) efi£ u t compatible, avec l u deux 1о1л de V 
a 

b) VavibL l u deux IOXA . et и coZnctdznt 
a —~~=T 

cj u t une bande. corwiutcutLve. ayant. I>[D J 
роил голо et D [<a> роил tlmont 

N E A F I E . 

Vwon&t/iatlon : 

П — — > D |s 1 

. Compatibilité avec la loi U : L J 
supposons D F S D Î T *1 et mon- . 0 lft 

trons que pour tout (D) N . 
D [ ( S U X ) _ 1 ] » D Q T U X ) " 1 ] : il D t C T u X ) - 1 ^ — ~ О Г Т " 1 ! 
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existe par hypothèse un isomorphisme 6 tel que 6« l|s = ̂ , d'au

tre part rend inversibles les éléments de T, donc il existe 

6 tel que 6 0 = ^ . 11 s'ensuit que Cp rend inversibles 

les éléments de SuX : c'est évident pour les éléments de X, et 

si s £ S ^ T u X ^
 = *° 6 ° 6 S t i n v e r s i b l e - D e m ^ m e *fsux 

rend inversibles les éléments de TUX d'où 1'isomorphisme d'après 

(2.4) 

. compatibilité avec la loi . : notons d'abord que pour tout 

SC (? 0 ((D) on a ^ C J ( S ) car 8 6 ^ ( 0 ) ^ 3 n € N * tel que < * N E S 

donc ^ c ( < *
n ) est inversible dans D [s j[ et ^ ç (°0 aussi, 

ie o(£J(S). Pour montrer la compatibilité de la loi. nous allons 

prouver que VS, T € ̂ ( D ) : D (ST)" 1] D (SuT)" 1" ce qui démon

trera aussi b ) . 

- 4g u T rend inversibles les éléments de ST donc J(ST)ÇJ{SuT) 

- rend inversibles les éléments de SuT : T e ^ D ^ l n e N * 

si s on a 4> S T(s) ^ H ^ C s *
1 1 ) 4>ST(o<

n) 1 inversible. De même 

S C G ^ (D) donc 3 p C N * ̂
P es et si t e T on a ^ ( O - l ^ * 1 * ) " 1 • 

M>ST(o(
Pt) inversibl 

L 1isomorphisme résulte alors de (2.4). 

La propriété c) s'en déduit aisément. Notons la conséquence 

suivante de b) : 

(5.2) ZOKOWWI^ : SI S oX T 6ont deux compluxoA de D at 6 ' i l 

dxi&tz a danô D toX que S T œppaMJbimnmt 

à ^ ( D ) oJLohA D[(ST)"1] tAt làomoiphz à D [ ( T S ) " ^ 
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§6. VEM-GROUPES VE FRACTIONS V'Ubl PEMI-GROUPE M T O M I Q U E 

Soit D un demi-groupe commutatif, ̂  l'équivalence de Green 

sur D, [5] ; on dit que p € D- ̂ D ) est irréductible si a|p 

("a divise p") implique soit aeSjL(D), soit a ^ p . On note 

D * = D-{0} si D possède un zéro, et D* = D sinon. D est atomique 

si tout élément de D* admet une factorisation complète c'est-à-
1 a 2 *n 

dire peut s'écrire d = p^ p^ • • • p

n

 a v e c Vi p ^ irréduc

tible et o(^e N. On appelle base_de_D un système représentatif 

d'éléments irréductibles, si B est une base d'un demi-groupe 

atomique D tout élément d ^ D s !écrit u ^ ^ p p avec u C ^ D 1 ) , 

n^€ N presque tous m : S est un complexe de D on pose 

M(S) = J(S)OB et P(S) = <M(S)> . Remarquons que M(S)ÇP(S)ÇJ(S) . 

(6.1) Soit D un demi-groupe atomique et S un complexe de D * . 

On a : SCP(S) 1.<U,(D 1) 

Soit S E S et B une base de D ; comme s ̂ D * on a s = up^ .. ,pr 

donc : v^s(s) = ̂ ( ^ ^ ( P i ? 1 ^ ( P ^ ^ ^ r f s " 1 ] ) et Vi ̂ g(p ) * 

inversible, soit p^ €. J(S) donc p,6 J(S)OB et 

S = u.p, ... p n € P(S) .%(D ). 
1 n 

(6.2) ?*iopo*JXlon : SoÂjt D un dejnt-gioupe. atomique, t t S un corn-

pldxz dz D*. Lu dtmi-QKoupu D J V " 1 ] , 

D^CS)" 1] , D ^ C S ) " 1 ] , D[P(S)" L] sont ¿¿0-

moKpku. 

VémonAt/icutLon : 

d'après (2.2) D ^ " 1 ] « D[J(S)" 1] 
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d'après (2.5) et ( 6 . 1 ) : S Ç P ( S ) 1 . ^ ( D 1 ) ç J(S) l

9 U ( D
X ) 

= J(S) . ̂ ( D 1 ) u ̂ ( D 1 ) = J(S) 

J étant croissante et idempotente : J(S) ÇJ(P(S)1. ^(D 1)) çJ(S) 

soit J(S) = J ( P ( S ) 1 . ^ ( D 1 ) ) . 

Appliquons à nouveau ( 2 . 5 ) : J(S) = J ( P ( S ) 1 . U ( D X ) ) = J ( P ( S ) L ) 

= J(P (S)) d'après [6] . 

Par conséquent D [s"1] ^ ^ ( S ) " 1 ] (d'après ( 2 . 4 ) ) . Comme 

P(S) = < M ( S ) > on a : D [ M ( S ) ~ 1 ] = D [ P ( S ) " 1 ] 

NotcuUonà : ^ ( B ) = ̂ (B) - {0} ; avec les notations du §5 : 

^ (D) = ^ [ S " 1 ] ; S-lfe(D) ^ 0) On dit que p £ D - U > e s t gremier 

si p |ab = > p j i ou p|b. 

(6.3) Jho.oK2.ma : Soit D un dojni-QKoupd atomique. Aimplt^iable. 

bcu>£ B danA Idjqudi tout (LlQ.me.nt iAAeductiblz 

Ut ptimioA. AloiA &*(B) qJL ̂ ( D ) *ont IquÂ.-

potwitA. 

VémovUt/iation : . On définit ^ : (D) >LS*(B) par 

VJ^DO" 1]) = J(A)oB = M (À) 

C'est bien une application car D J V " 1 ] = D ^ " " 1 ] <=> J(A) = J(C) 

donc J(A) = J(C)aB ; J ( A ) n B ^ ( B ) car par définition de a 

% ( D ) : A - U ( D ) * 0 ; soit x £ A - %(D) donc x = up . ... p n 

1 n 
et du moins l'un des . est distinct de zéro donc p. £ J(A) 0 B 

î î 
et J(A) c\ B jfe 0. 

. soit 4> : Çy*(B) > ^ D ) définie par 

^ (A) = D J À " 1 ] . Oa a bien vç(A)e^(D) car BnU(D) = 0 donc 

A- U>(D) = A # 0. 

http://Jho.oK2.ma
http://LlQ.me.nt
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. d'après (6-2) : ^ (DEA" 1]) =JKJ(A) B) 

= D [M(A)""̂ "] = DtA"1] 

. ip.vf(A) = \j^(D[A~^] ) = J(A)nB. Montrons que A=J(A)nB : 

il est immédiat que AÇJ(A) r\B ; soit pej(A)nB donc p e B et 

d'après (2.7) il existe y CD tel que py e <A> . Donc py=q,q 0•. .q 

i z n 

avec q^€A. p est irréductible donc premier. Par conséquent : 
3 i P |q. . D'où v%q. . Comme p £ В et q. £ В on a p = q. e A . r i l i i i i 
Donc Ц> (A) = A. 

§7. DEMI-GROUPES A FACTORISATION UNIQUE 

Soit В une base d'un demi-groupe atomique D : on dit que 
D est à factorisation^unijue si : Vd с D* : ̂ up^p^.. .p^-vq^q^. .(ц 

implique n = m et Vi p.SLq. 

Dans ce cas tout élément d de D* peut s'écrire d = u 7 1 « P ̂  
p € В avec v (d ) ^ N et dans ce produit seul un nombre fini de v (d) p r p 4 

n'est pas nul. [З] On démontre, cf [ Y ] , que : xy ф 0 ^ ^ v ^ í x y ) 
= v p(x)+v p(y) . 

[1 ¿A)Th&oKQm<¿ : Soit D un demi-gtwupz à factoKlbcublon unique.. 

AlohJb роил tout ¿oub-domi-Qtioupz S de D 

D [ s ] u t à ^actoKl^cution uyilquz. 

Vemonbtfiation 

. d'après [З] il suffit de trouver un sous-ensemble A de D[S~~*] 
tel que tout élément de D [ S s'écrive de façon unique à 

"une unité près" comme produit fini d'éléments de A. Si card 
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D [ S = 1 le résultat est évident. Supposons donc card D [ S >1. 

. Soit B une base de D, B Q = ( p ^ B , 3s C S ps = 0} et 

B f = B-(BoUJ(S)) 

. par définition de B et J(S) : Vs CS s = u ^ _ ^ T / 0 > . p P 

. Cherchons les unités de D^S ^] (on note ~ au lieu de 

v^>g(d)^g(s) ^) . Si ̂  est inversible il existe ~ tel que 

= j donc îa £ S tel que adbs = as 2t S. Comme card D[S 1]>1 

on a S Ç D T donc as t i 0 donc si p ^ B : v (d)+v (b)=v (s)+v (t) ; 
P P P P 

et si p^J(S) : v (d) = v (b) = 0. Donc si — est une unité : 
P P s 

V p ^ J ( S ) v p(d) = 0. Réciproquement si Vp^J(S) v p(d) = 0 : 

v (d) 

q>s(d) = ifs(u) p £ B a J ( s ) 4>g(p) donc 7 est inversible. 

Les unités de D [ S sont donc les fractions de la forme 

, v (d)-v (s) , 

7 = V u ) p c B ^ J C S ) V > P P «vec u £ % ( D ) : 

. Soit — ^DTS" 1] donc d ^ 0 et s ^ 0 et l'on peut écrire 

A -1 -Tr V (d)-V (S) . 

F - vf g(u) Lf s(v) vps(p) P P avec u, v e -u(D ) . 

Puisque — ï 0 et que s ^ S : V p ^ B 0 v (d) = v (s) = 0 et l'on 
s P P 

d ^ v (d)-v (s) 

peut écrire — = ^ ;J_f

 vf c(p)
 P P avec 
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u, v € U(D X ) . Puisque - t 0 et que s e S : V p C B 0 v (d)=v (s)=0 

s P P 

d ^ v (d)-v (s) 
et l'on peut écrire — - ^ ' \ , ^o^P) avec 

S p i s b 

v (d)-v (s) -

Pour p € B ! a = v (d)-v (s) = v (d)>0 donc - = <o 'V t 4>(p)
 P 

p p p p S p €• 13 o 

. L'écriture précédente est unique à une unité près : si 

- = w' p Ç " B , ^g(p) , ij' unité, alors to' - - avec Vp AJ(S) 

v (a) » 0. Si d' = ^ S - , p P on a - = ^7— donc il existe 
p p £ B' s t 

a € S tel que adt = aad's. Mais - ^ 0 et at £ S=—>adt ï 0, donc 
s 

si p c B : v (d)+v (t) = v (a) + v (d')+v (s) ; si p ^ J ( S ) : 
P P P P P 

v (d) * v (d 1) = g , d'où le résultat. 
P P P 

Rema/ique : On a démontré que — * = > V p £ B' v (d) = v (d f) 
s s p p 

§&. AUTRES PROPRIETES 

(S . l ) Proposition : Soit D un deml-QHoupe, commutouti^ avec ë£êmen£ 

neutre e D > e i S an àoui-demi-groupe de D*. 

SX (D,s) «la* de -type (R)[2], les piopKllt&t, 

¿uu.va.ntte 6ont équivalentes : 

a) S Ç M D ) 

http://�uu.va.ntte
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b) ifs QJ>t un >uomoJiphAJ>rr\£ 

c) ^>s 2Mt hUAjZCti^ 

Vmon6t/iCutlon : a ) = = = > b ) d'après [ô] 

b) > c ) évident 

c ) = = = > a ) e^ £ S car si s e S s e D = s e t c o m m e SçD* e t( D>$ 

est de type (R) on en déduit e

D

= e

s

e s- S o i t se S ; comme vpg est 

surjectif, 3x eD : vfç(x)=*f (s) \ donc il existe tes tel que 

txs = te Q = t ; (D, S) étant de type (R) on a xs=e D=e g, puisque 

S C D * ; donc s c u ( D ) . 

(S. 2) Commutation avec V égal valence de Re&ô 

Soit D un demi-groupe commutatif, I un idéal et S un complexe 

de D ; a: D > D/I, : D > D J V 1 ] , y' : D/I > D/I^CS)" 1] 

les homomorphismes canoniques. Alors les demis-groupes D/I[a(S) 

et D[S ]/e(I) sont isomorphes. 

Vmonét/icutlon : fr'après (3.2) il existe a D - > D/I 

surjectif tel que a0if = ̂ ' 0 * . Montrons que ^ «y 

l'équivalence d'homomorphisme de a est l'é- - v _^ 

quivalence de Rees dans D [ s modulo e(I): D^-S ^ >D/l[a(S) J 

. Si x = vf(a) rçCs)"1, y = ^f(b) if(t)" 1 et 

a(x) = a(y) on a vf'(ot(at)) - ^'(a(bs)) donc il existe u e < a(S)> = (<S* 

tel que u© a(at) = u 0 a (bs) ; si u = a(o) avec a€<S> : a(oat)= 

a ( abs) donc ou bien aat = abs d'où x = y 

ou bien aat, abs € I d'où x, y e e(I) 

. De même si x = y mod e(I) : a(x) = a(y) D'où le résultat. 
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