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LOCALISATION A LA MANIERE DE GOLDIE 

ET APPLICATIONS 

par Henri IMMEDIATO 

Ce travail présente une nouvelle méthode 

de localisation dans les anneaux unitaires» rela

tivement à un idéal bilatère. Il est divisé en 

six chapitres : les quatre premiers développent 

la théorie générale et les deux derniers sont 

consacrés aux applications. 

L'idée générale de la théorie consiste, 

à partir d'une famille topologisante idempotente 

3̂  d'idéaux à droite d'un anneau A et d'un idéal 

bilatère 3*-clos I de A» à considérer des "puis

sances symboliques à droite" H Q , n»l de I par 

rapport à 3? . Ces puissances symboliques à droite 

forment une suite décroissante d'idéaux bilatères. 
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On localise chaque anneau A/H^ par rapport à la 

famille image directe de 3*> par le morphisme 

canonique de A dans A/H n- L'idéal I est alors dit 

"localisable à droite par rapport à 5 i " si les 

localisés (A/H ) forment un système projectif 

°n 
d' anneaux. 

En particularisant la famille 3*, on 

obtient les notions d'idéal localisable à droite 

et d'idéal classiquement localisable à droite. 

Tout idéal I d'un anneau commutatif unitaire A 

est classiquement localisable à droite et l'anneau 

dit "localisé à droite classique de A selon I" 

est le séparé de l'anneau de fractions généralisé 

de A selon la partie multiplicative des éléments 

non diviseurs de zéro modulo I, pour la topologie 

-m-adique, -m étant l'idéal engendré par l'image 

canonique de I. 

Les exemples d'applications du sixième 

chapitre concernent, quant au premier, des ordres 

d'Asano particuliers et, quant au second, un 

anneau de polynômes à deux indéterminées non commuta-

tives sur un corps commutatif. Dans ce second exemple, 
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l'anneau considéré n'est jamais noethérien, de 

sorte que la localisation de Goldie ne peut pas 

s'appliquer ; le localisé à droite classique obte

nu dans cet exemple ne peut, d'autre part, jamais 

être un localisé de Gabriel, de sorte que les 

résultats obtenus ne peuvent pas l'être par la 

méthode de Gabriel. La localisation considérée 

est cependant importante car elle conduit à des 

notions de fractions rationnelles et de séries 

formelles . 
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CHAPITRE I - PRELIMINAIRES. 

1.1 Rappels et notations. Soient A un anneau u n i 

taire, M un A-module à droite et N un sous-module 
A 

de M. Pour un élément x de M, on note (N;x) , 

ou simplement (N/x) l'idéal à droite de A formé 

des éléments a de A tels que xoc appar t ienne à N. 

On dit qu'une famille 3? d'idéaux à droite de A 

est topoloQ^iantz si : 

1° Pour tout idéal à droite J de A, on a 

1*3* et I £J = > JeS? 

2° Ifc3* et JÊ3? ==> i n J e ^ P 

3° (VJc30 (VcuA) ( ( J / a ) A e 3 ? ) . 

On dit que la famille est, de plus, >tdem-

potavitt, si l'on a : 

4° Pour tout idéal à droite J de A, on a : 

(3U30 ( V a e l ) ( ( J a ) A e 3 0 = > JcSr . 

Pour un A-module à droite M et un sous-module 

N de M, l'ensemble : 

C £ ^ M ( N ) = {xeM| (N/x ) A c3*} 

où 3?est une famille topologisanté d'idéaux 

à droite de A, est appelé la ^-ctotliKZ de N 

dans M. On dit que N est ^-cZo* dans M si 

Cil 3 ?

M(N) = N 
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On dit que N est ^-tiatlonnzl dans M si 

c i l 3 ? M ( N ) * M 

M 

Le sous-module ( 0 ) est aussi noté 3PM 

et appelé le sous-module ^-6lngut>izn de M. 

Pour les définitions des notions de 

module ty-lnjtdtli et de S*-e<6<6zntlalltl, on 

pourra se reporter, par exemple, à ((il), p . 3 7 ) . 

1•2 Image directe d'une famille topologisante et 

idempotente d'idéaux à droite par un morphisme  

surjectif d'anneaux. 

1.2.1 PROPOSITION : Solznt A un anne.au unltalKz, J 

un idzal bllatlKt de A, f : A •> A/J la 

moKph^mz canonlquz, 3* une iamlllz topo-

logi^antz Idzmpotzntz d'idzaux à dKoltz 

dt A, 3*f la ^amlllz topotogliantz idzmpo-

tzntz Imagz dlKzctz de 3* pan. f ((9), p. 64). 

kloKh, pouK tout Idzal à dioltz K de A/J, 

on a : 

1° (Va cA) (f" 1 ((K.'f ( a ) ) A / J ) = ( f " 1 (K)/a) A ) 

2° < > f" 1 ( K ) ^ 

3° Ke^y <==> O F c * » (K-f (F)) . 

4° Cil A / J ( K ) = f{C^ A(f"'(K))> 

La première relation est claire. La deuxième 
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s'en déduit immédiatement en tenant compte du fait 

que tout élément de A/J peut s'écrire sous la forme 

f(a). Les troisième et quatrième relations viennent 

de la seconde et du fait que f est surjectif. 

1.2.2 PROPOSITION : Avec le* kypotkè*e* et notation* 

de 1.2.1, *olt M un k/Z-module à droite, 

muni de la ttKuctuKe de k-module Induite. 

paK f. On a : 

1° Il y a coïncidence entn.e le* kl3-*ou*-

module* de M et le* A-4ou4-module* d e 

M. 

2° VN *ou*-module de M, Il y a équivalence. 

entKe : 

a) N e.*t e**entlel dan* M en tant que 

k-*ou*-module. 

b) N e*t e**entlel dan* M en tant que 

A/J -*ou*-module• 

3° ( V N « M ) ( C A &

M ( N ) = C J l ^ M ( N ) ) . 

4° VN<M, Il y a équivalence entKe : 

a) N e*;t ($-e**entlel dan* M en ;tan.£ q u e 

A -moda£e 

b) N e-6^ 3**-e^en-t-te^ dan-6 M en tant que 

kl2-module. 

La première assertion résulte du fait que tout 

élément de A/J s'écrit sous la forme f(a) pour un 

aeA. La seconde résulte de la première. La troisième 
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assertion vient du fait que pour un x^M, on a l'éga

lité : 

( N / x ) A = f" 1 ( ( N / x ) A / J ) 

La quatrième assertion résulte de la troisième et 

du fait que la Ces s e n t i a l i t é est équivalente à l'es-

sentialité, jointe à la ^-rationnalité. 

En particulier, pour N = 0, la propriété 3° 

s'écrit 3*M = 3?'M. 

Avec les notations précédentes, on va s'intéresser 

maintenant au problème de l'existence d'un prolon

gement de f : A A/J en un morphisme d'anneaux 

f : A ^ ( A / J ) ^ f , rendant commutatif le diagramme 

d'anneaux : 

A f

 v A / T 

S ><A/JV 

A ^ . désigne le localisé de Gabriel de A par rapport 

à 3* ( 5 ) , et ( A / J ) ^ , le localisé de Gabriel de A / J 

par rapport à 3»' . 

1.2.3 PROPOSITION. Soit A un anne.au unitaire., O une 

Camille, topologltantz Idempo tente, d'Idlaux 

à droite, de. A tulle, que. > A « 0- Soient J 
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un Idéal bllatlKc 'S-clos de A et 3?' 
la Camille Image de 3? рак le motipklsme 
canonique, f : A + A / J . 

Роил, que f 4e рл.о£сжде en un moA-pfi-c^me 

d9 anneaux f : A ^ (A/JX-y >c£ tJaiU: >c£ 

£a^>t>t que Vune des conditions équiva

lentes suivantes soit réalisée : 

7* L'Idéal à diolte Cl^ **( J ) de est 

bllatéie. 

A 

Comme \yA » 0 et C £ _ ( J ) « J , A^ est enveloppe 

injective de A et ( A / J ) ^ , est enveloppe ^ - i n j e c t i v e 

de A/J ( ( 9)p.106). 

A / J est ̂ '-essentiel dans ( A / J ) ,, donc ^-essentiel dans 

( A / J ) ^ f d faprès 1.2.2 et 1'enveloppe ^-injective de 

(A/J ) ^ f est aussi le localisé de A / J par rapport à ^ . 

Dans ( A / J ) ^ l'ensemble X des éléments annulés par J 

est un A / J-module contenant A / J donc A/J est J-essen-

tiel dans X et ^ - e s s e n t i e l dans X d'après 1.2.2. 

Comme X contient aussi ( A / J ) ^ , qui est maximal pour 

la V-essentialité, on a X = ( A / J ) ^ f . 

Le morphisme f : A -* A / J se prolonge en un 

morphisme de A -modules à droite f ^ : A ^ - * ( A / J ) ^ . 

Comme le sous-module 3*-singulier de ( A / J ) ^ e s t n u l , 

ce prolongement est unique. 
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Si f se prolonge en f f : A,. (A/J)_, , comme 

(A/J)^ f est contenu dans ( A / J ) ^ , f f et coïnci

dent, de sorte que kerf^ est un idéal bilatère 

puisque f est, par hypothèse, un morphisme d'an

neaux . 

Réciproquement si kerf est un idéal bilatère 

de A^_, l'image * m f ^ de e s t u n A^-module annulé 

par ker : c'est donc aussi un A-module annulé 

par J, donc on a 

I m f ^ c ( A / J ) v . 

imf , isomorphe à Ac /kerf , peut être muni d'une 

structure d'anneau. La multiplication dans lmf r^ 
> 

coïncide avec la multiplication induite par celle 

de (A/J)^,, de sorte que I^f^ est sous-anneau de 

(A / J ) ^ t et ^ est un morphisme d'anneaux de A ^ 

dans ( A / J ) ^ f prolongeant f • 

Donc, pour que f : A •> A/J se prolonge en un 

morphisme d'anneaux f : A_ (A/J)_ f , il faut et 

il suffit que k e r ^ soit un idéal bilatère de A ^ . 

Or, il est facile de voir que : 

ker f^ = C A ^ C J ) 

et que : 

de sorte que la proposition est démontrée. 
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1.2 .4 COROLLAIRE. Soient A un anneau unitaire, M u n e 

partie multiplicative de A, 3* la ^amillz 

to polo gisante idempotente de* idlaux à 

droite J de A tel* que 

(VaeA) ((J/a) AnM ^ 0) . 

Suppo*on* que A po**ède un anneau de ^ a c -

tion* à droite claudique pan Kappont à M • 

c9 e*t le localise A ^ ( / ) . Soit J un ideal 

bilateKe ^-clo* de A. VOUK que le mon-

phi*me canonique f : A +A/J *e prolonge en 

un monpki*me d1 anneaux f : A ^ + (A/J)^. t , 

S*' désignant la Camille topologi*ante 

idempotente image de 3* dan4 A/J, ^£ £aut 

et il *u££it que V une de* condition* équi

valente* Suivante* *oit veni^iee : 

1° Van* toute faction à gauche à nume-

KateuK dan* J peut ** échine comme 

enaction à droite à numenateuK dan* j . 

2° (VxcA)(Vc^M)(cxeJ => xeJ) 

3° VceM, f(c) e*t non divi*euK de 0 dan* 
A/J. 

4° A/J po**ède un anneau de faction* à 

droite cla**ique *elon la partie mul

tiplicative f (M) . 

\$ï est formé des idéaux à droite de A dont 1 1 in

tersection avec M n'est pas vide. Si J est S-clos 
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dans A, il est clair que les éléments de f(M) sont 

non diviseurs de 0 à droite dans A/J. 

D'après 1.2.3, pour que f : A A/J se pro

longe en un morphisme d'anneaux f : A^-> (A/J)^, , 
A 

il faut et il suffit que C ^ ( J ) soit idéal bilatère 
A 

de A ^ . Compte tenu de la relation Ct^ & ( J ) n A = J, 

cette condition peut s'exprimer par la relation 1°. 

Il est aisé de vérifier que les relations 2° et 3° sont 

chacune équivalente à 1°. 

D'autre part, si A^. est anneau de fractions à 

droite de A selon M, A/J vérifie la condition de 

Ore à droite selon f(M) et l'on a vu que les élé

ments de f(M) sont non diviseurs de 0 à droite. 

Donc le fait que A/J possède un anneau de fractions 

à droite classique selon f(M) est équivalent au fait 

que les éléments de f(M) sont non diviseurs de 0 à 

gauche dans A/J. Donc 4° est équivalent à 3 Q . 

On peut remarquer que si les conditions équiva

lentes de 1.2.4 sont vérifiées, le prolongement 

f : A ^ •+ (A/J)^, de f est le morphisme qui, à une 

fraction ac 1 dans A ^ , aeA, ceM, fait correspondre 

la fraction (a+J)(c+J) dans (A/J)^, . Ce prolonge

ment est donc, ici, surjectif. 
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CHAPITRE 2 - PUISSANCES SYMBOLIQUES A DROITE ET IDEAL 

BILATERE LOCALISABLE A DROITE PAR RAPPORT 

A UNE FAMILLE TOPOLOGISANTE IDEMPOTENTE 

D 1IDEAUX A DROITE. 

2•1 Puissances symboliques à droite par rapport à  

une famille topologisanté idempotente d'idéaux  

à droite d'un anneau A» 

2.1.1 PEFIMITI0W. Soient A un anneau unitaireune 

Camille topologl*ante Idempotente d9Idéaux 

à droite de A , I un Idéal bllatèKe 

^-clo* de A. On appelle pul**anee* *ymbo-

ligue* à droite de I рак KappoKt à ^, 
le* Idéaux bllatéKeb H n , n^l, défini* 
рак кесиккепсе рак 

H, = ci^ A(i) = i 

H n + 1 = Ŝ 'n" P ° U r n > 1 ' 
2.1.2 II est clair que les idéaux H n , n£l, forment 

une suite décroissante d'idéaux bilatères 3»-clos de 

A et que, pour tout n>l, I n est contenu dans H n . 

2.1.3 P R O P O S I T I O N . SA, A zàt zommutOLtil, Н д <L&t égal 
à с*з. А(1 п). 

En effet 1 П £ H n C ^ A ( I n ) £ CS,^(H n) = H n . 

Réciproquement, on a Hj = I = CA^. A(I). Supposons 

И п Ь С Ч А ( 1 П ) ' S o l t X f e H n + l 1 ° n a '* 
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K = (H I x ) A 

II 

donc x K c H ^ I , donc 

(VkeK) (3a, , . • M a m € H n ) (3b,,.. , W I ) (xk = t a.b.) 

Par hypothèse de récurrence, (In.*a^) donc 

H = H ( I n - a . ) A € r ^ . 
i=l 1 

Pour tout i = 1, ..., m, on a a . H ç I n , donc 

xkH = (Za.b.)H Q Sb. (a.H) c l n + î et x k e C J U A ( I n + 1 ) , 

d foù xKc ci A ( I n ! ) . 

On a donc, puisque K appartient à rJ>, 

x c C J ^ A ( C ^
A ( I n + 1 ) ) = C ^ A ( I n + 1 ) . 

2.2 Idéal bilatëre localisable à droite par rapport  

à une famille topologisante idempotente d Tidéaux  

à droite d 1 un anneau unitaire A» 

Soient A un anneau uni taire, S* une famille topo

logisante idempotente d'idéaux à droite de A , I un 

idéal bilatëre 3r-clos de A , H , n^l, les puissances 
n 

symboliques à droite de I par rapport à ̂ > ^ n ̂
a 

famille topologisante idempotente image de 3* dans 

A / H q , au sens de 1 . 2 . 1 . 

On notera U q le morphisme canonique A A/H^ 

et f le morphisme canonique A / H ^ + , A / H ^ . Comme 

H est 3-clos, l fidéal $ -singulier de A / H est nul. 
n n ° n 

De plus, la commutâtivité du diagramme 
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A 

А / Н п Л , A / H n 

n 

entraîne que ф est l'image de ^ n + j par et l'on a, 
de plus : 

A / H » 
CJL n + l (H / Н s H / H - = u 4 l ( c t (H ) ) <"> . , 4 n n+1 n n+1 n+1 4 ^ 4 n J 

^n+ 1 
d'après 1.2.2 et 1.2.1. 

2.2.1 DEFINITION. Soient A un anntau unitaire., 'З* une 
^amillz topoloqibantt idzmpotantz d*-idéaux 
à dioitz de A , I un idéal bilatzKd de 
A . On dit qua I Z6t localisable, à dKo^itz 
рак KappoKt à la Camille. 3* Ai : 

1° I zt>t ^-cloé dans k. 

1° VouK tout n^l , £e moiphiAmz canonique 
f : A / H , -> A / H ^e p t o ^ o n g e en an 
n n+1 n 
moKphi&mz d ' anneatix 

f' : ( A / H A l ^ + ( A / H ) 

Dans ce cas les anneaux ( A / H ̂  forment un système 
*n 

projectif dont on note A I ^ la limite projective. 
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L'application canonique de A dans A ^ ̂  est alors un 

morphisme d'anneaux dont le noyau est (̂\ H . L'uni-

cité du prolongement de f supprime toute ambiguité 

de la définition. 

D'après 1.2.3 pour qu'un idéal bilatère ">-clos 

I soit localisable à droite par rapport à 3» il faut 

et il suffit que, pour tout n^l, les idéaux à droite 

n+1 n+1 

soient, en fait, des idéaux bilatères dans ( A / H . ) ^ 
n 1 ^n+l 

2 . 2 . 2 Exemples. 

1° ^ A est égal à chacune de ses puissances symboli

ques à droite par rapport à 3», donc ^ A est loca

lisable à droite par rapport à ^ et l'on a 

SA/> = A < > 

2 ° Si I est un idéal bilatère idempotent, d'après 

2 . 1 . 2 , I est égal à chacune de ses puissances 

symboliques à droite par rapport à une famille 

topologisante idempotente 3* telle que I soit 

3^-clos, donc I est localisable à droite par 

rapport à !> et l'on a : 
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3° Si A est commutatif, tout idéale-clos I est 

localisable à droite par rapport à 3* car les 

localisés ( A / H ^ ) ^ sont commutatifs et les idéaux 

n 
ker((f ) ) sont bilatères. 

П ti+1 

2.2.3 PROPOSITION. Soient A un anneau unltalKe, ^ 
une Camille topologl*ante Idempotente 
d9Idéaux à dKolte de A, I un Idéal blla-
teKe localisable à dKolte рак KappoKt à 3% 
H , n)l , le* puissance* symbolique* à 
dnolte de I рак KappoKt à c5*. 
Мок* il e*t locall*able à dKolte dan* 1 n 

А/Г^Н п рак KappoKt à la Camille topo lo g l* an. te 

Idempotente 3 / Image de dan* A / f ^ H n , 

et V on a ; 

1 n i/r^H n,<>'
 9 

La démonstration est élémentaire, une fois que 1 1 on 

a remarqué que 

C£ A ( H 1+ Г% ) = H S* n 1 n n+1 
Ce résultat montre que l'on peut toujours sup

poser, en passant éventuellement aux quotients par 
H • que l'intersection des H est réduite à 0. 1 n* n 
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CHAPITRE 3 - IDEAL BILATËRE LOCALISABLE A DROITE. 

3.1 LEMME. Soient A un anneau unitaire, M un A-

module à droite unitaire, E(M) une enveloppe 

Injectlve de M . On sait déjà ((70), lemme 

1.3.2, p. 75) que la Camille (^/[ des Idéaux 

à diolte J de A véKl^lant 

Hom A(A/J,E(M)) = 0 

est la plus glande des familles topologl-

santes Idempotentes telles que = 0. 

On a : 

Je3? M«=>(Va€A) (VxeM) ((J/a)
Ac (0/x) A=>x=0) (1) 

Soit 3*la famille des idéaux à droite de A 

vérifiant la relation (1). 

1 ° 3 ^ est contenu dans 3* : 

En effet, soient Jt'X,, aeA, xeM, tels que 
A A A 

( J / a ) A ç ( 0 / x ) A . Comme Jt\, on a (J/a) donc 

( 0 / x ) ^ ^ , donc x e ^ M = 0 et x = 0, donc J e ^ . 

2° 3* est topologisante Idempotente : 
a) Soient Je 3*, J e J», acA, xeM, tels que 

(JV a ) A c ( 0 / x ) A . On a J c J ' ( J/a) A c ( J V a) Aç_ ( 0 x ) A . 

J e ^ ^ x = 0. Donc J'c'S». 

b) Soient JeS*, beA, acA, xeM tels que 
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((J.-b) A/ a ) A c (0.-x) A 

on a ( ( J / b ) A / a ) A = ( J / b a ) A donc ( J / b a ) A c ( 0 / x ) A 

comme J appartient à 3*, cette relation entraîne 

que x = 0, donc (J/b) Ac">. 

c) Soient J e ^ et J'^A tel que 

(VbcJ) ((J f.'b) A6^) 
A A 

Soient acA, xeM tels que (J 1/a) Q (0/x) . 

Pour tout b € ( J ; a ) A on a ( J f : a b ) A c(0.-xb) A et 

abcJ donc (J/ab) € ̂ >. Ceci entraîne xb = 0 et 

b e ( 0 ; x ) A . On a donc ( J : a ) A c ( 0 ; x ) A . Alors 

Jc'S* x = 0 de sorte que J'c ̂  . 

3° *>M = 0. 

En effet x e ^ M =>(0.- x) A £ ^ . Alors la relation 

(1) appliquée avec J = (0/x) et a = 1 entraîne 

que x est nul donc *>M = 0. 

De 2° et 3 ° , il résulte que ̂  est une famille 

topologisante idempotente telle que 3*M = 0 ; la 

propriété de rappelée dans l'énoncé du lemme 

montre alors que 3* est contenu dans 3 * . D'après 

1 0 on a donc 3* = ^ v r . 
w 

3.2 COROLLAIRE. Soient A un anneau unitaixe, I un 

idéal bilatèie de A. 
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1° La ¿amule définie pan le A-module 

à dnoite A/I au sens de 3.1 est ¿onmee 

des idtaux à dnoite J de A vinifiant : 

(VaeA) (VxeA) ((J;a) Ac (I;x) A=»X€l) 

2° La Camille Image, dinecte de le 

monpkisme canonique f : A •+ A/l e ¿ í 

£ 'en¿em6£e de¿ idéaux a dnoite nation-

nets de A/i. 

Simple vérification, compte tenu de 3.1. 

On peut remarquer aussi que 3^^j est la plus 

grande des familles topologisantes ^ d ' i d é a u x à 

droite de A telles que I soit 3*-clos dans A. 

3.3 Cas particulier. Soient A un anneau unitaire 

noethërien à droite et à gauche, P un idéal bila-

tère premier de A, C la partie multiplicative 

{ceA| (VxeA) (xc€P=*xeP) } , 3 K O la famille topologi-

sante idempotente des idéaux à droite J de A véri

fiant 

(VacA) ((J.-a) An C ^ 0 ) 

alors & A/p = 3 K O . 

Les hypothèses faites sont celles de Goldie (6). 

Goldie montre que P est 3*(C)-clos donc t£(C) ^ ^ A / p -

Réciproquement, pour J c S ^ ^ e t acA on a ( J / a ) A e ^ / p * 

D'après 3.2 et 1.2.1, si f : A + A/P est le morphisme 
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canonique, f((J/a) A) est rationnel, donc essentiel 

dans A/P. Comme A/P est un anneau premier noethërien 

à droite et à gauche, tout idéal essentiel contient 

un élément non diviseur de 0, donc appartenant à 

f(C). Donc 

(3ceC)(3x*P)(c+xe(J/a) A) 

Or c + xeC donc ( J / a ) A n C ï $ et J * 3 K O . 

Donc ^ / p ^ ^ ( c ) e t o n a l'égalité. 

Le résultat reste vrai si l'on remplace l'idéal 

premier P par un idéal Q tel que A/Q soit semi-pre

mier, puisque tout idéal à droite essentiel d'un 

anneau semi-premier noethërien à droite contient 

un élément non diviseur de 0. 

3.4 PEFIWITI0N. Soient A un anneau unitaire, I un 

idéal bllateKe de A. On dit que I est 

localisable à droite s1Il est localisable 

à droite pa/i Kappont à la Camille ̂ A/T • 

3.5 PROPOSITION. Soient A un anneau unltalie, I un 

Idéal bllatéie localisable à droite, 

H n , n^l, les puissances symbo

liques à droite de I paK KappoKt a 3*, 

la Camille Image de Odans A / H n . klons , 

poux tout n^l, on a 

\ " ^ ( A / H )/(i/H ) • é<imUl(> d'idéau* 
n n 

2 0 
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à dKolte da A / H n dlilvila pax le k/YL^-modale 

à droite A/l. 

Soit u n 1'épimorphisme canonique A A / H

n « 

H n C l i ( V b c A ) ( u f ( I : b )
A ) « (u (I);u C b ) ) A / H n ) . 

n n v ' n n 

Pour un idéal à droite K de A/H on a, de plus : 
n A/H 

(Va€A)(u n((u^(K).-a)
A) « (K:u n(a))

 n ) 

Or u" 1 (K)e2MVaeA) (VbeA) ((u" 1 (K).* a ) A c (l;b) A=*b«I) 

d'après 3.2 1°. 

Donc comme Ke*> $ = > u - 1 (K)<^$* ( 1.2.1. 2 ° ) , on a 
n n 

Ke3* <=»(VaeA) (VbcA) (u ( ( u~ 1 (K) a) A ) ç u ((I.-b)A) 
n n v n y n * ' 

= » u (b)tu (I)) car H c ( u _ 1 (K).-a) A et H ç ( I : b ) A . 
n n n n n 

Donc est l'ensemble des idéaux à droite K de A/H 
n n 

vérifiant, pour tous éléments a et b de A, la rela

tion : 

A/H A/H 

(K;u n(a))
 n c (<I/H n).-u n(b))

 u

n

( b ) * u n ( I ) 

D faprès 3.2, on voit donc que 3* n est la famille 

\ ( A ) / u ( i r n n 

L'intérêt de la notion introduite dans ce cha

pitre réside dans le fait que le localisé (A/I).^ est 

l'anneau maximal de fractions au sens de Utumi de 

A/I ((4),p.66 ligne 8) alors que, dans le chapitre 
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précédent, les (A/H ) étaient bien des anneaux de 

fractions au sens de Utumi, mais il pouvait n'y en 

avoir aucun de maximal. 

3 . 6 Exemples. 

1° Dans un anneau commutatif, tout idéal est loca

lisable à droite. Cela résulte de 2.2.2,3°. 

2° Dans un anneau unitaire semi-simple, tout idéal 

bilatère est localisable à droite car il est 

idempotent. 

3° Pour toute famille topologisante idempotente *2> 

d'idéaux à droite d'un anneau unitaire A,o*A 

est localisable à droite. 
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CHAPITRE 4 - IDEAL BILATERE CLASSIQUEMENT LOCALISABLE 

A DROITE. 

Dans ce chapitre A désigne un anneau unitaire, 

I un idéal bilatère de A, C la partie multiplicative 

{c€ A | (VxcA) (xccl ==> xcl) } , ̂ ( C ) la famille topologi-

sante idempotente des idéaux à droite J de A véri

fiant (VacA) ((J/a) An C + 0 ) . 

L'idéal I est 3KC)-clos dans A. En effet : 

(VxeA) ( ( I / x ) A 3 K C ) => (3ccC) (xccl)) 

et xccl et ceC = > xel. 

Donc (I/x) Ae<>(C) = > x e l . 

On note H r , n^l, les puissances symboliques à 

droite de I par rapport à 3 K C ) ; u : A + A/H le 
n n 

morphisme canonique : f : A/H , A/H le morphisme 
n n+1 n 

canonique ; C = u (C) ; ffc(C ) la famille topologi-
n n n 

santé idempotente des idéaux à droite K de A / H r véri

fiant : 
(VaeA/H ) ( ( K ; a ) A / H n O C * 0) . 

n n 

Alors 3KC ) est aussi l'image directe de *>(C) par le 
n 

morphisme u . 
n 

4.1 DEFINITION. On dit que i est classiquement loca

lisable à diolte si, poui tout n^i , A / H

n 

admet un anneau de inactions à diolte clas

sique selon c n. 
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Cela veut dire que les éléments de С sont n o n 
n 

diviseurs de zéro dans A/H et que A/H vérifie la 
n n 

condition de Ore à droite selon С . 
n 

4.2 PROPOSITION. SI I est classiquement localisable 
à dKolte, Il est localisable à duo lté ран. 
KappoKt à la Camille 3*(C). On note A^ 
l'anneau lim((A/H ) ) . 

En effet, les localisés (A/H ) sont les anneaux 
' *c«> 

de fractions à droite des A/H par rapport aux С . 
n n Comme С est 1 1 image de С . par f , le corollaire n n+1 n 

1.2.4 montre que I est localisable à droite par 
rapport à ̂ ( C ) . 
4.3 Exemple. Dans un anneau commutatif unitaire, tout 
idéal est classiquement localisable à droite. 

En effet, la condition de Ore à droite selon 
С est trivialement vérifiée dans A/H et pour n n 
a et b dans A, bc С, on a 

abcH be(H ; a ) A 

n n 
donc (H / а ) А П С M et (H .-a) A r>(C), donc n n 

A 
а * С 2 ^ / л Ч (H ) * H , ce qui montre que les éléments 3 K w n n 
de С sont non diviseurs de 0. n 
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4.4 Remarque. Comme pour 2 . 2 , 3 , on peut voir que si 

I est classiquement localisable à droite dans A, 

I / O H est classiquement localisable à droite dans 
1 n 

A/(% et l'on a 
1 n 

1 n 

Ceci permet de supposer, en passant éventuel

lement aux quotients par H^, que l'intersection 

des puissances symboliques de I est réduite à 0 . 

4.5 PROPOSITION. Si I est classiquement localisa

ble à droite dans A et si H n » 0 , on a : 

1° A est sous-anneau de A j . 

1° Les éléments de c sont inversibles 

dans A j . 

1° Le noyau du morphisme canonique A + A^ est 

Q H N = 0 ( 2 . 2 . 1 ) . 

2 ° Pour ceC soit q » (c+H ) " ! l'inverse de c + H 
n n n " 

dans (A/H ) . Alors q = (q ) € A T et n 3KC ) n n>l 1 

n 
qc = cq = 1 . 

4.6 PEFIWITI0N. SI I iht ctcu6ique.me.nt localisable. 

à dioite. dans A zt ¿1 f : A -t-k^st le. moK-

phl&mz canonique,, on appzlle. locallsl à 
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dKolte classique, de A en I le sous-anneau 

A ^ d e A I engendtâ pan f(A) et V ensemble 

des InveKses des éléments de f(c) dans A I . 

4.7 PROPOSITION. Soit I un x,déa£ c^a^^quemett* loca

lisable à dnolte de A £e£ que ^ H

n

 = 0 > 

et soit M 1 £e wot/aa du moKpklsme canonique 

A I * < A / I ) 3 K C ! ) • 

1° Les éléments de M ' n ont leuKs n pnemlènes 

composantes nulles. 

2 a M f est contenu dans le Kadlcal de Jacobson 

gl(A I) de A j . 

3° A I / M
f e-o-t IsomoKphe à ( A / I ) ^ c ^ . 

4 0 H • M , n H A. 1 

n 
5° M ' n = 0. 

1° Soit le noyau de 1 1épimorphisme canonique 

(A/H ) + (A/I) 
n » ( c n ) ^(C,) 

Les éléments de M s'écrivent (A+H )(c+H ) * 
n n n 

avec ael et ccC. Comme I n Q H , on a M = 0 et 
n n 

M n

P • 0 pour p>n. 

M* est l'ensemble {q « (q ) .cA-lq, « 0} 
^ n n̂ .1 I 1 1 

O r q , = 0 < = > q € M . Donc (Vp^l) ( M f P c T ~ f M P ) 
1 n n , n 

n^ 1 

Comme M n

P = 0 pour p^n, les éléments de M ' p ont 
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leurs p premières composantes nulles. 

2° Soit m = (m ) s 1 e M
! . 

n n^ 1 
Considérons q * (q ) . défini par 

n n n n^l 

q, s 1 ; q = l + m + . . . + m n I pour n^2. nl n n n n 

Si f 1 est le morphisme canonique 

(A/H + (A/H ) on a 

° »«..!> ' » « . ) , 
''.(',.,' - 1 • « B • • * »„" 

m cM et M n « 0 m n « 0 et f 1 (q A . ) - q„ n n n n n ^n+1 n 

donc qtA^. On vérifie aisément que 

(l-m)q » q(l-m) » 1, donc 1 - m est inversible 

dans A j , donc M 1 est contenu dans ($WAj). 

3° résulte du fait que A T •+ ( A T ) est surjectif. 
1 I5»(c I) 

4° a - (a+H ) e M , n O A = > a + H = 0 donc acH . 
n n " 

n^l 
On a donc M f n n A c H . 

n 
Réciproquement on a M 1 n A * I. Si H n est contenu 

dans M t n O A , soit a € H A l ; ( H I :a) ) . donc 
n+1 n 

3ceC, ac€H QI ; c est inversible dans Aj donc 
a«.H 1 A T ^ M '

Q M ' A T - M ' n + 1 . Donc aftM' n + ,nA et 
n i 1 

H A l Ç M ' N + 1 D A. 
n+ 1 

5° résulte de 1 ° . 

4.8 THEOREME. Soie.nt I un idéal bilatlie cla^à^que-

men-t localisable, à dtioite de. A tel que 
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f}H n = 0, е П VЫгаЛ bi.la.ttKz dz A ( I ) 

znaznduz pa.fi I. kloxb : 
7° H = М П П А 

П 
2° Vn£l, V x € A ( I ) , ЗаеА, ЗсеС, 3m n€ М П 

-1 , x s ас + m n 
3° А ( х ) / м П ^omoxphz à ( A / H n ) ^ c ^. 

1° Avec les notations de 4.7, I c M ' = » M c M ' . Donc 

M n £ M , n et М П Л А c M f n 0 A = H n- Réciproquement, 
si H n c M n , soit x c H n + 1 : ( 3 c € C ) ( x c é H n l ç M n M « M n + 1 ) , 
Comme с est inversible dans A . _ v , on en déduit 

v,n+l , w n + 1 xeM donc H ^ , S. M n+1 

2° A/H vérifie 1« condition de Ore à droite selon n _ j 
С et H ç M , donc tout élément с a, ccC, aeA, 
n n - ] 

de peut s'écrire sous la forme a 0 c 0 modulo 
M n , avec a eeA et c 0 c C . 

Par récurrence sur p tout élément a.c, ^..a с ' 
-1 n 1 1 P p 

de peut s'écrire bc modulo M avec bcA, с cC. 
Donc tout élément de A , T v peut se mettre sous forme 
d'une somme finie ЕЪ.с. , b.eA, c.eC, et d'un i î î ' î ' i n élément de M . 

Considérons une somme b j C j ' + bc b et 
dans A, с et c } dans С 
(3ej€C)(3e 2^A)(с je j " c e 2 e H

n ^ • 
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Soit x€A tel que x e ^ I . On a x e 2 + H ^ Ê I / H ^ . 

e 2 + H n " < C + H n ) ' , ( c l e l + H n ) n 

x e 2 + H n - ( X + H n ) ( c + H n ) "
1 ( c 1 e 1 + H n ) 

(A/H n) 

c,e, + H eC =>(x+H )(c + H )'WcH ^ ( C n ) ( l / H ) 
1 1 n n n n ^ - ( c ) n 

donc x + H Q € \0^c )

 1 n ' (I/H n) H ( A / H N ) -

C ^ C )
 ( I / V - I / H n 

n 

donc xfel et e ^ C Donc e 2 est inversible dans 

et l 1on a : 

e , " 1 ^ " 1 ( c 1 e 1 - c e 2 ) e 2 "
1 c " 1 € M n car H n ç M

n , 

donc e ^ c j " 1 - e ^ c " 1 * M n . 

Or : 

b j C j - ' + b c " 1 « b 1 c 1 "
1 + b 1 e 1 e 2 "

1 c " 1 + b

1

e

1

e

2 "
l c 1 + 

± u - 1 - 1 + b e 2 e 2 c 

- bjej ( e ] "
1 c ] "

1 - e 2 "
1 c * " 1 ) + ( b 1 e 1 + b e 2 ) e 2

1 c " 1 

On a donc mis b j C j " 1 + b c " 1 sous forme d'une 

somme d'un élément de M n et d'un élément de la 

forme b ' c ' " 1 . Par récurrence, on voit donc que 

tout élément de A . - x peut se mettre, pour tout 
— 1 n 

n>l , sous la forme ac , modulo M • 
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3° Pour a«A et ceC, ac" 1 + M n ne dépend que de 

(a+H )(c+H ) ~ ! . En effet 
N N -1 -1 

(b+H)(d+H ) = (a+H )(c+H ) 1 

n n n n 

rz^Clej ,e 2cC) (ce j-de 2eH n) et 1
1 on a alors : 

« • i + V ' ^ V 1 = <«2 + V " 1 < d + V " 1 

(ae -be,+H ) ( e . + H ) " 1 ( c + H ) _ I - 0 
1 z n i n n 

ae, - be.feH £ M n 

i z n 

donc : (cej)" 1 (cej-de 2) ( d e 2 )
_ 1 £ M n 

(aej-be 2) ( d e 2 ) - U M
n 

( a e 1 ) ( ( d e 2 ) "
1 - ( c e 1 ) '

1 ) e M n 

(ae,-be 2) ( d e 2 ) '
1 - ( ae, ) ((de 2) "

 1 - (ce t ) '
 1 ) * M n 

(ae,) ( c e ] ) "
1 - ( b e 2 ) ( d e 2 ) "

1 e M n 

ac" 1 - b d " t M n 

ac" 1 + M n » bd" 1 + M n 

Alors on a une application (A+H f t)(c+H n) i a c _ 1 + M n 

de (A/H ) dans A . T » / M
n . Cette application est 

n S>(C ) u ; 

n 

un morphisme d fanneaux unitaires, qui est surjec-

tif d'après 2° et injectif car M n f l A =* H n . C'est 

donc un isomorphisme . 

4.9 COROLLAIRE. Avec lu* hypothèse* et le* notation* 

de 4.% on a : 
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1° Л мп = 0 

2° eòi le complété de A ^ роил la topo-
logie K-adlque. 

3° Vn>,l, M n » M ' n O A ( I ) . 

4° Le moKpklòme canonique A + A ( i ) u n 

éplmoKphlòme d1 anneaux• 

1° On a vu, en montrant 4.8 1° que M n C M t n . 

Donc ф M N с M 1 N « 0. 

2° La topologie M-adique est séparée donc le complé
té est la limite projective des А ( х ) ^ м П * n ^ l e 

D faprès 4.8. 3° et la définition de A j , ce complé

té est l'anneau A^. 

3° On a déjà М п с м ' п П А , Réciproquement tout 
* i 1 n х е М 1 п П A / T v s'écrit ac + m acA, ccC, m cM . 

a « (x-m )c€.M' nOA * H 9 M n O A . Donc ac € M et 

x«M n. 

4° Si Uj et u 2 sont des morphismes de source A ^ j ^ 

coïncidant sur A, on a pour x e ^ a j c i * * * â p C p € 

Uj(x) » UjCEa.Cj '...a pc
 l ) 

« Euj (aj)u, (с.)"" 1 ... U j ( a p ) u , ( c p ) 1 

» Z u 2 ( a J ) u 2 ( c l ) " 1 ... u 2 ( a p ) u 2 ( c p ) 1 
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s u 2(x) 

donc Uj 8 Uj et A •+ ̂ ^jj e s t u n épimorphisme. 

On verra dans le chapitre 6, un exemple dans 

lequel A n'est pas essentiel dans A^.^ , de sorte 

que 1 1 épimorphisme A -> A ^ ^ peut ne pas être plat. 

Néanmoins, comme tout élément de 3»(C) contient un 

élément de C, la famille topologisante idempotente 

image directe de 3?(C) dans est réduite à . 

4 - 1 0 PROPOSITION. Soit lun Idéal bilatère de A tel 

qu£,Vc€.C, Vn >1 , VaeA, 

caeH = > a c H » 
n n 

Supposons H n = o • Alors si A possède 

un anneau de inactions à droite selon c, 

I est classiquement localisable à droite 

et k^est l'anneau de fractions à droite, 

de A selon c . 

En effet par hypothèse, les éléments de C sont 
n 

non diviseurs de zéro à gauche. Il est clair que 

A/H vérifie la condition de Ore à droite selon C • 
n n 

Il en résulte que les éléments de sont aussi non 

diviseurs de 0 à droite, donc I est classiquement 

localisable à droite* A est donc sous-anneau de A ^ ^ . 
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Comme A vérifie la condition de Ore à droite selon 

C, on voit que tout élément de A(j) s'écrit sous la 

forme ac 1 donc est anneau de fractions à 

droite de A selon C. 

4.11 PROPOSITION. SI l'Idéal bllatéie classiquement 

localisable à droite I est complètement 

piemleK [l.e. A/i sans dlvlseux de o ) , 

aloKS : 

1° A I est un anneau local d'Idéal maxi

mum M f - Cb(AI) et M 1 est maximal en 

tant qu'Idéal à droite et en tant 

qu'Idéal à gauche. 

2° L'Idéal M engendré рак l dans A ^ 
est maximal en tant qu'Idéal à dKolte 
et en tant qu'Idéal à gauche. 

En effet, comme I est complètement premier, С 
est le complémentaire de I et A/I a un corps de frac
tions à droite ( A / D ^ ( c ) • 

Comme Aj/M 1 et A ^ ^ / M sont isomorphes à 
( A / I ) ^ c y M et M 1 sont maximaux en tant qu'idéaux 

à droite et en tant qu'idéaux à gauche. Il en résulte 
que l'on a M' » ОЦА^) et Aj est local. 
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CHAPITRE 5 - APPLICATIONS AU CAS COMMUTATIF• 

5.1 Localisation dans un anneau commutatif unitaire  

quelconque. 

On a vu que, dans un anneau commutatif unitaire 

A, pour toute famille topologisante idempotente 

d'idéaux de A, tout idéal I 3*-clos est localisable 

à droite par rapport à ̂  (2.2.2. 3°) et les puissances 

symboliques à droite H de I par rapport à sont 

données par : 

H n ~ G J !n* A< i n> (2.1.3) 

5.1.1 PROPOSITION. SI I esf$-clos, l'anneau 

A I ( j .
 s lim ((A/CA^ A(I n) ) ) e*t Isomorphe 

9 n>\ n 

a V anneau ̂ im ((A/i n)^,)oû 3 ^ est la 

Camille Image directe de ̂  dans A / I n . 

Ceci résulte du fait que, pour tout n^l, 

(A/CA^ A(I n) ) ^ est isomorphe à ( A / I n ) ^ t . 

On a vu que tout idéal I de A est classiquement 

localisable à droite (4.3). Notons encore C la 

partie multiplicative {c€.A| (VxeA) (xc£l=»xel) } , et 

*3KC) l a famille des idéaux de A contenant un élément 

de C. 
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5.1.2 PROPOSITION. Soient A c = k^^VannzAu de 

inaction* QlnlKCLllbl de A &zlon с {(13) 
p. 44) et M 0 VIdlal de. A c engendre" 
рал l'Image, canonique de. I. KloKb 
A ( I ) " Vf?»* ' 

La correspondance 

(a • 0 ^ ( 0 ) ) (c + C ^ ^ C O ) ) " 1 

-1 

(a + f ? C A 4 c ) ( i n » (c + ^ с ^ О < 1 П ) ) 
définit un morphisme surjectif de A c dans A ^ ^ . S o n 

noyau est l'ensemble des fractions de Açdont le numé
rateur est dans 

Par récurrence sur n, on voit que M e
n est l'idéal 

engendré par С £ ^ с ) < 1 П > / С ^ < с ) ( 0 ) car on a : 

M o " ^ c ) ( I ) / c S t c ) ( 0 ) b A c 
( C 4

A

C ) ( I Û ) / C ^ A

C ) ( 0 ) ) . ( I / C ^ A

C ) ( 0 ) ) . A, -

{ ( G ^ A

c ) ( I
n ) . I • C ^ A

C ) ( 0 ) ) / C ^ A

C ) ( 0 ) } . A c ç 

^ А с) ( 1 П + 1 ) / с^ АО ( 0 ) Ь А с 

35 



Localisation à la manière de Goldie et applications 

A/C* A ,(0) A 

La proposition 5.1.2 montre que est le 

quotient de A c par l'adhérence de 0 pour la topolo

gie M G-adique. La proposition 4.9. 2° montre que 

est le séparé complété de A pour cette topologie. 
L 

Si I est primaire ou premier, on peut apporter 

des précisions supplémentaires sur la structure de 

A ^ j et de A^. 

Dans la fin de ce paragraphe, A désigne un a n n e a u 

unitaire commutatif, I un idéal de A, 

C = { c g A I (VxcA)(xccl = > X € l ) } , ^ ( C ) la famille topo-

logisante idempotente des idéaux de A contenant un 

élément de C, l^ n^ l'idéal C % ^ C ) ( l
n ) > n-ième p u i s 

sance symbolique à droite de I par rapport à 3*(C). 

5.1.3 PROPOSITION. SI I est V-ptiimaina on a le* 

ptioptilétés suivante.* : 

1e c est la complémentaire de P. 

2° Vn>l, est ?-p>ilmalKe. 

3° Vn^l , ( A / l ( n ) ) ^ ( C ) i** anneau total de 

factions de A / i ( n ) . C9est un anneau 

pfilmalKe. 
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4° A ( x ) e ^ Ai 6onJt anneaux locaux. 

L'Ideal maximum de A^est la trace 

sur de VIdeal maximum de A]. . 

1° C ne rencontre pas I donc ne rencontre pas P. 

Réciproquement, il est clair que tout élément 

n'appartenant pas à P appartient à C 

2° La racine de 1 ^ est P et pour des idéaux X 

et Y de A, on a : 

X Y ? I ( n ) et Y ^ P ^ Y e ' S K C ) et X ç C ï ^ c ) ( I ( n ) ) - I ( n ) . 

3° On vérifie aisément que C est l'ensemble des élé

ments non diviseurs de 0 de A / I ^ n ^ . Le fait que 

( A / I ^ 1 1 ^ ) ^ ^ j est un anneau primaire est alors bien 
n - V 

connu, il résulte du fait que P / I W est idéal 

premier minimal de A / I ^ n ^ . L'idéal maximum M* de 
( n ) ^ 

(A/I \g>(c ) 6 S t a * o r s u n nilidêal. 

4° Soit l'image réciproque de l'idéal maximum M'j 

de ( A/I)^ç ) p a r * e m o r P * 1 î S î n e canonique 

A x -+ ( A / 1 ) ^ ^ ) » M o e s t l'ensemble des éléments 

de Aj dont la première composante est une fraction 

à numérateur dans P/I. 

Si N est un idéal maximal de A J f N contient le 

radical de Jacobson de A J f donc il contient le 

noyau du morphisme 

Ai - < A / I ) c * ( C l ) 
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d faprès 4.7. 2°. Donc l'image de N dans ( A / I ) ^ , ^ . 

est un idéal propre, différent de ( A / I ) ^ c ^, 

donc contenu dans Mj , de sorte que N est contenu 

dans Kl donc égal à ; est donc le seul i d é a l 

maximal de et A^ est local. 

. oo ( n ) 

A ^ j est anneau de fractions de A/(^\ I v selon 

la partie multiplicative C 0 complémentaire de 
oo C n ) 

l'idéal premier P/Ç) I , c'est donc un anneau 

local et son idéal maximum M 0 est formé des frac — 
oo ( n ) 

tions à numérateur dans P/p̂  I v . Comme M 0 est 

le radical de Jacobson de ^(j)» o n v ° i t immédia

tement que M 0 = M j H A ^ j j . 

5.2 Localisation dans un anneau commutatif unitaire  

noethërien. 

Les notations sont les mêmes que dans le p a r a 

graphe précédent. On suppose de plus que l'anneau A 

est noethërien. 

5.2.1 PROPOSITION. SI I e*t *eml-piemlei, on a le* 

pKopKlete* suivante* : 
1° La iamlllz ̂ klldéilnle pal l[3.2) d*t 

égale à ^(c) • 

2° Le* anneaux de faction* ( A / i ^ ) ^ ̂ c ̂  
sont *eml-pnlmalh.e*. 
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3° Le noyau M' du monpklsme canonique 

J a c o b s o n de I . 

(^\ M f n = o e t A I / M l e ^ t semi-simple 

aitlnlen. 

4° VIdeal M de A ( I ) engendKl pan l
9Image 

canonique de i e^t un Ideal seml-

ptiemlei. 

1° Résulte de ce que 1 1 on a remarqué à la suite de 

3.3. 

2° ( A / l X ^ ç ^, anneau de fractions d'un anneau semi-

premier noethérien, est semi-simple artinien ((a) , 

cor . 7 , p.84) . 

Le noyau M^de 1'épimorphisme canonique 

( A / l ( n \ ( c ) * ( A / % ( c , ) 

n 1 

est le radical de Jacobson de (^/^^^(c ) ' 
c'est un idéal nilpotent tel que 

( A / I ( n ) ) ^ ( c ) / M n ^ ( A / I ^ ( c } est artinien. Donc 

, \ n 1 

( A / I ^ ^ ( c ) e S t s e m ^ " " P r i m a i r e • 
n 

3° M' - A n ( T Î M ) - A n U n ( A / I ( D ) ) _ r ,) 

donc ^ Â j J ç M ' . D'après 4.7. 2 ° , on a donc 

M' - Ob(AT) ; p| M , n = 0 d'après 4.7. 5° et 
n£l 
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Aj/M' ( A / I ) ^ c ^ est semi-simple artinien. 

4° Pour x c A ^ , on a x . A ^ . x c M => xcM car M П A « I 
et I est Semi-premier. 

Si I est premier, le localisé à droite classique 
^(1) c o ^ n c ^ ^ e a v e c l fanneau local associé à A selon 
I par Goldie : c'est donc l'anneau de fractionsde 
A/p| i^11) p a r rapport au complémentaire de l'idéal 

premier l/(^ I ( n ) . 

5.2.2 PROPOSITION. Soit I = ф Q £ une décomposition 

noethérlenne d'un Idéal I en Idéaux P ^ 

prlmalres Q^. 

с C A
p i ; с e4t £a p£iu grande 

des parties multiplicatives c ' d e A 

telles que I ¿ 0 ^ * 3KC')-c£o4. 

2° S>c ft>(l) ед£ la racine de I, £'>tn;te*-

4ec£tow de-6 раХл-бапсе-б 4ymbo£>cqu£-6 à 

droite de 0ь(1) рал rapport à ̂ ( C ) 

M * £ i < " > - c S * c ) < o ) . 

3° Ajj^ e-ôt l'anneau de fractions généra

lisé A^^de A selon c . I£ ne d é p e n d 

que de* Idéaux premiers de I. 

1° Dans A/I, le complémentaire de la réunion des 

idéaux premiers de 0 est l'ensemble des é l é 

ments non diviseurs de 0, donc le complémentaire 

de la réunion des P^, l^i^n, est contenu dans С • 
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Réciproquement, il résulte de (l3) p.17 que 

toute partie multiplicative C 1 telle que I est 

^(C^-clos est contenue dans l'intersection des 

complémentaires des P^, ce qui achève la démons

tration. 

2° I et &>(!) ont les mêmes idéaux premiers, ils dé

finissent donc la même partie multiplicative C. 

Comme I contient une puissance de <Sb(I) , on a 

Soit H - 0 , I ( 0 ) . 

Soit HI « Q'jrt . . . O Q ' une décomposition noethé-

rienne de HI en idéaux P'^-primaires Q'^* 

HI Ç Q ,

i = = » H £ Q ' i ou I Ç P 1 . . 

I £ P ,

i = » ( 3 s > l ) ( P
, ? c Q \ i ) . Alors I S £ Q ' i et 

H c i ( . ) . C ^ d ^ f i C ^ t Q ' i ) . 

I ^ P ' i ^ H C Q ' . c c ^ C Q ' . ) . 

Dans tous les cas, on a H ç C £ ^ c j (Q
1 j) • 

Donc 

Comme A est noethéorien, H est engendré par des 

éléments hj,..,hp. Pour tout i • 1»»«»P» 

hi* C £ ,S»(C) ( H I ) d o n c 3 c i c C t e l <* u e 
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P 
h . c . * E a . . h . 

1 1 î-1 1 J 2 

ÇO pour i^j 
avec des a..cl. Soit 6 .. « J 

1 J 1 J J 1 pour i=j 
P L 

On a £ (c . 6 . .-a . . )h . - 0 U U p . 

Si D est le déterminant des coefficients (c.6..-a..'? 

on a donc Dh. « 0 pour tout j = l,...,p. Or D , 

somme d fun élément de C et d'un élément de I, est 

dans C et les h j , annulés par un élément de C , 

appartiennent à C J ^ c ) ( 0 ) et H c C ^ c ) (0) . 

L'inclusion en sens inverse étant triviale, on 

a l'égalité. 

o oo (m ) 
3 A(i)> anneau de fractions de A/P\ I selon 1 1 image 

de C est anneau de fractions généralisé de A 

selon C d'après 2°. 

Il en résulte, notamment, que si I est P-pr imaire, 

A ( I ) e S t l ' a n n e a u local associé à A selon P. 
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CHAPITRE 6 - APPLICATIONS AU CAS NON COMMUTATIF. 

6. 1 Localisation à droite classique dans les ordres  

d'Asano. 

6.1.1 Rappelons la définition suivante § 1 ) . 

Un sous-anneau unitaire A d'un anneau unitaire 

Q est appelé ordre à droite d fAsano dans Q si : 

1° Q est anneau de fractions à droite de A selon la 

partie multiplicative des éléments de A inver

sibles dans Q. 

2° Les A-idéaux bilatères de Q forment un groupe 

multiplicatif. 

6.1.2 PROPOSITION. Soit A un 0Kdn.(L à dKolte d'Asano 

noethéKlen à dKolte et a gaucho, dans un 

anneau unltalKc Q. 

1° Tout Idéal pKemleK ? de k est classi

quement localisable à dKolte. 

2° L'anneau A ( p ) ( 4 . 6 ) coïncide avec l'an

neau local associé à k selon P paK 

Goldie ( (é)p.99). 

Si C est la partie multiplicative 

{ceA| (VxeA) (xc*P=»x€.P) }, on note ^(C) (resp.^(C)) 

la famille topologisante idempotente d'idéaux à 

droite J (resp.à gauche) de A tels que.VasA, 3ccC, 
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accJ (resp.caeJ) . 

Les puissances symboliques de P de Goldie sont 

définies par 

p<"> - c ^ c ) < c ^ c ) ( P < ° - ' ) P ) ) 

Par récurrence, on a donc H ^ ^ P ^ 1 1 ^ , en appelant 

H les puissances symboliques à droite de P par 

rapport à\£(C). De ((l2), prop.2.5) et de 2.1.2 . 2 ° , 

on déduit 

p n p ( n ) m p n m p n m (n) 
n n 

De ((6), théorème 4.3, p.95) et de 4.1, il rësul^ 

te alors que P est classiquement localisable à droite 

et la deuxième assertion est claire compte tenu de 

l fëgalité H n = P
( n ) = P n (cf(6)p.99). 

6.1.3 PROPOSITION. Avec les hypothèses de 6.1.2, 

tout Idéal v-ptilmalre l est classique

ment localisable à droite et on a 

A ( D = A ( P ) ' 

En effet les seuls idéaux P-primaires sont les 

puissances de P ((l2), prop.2.5, démonstration). Donc 

il existe n>l tel que 1 - P n . 

Soit C(I) = {ccA| (VxcA) (xc€l=»xel) } 

C(P) * {ceA|(VxcA)(xc€P=*xeP)} 

Il résulte de ((ô), théorème 4.3. 3°, démonstration 

p.95) que C(I) - C(P). De sorte que les puissances 
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symboliques à droite de I par rapport à$*(c(I)) 

sont des puissances de P d'après la démonstration 

de 6.1.2 et comme A / P m possède un anneau de fractions 

à droite selon l'image de C ( P ) , pour tout m>\ 9 I 

est classiquement localisable à droite. 

Comme P m « 0 ((l2), prop.4,b), la limite 
m£l 

projective des anneaux de fractions des A / I m est 

aussi la limite projective des anneaux de fractions 

des A / P m . Alors de C(I) = C ( P ) , on déduit A ( I ) » A ( p ^ 

6.1.4 LEMME. Soit I un Idéal bilatère d'un anneau 

unitaire A. Il y a équivalence entne : 

I # I est un h-ldéal à droite i{lO), 

d ë ^ . 2 . 4 . 2 , p . 4 3 ) . 

2° I est complètement pKemleK et Ci'Ir

réductible à droite. 

3° A/i est un anneau homogène à droite 

((10), dé^.2.4.1, p.40) 

4° A/l possède un anneau total de fac

tions à droite qui est un coups. 

L'équivalence de 3° et 4° est connue car homo

gène à droite - coirréductible à droite + non sin

gulier à droite* 

1°=» 2° : Si I est un h-idéal à droite et si xy*I et 
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yil on a yA + l € ^ A / I ((lO), lemme 2.4. 1 p . 4 0 ) . Alors 

x(yA+I)ç I =q>x€Cil A (I) = I. De plus A/l est un 
^A/I 

A-module à droite homogène donc coirréductible et I 

est П-irréductible ( ( l u ) , remarque 2 , p . 4 2 ) . 

2 ° = > 1 0 : Si I est complètement premier et O - i r r ë -

ductible à droite, l'anneau A/I est sans diviseur 

de 0 et c'est un A-module à droite coirréductible. 

Comme tout A-sous-module non nul de A/I est ration

nel dans A/I, A/I est un A-module à droite homogène 

et I est un h-idéal à droite. 

L'équivalence de 1° et 3 ° est claire. 

6 . 1 . 5 LEMME. Soit A un oïdie à droite d'Asano dans 

un anneau aitlnlen simple Q et soit p 

un Idéal ркет1ек ркорке non nul de A . 
Poux toute Camille topologisante et Idem
potente 3ï d'Idéaux à droite de A, tetli 
que P soit S*-clos, les puissances sym

boliques à droite H de P рак xappoit à 
n 

3* coïncide avec les puissances p n . 

On a toujours Hj = P. Supposons = P n . Alors 

H n + 1
 = С ^ С С ) ( р П + 1 ) - °* a р П + 1 ^ Н п + ^ « п » Р П « 

n. n Soit H x l
 s P. 1 ... P r la décomposition de n+ i l r 

H n + 1 en produit d'idéaux premiers ( ( l 4 ) , c o r . 2 . 2 ) . 

Comme tout idéal premier est maximal, il résulte 

de P n + 1 £ H ^, que H ^ , est une puissance de P. 
n+I n+ 1 
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Comme tout idéal non nul est inversible, on a donc 

H . = P n + 1 ou H _ = P n 

n+1 n+1 

Si l'onavait H « P n on aurait C ¿ ^ ( P n + 1 ) = P n . 
A +1 n 

Or C¿r^(P n ) est idéal à gauche de type fini ((u) 

cor.2.2) donc engendré par des éléments a jf. , , a g de P
n . 

On a J =(^> ( P n + 1 / a i ) c ^ , donc P n J S - P n + 1 , donc J £ P 

et PeÍf. Comme P e s t ^ - c l o s , on a Pe*> = > P * A ce 

qui contredit l'hypothèse que P est propre. Donc 

H + 1 = P n + 1 . 
n+ 1 

6.1.6 PROPOSITION. Soit A an ordre [bilatère) d1Asano 

dans an anneau artlnlen simple Q et soit 

P un h-ldéal bilatère de A. 

1° C = {c€A| (VxeA) (xceP=»X£P) } est le 

complémentaire de P• 

2° Vn^l, la puissance symbolique à droite 

H n de P par rapport à Cfc(c) coïncide 

avec p n . 

3° L'Image canonique c n de c dans A/P^ 

est V ensemble des éléments non divl-

sturs de o de A / P n . 

A/P a un corps de fractions à droite et à gauche 

d'après 6.1.4. 4 ° , donc il vérifie la condition de 

Ore à droite et à gauche. Les puissances symboliques 
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de P par rapport à 3*(C) et par rapport à £(C) (à 

gauche) coïncident avec les puissances de P. Il en 

résulte que les éléments de sont non diviseurs 

de 0 à droite et à gauche. 

Réciproquement si ceA vérifie ( V X É A ) ( x c £ P n = > x c P n ) 

alors, (VyeA) (yce P = ^ P n ~ 1 y ccP n) donc P n " ' y c p n

 e t 

comme P est inversible, yeP et ceC donc les éléments 

non diviseurs de 0 de A / P n sont dans C . 
n 

Si l'on remarque qu'on a les égalités : 

on voit que pour tout n£l , le localisé (^/ p ï l)jj( C j 

n n 

est extension rationnelle maximale de A/P , ou 

anneau maximal de fractions au sens de Utumi de A/P n» 

6.1.7 PROPOSITION. Soit A an ondKe d'Asano dans an 

anneau aKtlnlen simple Q, ventilant la 

condition de chaîne ascendante poun. les 

A -Idéaux à dKolte entiers contenant an 

A -Idéal bllatène entier ilxé. Aloxs tout 

h -Idéal bllatèie l de A est classique

ment localisable à droite et localisable 

à dxolte. 

Après 6.1.6 il reste seulement à vérifier que A / I n 

vérifie la condition de Ore à droite. C'est vrai pou* 
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n = 1 puisque A/I a un corps de fractions. Suppo

sons-le vrai pour n. Soient aeA, ceC. Il existe 

a f£A, c V C , h c l n tels que ac' « ca 1 + h. 

Notons avec des indices n + 1 les images cano-

niques dans A / I n + 1 . On pose X n + 1 = ( C n + , A q + h n + , )
 n + 1 . 

h n + l
 X n + 1 *

 0 - » Z n + l ^ \ + r 

1° Si I * x 3c" . e C x ir>X A l et l'on a n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 

ac'c" - ca'c" - hc" - 0 avec hc"ecA + I n + 1 , ce que 

l'on voulait obtenir. 

2 ° S i r n + l
 = X n + 1 » ° n a h ^ n + 1 s i n 0 n h n + l " ° e t  

x

n + l = A

n + 1 » ce qui contredit le fait que I est 

un idéal propre. 

Xn+1 = ^ + 1 = * h n + l
A

n + i
n c n + l

A n + l
 = °' 

0 r A«u.i - A / I n + 1 est noethérien à droite par hypo-
n+ 1 

thèse, donc tout idéal à droite de A/I conte

nant un élément non diviseur de 0 est essentiel, 
de sorte que c .A . est essentiel, contredisant 

n+1 n+1 
h n + l

A n + l * °' 

6.2 Localisation à droite classique dans un anneau  

de polynômes. 

Dans ce paragraphe, K désigne un corps commutatif 
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de caractéristique 0, A = K ( X , Y ) l'anneau des poly

nômes à deux indéterminées non commutatives sur K. 

On note I l'idéal bilatère de A formé des polynômes 

dont le terme constant est nul. On va montrer que I 

est classiquement localisable à droite. 

6.2.1 IEME. 

1° XA H Y A = 0 

1° A est sans diviseur de 0 

3° A/l est un corps 

4° I est complètement premier, 

С ={c€A( (VxcA) (xc€l =>xcl) } 
est le complémentaire de I et les puis
sances symboliques à droite de l par 

rapport à S?(c) coïncident avec les puis

sances de I. 

1° résulte du fait que X et Y ne commutent p a s . A/I 

isomorphe à K, est un corps, donc I est complète

ment premier. 

On voit, par récurrence, que le produit de deux 

polynômes homogènes non nuls est un polynôme ho

mogène non nul, ce qui entraîne que A est sans 

diviseur de zéro. 

Comme I est complètement premier, С est le complé* 
mentaire de I. I n est l'ensemble des polynômes 
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dont tous les monômes de degré <n - 1 sont nuls. 

Donc I n est St(C)-clos. Par récurrence on voit donc 

que les puissances symboliques à droite de I coïn

cident avec les puissances de I. 

6.2.2 PROPOSITION. Soit C n l'Image de C dans A / I
n . 

1° c est V ensemble des éléments non 
n 
diviseurs de 0 de A / I n . 

2° Tout élément de c est Inversible 
n 

dans A / I n . 

3° I est classiquement localisable à 

droite. 

4° Aj est le complété de A pour la to-

pologle l-adlque : c9est l'anneau 

des séries formelles à deux Indéter

minées non commutatlves sur K. 

1° Comme A/I est un corps commutatif, il vérifie 

la condition de Ore à droite et à gauche et il 

en résulte que les éléments de C sont non divi-
n 

seurs de 0. Réciproquement, si céA vérifie 

(VxcA) (x c c l n = > x*I n) 

le terme constant de c n'est pas nul et ceC. 

2° C'est facile à vérifier. 

3° D'après 2° , A / I n est son propre anneau de fractions 

à droite. Comme B 3*(C) puisque A/I est un 
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corps, I est aussi localisable à droite (4.2 et 

3.4). 

6.2.3 Remarque s. 

1° (1+X)AHYA = 0. Donc (1+X)A n fest pas essentiel, 

A n fest donc pas un anneau de Goldie puisqu'il 

est, d'autre part, sans diviseur de 0. Donc l'anneau 

A n1 zst pas no&thé/Uzn. 

2° A ne vérifie pas la condition de Ore à droite 

selon C sinon on aurait (l+X)Ae3*(C) et 

((l+X)A/Y ) A e 3 K O ce qui contredit ( 1 + X ) A H Y A - 0. 

3° D'après 4.11, est un anneau local dont l'idéal 

maximal unique est le radical de Jacobson. 

4° ( (1+X)"'YA) A = 0, donc A n'est pas essentiel 

dans A j , ni dans A ^ ^ , de sorte que l'êpimor-

phisme A A n ' e s t pas plat. 

D'autre part A(^) ne peut pas être un localisé 

de Gabriel de A pour une famille topologisante 

idempotente d idéaux à droite de A. 

Cet exemple montre donc que notre théorie peut 

conduire à des résultats que ne donnent ni la loca

lisation de Goldie, ni celle de Gabriel. 
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