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§ - COMPLETION ET Gs-DENSITE

A.Deaibes et R.Pupier

Ces quelques pages ont pour origine la premiére partie de l'article
de K.MORITA "Topological completion and M~spaces" (ﬁﬂ). Rappelons que
celui-ci &tudie la notion d'espace uniforme faiblement complet ( que nous
appellerons d~complet) et construit par un procédé de limite projective
1'espace faiblement complet associé i un espace uniforme donné. L'intérét
principal de cette notion est qu'elle coincide avec la complétion dans le
cas d'un espace fin (th.1.5 de Dﬂ), et qu'elle permet ainsi de construire
le complété topologique d'un espace complétement régulier. L'un des auteurs
a montré en 1969 ([BPI] avec H.BUCHWALTER, que ce complé&té topologique se
construisait aisément au moyen de formes linéaires sur C(T), et plus tard,
dans [BPZ]’ que le complété séparé d'un espace uniforme s'obtenait de ma-
niére analogue. Nous avons donc &tudié la notion définie par K.MORITA 3 la
lumiére de ces résultats.

Pour faciliter le passage entre diverses méthodes de complétion nous
donnons dans une premiére section quelques résultats classiques qui permet-

tront au lecteur de se rattacher 3 la technique qu'il affectionne.
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1. FORMES LINEAIRES ET FILTRES DE CAUCHY.- Lains toute la suite T désigne

un espace uniforme séparé (pour des questions de plongement), U(T) 1'espace
vectoriel des fonctions 3 valeurs réelles uniformément continues sur T, H(T)
1'ensemble des parties uniformément équicontinues et simplement bornées de
U(T), AT l'ensemble des formes linéaires modulaires (i.e. u(l) = 1 et
u(|f|) = lu(f)l) sur U(T), qui sont continues sur les parties He H, quand

on munit celles-ci de la topologie de la convergence simple (formes com
pactologiques de [BZ], [BPz]). Enfin, pour tout HEH, d, désigne 1'écart

sur T défini par

dy(t,e') = Sup|h(t) - h(t")]|.
he H

Les dH déterminent la structure uniforme de T. Le résultat fondamental de
[BPé] est :
1.1. THEOREME.- Le complété de T n'est autre que 1l'ensemble AT muni de la

structure uniforme de H-convergence.

La démonstration se fait directement en plongeant T dans 1l'elcs
complet M(T) des formes linaires sur U(T), continues sur les parties He H{
(avec la topologie de la H-convergence) et en montrant que AT est 1'adhé-
rence de T dans cet espace. Il est bon d'établir le passage naturel (au
sens des problémes universels) avec la méthode des filtres de Cauchy mini-
maux préconisée par BOURBAKI ([B]]).

Tant qu'il n'est pas fait mention d'une construction explicite du
complété de T, on le notera E.

On sait que les filtres de Cauchy minimaux sur T sont définis par
les traces sur T des filtres de voisinages des points de E.

Si F est un filtre de Cauchy qui converge vers x= T, on a nécesaire-
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-ment, pour toute fe U(T)

lime = 1ime = f(x),

oi f est le prolongement 4 T de f. On est donc amené a associer 3 tout fil-
tre de Caucky F 1'application up : U(t) » R définie par :

uF(f) = lime.

1.2. THEOREME.- Pour tout filtre de Cauchy F sur T, up est une forme liné-

aire modulaire compactologique sur U(T).

La seule propriété non triviale est la continuité de u sur les Hef;

on 1'obtient au moyen du lemme évident suivant :

1.3. LEMME.- Soit F un filtre de Cauchy. Pour tout A€F, tout a>o0 et toute
f cU(T), tels que, quels que soient t€ A et xE€A, If(t) - f(x)l<a, on a,

quel que soit xeA, | £(x) - uF(f)l;a .

Alors, si (fi)’ i I, est une suite généralisée de fonctions appar-
tenant 3 H, qu'on peut supposer uniformément bormée, et si la suite (fi)
tend vers o, il existe Ae F tel que dH(A,A)<e. En fixant toeA, on a ¢

lug(£,) - £,(t )[<e pour tout iel et par suite

PUESIENIXSI

ce qui montre le théoréme.

La topologie de T est définie par les f € U(T). Les filtres de Cauchy

minimaux sur T sont donc engendrés par les parties
A = {teT/|f(t) - £(x)e} ,
f,e

ol X est un é&lément de T.

-~

Si 1'on prend pour modéle de T 1l'espace AT on a, par définitionm,

f(u) = u(f) pour tout u €T, et par suite, 3 toute forme linéaire moduaire



é -complétion et GS -densité

compactologique u sur U(T) on fait correspundre le filtre de Cauchy mini-
mal sur T engendré par les

A = {teT/|£(0) - u(f) <1},
car si gelU(T), £ = g/e<lU(T) et Ag’€ = Af.

La construction précédente &tablit les bijectiomns réciproques natu-

relles entre le modéle de complété donné par BOURBAKI et 1'espace AT.

A titre d'exemple on peut établir, dans le modéle AT, le fait bien
connu que le complété d'un produit est égal au produit des complétés. Rappelons
que, si H est une partie uniformément équicontinue de U(T), tout &lément
ue AT coincide sur H, 3 € prés, avec une forme de Dirac (Lemme 3 de [BPZ])’

ce qui montre que u est uniformément continue sur H. Soient T et X deux

espaces uniformes, et f=U(TxX); posons : £ : t ——*ft et f

1 : x —>f
x

2

f] (resp.fz) est une application uniformément continue de T (resp.X) dans

Uu(X) (resp.Uu(T)), et les familles (ft) t (£) sont uniformé-

tet © x’x€ X

ment équicontinues respectivement dans U(X) et U(T). Par suite, pour tout

ve A X (resp.us AT) la fonction vofl(resp.uof ) est uniformément continue

de T dans R (resp. de X dans R). L'égalité

(E) u(vofl) = v(u,f,)

n'est autre que le théoréme de la double limite. On peut montrer directe-

ment cette égalité : soit H = {fx}xesxtj{vofl} (resp.K ={ft}tezTU{u°f2});

ce sont des parties uniformément &quicontinues de U(T) et U(X). Soit €>0;

comme u est uniformément continue sur H, il existe des points tiseeest de
n

T et un réel a>o, tels que :

(n sup |h(t.) - h'(t,)|<e=|u(h) - u(h")|<e ,
1<t<p 1 1

pour toutes fonctions h et h' de H; d'autre part il existe X € X, tel que,

(2) lv(g) - £.(x,)| < min(a,e) (lemme cité de [392]).
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En appliquant 1'inégalité (2) aux t. on obtient :

u(v £ ) - u(f <g .

v, £ = u(g, )|

Un raisonnement analogue montre qu'il existe des points XpyeeesnXpy de X, un
réel g>o et un point t_de T, tels que l'on ait simultanément :

an Sup |k(x.) - k'(x.)|<B =|v(k) - v(k")|<e.
15j<m ]

pour toutes fonctions k et k' de K, et :
2" |u(fx) - fx(to)l < min(B,e) quel que soit x€X.

D'ol : Iv(ubf ) - v(f, Y<e .
)
Enfin, d'aprés (2)

lv(fto) - f(to,xo)l <e

et d'aprés (2') :

|u(fx ) - f(to,xo)l <e ,
(o]

ce qui entraine :
(v, £)) = v(u,E )| < be.
On pose alors :
u @ v(f) = u(vogl) = v(uogz)
et on vérifie aisément que u 8 ve A(TxX). L'application (u,v) =>u @8 v
établit la bijection naturelle cherchée entre MIxAX et A(TxX). En effet,
remarquons d'abord qu'on peut plonger U(T) (resp. U(X)) dans U(TxX). Si
we A(TxX), soient w, = wlu(T) et v, = wlU(X); v, et v, sont des formes
modulaires compactologiques sur U(T) et U(X). Soit fe U(TxX); on peut con-
sidérer la partie H = {f}u{ft}te TU{WZQEI} comme une partie de U(TxX)

évidemment uniformément &quicontinue dans U(TxX); pour tout e>o il existe

donc (to,XOXs TxX tel que :
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Sup lh(to,xo) - w(h)|<e.

heH
Alors :
(1) lw(e) = £(t_,x ) |<e
(2) lwz(ft) - ft(xo)|<e quel que soit te T
(3) IWI(WzoE]) - wzo:‘.](xo)|<e.

En appliquant (2) i t,, ona:

|w2(fto) - £(tx )| = wyef () - £(t ,x )| <e

et

lw(f) - w, (w2°f1)l <3e.

Nous sommes maintenant en mesure de retrouver de fagon élémentaire
les résultats de K.MORITA. I1 convient cependant de traduire la condition
d'intersection dénombrable pour un filtre de Cauchy en termes de formes

linéaires modulaires compactologiques :

1.4. THEOREME.- Soit T un espace uniforme; pour tout filtre de Cauchy mi-
nimal F sur T, les propriétés sutvantes sont équivalentes :
a) le filtre F posséde la propriété d'intersection dénombrable (ID);
b) la forme linéaire up posséde la propriété (D) :
pour toute suite (fn)neN d'éléments de U(T) et tout e>o, il existe

tel que

Suplf (t) = u(f )|<e
neN P F''n

e) la forme linéaire up posséde la propriété (D'):
pour toute suite (£) g 9'éléments de U(T) il existe t<T tel que, quel
que soit nEN :
£()=u (fn);

d) pour toute fe U°°(T), uF(f) e f(T);

-6 -
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e) pour toute £ e U(T), uF(f)E £(T).

PREUVE: soient F un filtre de Cauchy satisfaisant a (ID) et f<U(T). Les

parties
A= {teT/ |£(t) - u(D)| < =}
n n
appartiennent a F, donc N An # 0, ce qui montre e).
L'implication e) = d) est triviale.
. . t o= .
Soit (fn)nEN une suite d'éléments de U(T); en remplagant fn par
frl - uF(fn) et en utilisant la transformation r > r(l+|r|)-], on peut

n
. . -k
supposer o;fnél et uF(fn) = o. Dans ces conditions la suite g, = E : 2 fk
k=0
est uniformément &quicontinue et la fonction

g = lim g,

n-re
est uniformément continue et bornée. Comme up est continue sur les parties
uniformément équicontinues, on a uF(g) = 0, et il existe t€ T tel que
g(t) = o, ou encore fn(t) = uF(fn)’ pour tout ne N.
L'implication c) == b) est triviale.
Soit enfin (An)neN une suite d'éléments de F, ot F est minimal;
pour tout n€N il existe un ensemble fini Fn de fonctions f< U(T) tel que

An_:;n Ag-

fe F
n

La réunion des Fn étant dénombrable, il existe d'aprés b) un te T

tel que, quel que soit fe UFn on ait :

£() - ue(D)| <1,
et te nAn.
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9 ESPACES & COMPLFTS €7 §-COMPLET:ON.- OCn dira qu'un espace uniforme T
ast 8§-complet si tcut filtre de Cauchy satisfaisant 3 (ID) converge dans
T. I1 =cc¢ vident qu'il suffit (et il faut) que tout filtre de Cauchy mi-
nimal satisfaisant & (ID) converge. Le th&oréme 1.4. conduit 3 désigner
par 8T l'ensemble des us AT satisfaisant 3 1'une des condicrions équiva-
lentes b), ¢), d) ou e) du théoréme 1.4. On munit 8T de la structure uni-

forme induite par AT.

2.1. THEOREME.- L'espace uniforme 8T est solution du probléme universel

de la &~complétion.

Comme T est plongé dans 8T cela signifie que toute application
uniformément continue de T dans un espace d-complet X se prolonge de fagon
unique 3 8T. Le résultat est conséquence immédiate de la stabilité de 1la
condition (ID) par images directes.

Un espace T est S-complet ssi T = &T.

2.2. PROPOSITION.- Soit T un espace uniforme tel que U(T) = C(T); alors

6T = AT.

En effet, toute ue AT est un caractére de C(T), qui satisfait 3
la condition e) de 1.4.

Cette proposition donne immédiatement le théoréme 1.5. de ﬁﬂ .
On va maintenant caractériser les espaces T satisfaisant 3 6T = AT,
en termes de Gd-densité; ceci généralisera le fait que la replétion d'un
espace complétement régulier T est le plus grand sous-espace de 8T, dans
lequel T soit GG-dense.

On dit qu'une partie X d'un espace complétement régulier Y est

GG-fermée si pour tout ye ¥-X, il existe un G6 de Y contenant y et ne



S -complétion et G 5 ~densité

rencontrant pas X; il revient au wméme de dire qu'il existe une fonction

fe C(Y) nulle en y et différente de zéro en tout point x=X. On appelle
Gs—adhérence d'une partie Ac Y le plus petit sous—ensemble X de Y, Gs—femé,
qui contient A (Q-closure dans [AS]).

On dit que X< Y est G(S—dense si tout GG non vide de Y rencontre X.

2.3. LEMME.- La G‘S—adhérence d'une partie A de Y est le plus grand sous-

espace de Y dans lequel A soit Ga-dense.
2.4. THEOREME.- L'espace ST est la GG-adhérence de T dans \T.

En effet, T est GG-dense dans 6T, car si ue N Un’ ol les Un sont des
ouverts de 8T, chacun des Unn T appartient au filtre de Cauchy minimal sur
T défini par u, et Tﬂ“Un $#¢ .

D'autre part, si v& 6T, il existe f€U(T) tel que v(f) ¢ £(T); alors
g = fl-v(f) est telle que g(v) = o et g(t)-# o pour tET,

2.5. COROLLAIRE.- Pour tout espace uniforme T, on a 8T = AT 8st T est
GG-dense dans AT.

2.6. COROLLAIRE.- Pour tout espace uniforme T, on a 8T = T 88l T est
Gé—fermé dans AT.

On sait par ailleurs qu'une partie GG-fermée d'un espace replet est

un espace replet. D'oil :

2.7. PROPOSITION.- Sott T un espace uniforme modéré; alors &T est un es-

pace replet.

On rappelle que T est modéré (non mesurable) si toute partie d-discré

te fermée de T a un cardinal modéré. La proposition est conséquence du théo-

réme de Shirota.
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REMARQUES et EXEMPLES : 1.- Soit T un espace complétement régulier; dési-

gnons par T, 1'espace uniforme sur T défini par le compactifié de Stone-

B
Cech BT. Alors T, = VT.

B8
2.- Soit T un espace métrique; il est &vident que T est d&-complet,
donc GG-fermé dans son complété.
3.- Soit T un espace localement compact, dénombrable & 1l'infini; pour
la structure uniforme d'Alexandroff (moins fine structure uniforme compati-

ble) il est S-complet.

4.- Si 8T # AT, on a C(8T) # C(AT).

3. LIAISON AVEC LE COMPACTIFIE DE SAMUEL.- Rappelons que si T est un espace
uniforme (séparé), on désigne par oT 1l'espace uniforme (séparé) obtenu en
plagant sur 1l'ensemble T la structure uniforme initiale associée aux fe< U(T)
Ainsi U(T) = U(oT) et U™(T) = U"(oT). Le complété de oT est l'ensemble

20T des formes modulaires sur U(T), muni de la structure uniforme de conver-
gence simple sur U(T). De méme si ST désigne 1'espace uniforme précompact
défini par la structure uniforme initiale associée aux fe Uw(T), le complé-
té AsT n'est autre que le compactifié de Samuel de T : on 1'obtient comme
ensemble des caractéres de U (T), avec la structure uniforme de convergence

simple sur U“(T). On a les inclusions topologiques :
T + AT + AoT -+ AgI.

3.1. LEMME.- Soit ue AsT, tel que, pour toute f< U°°(T), u(f)<€ £(T). Alors u

est prolongeable en une forme modulaire v sur U(T).

En effet, soit fe U(T); la fonction g = f/(l+|f|)-] est uniformément
continue et bornée, et prend méme ses valeurs dans |-1,+I1[ ; on a donc

-1<u(g)<+1, et en posant :

- 10 -
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on définit une forme modulaire sur U(T).
3.2. PROPOSITION .- On a : 80T = 8sT, topologiquement.

C'est évident, compte tenu du lemme et de 1'équivalence e)<—d)

du théoréme 1.4.

On obtient ainsi le diagramme d'inclusions topologiques

T & 8T & AT
4 §

0T & A0T & AsT

REMARQUE .- Le fait que 80T n'est pas en général &gal i SAT est 1'un des

obstacles que 1'on rencontre, si l'on veut généraliser i 1'espace UC(T) les

théorémes de Nachbin-Shirota et leurs améliorations récentes sur 1l'espace

C (1) -(ef.[B]).

4. COMMUTATION AU PRODUIT DU FONCTEUR § .~ La démonstration de 1'égalité

uniforme XMTxX) = ATXAX fournit immédiatement le résultat suivant :

4.1. PROPOSITION.- Pour tous espaces uniformes séparés T et X, on a :

S(TxX) = 8Tx6X.

-11_
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