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SUR LES ESPACES DE SUITES A VALEURS VECTORIELLES
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---000-~--~

Nous introduisons une nouvelle classe d'espaces de suites a valeurs
vectorielles dans le cadre des structures bornologiques (cf [8] ). Dans une
premiere partie, nous faisons une étude générale des propriétés bornologiques
de ces espaces. Dans une seconde partie, nous établissons des propriétés de

dualité, tant sur le plan bornologique que topologique. Nous ne traitons pas ici

de fagon particuliére le cas des espaces réticulés.

PRELIMINAIRES

Les notations et terminologies sont celles de [8]. Dans toute la suite,
A désignera un espace de suites réelles, idéal pour l'ordre de ® contenant @
1'ordre considéré étant toujours l'ordre naturel. A posseéde alors la propriété
essentielle suivante : ""pour tout y dans A et tout x tel que lxl < lyl
alors x est élément de A", Nous dirons alors (cf. [9]) que A est normal.
Toutes les bornologies considérées sur A sont disquées solides séparées

(cf. [1] et [8]). De ce fait, 1'espace bornologique A est limite inductive
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

bornologique séparée d'espaces normés solides.

I1 en résulte aussi que l'injection naturelle de A dans ]RN est

V,
bornée. Par suite, pour toute suite (x )v d'éléments de A ter .t bornolo-
. . v
giquement vers 0, la suite scalaire (xn )\) tend vers 0 dau.s IR pour tout
v v
entier n, enposant x =(x ) .
D'n

Exemples
- Tout espace parfait A (cf. [9]) muni de 1a bornologie faible dans
la dualité (A, A*), la bornologie faible étant alors solide,
- Toutidéal A de w conten.ant ¢ , muni de sa bornologie de l'ordre

(cf. [1]) (Pour la notation B, cf [5]).

Définition - On dira qu'un espace de suites bornologique satisfait la

"condition LS'" si toute suite (xn) appartenant 3 A est limite

bornologique de ses sections dans nA .

Remarquons que si un espace A satisfait la condition LS, son dual borno-
‘logique A* est contenu dans son dual de Koethe A¥* ., Par suite, sila
bornologie de A est la bornologie faible dans la dualité (A,A™), la condition
LS implique 1'égalité de A" etde A* ., Il en est de méme si A est un idéal

de W contenant ® muni de sa bornologie de l'ordre.

Par ailleurs, si la bornologie de A est une bornologie de Schwartg

(cf. [8)), A satisfait nécessairement la condition L.S, En effet, toute suite

(xn) est limite de ses sections au sens de l'ordre (cf. [10]) donc aussi
pour la convergence bornologique des que A estun ebc de Schwartz

(cf. [5] prop. 3 p. 42).

Lorsque la bornologie de A est la bornologie de l'ordre, A satig-
fait la condition LS si et seulementsi B /A estun ebc de Schwartz. Soit

b un normé de A défini: par un élément positif Ade A ; b est l'ensemble des

‘'suites sc;ala.ires € = (Qn) telles que |&| < a . A satisfaisantla condition LS,
n
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

il existe un élément positif B de A tel que la suite S, = X a_ e

N |<psy ™ B

tende vers Q@ dans Ab en désignant par bB le borné pour l'ordre défini

B

par B . Ceci exprime que les applications CPN de A définies par

b
Qa

n

9. (8)= I § e tendent vers l'injection I de A dans
N 1=n<N n a, B ba

AbB . En outre, ’Ia,ﬁ(g) - CPN(Q)lSlIa’B(a) - cpN(a)l pour tout & dans
b .

a

Donc, ch. 8 est limite uniforme d'opérateur de rang fini, donc com-

pact, ce qui achéve la démonstration.

Notons encore que toute bornologie de Von Neumann d'un espace de

suites parfait métrisable (ou de type £3F ou SF) satisfait la condition LS.

Signalons pour finir que tous les espaces considérés sont supposés

réels.

---000---
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

-1 - ESPACES DE SUITES GENERALISES PROPRIETES BORNOLOGIQUES.

Apres avoir donné la définition des espaces A(E) et en avoir
fourni quelques propriétés (paragraphe 1), nous représentons ans le para-
graphe 2 ces espaces comme produits tensoriels bornologiques complétés
et en déduisons des propriétés de nucléarité, Enfin, dans un troisieme
paragraphe nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

espace A(E) soit un espace de Schwartz.

1 - DEFINITIONS. PROPRIETES ELEMENTAIRES,

E estun ebc séparé (cf. [8]) dont on désigne par 8 une bage
disquée de sa bornologie, tandis que 2- désigne une base disquée solide de

la bornologie de A.

Définition 1.1 - L'espace de suites A(E) est défini de la facon suivante :

une suite (xn) d'éléments de E appartientd3 A(E) s'il existe un
n
disque borné B de E tel que x soit absorbé par B pour tout n

et que la suite scalaire (PB(xn)) soit élément de A (pB désigne
n

la _jauge de B).

Il est clair que A(E) est un espace vectoriel pour les opérations

usuelles.

Pour tout disque borné B de E , on note PB l'application de
P _ . L
A(EB) dans A définie par PB((xn)n) (pB(xn))n . L'application PB

posséde les propriétés suivantes :

- Py (A (xn)n) = |a | PB((xn)n) ;YA ER;VY (x) €A (E)

n
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

<Py () F0,) ) Pylle) )+ Pelly,) )3 V) o () ) €A(E)A(E)

- (Pg () = 0) @ (Gx) = 0)

Si E estun espace normé, on notera simplement P  ipplication

précédente, en prenant pour B la boule unité de E.

On notera P, les projections de A(E) sur E
P ((x)) = x
n
et Q les injections de E dans A(E) :

Q. (x) = (0,...,0, x, 0,...) seule la coordonnée

de rang h étant non nulle et égale 3 x .

On va définir sur A(E) une bornologie vectorielle convexe séparée
rendant bornées les projections Ph .

Définition 1,2 - On définit sur A(E) une bornologie vectorielle convexe

séparée de la facon suivante : une partie A de A(E) est bornée

s'il existe un borné B de E tel que A so0it contenu dans A(EB)
et PB(A) soit un borné de A .

Il est aisé de constater que cette définition est cohérente. Si E
et A sontnormés, de normes respectives p et q , A(E) estun espace

pormé avec || (xn) | =q ((p(xn)) ) . Ceci étant la définition usuelle donnée
n n

dans le cas topologique.

Exemples

-w=4P;24PE) = {(x,) tq3 B€ Blet (x ) E

P
avec L [pB(xn)] < + oo
n n

B

- A=w ; w(E) estl'ensemble de toutes les suites (xn) de E absorbées

. n
par un borné de E. D'une fagon générale, W(E) ne désignera donc pas l'en-

semble de toutes les suites (xn) de E.
n
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

- A =9 ; 9(E) estl'ensemble des suites de E dont tous les termes sont nuls
sauf un nombre fini.

-Ah=c cvo(E) est l'espace des suites qui convergent bornologiquement
vers 0.

oo

A =20 4® (E) est l'espace des suites bornées de E .

- A

s (ou s désigne l'espace des suites scalaires & décroissance rapide)

s(E) est alors l'espace des suites & décroissance tres rapide de E .

Notons A (B,b) = P-; (b), image réciproque de b dans EB par

1'application PB , nous avons alors :

Proposition 1.3 - A(B,b) est un disque borné de A(E) parcourant une base

de bornologie de A(E) lorsque B (resp. b) parcourt 8 (resp. L)_

Preuve : Soient x = (xn) et y = (yn) deux éléments de A(B,b); A et M
n n
1.

deux scalaires tels que By l +f}.l l < On a :

Py (Ax +Hy) S |A | Py(x) + e ] PL(y)

b étant disqué | A | PB(x) + M PB(y) appartient 2 b, et donc aussi
PB()\x +MHy) car b est solide.

Par ailleurs, PB (A(B, b)) est inclus dans b, donc par définition
A(B,b) est borné. D'autre part, si Ao est un borné de A(E), il existe un
borné B de E tel que PB(AO) soit inclus dans un borné b de A, donc A

est inclus dans PB-I(b) = A(B, b),

(o]

Remarquons aussi que si A = A(B,b) alors, [A(E)]A = Ab(EB) et
pA((xn)n) = Py ((pB(xn))n) pour tout x appartenant 3 l:A(E)JA .

Nous donnons maintenant quelques propriétés de stabilité,
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

Lemme 1.1 - Soient El et E2 deux ebc, f une application linéaire bornée

de E, dans E, . L'application f de A(E,) dans A(E,) définie
par ?((xn)) = (f(xn)) est bornée’. En outre, f est injective dés que

n
f 1llest.

Preuve : Soit (xn) un élément de A(El) . 11 existe un disque borné B1 de

E. telque (x ) doit incluse dans E avec (p, (x )) élémentde A .
1 n 1 B 'n
B1 1 n

{f étant bornée, f(Bl) est contenu dans un disque borné B2 de E2 . Par

suite, (f(xn)) est absorbée par B2 . Par ailleurs,
n

(PB (f(xn))) s (pB (xn)) donc la suite (f(xn)) appartient 2
2 n 1 n n

A(E,).

De mé&me, la bornologie de A étant solide, l'image par f d'un borné

de A(El) est bornée dans A(EZ).

- Proposition 1.4 - Si E = Lim (Ei , nij) , alors
i€l

A(E)= Lim (A(Ei). iij ), les limites inductives étant
i€l

prises au sens bornologique.
Preuve : Le lemme précédent montre que le systéme (A(Ei) , ﬁij ) estun

systéme inductif. I1 suffit alors de vérifier 1'égalité algébrique et bornologique.

Lemme 1,2 - Soient A1 et AZ deux espaces de suites, tels que A1 soit
contenu dans A2 » l'linjection de A1 dans A2 étant bornée, alors

AI(E) est contenu dans AZ(E)’ l'injection étant bornée.

Proposition 1,5 - Si A = U Ai , ol les Ai forment un systéme filtrant
i€l
avec A = Lim A, alors A(E)=Lim Ai(E) algébriquement et bornolo-
giquement.
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

Corollaire - Pour tout ebc E, l'espace A(E) est algébriquement et bornolo-

giquement &gal 3 la limite inductive des Ab(EB) ou b (resp. B)

parcourt A (resp. 8).

(V)

Vv V
Proposition 1. 5 - Une suite x( ) d'éléments de A(E) (x = \xn( )) ) tend

bornologiquement vers 0 dans A(E) si et seulement si, il e%:iste un

borné B de E tel que x\) goit élément de A(EB) pour tout entier

v
V et que la suite P (x\ )) tende vers 0 dans A .

B

M
v v
Preuve : Si x —>»0, x appartienta c‘vA o A estun borné de A(E)

et (a,_ ) une suite scalaire décroissante tendant vers 0 donc

v
V -
PB(x ) € PB(avA) =a, PB(A) =a, b avec A= A(B,b). Réciproquement,

v v
PB(x ) € a,, b donc x €a, A(B, b).

V
Corollaire 1 - Pour toute suite V - (x ) tendant bornologiquement vers 0

v
dans A(E), la suite (x n) tend bornologiquement vers 0 dans E
v

pour tout entier n .

En effet, il existe un borné B de E tel que la suite (xv) soit
v
absorbée par A(EB), la suite (pB(x ))v tendant vers 0 dans A . Donc
: v
pour tout n, la suite (pB(xn )} tend vers 0 dans R .
v

Corollaire 2 - Pour tout ebc séparé E l'espace A(E) satisfait la condition

LS si et seulement si A la satisfait,

Démonstration : Soit (xn)n dans A(E). Posons Sy ° (xl, ceea Xy 0,.00)
Il existe un borné B de E tel que (xn) soit élément de A (EB) et donc

aussi SN pour tout entier N,

PB((xn) - SN) =(0,...,0, pB(xn+1)’ ...). Si A satisfait la condition
LS, la suite PB ((xn) - SN ) tend vers 0 dans A donc (cf. prop. 1.5) 1a

suite S tend vers x = (xn)n dans A(E). Réciproquement, soit X_ un élément
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vector ielles

..l’a ? 2 8 o ;
1’ N0 )

= = P: dans
X (an xo) et SN (xl, e Ko 0,...). Par hypothese SN tend vers x n

non nul de E ; Soit Q@ = (an) un élément de A, gN = (a

A(E), donc il existe un borné B de E que l'on peut choisir contenant x

- N - = Q - ,
tel que PB(x SN) tend vers 0 dans A PB(x SN) | S Py (xo)
la valeur absolue étant prise au sens de l'ordre dans A. Par ¢ .te,

la - SNl tend vers 0 dans A, donc aussi (&- SN).

Proposition 1. 6 - Les projections Ph sont linéaires surjectives bornées,

En effet, soit A(B,b) un élément de la base de bornologie de A(E). T étant

bornée T (PB(A)) est bornée dans IR or, Mmoo PB = pg O Ph ; donc
(Ph(A)) est bornée dans IR soit P, (A) est bornée dans E

Pp h B

Corollaire - Pout tout h, P-h1 (E) est un sous-espace vectoriel M-fermé

de A(E).

Proposition 1.7 - E _est isomorphe(d'une infinité de facons) & un sous-

espace vectoriel M-fermé de A(E).

Preuve : Soit I: E - A(E); I(x)=(x,0,0,...) I estune application linéaire
injective.

a) Soit B un borné de E . I(B) est inclus dans A(EB). En outre,
0s PB(I (x))s e, Ppour tout x dans B donc I estune application bornée.

-1 P

b) I Slml © I/ImI ou P1 est bornée. Il en résulte que E

et Iml sont isomorphes bornologiquement,

c) ImI= I Ph'l(O) donc ImI est M-fermé dans A(E).
h=1

Proposition 1.8 - Si F _est un sous-espace vectoriel bornologique (M-fermé)

de E , alors A(F) estun sous espace vectoriel bornologique
(M-fermé) de A(F).
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

Preuve : L'injection de A(F) dans A(E) est naturellement bornée. Si A

— o
est un borné de A(F), F étant relatif dans E, il existe un borné disqué B
) et P

de E tel que Ao est inclus dans A(F Ao)zb ol b est

_ BAF BAF o
un borné de A . Il est clair que Ao peut &tre choisi égal a PB F(b) . Dans
ces conditions, le borné A(B,b) de A(E) a une intersection a- ¢¢ A(F) con-
tenue dans A donc A(F) est un sous espace bornologique de A(E).
Supposons que F soit M-fermé dans E . Soit (xv )\) une suite d'éléments de

v
A(F) tel que (x )\) converge bornologiquement vers x = (xn) dans A(E),
n
Le corollaire 1 de la proposition 1.4 montre que pour tout n la suite

v
(x n) tend vers x dans E ., Il en résulte que x est élément de F pour
v

tout n , Par ailleurs, F étant relatif dans E (xn) est alors élément de

A(F). n

Proposition 1.9 - A est bornologiquement isomorphe 2 un sous espace

M-fermé de A(E).

Preuve : A tout élément x ~non nul de E associons l'application @ de
- X
o
A dans A(E) définiepar ® ((a@ ))=(a_x ) . L'application ® est
x n n-o x

o n o
injective. Si B est un borné disqué de E contenant X, @ (A) c A(EB)
x .
Pour tout borné b de A, CPx (b) est inclus dans A(B,b), ddne ) est
x
o o
bornée. Réciproquement si A(B,b) est un borné de A(E) (x0 € B),

si ®_ ((Gn)) appartient 3 A(B,b) alors (fanl) est dans
o n

1
Pglx,)

b. b étant solide, A(B,b)N ® (A) estinclus dans b .
X, Ppix )
o
Donc CPx est un isomorphisme bornologique sur Cpx (A).
o o
\Y)
Par ailleurs, si (a )v est telle que {Cpx (a\J )}  tend vers x = (x_)
o] v n
\%
dans A(E), pour tout entier n la suite {CPx (an )} tend vers x
Pey Vv

Vv
dans E soit {o n xo} converge bornologiquement vers x dans E ,
. Vv
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v
E étant séparé x_ est égald o x et la suite {(a )} tend vers
n n o n''
(G.n) dans A (Cln) étant élément de A . C.Q.F.D.
n

Donnons maintenant des conditions de complétitude sur l'espace

A(E).

Lemme 1.3 - A étant un espace . solide.. '~ complet et A(E) un Banach,

l'espace normé A(E) est un Banach,

Preuve : Désignons par p la norme de E et par q celle de A qui est solide.
vV v Vv

Soit V = x une suite de Cauchy dans A(E) x = (x n) pour tout V .

Pour tout h, l'application Ph est linéaire continue de A?E) dans E, donc

v
pour tout n la suite (x n) est de Cauchy dans E . E étant complet,

Vv
v
{x n} admet une limite x dans E quand V = t . Le probleme est
\Y) ' . v
de montrer que (xn) appartient 3 A(E) et que {(xn ) | converge vers

n n

‘(xn) dans A(E). q étant une semi norme solide, l'application P de A(E)

dans A vérifie :

la(P(x)) - q(P(y))| s q [Px-y)] ; V(x,y) € A(E) x A(E).

v
La suite {P(x )} estdonc de Cauchy dans A . Donc, il existe un

v
v
élément Q = (Cln) de A tel que P(x ) tende vers & . Il en résulte que
n
v
pour tout n, la suite {p(x )} tend vers @ dans A donc o = p(x )
n’’ n n n
et par suite (xn) est bien un élément de A(E). Il suffit alors de raisonner
n
v vV v

sur la suite {y }\) ol y =x -x quiestde Cauchy dans A(E) pour

v
constater que x tend vers x dans A(E).

Proposition 1,10 - L'ebc A(E) est complet si et seulement si les ebc A et

E sont complets.
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Sur les espaces de suites 2 valeurs vectorielles

Preuve :

a) E (resp. A) étant isomorphe (cf. prop. 1.7 et 1.9) 2 un sous
espace M-fermé de A(E) est complet des que A(E) est complet.

b) A étant un ebc solide complet posséde une base de bornologie
formée de disques complétants solides, donc A estla limite iaductive
bornologique d'espaces de Banach solides Ai , de m&me E estla limite
inductive bornologique de Banach Ej . Donc A(E) = Lhm Ai(Ej) . A(E)

1,)
est donc la limite inductive séparée d'ebc complets (lemme 1.3) donc A(E)

est un ebc complet (cf. [7]). C.Q.F.D.

Lorsque A estun ebc solide complet, E étant non complet il

convient d'étudier le complété bornologique (cf. [7]) de A(E).

Lemme 1.4 - Soit P CN 1l'ensemble des indices p tels que G.p = 0 pour

tout élément a = (cxn) de A . Si A peut &tre muni d'une norme
n
solide complete q , il existe dans A un élément (an) tel que
n
an est non nul pour tout n a l'extérieur de P,

Dans l'étude générale des espaces de suites cette situation est
a priori exclue, mais partant d'un espace A etle considérant comme limite
inductive d'espace Ai’ les espaces Ai peuvent étre tels que l'ensemble

P correspondant soit non vide,

Preuve : Par hypothese, et l'espace A étant solide, pour tout entier p

lors de P il existe un élément (ai) de A tel que:

n
( o (P)
a 0
o ¥
{ a.l(qp) =0 si n4p oli q désigne une norme sur
A, solide complete.

LQ(G
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Considérons la suite B(k) = E _ a(P)
1=p<k 2P
pfgP

La suite k - B(k) est de Cauchy dans A car

q ( B(k+p) - p(k)) = q L G.(p) donc
kgg;;+p 2P

pf P

o (s _ gl

< L . Par suite fﬁ(k)} converge vers un
k k
2
k
élément @ de A dans A . A étant solide, pour tout n: & = Lim ﬁn( ) .
k—+o0
Si n n'appartient pasa P, des que k est supérieur ou égala n,
_ L B(n)

Zn n

¥ 0. Donc, pour tout n dans le complémentaire de P

Q est non nul,
n

Lemme 1.5 - Si A est un Banach solide, E un espace normé, le complété

A
A(E) de A(E) estalgébriquement et topologiquement égal 2 A(E).

A
Preuve : On sait que A(E) est complet et que A(E) est un sous espace de
Vol
A(E) puisque E est un sous espace de £ . I1 suffit donc de montrer que

A A
A(E) est dense dans A(E). Soit (xn) un élément de A(E), ¢ un réel positif.
n
En désignant par P l'ensemble des indices p tels que O.p = 0 pour tout (a)

dans A , le lemme 1.4 montre qu'il existe un élément (an) de A tel que
A
a_ soit non nul pour tout n £ P, Puisque 1'élément (xn) appartient 2 A(E),

la suite scalaire (p(xn)) est dans A , si donc n appartienta P, p(xn) =0
n

A

donc x_ est nul et par suite X appartient a E, E étant dense dans E ,

pour tout entier n hors de P, il existe un élément Y, de E tel que

- < a =
p(xn yn) ea el car alors a estnon nul. En posant y_ = x

si n estdans P, on voit que pour tout n, il existe Y dans E avec

1
- = a
p(xn Yn) € "n q(a) -
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£ .
Alors 1) p(yn) = p(xn) + p(yn - xn) =< p(xn) + (@) an donc

(yn) appartient 3 A(E). (A est normal).
n

2) alp(x -y ))=alle @ )) == = ¢ . Donc, A(E)

A
est dense dans A(E). C.Q.F.D,

Lemme 1.6 - Si A estun ebc complet, E un ebc séparé, alors le quasi

complété (cf. [7] de A(E) est algébriquement et bornolog1quement

~

égal a A(E) ou E estle quasi complété de E.

Preuve : A = Lim Aj ou les I\j sont des Banach solides.

j€J
E = Lim Ei ol les Ei sont des espaces normés,
i€l
A A
Le lemme 1.5 montre que Aj(Ei) = Aj(Ei) . Or,

A
A(E) = Lim A (E,) donc AE) = Lim A, (E)=Lim A, (E)
i, i, i,
v A A v
Soit A(E)= Lim A(E) = A(Lim §) = A(E).

i i

Proposition 1.11 - A étant complet, si E 3 la propriété de concordance faible

des normes (cf, [7] et [8]), alors le complété bornologique

A’(ﬁ) de A(E) est algébriquement et bornologiquement égal a

A(E).

Preuve : Si E 2 la propriété de concordance faible des normes alors E: ]\3’

algébriquement et bornologiquement, donc A(E) = AME), E étant alors séparé
v v ~ A ~ ~
A(E) est séparé, donc A(E) = A(E) = A(E).

‘e

Proposition 1.12 - Si_E est un sous espace bornologique de E alors A(E)

-est un sous espace bornologique de son complété A(E)
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Preuve : E possede alors la propriété de concordance faible des normes donc
A(E) = A(E) (cf. prop. 1.11) . E étant par ailleurs un sous espace de son

~ ——
complété A(E) est un sous espace de A(E) = A(E) (cf. prop. 1.8).

2 - REPRESENTATION DE AE) COMME PRODUIT TENSORIEL BORNOLO-
GIQUE,

Proposition 2.1 - (i) L'espace vectoriel A®E peut &tre identifié (algé-

briquement) 3 un sous espace vectoriel de AE).

(ii) Si_ A satisfait la "“condition LS', alors A®E est

dense bornologiquement dans A(E).

Preuve : La preuve de (i) est formellement analogue a celle de la p. 143 de

[4] . Elle est aisée.

Si A satisfait la condition LLS alors pour tout élément (xn) de

A(E), (xn) est la limite bornologique de la suite iSN} ou n
N
N
SN = (xl, ceer X 0,...). Soit SN =® (i?.l e ® xi) en posant

i _ i
?(Z A ®x) = (Zr =x) .

1 1 n

Définition 2.2 - Nous noterons A ®E l'espace vectoriel A®E muni de la

o}
bornologie induite par A(Es.

A ﬁE et AQE désignent les produits tensoriels bornologiques
b €p
décrits dans [8].

Il convient d'étudier la Vo bornologie et montrer qu'elle satisfait
aux conditions imposées par M. H. HOGBE-NLEND dans [8] pour la
définition d'une bornologie tensorielle. On suppose i partir de maintenant

que les ebc A et E sont complets.
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Lemme 2,1.- E est la limite inductive bornologique des espaces normés E.
1
A estla limite inductive bornologique des espaces normés A, .

I o _p
Soit @ l'application : A®E - A(E) ®(Z A¥® x") = (T )\pn xP)

Alors ®(A®E)N Aj(Ei) = 90([\j ® Ei) . pour tous les indices i et j,

Preuve : Soit u = z AP ® xP  tel que ®(u) appartienne 2 A (E.).
1SpSp J 1

P
Donec X )\ﬁ xP est élément de Ei pour tout entier n , et

p
(p. ( Z Afl xp)) appartienta A ; P, désignant la norme de Ei . Il est

P et les )\P forment des systémes

clair que 1'on peut supposer que les x
linéairement indépendants de E et A respectivement. On va montrer que
tous les éléments Xpreees xp sont éléments de Ei , tandis que les éléments
A 1, ..., AP appartiennent a Aj ce qui impliquera a fortiori le lemme 2.1, ce

dernier résultat étant plus fort.

Le systéme {)\ 1, cees A p} étant linéairement indépendant, on peut

extraire de la matrice

1 P
A REE )\l

(XE) =l . . une matrice régu-
n€N )\'1 \ P
1Sp=p n " n

liere d'ordre p.
Cette matrice est par exemple formée des lignes nl, ceesn

Nous pouvons alors écrire le systeme :

A x1+...+xnp x =y
1 1 1
: ol les éléments Y appare.
1 1 P P _ . .
AL Xt A0 ox = y, tHennenta E. par hypothese.
P P P
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P

ou les x" appartiennent a priori a E . Ce systéeme est de Cramer, donc

il est résoluble avec unicité des solutions. Pour tout p compris entre

1 et p % est alors combinaison linéaire des éléments PANRRERED A donc
1 ! P
les éléments x ,..., x* sont tous éléments de Ei . Soit maint -nant F le

sous espace de dimension finie de Ei engendré par le system: {xl, co.x_}.

Sur F toutes les normes sont équivalentes donc il existe une constante réelle

positive K telle que pour tout p uplet (Hl, e ,Hp) de RP on ait1'iné-

galité :

p. (u x1 +... +u xp)zK Sup [t |  (car l'expression du
il P 1<psp

second membre est une norme). Dans ces conditions, pour tout entier n

on a l'inégalité :

pi()\i x1+...+)\§xp)2K Sup lkf[
1=p=<p
Or la suite (pi ()\Il1 <!+ eeo + X: xP)) appartient 3 I\j qui est un espace
n
solide donc pour tout p la suite (Ag) appartient a Aj . C.Q.F.D.
n

Proposition 2.2 - L'espace bornologique A ® E est algébriquement et
Y

bornologiquement isomorphe a la limite inductive bornologique des

espaces Aj ® E. ob Aj ® E  est muni de la bornologie induite
d d
b b
par Aj(Ei) . (donc normée).

Preuve: A ® E estun sous espace bornologique de A(E). A(E) est un
b

ebc complet donc aux normes faiblement concordantes.

Donc A® E = Lim [Aj(Ei) NA®E] (cf. [7]) prop. 9 chap. 1) ol
) L
b i, ]

Aj(Ei) N A® E estmunide la norme induite par Aj(Ei)' Le lemme 2.1

montre que Aj (Ei) N A ® E coincide algébriquement avec Aj ® E, donc

:I)ornologiquement avec A.® E, ,

j i
bb
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Lemme 2.2 - Soient A et E deux espaces normés, A étant toujours solide.

Alors la norme de A ® E estune ''cross norm!', En fait,
Op
||A®x”ﬂ = ”k@x”E = [A®x]|,, pour tout (A,x) € AxE .
b

Preuve : On note q la norme de A, p celle de E.

Ix®x|l,, = q ((p(k x)) ) = a((! knlp(x))n) = p(x) q((x ) ).
Le reste découle des définitions.

La bornologie tensorielle V. est donc une bornologie satisfaisant

b
aux conditions imposées par H, HOGBE NLEND dans [8]
Les propriétés de la norme projective 7 sur A®E montrent que
A et E étant normés la norme T est plus fine que la norme \Jb .
Lemme 2.3 - Soient A et E deux espaces normés (A étant toujours solide)
La norme V_ estplus fine que la norme ¢ sur A®E ,

b
L'injection étant de norme = 1,

Preuve : Soit u un élément de A®E . On sait que

Jull =sup {|Z a'(A"). x' (x)] su=2r'®x" ; q'(a’) =1
€ i
p'(x') =1
p désignant la norme de E ; q la norme (solide)de A, p'et q' les
normes duales.

On a :

12 ar ). xt)] = [T e x). )] = [anE i) 2

1 1 1

Par suite,

[T at(r i).x'(xi), <q(Z x'(xi) Ai) car la norme de Q' est
i i

inférieure ou égale 2 1 dans A'., Or,

g x') 1Y) = all® K& A ) =ae@ AL %) ).

1 1 n 1 n
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Puisque x' est de norme plus petite que 1, pour tout entier n on a

1'inégalité

| x"(Z )\; xl)l < p(Z )\1']1.. xl) . La norme q étant solide,

alGe'(Z AL %)) = aeE 2] ¥ ).

Puisque u= X )\i® xi , ”u”v = q ((p(T )\; xi))
i b

).
i i n

I1 en résulte donc :

[T a'()\i). x'(xi)| < ”u”v , pour toutes les représentations
i b

i i
de u sous la forme u=2X A ® x et pour les formes o' et x' de norme
i

plus petite que 1. Soit ”une = ||u”v . C.Q.F.D.
b

En corollaire, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.3 - Soient A et E deux ebc. Sur A ® E la bornologie V

b
est plus fine que la bornologie g, et moins fine que la bornologie

ﬂb .

Preuve : Pour tout couple d'entiers (i, j) les identités suivantes sont

bornées :

A, ® E—>A.®E — 3 A.®E.(lemme 2.3 etremarque
J.n.b val Jeb 1

suivant le lemme 2. 2).

(A = Li_.m Aj ; E = Li_.m Ei ). Par ailleurs :

j i
A®E=Li_.mAj®Ei;A®E=Lim Aj®Ei (cf. [8]) et
" 4,5 b €y i, ] £y
A® E= Lim Aj®Ei (cf. prop. 2.2).
‘ v
Yvoooaj b

Le résultat annoncé en est la conséquence immédiate.
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Remarque : La Vb bornologie étant plus fine que la €y bornologie est donc

a fortiori plus fine que la ¢ 'b bornologie (bornologie induite par la
bornologie naturelle de Hom(Ex , F* ; K) - cf. [7] appelée €y bornologie

dans [7]

On peut aussi le démontrer directement car la fagon plus précise

on a :

Propriété. - i) Soit B € A et a € E* alors B ® a est bornée sur

A® E avec |(B®a)(u)] Po (2) . Py (B) pour tout u dans

v B
b b

A(B,b) N A®E.

ii) Si S (resp. M) est un ensemble équiborné de A

(resp. de E*) alors S®M est un ensemble équiborné de [ A ® E]*

v
b

Preuve : i) Soit u=Z£ A" ® x un élément de A(B,b). On sait (lemme 2. 1)
que les At (resp. les xl) peuvent &tre choisis dans Ab (resp. EB)

alors [[ull, = by (pp(E 2, *)),) S

(B_®a)(w) = I <2}, B><x,a> = <% <x, a> >, B >
i i
Et donc :

[(B_®a)(u)l S B, (B) p, (E<x,a>1l)
b 1

T<x.,a>\A" = (T <x,a>1') = (<l x', a>)

) i ) n ) n n

i i n i

Pour tout n : |< z )\i xi a>l < po (@) py, (T )\i xi)
) . n ’ - B n ¢

o
i B i

Vu que P, est solide

P (Z <x,a>1") = po(a) py (g (E A %)) = py (@) [lull,
i B i n B

Soit : [(B®a)(ul| s pgy (@) po (B). C.Q.F.D.

' B b
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ii) Conséquence immédiate de la formule démontrée au i).

Nous étudions maintenant le complété bornologique de l'espace

A ® E en cherchant a quelle condition il peut &tre égal 3 A(E), A et E

\%
b

étant toujours supposés complets (cf. prop. 1.11 et 1.12).

o
Proposition 2.4 - Si A satisfait la condition LS, le complété A ® E de
v
b

A ® E estalgébriquement égal 3 A(E). En outre, la bornologie

o~
du complété A ® E est plus fine que celle de A(E).

\Y)
b

Preuve: A ® E estun sous espace bornologique de A(E) qui est un ebc

v
b

~
complet. Il existe donc une application linéaire bornée j telle que le diagramme

H o~/
A® E—i—) A®E soit commutatif,
v v
N
i TAME)

P
a) j est une surjection, Soit (xn) un élément de A(E) alors

n . .
(x_) = Lim j(S5 ) oW S.= T e®x appartient 3 A ® E,
n N N .
N i=1
~/
{ sN} est donc de Cauchy dans A ® E donc i(SN) ~S dans A® E etpar
hY V
b b
suite J(1(SN)) tend vers j(S). Or J(I(SN)) = J(SN). Soit j(S) = (xn).

b) T est une injection. Soit j(u) = 0. Comme A % E estun ebc
b

- 3 . . V
aux normes faiblement concordantes, il existe une suite {x } dans A ® E

Vv
(cf. [7]) telle que wu = Lim i{(x ) . Donc
AY)

?(u) ='J"(Li.m i(xv)) = Lim '3’(i(xv)) = Lim j(xv). Soit Lim j(xv) = 0 dans A(E)
v \Y] v V
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Vv . oV . . AY
et par suite Lim x =0 dans A ® E donc u= Lim i(x )=1i (Lim(x )) = 0.

A" v Vv
b

La proposition 2, 2 montre que A® E = Lim Aj® E, (limite induc-

v - v
b i, b
tive bornologique). A ® E étant un ebc aux normes faiblement concordantes
v
b

~ A
alors A® E = Lim Aj® Ei . Aj% Ei est muni de la norme Vb induite

Vv b

b i,
A
par Aj(Ei) qui est un Banach donc [\.j ® Ei est un sous espace topologique
\Y)
b

de Aj(Ei) mais non nécessairement égal & Aj (E1) (Méme si A possegde la

propriété LS, les espaces Aj ne la possédent plus donc Aj ® Ei n'est pas

nécessairement dense dans Ajv(Ei)).

Le probleme est donc maintenant de déterminer des conditions pour
que A(E) soit bornologiquement égal &3 A ® E , complété bornologique
vb
de A ? E . I1 faut donc que chaque /\j (Ei) soit contenu dans un

A, ® E. ; c'est a dire que pour tout couple d'entiers (j,i), il existe un

couple (£,k) tel que toute suite (xn) de Aj(Ei) soit limite dans A(E)
n
d'une suite d'éléments de AI, ® Ek . Nous allons introduire une condition

sur /| permettant d'obtenir pour tout ebc E la propriété précédente.

Définition 2.5 - Soit A un ebc solide. Nous dirons que A estde "type L.S.U."

on satisfait la ''condition LSU' si pour tout borné b de A, il existe

un borné b' de A tel que tout élément (A n) de b _soit limite de

ses sections dans l'espace normé (complet) %A

b'*
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Nous n'imposons pas que la convergence des (kn) € b soit

n
uniforme dans Ab' .

De fagon triviale, si A est normé ou si la bornologie de A est
la bornologie de 1'ordre la condition LS implique la condition LSU. La con-
dition LSU sera également satisfaite si la bornologie de A est la bornologie

de Von Neumann d'un elc métrisable de type K , ou d'une fagon plus précise

si A estun ebc de Schwartz.

Proposition 2. 6 - Pour tout ebc E , A(E) satisfait 1a_condition LSU si et

seulement si A la satisfait.

Preuve :
———

a) Soit (xn) un élément de A(B,b). Nous supposons que A satisfait

la condition LSU. La suite scalaire (pB(xn)) est élément de A, donc il

existe un borné b' de A contenant b de telle sorte que (pB(xn)) soit

limite de ses sections dans Ab' . La suite 0, = (0,..., 0’pB(x\))’ PB(xV+1)’ cee)

tend vers 0 dans A, donc z, = (0,...,0,xv,xv+1,...) tend vers 0 dans

A(E)A(B b) * Le borné b' ne dépendant que de B et b, ceci achéve la

démonstration,

b) Réciproquement soit b un borné de A, x_ un élément non nul
de E et B un borné disqué de E contenant X -

Pour tout élément (Xn) de b, la suite ()\n xo) appartient &
A(B,Db). Il existe un borné A(B',b') de A(E) ne dépendant que de b tel
que (kn xo) soit limite de ses sections dans A(E)

A(B',b') donc la suite

()‘n) est limite de ses sections dans b'.
n
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Proposition 2.7 - Si_A muni de sa bornologie solide b satisfait la condition

P
LSU alors A(E)=A ® E algébriquement et bornologiquement,

AV
b

Preuve : On sait déja (prop. 2.4) que A(E) est algébriquement égal 2

"~ ~
A ® E et que sa bornologie est moins fine que celle de A ® E . Il suffit

Vv
vy b
~
de montrer que tout borné A de A(E) est borné dans A ® E .
v
b

Soit A (B,b) un borné de A(E). A estinclus et borné dans Ab(EB)'

Soit (xn) un élément de A , la proposition 2.6 montre que (xn) est la
n n

limite dans Ab'(EB') de la suite {SN} avec SN = (xl, “eer X 0,0,...),

Constatons que S . estun élémentde A, ® E En effet,

N b B'"®

= ® .o . ®x, +... ®
SN e1 x1+ +e1 x1 +en xn

Si 1'élément x, estnon nul e, est élément de Ab' car pB(xi) e

est inférieure a3 (pB(xl), .ees pB(xN), 0,...) et donc pB(xi) e, est élément

de A, (A

b est solide).

bl
Si 1'élément x, estnul e, ® x, l'est aussi donc SN est combinaison

linéaire finie d'éléments de la forme e ® x ou les e, sont éléments de

Ab' .
Ab' ® E' est relatif dans Ab,(E') et {SNf converge dans

v
b N

Ab'(EB') donc {SN} est de Cauchy dans A, ,® E_, . Par suite {SN}
N v N
A b
converge dans Ab' ® E
v

gt Versun €lément qui ne peut &tre que (x )
n
b n

(Unicité de la limite dans A(E)).

En résumé, tout borné A(B,b) de A(E) est contenu dans un

Ab' ® EB' , et de facon plus précise tout élément de A est limite dans
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A
AL ® Eg, d'une suite d'éléments de Aﬂ(Ab, ® EB') .
Vv
b
Puisque A est 2 fortiori bornée dans Ab'(EB') et que Ab' ® E'
vb
A
est relatif dans Ab'(EB') ,» A est borné dans Ab' ® E' et donc dans
\Y}
b
~ ~ A
A®E. (A®E = Lim Ab,® EB,).
v v
Yo b b, B b

Ceci acheéve la démonstration.

En relation avec la nucléarité, la représentation tensorielle précé-

dente nous fournit les propriétés suivantes :

Proposition 2.8 -~ Si l'un des deux ebc A ou E estnucléaire, alors les espaces

~ ~ ~
A®E , A®E , A®E

v
TTb b €

sont égaux algébriquement et bornolo-

b
giquement.

Preuve : Proposition 2.3 et [8] théoréme 2 p. 78 .

Corollaire - i) Si A est un ebc nucléaire alors

~ ~e "~
ME)=A®E = A® E = A® E algébriquement et bornologiquement
ﬂb Vb Eb

ii) Si E est un ebc nucléaire et si A satisfait la condition

LSU on a le méme résultat.

Preuve : i) Si A estnucléaire, la bornologie de A est égale A la bornologie
de l'ordre. En outre, A est alors un ebc de Schwartz donc satisfait la

condition LS (voir les remarques préliminaires) et donc la condition LSU.

Le résultat provient alors des propositions 2.7 et 2.8,

ii) Propositions 2.7 et 2.8.
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On peut alors donner une condition nécessaire et suffisante pour

que A(E) soit un ebc nucléaire.

Proposition 2.9 - A(E) est un ebc nucléaire si et seulement si A et E sont

des ebc nucléaires.

Preuve :
a) Si A(E) estnucléaire, A et E étant chacun bornologiquement
isomorphe & un sous espace M fermé de A(E) (prop. 1.7 et 1.9) sont

des ebc nucléaires.

b) Le corollaire précédent montre que si A et E sont des ebc
nucléaires, A(E) est bornologiquement isomorphe 28 A ® E  qui est alors
m
b

nucléaire (cf. [8]).

Nous montrerons ultérieurement que ce résultat permet d'obtenir

le résultat analogue en topologie par des techniques de dualité.

Nous allons voir dans un cas simple que si A ne satisfait par la
o~

condition LSU, A ® E peut &tre strictement inclus dans A(E).
Vb
Auparavant, nous montrons que si A est muni de la bornologie
de l'ordre, la bornologie tensorielle Vb est la plus fine des bornologies

tensorielles raisonnables.

Proposition 2.10 - A est un espace de suites normal (non nécessairement

parfait, ne satisfaisant pas non plus la condition LS).

Si_A est muni de la bornologie de l'ordre, l'espace

P~ Y and
A ® E est bornologiquement isomorphe 2 A ® E .,

AY)
b b

Ce résultat est 1'analogue d'un théoreme démontré par A, Pietsch
'[12] et N, de Grande de Kimpe ([ 4]) dans le cas topologique.
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Preuve : En vertu du lemme 3, il suffit de montrer que si A et E sont

deux espaces normés, alors la bornologie e, est plus fine que la bornologie

Vo Le résultat sera alors obtenu par limite inductive bornologique et pas-

sage au complété bornologique.

On note q la normede A, p cellede E. q estalors définie
de la facon suivante : il existe Q@ = (an) un élément positif de A tel que

pour tout B = (Bn) dans A, on ait
n

=N
q(B) = Sup (-—a-r—l——) (Avec la convention % =0).
n n

Soit alors A un bornéde A ® E

v

. Ona:

i i .
|Z<5,)\'>.<x1,x‘>|SK ou K estune constante,
i
pour toutes les représentations d'un élément x de A sous la forme

i i
x=2z B " ®x et toutes les formes linéaires A' et x' de norme S 1.
i

B
Pour tout n , l'application A 'n définie par A 'n B) = _c;n__
n
B
(si o.n est non nul , sinon _En_ = 0) estlinéaire et de norme inférieure
n
ou égale a2 1. Par suite,
i
n i
| o <x, x'>| S K pour tout n .
i n
i
Il en résulte : |< z _a_n x1 , X! >[ = K pour tout x' de norme =1
i n Bi .
dans E' . Ceci exprime que les sommes I —2 x' sont uniformément
i n
bornées dans E , C'est a dire :
Bi
 n i i i
p(Z = x)<K pourtout x= £ B ® x élémentde A et
i n i

tout n,
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Soit encore :

Bl
Sup { p(Z an xl)} < K qui peut s'écrire :

n 1 n

Sup l—l p(Z B ! xl)} = K, Par suite :
a . n

n n i

i

q. p(x) = Sup {al— p (Z Bn xl)} S K Ce qui acheve la
n

n i

démonstration., On constate mé&me que l'isomorphisme préserve les normes.

On peut d'ailleurs montrer un résultat un petit peu plus général :
le résultat de la prop. 2.10 est encore vrai si A est un sous espace
bornologique d'un espace Ao muni lui de sa bornologie de l'ordre. Dans

ces conditions, la bornologie de A n'est plus la bornologie de l'ordre.

Remarques
1) Soit A = £ muni de la bornologie usuelle qui est la bornologie
~
de l'ordre. La proposition précédente montre que LP®E est bornolo-

v
b

o~
giquement isomorphe a LP®E . Ilest par ailleurs élémentaire de
‘b
0 ~
constater (voir par exemple [6]) que l'espace £ ® E s'identifie

\Y
b

aux suites de E relativement compactes dans un EB . Par suite, L® ® E

Y
b

est strictement contenu dans £°°(E) d'une fagon générale. Si E est normse,
1'égalité ne peut avoir lieu que si E est de dimension finie. Si E estun
ebc de Schwartz 1'égalité a lieu. Si E est muni de la bornologie BE de
Von Neumann d'un elcs E métrisable, 1'égalité ne peut avoir lieu que si

E est de type 4 .

Cette remarque nous permet de donner une condition nécessaire et.
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o~
suffisante pour que A(E) coincide algébriquement avec A ® E si A est

v
b
muni de la bornologie de l'ordre. En fait :

A étant muni de la bornologie de l'ordre, A(E) coincide avec
o d

A ® E si et seulement si pour toute suite (xn) dans A(E), il existe une

Vb n

x
suite (an) de A telle que la suite (a'x'l')
n

soit relativement compacte dans

Dn
un EB .
2) Si B, A esl:\:m ebc de Schwartz, alors A(E) est box:x/ologi-
quement isomorphe 2 A ® E ,bornologiquement isomorphe 3 A @ E
b b
~ ~
3) L'égalité AN® E = A® E n'a pas nécessairement lieu si
Yy b
A n'est pas muni de sa bornologie de l'ordre. Par exemple,
g1 e E = 4! (E) . Par suite £ 1(E) ne peut étre isomorphe 3 £ 1? &
'I'Tb €

b
que si E estun ebc nucléaire.

3 - CRITERE DE SCHWARTZITE.

Nous donnons un critére de Schwartzité pour les espaces A(E).

Auparavant, prouvons le lemme suivant,

Lemme 3.1 - Soit A un espace normé solide, E un espace normé. Soient

b un disque solide relativement compact dans A, B un disque

relativement compact, Alors, A(B,b
dans A(E), et récriproquement.

est relativement compact
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Preuve : Désignons par p la norme de E, U la boule unité fermée de E,

Py étant la jauge du borné B de E,

Notons que B est contenu dans un homothétique AU de U ou A

est un réel strictement positif, Par suite

p(x) s )\pB(x) ; Vx € EB

Soit { x(v ) }

v
, une suite d'éléments de A(B,b) ot x estl'élément (xv ) .
n

n

v
Par définition, pour tout V la suite (pB(xn )) estun élémentde b .
n

b est compact dans A donc y est borné. Il en résulte 3 fortiori
v
que pour n fixé, la suite {pB(xn ) } est bornée dans IR, Par suite,

v
v
pour n fixé, 1 N ) = C(n) pour tout entier V . Soit encore,

\Y;
x € C(n) B pour tout V. Or C(n) B est compact dans E. Donc, pour tout

\)(P»n) (V)

n , on peut extraire une sous suite p - x de x

\)(P’n)
{xn }p

telle que la suite

converge dans E .

On pourra donc, par un procédé diagonal, extraire une sous suite

Vv
que 1'on note encore {x( )}V telle que pour tout n , la suite {xv }
n
v
converge vers un élément x de E.
A% Vv
Vu que p(x n) =2 Py (xn ) pour tout couple d'entiers (n, V), la
v
suite (p(x n)) est un élément de A b pour tout V.
n

Il est clair que Ab est compact dans A. Il existe donc une sous

v v
suite que l'on note encore {x | _ telle que la suite V = (p(x )) d'é€1é-
n

n

v

ments de A converge dans A vers un élément Q = (an) de A.
n

Vv
Dans ces conditions la suite {p(xn )} tend vers @ pour tout
v n

a = .
n donc a p(xn)

Par suite 1'élément x = (xn) appartient 3 A(E).
n
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v
Il reste 2 montrer que 1l'on peut trouver une sous suite de {x }

v
Vv
telle que x tende vers x dans A(E).

Considé Vv o v v )
onsi rons =X - X 1e = X - X
© y Yn n n

v
Pour tout n , la suite {yn} tend.vers 0 dans E (cf. prop. 1.5
v
corol, 1).

Soit b° un disque compact de A contenant (an) = (p(xn))

n n
Alors :

(p(x" )) € Ab+hb tout entier V
pxn-xnn , Pour tout entie .

Or Ab+ bo est encore compact dans A donc il existe une sous

v Vv
suite {x }v telle que {(p(xn - xn)) } tende vers (Bn) dans A
n

v
\Y] v
Or, {p(x -x)} doit tendre vers B_, mais on sait que {p(x_ - x_)|
tend vers 0 donc Bn = 0 pour tout n.
v
Par suite, {(p(xn - xn)) | tendvers 0 dans A. C.Q.F.D.
n
v
Réciproquement si A(B,b) est relativement compact, si
v
f(@’) |} est une suite de b, pour un point x_ nonnul de B la suite
®hn
V v v
f(e” x )} est dans A(B,b) donc il existe une sous suite {@& |} telle
n "o’ N
\Y v v
que {(a n xo)} soit convergente dans A(E) donc {(& ) | converge dans
A% n n
\Y
Vv
A . De méme , soit {x }\) est une suite d'éléments de B . Il existe un
v
entier n tel que e € Ab (sinon b est vide). alors la suite {-)1: en® x }v

est dans A(B,b) donc posstéde une sous suite convergente dans A(E). La

. v .
sous suite correspondante {x } est alors convergente dans E ; ce qui

acheve la démonstration,

Nous pouvons maintenant donner la proposition suivante :
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Proposition 3.1 - A(E) est un ebc de Schwartz si et seulement si les ebc

A et E le sont.

Preuve : a) Une base de bornés de A(E) étant formée des A(B, b) il suffit
de montrer que pour tout borné B de E et b de A il existe un borné
B' (resp. b') de E (resp. de A) tel que A(B,b) soit relativement compact

dans A(E)A(B', b
AL (E

bl

) - L'espace normé A(E) ) est isométrique i

A(B', b!
5 -
Si A (resp. E) est de Schwartz, b (resp. B) est relativement

compact dans un Ab' (resp. E ; de lemme 3.1 prouve alors que A(B,b)

B')

est relativement compact dans A(E)A(B' bt) *

b) Réciproquement, si tout A(B,b) est relativement compact
dans un A(E)

A(B', b))~ Mo (Eg
est relativement compact dans E

;) le lemme 3.1 montre que B (resp. b)

, (resp. A

B b') ’

Ce résultat nous permettra dans la seconde partie de donner
le résultat analogue en topologie apreés avoir démontré quelques propriétés

de dualité.

--~000---
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- II - THEOREMES DE DUALITE

Nous commengons par rappeler la définition des espaces de suites
3 valeurs dans un espace vectoriel topologique (cf. [4]). Puis, nous faisons
quelques remarques sur la comparaison des espaces définis dans le cas topo-
logique et bornologique. Dans le paragraphe 2, nous établissons des théoremes

de dualité dont on donne deux applications dans le paragraphe 3.

1 - DEFINITIONS ET NOTA TIONS.

Lorsque E estun ebc (resp. un elcs), E. (resp. E') désigne le
dual bornologique (resp. topologique) de E , muni de la topologie naturelle

convergence uniforme sur les bornés de E - (resp. de la bornologie équi-

continue).

Si A estun espace de suites réelles muni d'une topologie locale-
ment solide (cf. [1] et [9]) et si E est un elcs, [\t (E) désigne l'espace

des suites (xn) de E telles que pour toute semi norme p continue sur E,
n

la suite scalaire (p(xn)) soit un élément de A .
n

En outre, la topologie de At(E) est définie par les semi normes

qxp avec g xp ((xn) ) = q((p(xn)) ) ou p (resp. q) estune semi norme
n n

contenue quelconque sur E (resp. solide continue sur A). Nous ne suppo-

sons pas dans cette définition que A soit un espace parfait ni que la topologie

de M soit compatible avec la dualité (A, A7),

La topologie sur A de la convergence uniforme sur les bornés pour
l'ordre de A* est notée of A, A*). Pour tout disque borné B de E, on

o
note p.o la jauge du disque B dans la dualité (E, E*) si E estun ebc,
B

ou (E,E') si E estun elcs. Il est clair que pour un ebc E, les semi normes

P o Jdéfinissent la topologie de E lorsque B parcourt une base de la borno-
B -

logie de E.
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Rappelons que si E estun espace vectoriel réticulé, la semi

norme po est solide dé¢s que B est solide dans E (cf. [l])
B

Pour finir, lorsque E estun ebc,

[A(E)]* estl'espace des suites (an) de E* telles que pour tout élément
n

(xn) de A(E), la série I |< X s a2 >| soit convergente.
n
n

[A(E)]™® est évidemment un espace vectoriel pour les lois usuelles, Ceci
est la généralisation de la notion de dual de Koethe pour les espaces de suites

a valeurs vectorielles.

Prenant un espace topologique E , on peut considérer les espaces
At(E) et A(BE), ou BE désigne l'espace E muni de sa bornologie de
Von Neumann. Les remarques simples suivantes ont pour objet de comparer
ces deux espaces :
Remarque 1) : L'espace A(BE) est toujours contenu dans 1'espace At(E)
et la bornologie de A(BE) est plus fine que la bornologie de Von Neumann
de A(E).

Cette inclusion est en général stricte. Deux situations peuvent se
produire :

a) une suite (xn) de At(E) peut n'étre absorbé&par aucun borné
de BE. 1 suffit de considérer par exemple wt(]RN) . Cependant ,

b) Si A estinclus dans £%, tout élément (xn) de !\.t (E) est

n
absorbé par un borné de BE, mais peut ne pas appartenir 3 A(BE). Si l'on

considére Go » on sait bien que pour un elcs E, les suites topologiquement
convergentes vers 0 ne sont pas en général toutes bornologiquement conver-
gentes. Néanmoins 1'égalité se produit si E est métrisable ou bien du type
£F ou AF . De méme, en considérant 21 pour tout elcs E possiédant la
propriété (B) de PIETSCH (cf. [11] p. 30) les espaces £1(BE) et.

B(£ lt(E)) sont algébriquement et bornologiquement égaux.
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Pour f{inir,

Remarque 2) : Si E est normé, les espaces A(BE) et B(At(E)) sont algé-

briquement et bornologiquement égaux.

2 - THEOREMES DE DUALITE.

Proposition 2.1 - E_étant un ebc séparé, les espaces [ A(E)]¥* et A')t(' (E")

sont égaux algébriquement,

En outre, une suite (a.n) appartient 3 [A(E)]¥ si et
n
. b .
seulement si, pour tout n , an est élément de E et tout borné

disqué B de E la série & p_ (x )p,(a ) estconvergente pour
B n n
n=1 B
toute suite (xn)n de A(EB).

Preuve : a) Soit (an) un élément de AZ" (Ex ). Montrons que (an) appar-

n n

tient2 [A(E)] * , c'est 3 dire que pour toute suite (xn) de A(E) la série
T J<x_, a > , est convergente,
n=21

Si (xn) est élément de A(E), il existe un borné B de E tel que
n

(xn) appartienne a A(EB) (cf. déf. 1. 1.1.). Il est clair que, pour tout n,
n

s > . i gfini -
| < X . oa | < pB(xn) pg (an) La suite (pB(xn))n est dans A par défini
tion de A(EB), tandis que (po (an)) est élément de A*. Par définition du

B n
dual A*, la série de terme général pB(xn) Po (an) est convergente et
B

donc aussi la série T |< X > a >|. Par suite, A*; (Ex } estinclus

n=21
dans [A(E)]*.

b) Soit (a.n) un élément de [A(E)]* . Il s'agit de montrer que
n

pour tout borné disqué B de E, la suite scalaire (po (an)) est dans A¥
B n
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Prouvons que pour tout élément (@ ) de A la série T |a lpo ()
"'n az1 ° B ™

est convergente.

la_ |pg@) = po(la_la) = suwp |<x]a la>|;Vn,.
n g n B n n < €B n n

Pour tout entier n , il existe un élément x de B tel que :

1
po(le,la= <. lal e >+

. 1" Zall : e <
La suite (lanln xn)n est "absorbée'" par B et pB(l nlxn) Ianl

donc (lanl xn) appartient 3 A(EB) et par suite 3 A(E). Il en résulte

n
que (par définition de [AE)]™) 1a série

z l< x , la |a > | converge ; ce qui prouve que la série
nZl n n n

Z po(la [a_ ) estaussi convergente. Donc (po(a )) € A .
n n n
n=]1 B B n

Ceci acheve la démonstration de la premiere partie de l'assertion. Le reste

de la proposition est évident.
Dans la proposition 2.1, la bornologie de A n'intervient pas. Nous
obtenons une représentation des espaces At(E), ou E estun elcs pourvu

qu'il puisse &tre considéré comme dual bornologique d'un ebc.

Proposition 2. 2 - Si la bornologie de A est telle que A op¥* alors, le

dual bornologique de A(E) contient [A(E)] ¥ = A:" (E*) pour toute

bornologie t séparée sur E .

Preuve : Soit i: [A(E)]* - [A(E)]x définie par :

<(x).ila))>=2 <x_ ., a_ > sila suite (xn)
n n2l n
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(resp. (an) ) est dans A(E) (resp. [A(E)]* . Pour tout (an) dans

[A(E)J* i((an) ) est bien définie comme forme linéaire sur A(E) (prop. 2.1).

n

Montrons que i((an) ) est bornée sur A(E).
n

Soit A = A(B,b) un borné de A(E) (B borné disqué de E, b borné
solide de A).

Pour (xn) un élémentde A, ona:
n

<x , > | = T |<x, = .
| = X2 | | x an>l z Py (xn) po(an)
n=1 n n B
Vu que (po (an)) est élément de A (prop. 2.1) et que A¥ est contenu
B n
dans A" , la suite (po (a.n)) appartient a A* donc l'application
B
(@) +¥— @ Po (an) est bornée sur A . Par suite l'ensemble

o n=1 B

{z pB(xn) Po (an) ; (xn) € A} est borné dans R. (L'ensemble
n B

{(pB(xn)) H (xn) € A}l estborné dans A). D'ou le résultat.
n
Il reste 3 montrer que i estinjective (i est évidemment linéaire).

.. - < - .
Si i ((an)n) 0 alors I x ,a > 0 pour toute suite (xn)n

dans A(E).

Soit la suite e ® x . Pour tout entiet h et tout élément x de E
< en® x, i ((an))> =0, Soit <x, a_>=0; E étant t-séparé a, est
nulle.

» . *
Nous étudions maintenant les espaces [A(E)]x et 1\t (Ex) con-

sidérés comme espaces topologiques.
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Un systeme fondamental de semi normes sur [A(E)]” (resp.

A '): (E™)) est décrit par 1'ensemble des Po (B, b) (resp. p, x P, ) ot B
A ? b B

et b décrivent une base de bornologie de E et A respectivement,

Ona p,(P)= sup  [<(x ), ®>|
A (xn) €A

(Po x Py ) (a) = po ((Po (2 ) ).
b B P B n

aceontient A%
Lemme 2.1 - Si A*Yalors pour tout borné B (resp. b)de E (resp. A)

?

b étant solide, pour toute suite (an) de A'):(E)< ), 1'égalité
n
suivante est vérifiée :

Po (i) N =(po x Po) (2 ))

A(B,b) % n b B n
Preuve :
a)
po (i((a ) )) = sup [<(x) ,(a) > = sup | Z <x ,a >|
A n (xn) €A "n n (xn)EA n=1 n n

par définition de i (prop. précédente).

Pour tout élément (xn) de A, x appartient & EB pour tout n
n

et (pB (xn)) est dans b par définition de A(B,b).
n
Donc :

po (i((a ) )) = Sup L pgx) pola)
A n (xn) €A n=1 B

Po(illa)) s sup [Za pola)l =(pox po)((a))
A n (@ )€b B b B "n

b) Soit ¢ >0 . Vu que pour (Bn) € N¥,

po ((B n) )= Sup l<(an) , (B n) >| , il existe un élément
b n (a.n) €Db n n

(an) de b tel que

Po ((bo (a ) )S I<(a ), (p, (a)) > +¢
b B n B n
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Donc :
p. [(Pol(2 ) J=iZa_ pola)l +¢ soit
g B % n n B B n
po ((Po(2 ) )] =T po(la la)+e .
b B " n n B non
Vu que : pg(lan]an)= ftépB |<x,]0.n|an>| , pour tout entier n,

il existe un élément X de B tel que

pg(lanian)s l<x_, la_| a >| te
2

B étant disqué, on peut choisir x dans Bde telle sorte que
n
< a > = < y 1a >, ipli ar
l X | nl a_ I x l nl a_ (Multiplier x P

< X ,IG. Ia. >
n n n

Pxn’ ]inan>l si |<xn, lanl an>l est non nul).

Dans ces conditions ,

Po(Po@)))s Z <la_|x ,a >+2c¢
b B nn n=21 nn n

Or, (o.n) est élément de b, (xn) étant lui élément de B la suite
n

( anl xn) est dans A(B,b) donc :
n

I <le |x ,a >= Sup [<(y) (@) > = po (il(a,) )
nx] (yn) €A(B, D) A n

En regroupant tous les résultats on obtient :

(Po X Po) ((a)) = Po (i(a ) ))+2 ¢ ; ce qui, compte tenu de
n n
b B n A n

a) achéve la démonstration du lemme.

Nous obtenons alors immédiatement comme corollaire :

Proposition 2.3 - Dans les conditions de la proposition 2.2, [A(E)]” et
A*t (E*) étant munis des topologies naturelles, alors A'x; (E™)

est un sous espace topologique de [A(E)])" .
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Nous allons maintenant, sous certaines conditions sur l'ebc solide

A , établir 1'égalité des espaces [AE)]S et A'x; (E7) .

Proposition 2.4 - Si A satisfait la condition LS (cf. [1]), [A(E)]” est

contenu dans A"é‘ (E*) (et donc dans [ A (E)]*) pour tout ebc E .

Plus précisément, pour toute forme linéaire bornée_ ® sur A(E),

ona ®((x ))= Z <x ,a > ol (a ) estun élément de
-— n n’ “n” — ‘'n
n n=21 n

A"i (E*) etl'application ® - (an) est une injection.

Preuve : Soit ® un élément de [A(E)]x . Définissons 1'élément a de
E* dela facon suivante : :
<x,a >= P (Qn (x)) si x € E. L'application Qn est l'application
qui & x associe la suite (0,...,0,x,0,...) ou x estla coordonnée de rang
n .
Qn étant linéaire bornée, a_ est un élément de E* . Puisque A
satisfait la condition LS, A(E) la satisfait aussi (cf. [I]) donc
(xn) = I Qn (xn) , la série convergeant bornologiquement dans A(E),
n n=1
Alors :

P(x )= T @)= I <x ,a >
n=1 n=1

Montrons que (an) est élément de A": (E™)
n

En vertu de la proposition 2.1, il suffit de montrer que pour toute

suite (x ) dans A(E), la série £ |<x , a >| est convergente.
n n n
n n21
*n
Posons Y, =€, X, St xn% 0 avec €, = ,——xnl A =x_ dans

le cas contraire. Il est clair que la suite (yn) est dans A(E) si et seulement
n
si (xn) y est. Ce que l'on a déja montré prouve que la série Z<y , 3 >
n n
n n
converge donc I |< x »oa >| <+,
n
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Pour finir, si(a )= 0 alors ZT<x , a_ > = 0 pour tout (x )
n n’ “n n'
dans A(E) donc l'application ® - (an) est une injection.
n
En appliquant les propositions précédentes (2.1, 2.2, 2.3 et 2. 4) on

obtient le résultat suivant :

Proposition 2.5 - Soit E un ebc t séparé, A un espace de suites qui

satisfait la condition LS avec A~ = A% alors les espaces
TAE)]S, [ME)]* et A ')f (E*) sont égaux algébriquement.

Par ailleurs, les espaces [ A(E)]™ et A'): (E*) étant munis des

topologies naturelles, 1'égalité de [A(E)]” etde Ai(Ex) est

topologique.

Nous étudions maintenant la structure bornologique du dual de l'elc
At(E) » en utilisant les résultats de type algébrique démontrés par N. de Grande
de Kimpe dans [4] .

La topologie de A étant supposée localement solide, la bornologie
équicontinue de A est solide ; on pourra donc parler sans ambiguité de
l'ebc A¥(E') od E' est muni de la bornologie équicontinue, La topologie de
A est maintenant supposée compatible avec ladualité (A, A*), A étant

parfait,

Proposition 2. 6 - Dans les conditions décrites ci-dessus AX(E') est un sous

espace de [At(E)]' . La bornologie propre de A*(E') est plus fine
que la bornologie naturelle de [At(E)J' .

Preuve : On sait (cf. [2] p. 137) que [At(E)J' contient les suites dont le

terme général est de la forme Bn y, ou (yn) est une suite équicontinue de
n
E' et (B_) un élément de A¥* ., Ceci revient 2 dire que A*(E') est contenu

dans [At(E)]‘.

Supposons que q (resp. p) décrive un systeme filtrant de semi

mnormes définissant la topologie de A (resp. de E).

Un borné de A*(E') est un ensemble de la forme A(B,b)
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ot B={a€E' tq |<x,a>|=<px);¥Yx€EE]} et
b= {(B) €A% twl<@), (B)>[=q(@ )iV (@ )en].

n
Un borné de [At(E)]' est un ensemble C de la forme :

c={p ¢ [At(E)]' tq [<(x_) ?>[ = q(lpkx)) ); v (x)) € A(E)}.

n n
Montrons que pour tout couple de semi normes (p,q), A(B,b) est
inclus dans C.

Soit (an) un élément de A(B,Db). On peut écrire a =u . b avec
n
n
b €B et (u)€ b. Alors:
n n

Tl<x , a >l=2|u||<x,b >l . Or :
n n n n n n n
< . .
|<xn, bn>[ p(xn) pour tout entier n , puisque bnE B.

Il en résulte :

[<(x_) . (an)>l sz \unl p(x )= | <(p(x_)) (lunl) > |
n n n

Or, la suite (un) est dans b qui a pu &tre choisi solide donc
n

| < (xn) R (an) >| sgq ((p(xn)) ) . Ce qui acheve la démonstration.,
n

Proposition 2.7 - Si_A _est muni de la topologie O0(A, A¥) les espaces A*(E")

et [At(E)J' sont égaux algébriquement et topologiquement.

O(A, A*) désigne la topologie de la convergence uniforme sur les bornés

pour l'ordre de A% .

Preuve : L'égalité algébrique est une conséquence de la proposition 4.2 de [4].
En vertu de la proposition 2. 6, il suffit de montrer que la bornologie

de [At(E)]' est plus fine que celle de A* (E'). Nous nous inspirons de la

démonstration de la prop. 4.2 de [4] Soit C un borné de [At(E)J" Nous

avons vu précédemment que

C= {9 6'[At(E)J' g [<(x), ®>] s q((p(x))) 1.

n
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Donc si ® = (a.n) est un élémentde C ona :
n

< x, ah>l < p(x) q (eh) c'est a dire que :

Py (ah) < q(en) (B est le borné défini dans la démonstration de la
prop. 2. 6) pour tout h,q nedépendant pas de ¥ dans C.

Puisque la topologie de A est la topologie O0(A,A¥), il existe un

élément (Bn) de A¥* tel que:
n

q((a))=2la|8 donc
"h pzp 0B

q (eh) = Bh pour tout entier h .,

Il en résulte que pB(ah) est inférieur ol égal a Bh pour tout h

donc, {(PB(an)) ; (an) € C} estborné dans A¥ puisque la bornologie
h

équicontinue de A% estalors la bornologie de 1'ordre. Ceci montre que C

est contenu dans A(B,b). C.Q.F.D.

Une autre situation étudiée dans [4] est celle o E est un espace
normé. On obtient alors 1'égalité algébrique des espaces [At(E)]' et !\”t“(E')
ol la topologie de E' est la topologie forte, E' étant un espace normé
A"é’ (E') est algébriquement égal 3 A*(E'). Nous allons montrer que [A*(E)]'
et AX(E').

Proposition 2.8 - Si E est normé, les espaces [At(E)J' et A¥(E') sont

égaux algébriquement et bornologiquement.

Preuve : Compte tenu de 1'égalité algébrique de ces espaces et de la

proposition 2. 6, il suffit de montrer que la bornologie de [At(E)]l est plus
fine que la bornologie de A*(E'),

Nous conservons les notations précédentes. B désigne la boule unité
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de E' et p la norme de E.
Nous allons en fait établir que A(B,b) est égala C.,

Soit (a.n) un élément de C . Pour toute suite (xn) dans A (E)
n n t
on a la relation suivante :

|T<x_ ,a > s (dxp)((x)).

Soit (G.n) un élément de A

= a : .
i a Py (an) i Py (] nl an) . Pour tout n, il existe un

élément x de E appartenanta B tel que :

pB(lanlan) = |<'°-n| xn' an>| + —En' ol ¢ estun réel
2

strictement positif,
On peut toujours choisir x de telle facon que
I<|an|xn , an>| = <lan| xn s an> . Il est clair que la suite

(la | x) est dans A, donc
n’ “nl

E <le | x ,a >=gqgxp(la_|x)) Sqll@)).

Par suite, 1'inégalité suivante est vérifiée

i @, Py (an) s gq ((c"n)n)‘*' € ; Ve>0 donc A(B,b) contient C

d'ou le résultat.

Remarque : Il apparait clairement que la proposition 4.7 de [4] est en fait
un cas particulier de la proposition précédente. On démontre en effet dansg

[4] (prop. 4.7) que 8i E et A sont normés alors les espaces [At(E)]' et
A*{(E'B) sont topologiquement égaux. Puisque A est normé, l'espace A-::(-(E.B)
‘n'est autre que l'espace A*(E'). (La norme sur- A"t(' (E'B) définit la bornologie
de A¥ (E'_). La proposition 2.8 montre que cette propriété ne tient pas du fait
que A estnormé, mais que si A estnormé alors les structures topologiques

et bornologiques sont équivalentes.
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Nous pouvons alors donner un corollaire immaédiat.

Corollaire - Soit A tel que Bw A soit un ebc de Schwartz., Si E est un ebc

réflexif alors A(E) est un ebc réflexif, A étant muni de la bornologie

de l'ordre.

Preuve : Dans ces conditions [A(E)]” = A'): (E™) topologiquement (prop. 2.5)
La topologie naturelle de A* estalors la topologie 0 (A%*,A) donc
(prop. 2.7) [A’),:'(Ex )]* = A(E* ') algébriquement et bornologiquement.
Il en résulte bien que A(E) est un ebc réflexif si et seulement si

E est réflexif,

Nous étudions maintenant le dual de A(E) sans sortir des structures
bornologiques.

E" est muni de la bornologie naturelle. B' est borné dans E  si
B! estun ensemble de formes linéaires équiborné sur tout borné B de E.

Si A* estinclus dans A~ , on munit A* de la bornologie induite par A”.

Proposition 2.9 - Supposons que le dual bornologique A* de A contienne le
dual de Koethe A%*. Alors A*(E*) est contenu dans [A(E)]" et
l'injection est bornée, [ A(E)]” &tant muni de la bornologie naturelle.

Preuve : a) Pour prouver la premiere partie de l'assertion, il suffit de

montrer que A¥(E") est contenu dans [A(E)]* (prop. 2.2). Soit (an)
n

dans A""(Ex ), il existe un borné B' de E® tel que (an) est un élément de
n
A*(EXB.) . De mé&me, si (xn) est dans A(E), il existe un borné B de E
n
tel que (xn) appartienne & A(EB) . Il existe un nombre réel A tel que

n
| < x, a>| estinférieur ou égal 3 A des que x (resp. a) est dans B

!
(resp. b'). x a
n

o) ~

Isi

?

Al <x , = e
ors | xn an >l pB(xn). pBl(an) ' < pB(xn)
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toutefois aucun des nombres pB(xn) pB,(an)' n'est nul, Dans l'autre cas

| < X , a3, >| = 0 et de toutes fagons :

< = . i .
I x . a > | A Py (xn) Pgi (an) pour tout entier n ., Il en

résulte que la série % l < X 2 >| est convergente.

b) Soit A' (B',b') un borné de A*(E*), A(B,b) un borné de A(E) .
Il faut montrer que A'(A) est borné dans IR. Fant donnés B et B!
(resp. b et b!), il existe un scalaire A (resp. H) telque |<x, a>| <)

pour tout x € B et toﬁt a €B' (resp. |<(Gn), (Bn)> =V V(O-n)Gb : V(Bn) €b').

n
Donc, si (xn) € A et (an) € A!
n n

| < X o a >| =2 pB(xn) PB'(an) ; Vn soit

| <(xn)n, (an): Ist z 1 pplx ) pp.(a ) =2 'PB("n”‘n'"(PB'(an”n >| .

Soit : |< (xn) , (an) >| € A.M puisque (pB(xn)) est élément de b tandis
n
. N 1
que (PB.(HLn))n appartient a b'.

Il s'agit maintenant de voir dans quelle mesure l'espace [A(E)] X

se ''rapproche' de l'espace de A":(Ex ).

Plusieurs cas peuvent se produire
a) Tout élément P de [A(E)]x ne définit pas nécessairement une

suite (a_) d'éléments de E  telleque P((x ) )= Z <x ,a >.
n n n n
n n nz21
Néanmoins cette propriété est assurée des que A satisfait la condition LS,

On définit a  par <x, a >=0 (Qn(x)) alors @ ((xn)) = Z'.<xn v a > si A
satisfait la condition L. S). Dans 1'étude suivante, nous considérerons des
éléments P € [A(E)Jx représentables par une telle suite et identifierons o
et (an) . ( L'application @ = (a.n) étant naturellement injective).

n n

b) Un élément (an) de [A(E)]x n'est pas nécessairement absorbg
) n

par un borné B' de E”". Nous en donnons un exemple, quoique dans le cag
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général cette situation ne se présente pas.

c) Enfin, (an) peut ne pas appartenir a 1\-)(-(‘.&:X ) méme si - A= A%,
n

et 1'espace N\ satisfaisant la condition LS . Nous en donnons un exemple.

Contre exemple :

Soit A =9 = ]R(N) muni de la bornologie usuelle, somme directe de
droites. Il est clair que A satisfait la condition LS et A= A¥ = IRN .

Soit E un ebc [®(E)]” = wt(Ex ) (prop. 2.5).

Il est clair que wt(Ex ) n'est pas égal a w(E*) pourvu que E

. N
gsoit bien choisi. (Par exemple, E = R ).

Néanmoins, on a le résultat suivant :

Proposition 2.10 - Si A contient au moins un élément dont aucune composante

n'est nulle, alors toute suite (an) appartenant & [ A(E)]” est
n
absorbée par un borné B! de E".

Preuve : L'hypothese faite sur A implique qu'il existe au moins un borné
b de A absorbant tous les éléments e - I1 suffit en effet de prendre le borné

b pour l'ordre défini par 1'élément particulier, b est alors borné pour toute

bornologie solide.

A partir de maintenant b est un borné solide de A absorbant tous

s e .
le n

Soit ® = (a_) un élément de [A(E)]*. ® étant bornée, pour tout
borné B de E , il exI}ste une constante AB telle que :
90 )| = 1T <%, 2,215 45 p, Llegle,) 13 ¥l € A5
Soit x un élément de EB . Considérons la suite (xn) = ey ® x
n

(xn) appartient 2 Ab(EB) puisque pB(xn) = pB(x) én,h (6 symbole de

n
Kronecker).

n,h
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Nous obtenons alors | < x, a,> | s AB pB(x) pb(eh). Ce qui
revient & dire que ay € pb(eh). AB § .
Soit B' le borné de E* défini par :
B'= N % . La relation précédemment

Bes B

démontrée prouve que a, est élément de pb(eh) B!, C.Q.F.D.

h

Nous obtenons aussi pB,(ah) < pb(eh) . C'est 2 dire que pour tout

borné b de A absorbant tous les e - il existe un borné B!' de Ex

absorbant tous les a, avec pB,(a.h) < pb(eh) .

D'ou les remarques suivantes :

1) Si l'ensemble {en} est borné dans A , alors toute suite (a ) de
n
[A(E)] est équiborné dans E* (voir les espaces de suites symmétriques

étudiés entre autres par Ramanujan. Garling).

2) Si pour un certain borné b, la suite pb(eh) appartient 3 A~ alors
(ah) appartient 2 A*¥(E™). Cette propriété est satisfaite pour 21 donc
[ £ I-(E)]x = tP(E"), eten général pour tout espace normé muni de la topolo-
gie O(A, A%),

En fait, pour un espace parfait A la condition précédente implique
que la topologie O(A, A¥*) soit normée.

Corollaire - Soit E un elcs bornologique, alors l'espace 4 1(BE‘.) est dense
dans l'espace Li (E).

Preuve : L'injection de £ I(BE) dans £ ]; (E) muni de sa bornologie canonique

est naturellement bornée.
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Par ailleurs :
[+'(BE)]* = £®[(BE) ] (Prop. 2.5) et
[+ lt(E)]' = 1 P(E) (Prop. 2.7)
E étant bornologique, les espaces (BE)" et E' sont égaux algébriquement.
En outre, la bornologie de Von Neuman de (BE)" est égale A la bornologie de

E'. I1 en résulte que 1?[ (BE)* ] est égal 2 LOO(E‘). Si donc L est élément
de [zlt (E)]', L étant nulle sur ZI(BE) ona :

Lix ) =Z<x_,a >;(a)E€ L®(EY) ; V(x )€ A(E)

L'hypotheése implique que tous les a_ sont nuls donc L estnulle, C.Q.F.D.
Pour les espaces normés, la situation se simplifie.

Proposition 2. 11 - Si E est normé, A satisfaisant la condition LLS avec
X

A* = A¥* alors les espaces [A(E)]* et A¥(E™) sont égaux
algébriquement et bornologiquement.

Preuve : On sait déjaque A¥(E") estinclus dans [ A(E)]” et que l'injection
est bornée. A satisfaisant la condition LS toute forme linéaire bornée ¥ sur
A(E) définit une suite (a_) d'éléments de E' et

cp((xn) )= Z < X an> T (xn) € A(E)

En désignant par B la boule unité de E , il s'agit de montrer que la suite

(Po (an)) appartient 3 A* ., Soit (G-n) un élément de A , pour tout n il
B n

- 1 2 1
existe un élément x de B tel que ]Q.nl Po (an) s |< a x., an>| + =

n
B 2
et 1'on peut choisir x_ tel que |<0. X, a >l =<Q x , a > . La suite
n n'n n n'n n
(a xn) appartient 3 A(E) donc
n n
LI<Qa x ,a > converge et par suite
n n'n n
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= <
Elan,pg(an) §1<0.n x »a >+1<+o donc

(po (@) appartient 3 A% .
n
B . n

Si A' estun borné de [ A(E)]”*, montrons que l'ensemble

{(py (@) : (2) € A'l est borné dans A% .
n n
B n n
Soit b un borné solidede A, a = (O.n) un élément de B, et

(an) un élément de A' .
n

Ona:
Za_pola_=ZL po(la_| a) donc

S IO s + v
| @ Po (an)l n¥n’ %n 1 ou anB et<anxn,an>ao

n B
donc
<
|z nPg (@) | = I<(anxn)n’ a_>| +1.
Or la suite ((J,n xn) est dans A(B,b) et (an) dans A' donc les
n n
sommes | a_ Po (a.n)l sont uniformément bornées sur b, ce qui achave

n B
la démonstration.

Terminons ce paragraphe avec la remarque suivante :

Proposition 2.12 - A(E) est t séparé si et seulement si E est t séparé,

En outre, E est polaire de¢s que A(E) est polaire.

Il suffit de remarquer que toute forme linéaire bornée ® sur E

se prolonge (d'une infinité de facons) 2 A(E). Soit en effet (xn) un élément

n
de A(E) tel que L((xn)) = 0 pour toute forme bornée L sur A(E). Soit

9 un élément de E* et h un entier quelconque.
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? o P, estune forme sur A(E) donc @ o Ph ((xn)) = Cp(xh) =0
donc % est nul pour tout h.

3 - CRITERE DE SCHWARTZITE.

Dans la premiere partie de ce travail, nous avons donné une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un espace A(E) soit un ebc de
Schwartz. Grdce aux propriétés précédentes, nous pouvons formuler un

theoréme analogue dans le cas topologique.

Proposition 3.1 - Soit A un espace parfait muni d'une topologie localement

solide compatible avec la dualité (A, A*¥), E un elcs complet.

L'espace At(E) est un elcs de Schwartz si et seulement si les

espaces /A et E le sont.

Preuve : Supposons que A et E soient des elcs de Schwartz. On sait que A
(resp. E) estle dual bornologique de A' (resp. E') lorsqu'on munit A'
(resp. E') de la bornologie équicontinue et AY (resp. E'™) de la topologie
de la convergence uniforme sur les bornés de A' (resp. de E'). En outre
A' et E' sontalors des ebc de Schwartz (cf. [7]). Il en résulte

(prop. I. 3.1) que A'(E') estun ebc de Schwartz. Par suite [AYEYH])
est un elcs de Schwartz, Or (prop. 2.5) [ AY(E')]” estalgébriquement et
topologiquement égal a At(E) car A' satisfait la condition LS et

A = A= A" donc At(E) est un elcs de Schwartz.

Cette proposition généralise les résultats connus jusqu'alors en

topologie (cf. [3] théorezme 3. 3).

De mé&me, les résultats de dualité que nous avons établis nous
permettent de retrouver les théoremes de dualités démontrés dans le cas

topologique (cf. [3] et [4]).
---000---
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