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LA STABILITE ANALYTIQUE EN THEORIE SPECTRALE

Gérard DUBOIS

Un des buts de la théorie spectrale des opérateurs continus sur un espace
de Banach X est la recherche de décomposition en sous-espaces de 1l'espace X,
en relation avec des parties du spectre de ces opérateurs. Une réponse 3 ce
probléme est donnée par C. FOIAS (Fl) qui introduit la notion d'espace spec-—

tral maximal et en déduit la théorie des opérateurs décomposables.

L'étude d'exemples d'opérateurs (spectraux, préspectraux) conduisant a
des décompositions de 1l'espace que la théorie de Foias ne permet pas a priori
d'obtenir, ainsi qu'une analyse détaillée de la théorie des opérateurs décom-
posables, mettent en &vidence le rGle essentiel joué par la notion d'opéra-
teur 3 unique extension introduite par N. DUNFORD (D3, DA) et nous aménent i
définir une notion nouvelle : celle d'espace analytiquement stable par un

opérateur & umique extension T.

L'étude que nous faisons de ces espaces montre qu'il s'agit des '"bons"
espaces stables par un tel opérateur. L'application de cette notion a la
théorie des opérateurs décomposables permet d'em obtenir une caractérisation

plus souple dont nous nous servons pour obtenir ou retrouver certaines de

leurs propriétés.

Une large part de cet article a été annoncée dans deux Notes aux Comptes
Rendus (D6, DS).

Le premier chapitre est consacré 3 des rappels. Au chapitre 2, nous défi-
nissons la notion de sous-espace analytiquement stable par un opérateur T &
unique extension. Nous montrons que cette famille de sous—espaces de X est
strictement intermédiaire entre celle des sous-espaces stables par T et celle
des espaces spectraux maximaux de T. Plusieurs exemples sont cités : opéra-

teurs compacts, hermitiens,... pour lesquels les notions de sous-espaces stables

et analytiquement stables coincident. Nous nous attachons 3 caractériser

complétement les espaces analytiquement stables et nous en &tudions les proprié-
tés de permanence.
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La stabilité analytique en théorie spectrale

Le chapitre 3 est consacré a une caracté@risation des opérateurs analyti-
quement décomposables en termes d'espaces analytiquement stables et 3 1'ap-
plication de ce résultat 3 1'étude des propriétés de permanence des opérateurs
décomposables, ce qui nous permet, en les démontrant dans un autre esprit, de
retrouver et de compléter les résultats obtenus par COLOJOARA et FOIAS (CF]).
Nous donnons une caractérisation des espaces analytiquement stables par un
opérateur décomposable T qui est dans l'esprit de celle obtenue par C. FOIAS

[FZ] pour les espaces spectraux maximaux de T et nous introduisons la notion

d'opérateur sous-décomposable.

Tout ce travail est effectué dans le cadre des espaces de Banach, mais
la plupart des résultats (& 1l'exception du théoréme (3.3.1)) peuvent se pro-
longer au cas des espaces localement convexes séparés quasi-complets (D6,
D7, D5), en utilisant les travaux de WAELBROECK (W) , ALLAN (A1), BERRUYER
(B2, B3, Bl), VASILESCU (V).
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La stabilité analytique en thécrie spectrale

1. = RAPPELS ET NOTATIONS.

Dans tout ce qui suit, X désigne un espace de Banach et L(X) est 1'algé-
bre de Banach des opérateurs continus sur X. Pour tout opérateur T de L(X),
on note c(T) son spectre et p(T) son résolvant. Nous rappelons quelques notions
classiques ; pour les détails nous renvoyons aux articles originaux (D3, D4,

Fl, FZ) ou aux ouvrages spécialisés [DS III, CF l] .

1.1. OPERATEURS BORNES. - Un sous-espace fermé Y de X est dit stable par T si

TYCY. On note T/Y 1'opérateur de L(Y) restriction de T 3 Y.

Un sous-espace Y de X est dit ultrastable par T s'il est stable par tout
opérateur qui commute avec T.

Un sous-espace Y de X est dit espace spectral maximal de T s'il est sta-
ble par T et si pour tout espace Z stable par T, la condition o(T/Z)€ o(T/Y)
implique ZCY.

On désigne par Ro(Ty) 1l'espace des fonctions analytiques prés du spec-
tre o(T) et, pour toute fonction f€ ¥(G(T)), on définit 1'opérateur
£(T) = 7%? j;f(k)(k-T)-ldX oi I est un contour o(T)-admissible.

1.2. OPERATEURS A UNIQUE EXTENSION. - Un opérateur T de L(X) est dit 3 unique
extension si toute fonction analytique f définie sur un ouvert D du plan

complexe, & valeurs dans X, vérifiant (A-T)£(A) = O sur D est identiquement

nulle.

Pour tout x X, on note ;%(x) le plus grand ouvert du plan complexe sur
lequel est définie une fonction analytique ;\’(T a valeurs dans X telle que

N
()‘-T)XTO‘) Z x. On note OT(x) le complémentaire de LT(x) dans € et XT(F) le

sous—espace vectoriel de X défini par XT(F) = {x€X ; OT(x)CF} ol F est un
fermé de €.

1.3. OPERATEURS SEMBLABLES. - Soient X

1 et X2 deux espaces de Banach, Tl et

T2 deux opérateurs de L(X]) et L(Xz). Les opérateurs Tl et T2 sont semblables
s'il existe un isomorphisme R de XI sur X2 tel que RT1 = TZR' Dans ce cas,

pour tout sous-espace Y de X stable par T], 1'image RY est stable par T2 et

de plus O(TI/Y) = 0(T,/RY). Si 1'un des deux opérateurs est 3 unique extension,

alors l'autre l'est aussi et pour tout x€X,, on a 0 (x) = 0, (Rx).

1 2
1.4. OPERATEURS DECOMPOSABLES. - Un opérateur T de L(X) est décomposable lors-
que pour tout recouvrement ouvert fini {G,} du spectre 0(T), il existe un

\ _ 171gign
systéme {Yi}léién d'espaces spectraux maximaux de T, tel que :

(a) o(T/Y;) €G; pour tout i ;
1
(b) X = Y' Y.
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La stabilité analytique en théorie spectrale

2. - SOUS-ESPACES DE X ANALYTIQUEMENT STABLES PAR UN OPERATEUR A UNIQUE
EXTENSION T.

Dans tout ce chapitre, T désigne un opérateur & unique extension sur X.

2.]1. DEFINITION ET EXEMPLES.

(2.1.1) DEFINITION. - Un sous-espace vectoriel Y de X est dit analytiquement
stable par T st :

(7) Y est fermé.

(i1) Pour tout x&Y et pour tout A& pT(x) on a ?cTO\)e Y.

(2.1.2) REMARQUE. - L'hypothése (i) est essentielle pour les applications et

n'est pas une conséquence de (ii). En effet, on voit que le sous-espace

XT(F) vérifie (ii) pour tout fermé F de €, mais il peut ne pas €tre

fermé comme le montre la proposition (1.3.9) de (CFI) .

(2.1.3) THEOREME. - Tout espace spectral maximal de T est analytiquement stable
par T.

Ce résultat traduit en termes de stabilité analytique le théoréme (2.2)

de (FI) qui est la clef de volite de la théorie des opérateurs décomposables.

(2.1.4) THEOREME. - St p e8t un projecteur continu qui commute avec T, lesg

espaces Im p et Ker p sont analytiquement stables par T.

"

Preuve. - Car ()\—T)p?‘t,r()\) PX pour tout A& pr(x) et tout x&€Im p.
(2.1.5) COROLLAIRE. - Si T est un opérateur préspectral (BD) sur X, alors,
pour toute résolution préspectrale u(.) de T et pour tout borélien §

de €, l'’espace u(8)X est analytiquement stable par T.

(2.1.6) REMARQUE. - Ce résultat est en particulier vrai pour les opérateurs
spectraux de N. DUNFORD (DS) .

(2.1.7) THEOREME. - Tout sous-espace Y analytiquement stable par T est stable

par £(T) lorsque f est une fonction de ge(c(T)). En particulier Y est
stable par T et o(T/ Y)Q o(T).

Preuve. - Pour tout Xx€Y, on a f(T)x = —TITT I‘f()\) ()\-T)_lxdk ol T est un cycle

n e

0(T)~admissible. Par ailleurs (}\-T)_lx ':YT()\) sur (T), donc Y est stable par
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La stabilité analytique en théorie spectrale

(A-T)‘l lorsque A parcourt p(T). Alors d'aprés la condition (i) de (2.1.1),
Y est stable par £(T).

(2.1.8) EXEMPLES DE SQUS-ESPACES STABLES ET NON ANALYTIQUEMENT STABLES :

.

EX. 1 une base hil-

Ex. 1 : Soient H un espace de Hilbert séparable et {en}nﬁz

bertienne de H indexée sur 1'ensemble Z des entiers rationnels. On consi-

dére 1l'opérateur unitaire U défini par Uen = e, pour tout n€ 4. Le
sous—espace vectoriel fermé Y de H engendré par les vecteurs e pour

n2!| est stable par U mais n'est pas analytiquement stable car il ne vé-
rifie pas g(U/Y)C o(U).

Ex. 2 : Pour tout x X on note [x) le sous-espace fermé engendré par
{()\—T)-lx ; A€ XT)} et on sait (D4, F5) que (x) est stable par T. Mais
en reprenant l'exemple (2.6) de FIXMAN (FS) on voit que [x) peut ne pas
étre analytiquement stable, bien que l'on ait toujours o(T/ (x))CO(T).

(2.1.9) EXEMPLES DE SOUS-ESPACES ANALYTIQUEMENT STABLES ET NON ULTRASTABLES :
Ex. 3 : Dans 1l'article (BD), BERKSON et DOWSON construisent sur 1'espace

o] . -
de Banach £ wun opérateur préspectral S associé 3 une résolution pré-

spectrale E(.), de classe I = 21 et dont le spectre 0(S) est formé des
points 1 et %E% pour n33. Ils construisent ensuite un opérateur A sur

2 qui commute avec S, mais qui ne commute pas avec le projecteur E({1}).
On vérifie alors que le sous-espace Y = Ker E({1}) est analytiquement
stable par S, mais n'est pas stable par A. Il en résulte a fortiori que

Y n'est pas un espace spectral maximal de S.

Ex. 4 : Reprenons l'exemple donné par DOWSON dans [Dl] page 455. Dans

cet exemple, on voit qu'il existe un espace de Hilbert H, un opérateur
spectral T sur H de spectre G(T) = (O,I] et un sous-espace Y de H stable
par T tel que T/Y n'est pas spectral. En utilisant le thé&oréme (1.12)
suivant, on voit que Y est analytiquement stable par T. Mais, T/Y n'étant

pas spectral, Y n'est pas ultrastable par T ; par ailleurs, aucun projec-
teur associé 3 Y ne commute avec T.

(2.1.10) REMARQUE. - La famille des sous-espaces de X analytiquement stables
par T apparalt comme intermédiaire entre la famille des espaces stables

par T et celle des espaces spectraux maximaux de T selon le schéma :
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La stabilité analytique en théorie spectrale

Espaces spectraux maximaux

/ \

Espaces ultrastables Espaces analytiquement stables

N\ /

Espaces stables

Nous terminons ce paragraphe en donnant des conditions suffisantes pour
que les espaces stables d'un opérateur 2 unique extension T soient ana-

lytiquement stables.

(2.1.11) THEOREME. - S7 Y est un sous-espace stable par T tel que o(T/Y) soit

rare dans €, alors Y est analytiquement stable par T.

Preuve., - Soit x un élément de Y, il suffit de considérer deux cas : si
A€ (T/Y) alors nécessairement '*TO‘) = (}\-T/Y)-lx est é€lément de Y et si
)\epr(x)no(T/Y), A est limite d'une suite ()\n) de points de (T/Y) et %T()\)

. Y .
est limite de la suite xT(An) de points de Y.

(2.1.12) COROLLAIRE |. - Sz T est un opérateur de L(X) dont le spectre o(T)

est rare et le résolvant p(T) connexe, alors tout sous—espace Y de X
stable par T est analytiquement stable par T.

Preuve. - og(T) est rare, donc T est & unique extension. De plus o(T/Y)€o(T)
puisque p(T) est connexe (DI}.

(2.1.13) EXEMPLES. - Les opérateurs hermitiens sur un espace de Hilbert H,

les opérateurs compacts sur un espace de Banach, etc...

(2.1.14) COROLLAIRE 2. - Tout sous-espace de dimension finie de X, stable

LY

par un opératewr d unique extension T, est analytiquement stable par T.

(2.1.15) COROLLAIRE 3. - On suppose que l'opérateur T est solution d'une équa~

tion algébrique q(T) = O, q étant un polyndme de degré n. Alors tout
sous-espace fermé de X stable par T est analytiquement stable par T ce

qui se produit en particulier si T est un projecteur continu sur X.
Preuve. - On sait que 0(T) est contenu dans 1l'ensemble des racines de q.

(2.1.16) REMARQUE. - Si 0(T) est rare et ((T) non connexe, T peut posséder des

espaces stables non analytiquement stables, comme le montre 1'exemple 1.
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2.2. CARACTERISATION DES ESPACES ANALYTIQUEMENT STABLES.

(2.2.1) PROPOSITION. - 57 Y est un sous-espace de X analytiquement stable par
T, alors, pour tout xeY, on a p,r(x) = gr/Y(x).

Preuve. - On voit rap1dement que cT/Y(x)C gr(x) D'autre part, sur p.r(x) nous
avons (A- T)x,r(l) X et xT(A)eY puisque Y est analytiquement stable, donc
r.r(x)c CT/Y(X) .

Nous déduisons de cette proposition umne caractérisation trés simple des

espaces analytiquement stables.

(2.2.2) THEOREME. - Les sous-espaces de X analytiquement stables par T scrt
exactement les sous-espaces fermés Y stables par T tels que pour tout
xeY on att p,r(x) = (T/Y(x).

Preuve. = Supposons Y stable par T et tel que r.r(x) c,r/Y(x) pour tout x€Y.
Alors (A T/Y)XT/YO‘) = x = (A—T)XTO\) sur ap(x) = Gy (x).

(2.2.3) NOTATION. - Pour tout xex on note evy (x) le sous-espace vectoriel
fermé de X engendré par xT(X) quand A parcourt c.r(x) : x&ev,r(x) car
1 v . .
X =57t xT(}\)dA oi [' est un contour o(T/evT(x)) admissible. Un sous
espace Y de X est donc analytiquement stable par T si et seulement si

evT(x)CY pour tout x€Y, d'ol le résultat suivant.

(2.2.4) PROPOSITION. - Un sous-espace fermé Y de X est analytiquement stable
par T &t et seulement si Y est engendré par la réunion des espaces
evT(x) quand x parcourt Y.

Preuve. — Appelons Z le sous-espace fermé de X engendré par la réunion des
ev.r(x) quand X parcourt Y. Si ¥Y=Z, alors Y est analytiquement stable. Récipro-

quement, si Y est analytiquement stable, alors Z€Y, et si x€Y, on sait que
ervT(x), donc Z=Y.

2.3. PROPRIETES DE PERMANENCE.

(2.3.1) PROPOSITION. - Une intersection quelconque d'espaces analytiquement
stables par T est analytiquement stable.

(2.3.2) PROPOSITION. - Soient Y un sous-espace de X analytiquement stable
par T et Z un sous-espace stable par T tel que Z€Y. Pour que Z sotit
analytiquement stable par T, il faut et il suffit qu'il le soit par T/Y.
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Preuve. — Si Z est analytiquement stable par T, pour tout Xx€Z on a
GT(X) = o,r/z(x) ; or oT(x) = oT/Y(x) donc oT/Z(x) = oT/Y(x). Réciproquement
(x) = (x).

si pour tout X€Z on a o (x), alors OT(X) =

T/Y Or/z 9r/z

(2.3.3) PROPOSITION. - Soient Xl et X2 deux espaces de Banach, T, et T. deux

1 2
cpérateurs 4 unique extension respectivement sur X, etX,, ¥ et Y,

dewux espaces analytiquement stables respectivement par T, et T,, alore

Y, @Yz est analytiquement stable par TIQTZ‘

Preuve. - Un calcul simple montre que si lexzs YlQY2 on a

1 @1, 19 * OTl@Tz/YIQYZ(XIQXZ)’

(2.3.4) PROPOSITION. - Soient Xl et X2 deux espaces de Banach, 'I‘l et T2 deux

~

opérateurs 4 unique extension respectivement sur X, et X, et R un iso-

morphisme de X, sur X, tel que RT; = T,R. 57 Y est un espace analyti-
quement stable par Ts alors RY est un espace analytiquement stable

par T2.

Preuve. - Pour tout x €RY on a Op (x) = Op (R_]x) (rappels, chapitre 1) et
2 i

g (R-lx) =g (R_lx) ; les opérateurs T,/Y et T,/RY sont semblables et
Tl T]/Y | 2

-1 . .
OTI/Y(R x) = OTZ/RY(X) ce qui montre que c,rz(x) =0

(x).
TZ/RY
(2.3.5) PROPOSITION. - S feq'e(o(T)), tout sous-espace de X analytiquement

stable par T est ausst analytiquement stable par 1'opérateur f£(T).

Preuve., - On remarque que fe®O(T/Y)), ce qui permet d'introduire 1'opé-
rateur £(T/Y) qui est égal a f£(T)/Y d'aprés le théoréme (2.1.7), puis on
utilige 1'égalité f(oT(x)) = %¢my (x) pour tout x€Y.

(2.3.6) PROPOSITION, - Sotent T un opérateur d unique extension sur X, p un
projecteur continu commutant avec T et Y un espace analytiquement stable
par T et stable par p, alors pY est un espace analytiquement stable par
T/Y et par T.

Preuve. - Notons tout d'abord que pY est fermé. Ensuite, pour tout xX€ pYE€Y

et pour tout Aépr(x), nous avons ()\-T)pf:\{r()\) z x, donc '}\ET(X) = pr:\i,r(k) sur
~

pr(x) et xT(A)E pY.

2.4, APPLICATIONS A L'ETUDE DES ESPACES SPECTRAUX MAXIMAUX.
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(2.4.1) PROPOSITION. - S7 Z et Y sont analytiquement stables par T et st
Z&Y, alors O(T/Z)CC(T/Y).

Preuve. - 11 suffit d'appliquer le théoréme (2.1.7) et la proposition (2.3.2).

(2.4.2) REMARQUE. - Cette propriété de croissance sur les spectres lorsqu'on
a croissance sur les espaces, et qui peut &tre fausse si Z est seulement
supposé stable (ex. 1 de (2.1.8)), nous conduit & définir la notion

d'espace analytiquement stable maximal.

(2.4.3) DEFINITION. - Un espace Y, analytiquement stable par T, est dit espace

analytiquement stable maximal de T st pour tout espace I analytiquement
stable par T on a :

o(T/Z)Q0(T/Y) = ZCY

(2.4.4) REMARQUE. - Tout espace spectral maximal de T est un espace analyti-

quement stable maximal de T et nous avons la réciproque suivante :

(2.4.5) THEOREME. - Si pour tout fermé F de O(T) ['espace XT(F) est fermé,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Y est un espace analytiquement stable maximcl de T.

(b) Y est un espace spectral maximal de T.

Preuve. - Il suffit de montrer (a) ==>(b). Si x€Y, OT(x) = UT/Y(X)CO(T/Y)

et YCXT(U(T/Y)) ; par ailleurs O’(T/XT(O'(T/Y)))CO'(T/Y) donc Y = XT(o(T/Y)).

Nous prolongeons maintenant aux opérateurs 3 unique extension, un résul-

tat connu pour les opérateurs décomposables.

(2.4.6) PROPOSITION. - Une intersection quelconque d'espaces spectraux maximaux

d'un opérateur T d unique extension est un espace spectral maximal de T.

Preuve. - Soit {Yi}iel une famille quelconque d'espaces spectraux maximaux de

T, on pose Z = QYi' Déja Z est analytiquement stable par T, et pour tout
i

espace Y stable par T vérifiant o(T/Y)Co(T/Z) on a O(T/Y)CG(T/Yi) pour tout
ie I, ce qui suffit,

Nous terminons en donnant une nouvelle propriété d'h&rédité des espaces

spectraux maximaux.

(2.4.7) THEOREME. - St Y est un espace analytiquement stable par T et Z un
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espace spectral maximal de T, alors YMZ est un espace spectral maximal
de T/Y.

Preuve. - L'espace YAZ est analytiquement stable par T donc par T/Y. De plus
G(IT/YMAZ)eo(T/Z). Si Z,
O(T/Zl)co(T/YnZ), alors ZICYHZ.

est un sous—espace de Y stable par T/Y tel que

(2.4.8) PROPOSITION. - Pour tout fermé F du plan complexe, on a

Y(\XT(F) = YT/Y(F) .

Preuve. - x€ YnXT(F) si et seulement si Xx€Y et OT(x) = OT/Y(x)CF, et ceci
(F).

équivaut a dire que xeYT/Y
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3. - UNE CARACTERISATION NOUVELLE DES OPERATEURS DECOMPOSABLES - APPLICATIONS.

3.1, OPERATEURS ANALYTIQUEMENT DECOMPOSABLES.

(3.1.1) DEFINITION. - On dit qu'un opérateur d unique extension T est analyti-
quement décomposable lorsque pour tout recouvrement ouvert fint
{Gi}lsisn du spectre o(T), 1l existe un systéme {Yi}lsiﬂn de sous-espaces

de X analytiquement stables par T, tel que :

(a) O(T/Yi)CGi pour tout i ;
i=n

(b) X =3 ¥..
i=1

(3.1.2) REMARQUE. - Tout opé&rateur décomposable au sens de FOIAS (Fl) est a
unique extension et les espaces spectraux maximaux de T sont analytique-

ment stables par T ce qui montre que T est analytiquement décomposable.

(3.1.3) REMARQUE. - Le spectre 0(T) &tant normal, on voit facilement que la

condition (a) de la définition précédente peut &tre remplacée par la

condition moins restrictive suivante :

(a') c:('[‘/Yi)CE.1 pour tout 1i.

3.2. RELATION AVEC LES OPERATEURS DECOMPOSABLES.

(3.2.1) THEOREME. - Sotent T un opérateur analytiquement décomposable et F un

fermé contenu dans o(T). On note ¢>F l'ensemble des couples €= (G,G')
d'ouverts tels que :

(1) o(T)CGUG' ;
(2) FCG et GTAF = ¢,

A chaque P appartenant a ¢F on assoctle une décomposition X = Yo + Y'.f

de X en sous-espaces analytiquement stables par T vérifiant o(T/Y.r )CG
et 0(T/Y'g )CG: Alors :

(a) X (F) =( ) Yep -

(b) XT(F) est fermé et analytiquement stable par T.

Preuve. - Soient x un point de XT(F) et 4 un &lément de d)F, on peut écrire
x=yp * y:' avec yy € Yo et Y€ Yl ; F est un compact du spectre 0 (T)
et FCCE'—. Soit I' un cycle (F,t(-;-'T-admissible, nous avons

re gr(x)ﬁp(T/Y'?) car d'une part ' est dans pT(x), d'autre part

r€CTTen(T/vy) ; de plus p(T/¥) € prjvr (VG ) = Ex(yl) (Ylp est ana-
R ¢ ? /vl Y T’ YT
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lytiquement stable par T) et
er(x) A p(T/Y'f.f)C.pT(x)f\ﬁr(ny)c ar(x-yif) = r:r(y..f)- Sur T on peut écrire

Yep 10 = Kp(0) = i 1 (M) = Hp) = -Trvg) Ty

et lorsqu'on intégre sur T, il vient :
q 4

Z—T‘EJ Vg 0 = oETS J X = Jr (A-T/sr:‘.)"y,_'P dA = x, car la

derniére intégrale est nulle (o(T/Y "f) est 3 l'extérieur de T') et

l

Pour tout X appartenant & I‘CQI(y‘f,), 1'élément }J‘f TO‘) appartient 3 Y?
puisque cet espace est analytiquement stable par T ; comme a1 y,‘P T()‘)d)\
est la limite de sommes finies du type

k=n "

T E Qa1 = A% 7
on voit que x appartient & Y? et xT(F) est inclus dans l'intersection de

tous les espaces Ygf Réciproquement, si xe’ \Y? , alors x€ Y? et
‘$eop
(x)c c(T/Y.f)CG pour tout ouvert G contenant F, donc 0 (X)&F et x appar-

tlent a X (F) ce qui montre que XT(F) _‘q»e.d)F'

(3.2.2) COROLLAIRE. - Lorsque T est un opérateur analytiquement décomposable
et F un fermé du spectre o(T), alors XT(F) est un espace spectral maxi-
mal de T et o(T/XT(F))CF. De plus tout espace spectral maximal Y de T
s'éerit ¥ = X (0(T/)).

Preuve. - XT(F) étant fermé, on applique la proposition (1.3.8) de (CF]). Enfin,
si Y est un espace spectral maximal de T, on a o(T/Y) = c(T/XT(o(T/Y))), d'od

le résultat.

(3.2.3) THEOREME. - Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) T est un opérateur analytiquement décomposable.

(b) T est un opérateur décomposable.

Preuve. - 11 suffit de montrer (a) =>(b). Soit {Gl}l . Un recouvrement
€isn
ouvert fini de o(T), il existe un systéme {Y, }l< .. de sous-espaces analytique-
€isn
i=n

ment stables par T tel que X = Z Yi et tel que, pour tout i, U(T/Yi)cci‘
i=]
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Comme pour tout i, l'espace Yi est contenu dans 1'espace spectral maximal

Z; = XT(G(T/Yi)), on voit que 1l'opérateur T est décomposable.

(3.2.4) EXEMPLE : Opérateurs préspectraux (BD). - Soit T un opérateur pré-

spectral de classe (I), avec une résolution préspectrale de classe (I)

notée p(.). Pour tout recouvrement ouvert finmi {Gi}]<iSn de o(T), il

existe une partition borélienne {Gi}l . de O(T) telle que gi_CGi
gign

pour tout i. On a X =§u(6i)x et cs(T/u(cSi)X)CB_i—CGi pour tout i ;

1'opérateur T €tant & unique extension et les espaces u(éi)x étant
analytiquement stables par T, on retrouve le fait que T est décompo-

sable, les u(di)X n'étant pas obligatoirement des espaces spectraux
maximaux.

3.3. UNE CARACTERISATION DES ESPACES ANALYTIQUEMENT STABLES D'UN OPERATEUR
DECOMPOSABLE.

(3.3.1) THEOREME. - Sotent T un opérateur décomposable sur X e+ Y ur scus-
espace fermé de X. Les assertions suivantes sont écuiviizwtes :
(a) Y est analytiquement stable par T.
(b) Pour tout x€Y et pour tout réel €>0, 1l existe wme Ffoncticn f ¢
analytique sur (%(x), d valeurs dans Y, telle que ﬂ(A-T)f éx) -x) < ¢
sur pr(x).
(e) Pour tout xe&Y, pour tout réel €>0 et pour tout ccrpact K de

gr(x), 1l existe une fonction f analytique sur un voisinage ouvert

£,K
de K, a valeurs dans Y et telle que I()\-'l‘)fE SOOI x] < €sur K.

Preuve. - On voit que (a) =>(b) =>(c). Pour montrer (c) =>(a), on va utiliser
des techniques mises au point successivement par BISHOP(B&] , FRUNZA (Fls) R

FOIAS (FZ) et nous utilisons en particulier un résultat dG 3 FOIAS (FZ) qui
est énoncé sans démonstration.

(3.3.2) LEMME (FOIAS). - Soit T un opérateur décorposable sur X. St {fn} est
une suite de fonctions analytiques & valewrs davs X, définies sur un
owvert G de €, telles que ()‘-T)fn()‘) +> 0 dans X, uniformémernt sur

tout compact de G, alors £, > O uniformément sur tout compact de G.

Montrons (c) =>(a). Soient x&Y et G un ouvert relativement compact tel

que ECar(x) ; poure = ;11- il existe une fonction £, analytique sur un voisinage
de G 3 valeurs dans Y, telle que ﬂ (A-T)fn(k) - xﬂ < % sur G. Supposons qu'il
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existe un compact K de G sur lequel la suite {fn} ne soit pas uniformément
convergente ; il existe alors un réel € positif, une suite {Ai} de points
de K et des suites d'indices {ni}, {mi} définies par

n <m

<m <nm grere By <MLL telles que “fmi(ki) - fn.(Ai)“ > €. Posons

1 1 2
i

g = fm - fn . {gi} est une suite de fonctions analytiques sur G, 3 valeurs
i i

dans X telle que (A-T)gi(k) + 0 dans X, uniformément sur tout compact de G,
puisque {(A-T)fn(x)} est une suite de Cauchy uniforme sur G. D'aprés le lemme
de Foias, la suite {gi} converge vers O uniformément sur K, d'ol une contra-
diction, ce qui montre que la suite {fn} converge uniformément sur tout

compact K de G. Pour tout A appartenant & G on pose f(A) = lim fn(x) ; £ est
b omat]
une fonction analytique sur G qui vérifie (A-T)f(X) = x et £(X) est la limite

d'une suite {fn(A)} de points de l'espace fermé Y, donc £()\) appartient a Y
lorsque A parcourt G. Comme T est un opérateur 3 unique extension, il existe
sur pT(x) une unique fonction analytique kT d valeurs dans X telle que
(A-T)%T(A) = x et d'aprés ce qui précéde lT est 3 valeurs dans Y lorsque A

parcourt pr(x).

3.4. OPERATEURS SOUS-DECOMPOSABLES.

(3.4.1) DEFINITION. - Un opérateur T sur X est dit sous-décomposable s'il est

d unique extension et s, pour tout recouvrement ouvert fini {G.}
lgign
du spectre o(T) il existe un systéme de sous-espaces analytiquement

stables par T, noté {Y.} tel que :
1 1gign
(a) G(T/Yi)c G, pour tout i,

(b) Pour tout sous-espace Y de X analytiquement stable par T, on q
Y = ZYF\Yi.
(3.4.2) REMARQUE |. - Si T est un opérateur sous-décomposable, il est décom-
posable.
(3.4.3) REMARQUE 2. - Cette notion constitue une extension de la notion d'opé-~

rateur "strongly decomposable” introduite par APOSTOL dans (A3).

(3.4.4) PROPOSITION. - La restriction T/Y d'un opérateur T sous-décomposable
d un sous—esrace Y de X analytiquement stable par T, est encore sous-

décomposabie.

Preuve. - On sait déja que l'opérateur T/Y est & unique extension. Soient
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{Gi} un recouvrement ouvert fini de o(T/Y), G, un ouvert ne coupant pas
Igign

o(T/Y) et tel que {Gi} . forme un recouvrement ouvert de o(T). L'opérateur
ogign

T étant sous—décomposable, on peut trouver un systéme de sous—espaces analy-

tiquement stables par T, noté {Xl} tel que, pour ogign, on ait

i= °<l<
o(T/Xi)CGi et Y = ﬁ YnXi. Comme 1}espace Y = Y(\X est analytiquement
stable par T, il 1'est par T/Y ; de plus, o(T/Y, )€ G,Mo(T/Y) = @, donc
Y, = {0} ; pour tout sous-espace Z de Y, analytiquement stable par T/Y, (2

est aussi un sous—espace de X analytiquement stable par T) on peut alors

écrire :

e

i=n =n 1 =
zAY, = }_YAX.NZ = E ZNX, = Z

=] i=1 1=1

(=)

avec o(T/Y,)€o(T/X,) &G, pour tout i (lgigm).

(3.4.5) THEOREME. - Pour qu'un opérateur T soit scus—-décomposable, i1l faut
et 11 suffit que pour tout espace Y analytiquement stable par T,
l'opérateur T/Y soit décomposable.

Preuve. - La condition nécessaire vient de la proposition précédente. Récipro-
quement, si pour tout espace Y analytiquement stable par T, 1l'opérateur T/Y
est décomposable, on voit, en prenant Y=X que 1'opérateur T est décomposable ;

en outre pour tout recouvrement ouvert fini {Gi} cic de o(T), donc de o(T/Y),
n

$1s
il existe un systdme {Y,} d'espaces analytiquement stables par T/Y donc
j=pn T l€ign
par T tel que Y = : Yt’\Yi et o(T/Yi) = (J(T/Y/Yi)CGi ce qui montre que
i=1

1'opérateur T est sous-décomposable.

Nous terminons ce paragraphe en donnant 1'analogue du théoréme (3.1.6)
de APOSTOL (A3).

(3.4.6) THEOREME. - Soient T€ L(X) et f une fonction de ¥(o(T)) tels que
£(T) soit un opérateur sous-décomposable. Si f est localement non cons-

tante dans o(T) (voir définition (3.1.5) de(A3)) alors T est un opéra-
teur sous-décomposable. ;

Preuve. - D'aprés le théoréme (3.4.5), il suffit de montrer que l'opérateur
T/Y est décomposable pour tout espace Y analytiquement stable par T. En fait,
Y est stable par £(T), donc £(T/Y) = £(T)/Y est décomposable par hypothése,
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donc T/Y 1'est aussi d'aprés le théoréme (3.1.5) de (A3).

3.5. OPERATEURS DECOMPOSABLES ET SIMILITUDE. - Scient X, et X2 deux espaces

1

de Banach.

(3.5.1) THEOREME. - St T1 est un opératewr décomposable sur X,

rateur de L(X,) semblable a T, alors T, est décomposable.

et T, un opé-

Preuve. - Nous nous proposons de démontrer ce résultat, &noncé sans démonstra-

tion dans (CF!), en utilisant la notion d'espace analytiquement stable.

Par hypothése, il existe un isomorphisme R de Xl sur X2 tel que T2R = RT]
et si Y est analytiquement stable par Tl’ RY est alors analytiquement stable

par T2. L'opérateur T1 étant décomposable, pour tout recouvrement fini du

spectre o(T,) = o(T,) par des ouverts {6.}  , il existe un systéme
1 lgign =
{Yi}lsisn d'espaces analytiquement stables par Tl tels que X] f ?E? Yi et
i=n

o(Tl/Yi)C:Gi pour tout i ; mais G(T]/Yi) = O(TZ/RYi) et X2 = %;: RYi’ d'ou

—

la conclusion.

3.6.ETUDE DES OPERATEURS Tp et Tp, T ETANT UN OPERATEUR DECOMPOSABLE ET p UN
PROJECTEUR CONTINU SUR X TEL QUE pT = Tp. - Le résultat concernant 1'opé-

rateur T se trouve démontré différemment dans (A ).

(3.6.1) THEOREME (APOSTOL). - L'opérateur Tp est décompesabie.

Preuve. - Soit {G.} .  un recouvrement ouvert fini de o(T ) ; comme
1 1g<ign : P i=n
O(TP)CO(T) il existe un ouvert G, tel que GO(\U(TP) = ¢ et O(T)C{ 'Gi'
i=]

On peut donc trouver (puisque T est dé&composable) un systéme {Yi} <
i of1ign

i=n
d'espaces spectraux maximaux de T tel que X = Z Yi et O(T/Yi)c Gi pour
o
=y
o€ign ; nous en déduisons la décomposition pX = i:: pYi’ les espaces pYi
1=0

étant analytiquement stables par T donc par T_ puisque pYic:pX, et.on a

o(Tp/pYi) = o(T/pYi)Cc(T/Yi)r'\o(T )Qcino(Tp) pour tout ie(o,n]. Comme
i=n

o(T/pY,) = ® on a pY, = {0} et pX E:: pY; .

=1

[Mae)

(3.6.2) COROLLAIRE. - L'opérateur TP est décomposable.

Prewve., - TP est semblable a T]_p.
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3.7. SOMME DIRECTE D'OPERATEURS DECOMPOSABLES.

(3.7.1) THEOREME (COLOJOARA - FOIAS -(CF1)). - Soient X,, X, deux espaces de
Banach, T, etT, deux opérateurs décomposables sur X

et XZ" alors
TlQ'l‘2 est un opérateur décomposable sur XIGXZ.

1

Preuve. - Soit {Gi} cic un recouvrement ouvert fini du spectre
i§n

o(T1®T ) = o(T )UG(T ). Les operateurs T et T, sont décomposables ce qui

fait qu'il ex1ste un systéme {Yl} de sous—espaces de )(1
I€ign
stables par T, et un systéme {Y } de sous-espaces de Xz analytiquement stables

par T2 tels que, pour 1gign, on ait G(T /Y )CG . o(T /Y )C.G avec

f Y et X = z Yi' Posons Yi = Y;QYi ; cet espace est analytiquement
i=1 i=1

analytiquement

stable par TIQT2 et on a, d'une part, 0(T1®T2/Yi) = "(Tl/Yi)U"(Tz/Yf)CGi
pour tout i, et d'autre part :

X,®x, = <Z‘Y)® Ey) f

1=1 1=]

(3.7.2) COROLLAIRE. -~ St TEL(X) et 87 p est wun projecteur continu sur X qui

commute avec T, tel que Tp et TP soient décomposables, alors T est
décomposable.

3.8. OPERATEURS DECOMPOSABLES ET CALCUL FONCTIONNEL HOLOMORPHE.

(3.8.1) THEOREME (COLOJOARA-FOIAS (CFI)). - S1 T est un opérateur décomposable
et s £€ W(o(T)), 1'opérateur £(T) est décomposable.

Preuwve. - Pour tout recouvrement ouvert fini {G } de o(£(T)) = £(o(T))

on a Uf (G ) = (UG YDE (f(o(T))DO(T). Il exxste alors un systeme

{Y1}1< <n d'espaces analytxquement stables par T tel que O’(T/Y YEf (Gi)
1\

pour lgign et X = Z Y . L'opérateur f(T) est & unique extension, les espaces
1=]

Yi sont aussi analytiquement stables par f(T) et o(f(T)/Yi) = o(f(’r/Yi))
= f(c}(T/Yi))CGi pour tout i,ce qui montre que f£(T) est décomposable.
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