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ESPACES ASSOCIES AUX

ESPACES LINEAIRES A SEMI-NORKES

DES FONCTIONS CONTINUES ET BORNEES

SUR UN ESPACE COMPLETEMENT REGULIER ET SEPARE

par

J. SCHMETS

1= Soit X un espace complétement régulier et séparé.

a) Espaces linédaires a semi-normes des fonctions continues et
bornées sur X

Nous désignons par 8b(X) l'algeébre linéaire des fonctions conti-
nues et bornées sur X, et par BX le compactifié de Stone-Cech de X,
Selon l'usage, nous identifions non seulement tout point x de X aves
la mesure de Dirac qui lui est associée (ce qui fait apparaftre X

comme un sous-espace topologique dense de BX), mais encore tout élé-
ment f de eb(x) avec son extension continue unique sur BX [ce qui
jdentifie les algébres linéaires eb(x) et Eb(BX)J.

Si P est un systéme de semi-normes sur eb(X), nous notons cg(x)
l'espace qui en résulte.,
Pour toute partie A de X, la fonction “'“A définie sur eb(x) par

llell, = sup |£(x)] , v £ € €°(x) ,
X€A

est visiblement une semi-norme sur g (X) telle que |l.l, = ll.ilg -

Cela étant, on vérifie aisément que les semi-normes II.HA de la

convergence uniforme sur les éléments A d'une famille P de parties de

X déterminent un syatgme de semi-normes PP sur eb(x) si

Aep
— étant donné A

— U A est dense dans X (ce qui assure la séparation de P’),

1,A2 € P, il existe A € P tel que A,UA, C A (ce qui

1772
assure la filtration de PP)’
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Espaces associés aux espaces linéaires . ..

De plus, on voit aisément qu'on peut, sans restriction, supposer que

P contienne les adhérences et les parties de ses éléments,
Par abus d'écriture, on pose c:(x) = Cg (X) et cette notation
b

suppdse que P est une famille de parties de X dont l'union est dense
dans X, héréditaire & gauche, filtrante croissante et stable par pas-
sage & l'adhérence.

Deux cas particuliers sont 2 mettre en évidence :
a) d'une part, la famille P(X) de toutes les parties de X : on obtient

alors 1l'espace de Banach cb(x) car P ) est équivalent & la norme de

P(X
la convergence uniforme sur X.
b) dtautre part, la famille A(X) de toutes les parties finies de X 3

on obtient alors l'espace CZ(X), qui est évidemment un espace faible,

b) Espaces linéaires & semi-normes des fonctions continues sur X

Des considérations analogues a celles développées en a) ont déja
été effectuées pour 1'algébre linéaire €(X) des fonctions continues
sur X,

Contentons-nous de signaler que

— une partie B de X est dite bornée si tout f e e(x) est uniformément

borné sur B,

— nous notons VX le replété de X, c'est-a=-dire 1'ensemble des carac~-
téres de ®(X) considéré comme sous~espace topologique du dual algé-

1
brique e(x);a € de (X), muni de la topologie simple a[e(x)*als,e(x)],

— nous jidentifions x € X avec la mesure de Dirae qu'il détermine, et

f € g(X) avec son prolongement continu unique sur vX,

— 8i P est un systdme de semi-normes sur 2(X), nous notons CP(X) l'es-

pace qui en résulte,

- C,(X) désigne l'espace linéaire ®(X) muni du systéme P, des semi-
normes de la convergence uniforme sur les éléments de P, £ étant une
famille de parties bornées de X dont l'union est dense dans X, héré-

ditaire 3 gauche, filtrante croissante et stable par passage a 1'adhé-

rence,

— en particulier, si P est la famille £(X) [resp. X(X), 8(X)) des par=-
ties finies (resp. relativeme nt compactes ;bornées) de X, on note

. ]
cs(x) [resp. Cc(X) 3 cb(x)J l'espace CP(X).
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Espaces associée aux espaces linéaires ...

Signalons enfin que, pour tout r > O, Gr est la fonction tron-

quante céfinie sur © par
z si |z
(3] =
r(z) I s Iz
ces fonctions Br appartiennent visiblement 3 Ub@B).

2.- Soit E un espace linédaire & semi-normes ; nous désignons

alors par E; (resp. Ei) son dual topologique E* muni de la topologie
simple o(E*,E) [resp. forte B(E*,E)].

Soit en outre Q une propriété localement convexe stable par pas-
sage aux limites inductives séparées et satisfaite par tout espace

linéaire lorsqu'il est muni du systéme de semi-normes le plus fort.

On peut alors définir le Q-espace associé 3 E (ef. [9]) comme

étant l'espace linéaire E muni du systéme de semi-normes le plus fai-
ble qui, & la fois,

a) s0oit plus fort que celui de E,

b) satisfasse a Q.

Pour se convaincre de l'existence de ce Q-espace associé a E, il
suffit de considérer la limite inductive de tous les systémes de semi-

normes sur E qui satisfont aux propriétés a) et b) ci-dessus.,

Ces Q-espaces associés a E ont déja été étudiés, au moyen de

constructions transfinies, pour les propriétés suivantes : ultrabor-
nologique [2], tonnelé [9], bornologique, évaluable [10], et d-tonne~

l1é, o-tonnelé, d=évaluable et o-évaluable [11]. Pour ces dernildres

notions, rappelons que E est oc-tonnelé (resp. o=-évaluable) si tcute
suite bornée de E; (resp. Eg) est équicontinue et qu'il est d-tonnelé
(resp. d=évaluable) si toute union dénombrable de parties équiconti-

nues bornée dans E? (resap. Eg) est équicontinue.

De plus, ces Q-espaces ont déja été déterminés pour E = Cp(X)
ultrabornologique [2] et [4], tonnelé [1] et [4], bornologique [&],

évaluable [3], et d~tonnelé, o-tonnelé, d-évaluable et o-évaluable

[11].

Notre but est de les déterminer dans le cas de l'espace E::cg(x),
ce qui offre des ecomparaisons intéressantes avec le cas précédent et

améne a établir des résultats généraux concernant les Q-espaces
associés,
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Espaces associés qux espaces linéaires ...

3,- ESPACES cg(x) ET ULTRABORNOLOGIE

THEOREME 1.~ Si Ep est un espace ultrabornologigue 4 réseau de

type XK ou dX, pour tout systéme Q de semi-normes plus faible que P

sur E, Ep est 1'espace ultrabornologigue associé a EQ'

En particulier, si P est un systéme de semie-normes sur eb(x) plus

faible que “o“x »

- Cb(X) est l'espace ultrabornologigue associé 2 Cg(X).

- cg(x) est ultrabornologique si et seulement si P = II.Hx .

Preuve. Soit F l'espace ultrabornologique associé a EQ’ D'une
part, comme Q est plus faible que P sur E et que EP est ultrabornolo=-
gique, l'opérateur identité de EP dans F est continu. D'autre part,
l'opérateur identité de 1l 'espace ultrabornologique F dans l'espace EP
4 réseau de type X ou 4X est alors & graphe fermé, donc continu.

D'ou la conclusion,
Les cas particuliers sont immédiats car cb(x) est un espace de

Banach.

4L.- a) BSPACES cg(x) ET TONNELAGE

THEOREME 2.~ Si E, est un espace tonnelé de Ptik, pour tout sys-

téme Q de semi-normes plus faible que P sur E, EP est l'espace tonnelé

associé a E,_ .

Q

En particulier, 8i P est un systéme de semi-normes sur eb(x) plus

faible gque “'“X »

- cb(x) est 1'espace tonnelé associé & C;(X).

- C;(X) est tonnelé si et seulement si P = ||.|

X °
Preuve. Soit F l'espace tonnelé associé 2 Eq. D'une part, comme
Q est plus faible que P sur E et que EP est tonnelé, l'opérateur iden-
tité de Ep dans F est continu. D'autre part, l'opérateur identité de
l'espace tonnelé F dans l'espace de Ptdk E, est alors 4 graphe fermé,
done continu., D'ou la conclusion.
Les cas particuliers sont immédiats car cb(x) est un espace de

Banach.

b) ESPACES cz(x) ET d-TONNELAGE

Rappelons qu'un d-tonneau d'un espace linéaire a semi-normes E
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Espaces associés aux espaces linéaires . .

intersection dénombrable de voisinages fermés

€3t un tonneau qui est
de O, et que E est d-tonnelé si et seulement si

et absolument convexes
tout d-tonneau de E est voisinage de O.

PROPOSITION 1,.,- Pour tout d-tonneau 9 de CZ(X), il existe une
Suite A de P et un nombre r > 0 tels gue

b
e>if€-e(x):]|fn°° <r} .
ng1 An
< b
Preuve. Soit 6 = N V_un d-tonneau de C_(X), les V_ étant des
——————— n=1 n ’ n

voisinages fermés et absoclument convexes de O.

D'une part, comme 6 est un tonneau de C,(X), c'est un tonneau de

C (X) et il existe r > O tel que

6 > if e eb(x) : Hf”x <r} .

pour tout n € W, il existe An € P et r. > 0 tels

D'autre part,

que

V.o ff € eb(x) : ||f‘|lA < rn} .

Comme Vn > 6, on peut exiger que Th soit supérieur ou égal a r

car, si f € eb(x) est tel que ”f”A < r, ona
n

£ = 0_of + (r-erof) €0 + eV (1+e)Vn

quel que so0it € > 0 et on en déduit que f appartient a Vn car Vn est

fermé et absolument convexe.

D'olh 1a conclusion ecar, au total, on a

a 0 fresP(x) tllfll, <l =ifee®(X) el . < el .
= U Ap
=1

1 n=4 n
n

THEOREME 3,=-

a) L'espace C:(X) est

unions dénombrables de ses

seulement s8i P contient les

d-tonnelé si et

éléments.,
associé a C:(X) est C (x), ol Py désigne

b) L'espace d-tonnelé

la famille des parties de X déterminée par les unions dénombrables

d'éléments de P,

39



Espaces axxociés aux espaces linéaires ...

Preuve de a). La suffisance de la condition résulte aussitdt de

la Proposition 1.

La condition est nécessaire. De fait, si les An (n € W) appar-
tiennent 2 #,
Iy b b
o = 0 {feg(x):|Ifl, <1}]=1{f e (X) | < 1}
n=+% n u A

n=1 B

est un d=-tonneau de C:(X). Si C:(X) est d-tonnelé, il existe donc
A € P et r > 0 tels que

8 > {f € g®(x) e, < ri .

La conclusion résulte alors du lemme suivant.

LEMME.~ Soient A,A' ¢ X et r,r* > 0, On a

(r € g®(X) : [I£fl, < v} > {f € €°(x) 1 ||£]l,, < r'}
A A

3i et seulement 8i A C A' et r > r',

Preuve du lemme. La condition est évidemment suffisante.

Elle est nécessaire. D'une part, on a A C A' car sinon, si
x € ANA', il existe f € eb(x) tel que F(A') = 0 et f£(x) = r+1, d'od
une contradiction., Cela étant, il eat immédiat qu®on doit avoir
r >r'.

Preuve de b). Vu a), le systéme de aemi-normes de l'espace d-
tonnelé associé a C;(X) est plus fort que celui de C (x)

Pour conelure, il suffit de prouver que C (x) est d-tonnelé, ce
qui est immédiat, par application de a).

¢ ). ESPACES cb(x) ET o-TONNELAGE

Remarquons que toute fonctionnelle linéaire continue & sur Cr(X)
est continue sur C (x), donc peut étre interprétée comme étant une
mesure de Radon sur BX. En particulier, 6 admet un support compact

[8] dans BX tel que [cB] = [&] pour tout nombre complexe ¢ #¥ 0 et
pour lequel il existe C > 0 tel que

13(e)| < ¢ liflipzy » v £ € co(x) .

De plus, [8] est le plus petit fermé F de BX tel que &(f) soit nul

Lo



Espaces associés aux espaces linéaires ...

pour tout f € C:(X) nul sur F.
THEOREME 4.~
a) L'espace C?(X) est o-tonnelé si et seulement si, pour toute

suite En € [C:(X)]*s el
n21[3n]

est une semi-norme continue sur C:(X).

.. s b o
b) L'espace o-tonnelé associé a C:(X) est l'espace C,.(BX), ou
#' est la famille des parties de BX déterminée par ® et les unions dé-
. b
nombrables de supports d'éléments de [CP(X)]‘.

Preuve de a)e. La condition est nécessaire. Soit une suite

& € [cb(x)]*. Pour tout n € N, il existe un nombre complexe c¢_ # O
n P n
tel que

le & (£)] < an[gn] » V£ € c:(x) .

De 1la, la suite cngn est bornée dans [C:(X)]; , donec est équicontinue :

il existe A € P et C > O tels que

;2§ |cn3n(f)| < C uan , V£ e c:(x) .

On en déduit immédiatement que

[Zn] = [cngn] ¢caP* , vinemw R

d'olb la conclusion.

La condition est suffisante.

Soit 3n une suite bornée de
[C:(X)]; et posons

l'adhérence étant prise dans BX. On sait donc que H.Hx. est une semi-

norme continue sur C:(X). Cela étant, pour tout n € N, on voit aisé-

ment qu'on peut définir une fonctionnelle linéaire 3; sur eb(x') par

Br(e) =B (F) , vreg(x')

>

od T désigne un prolongement continu et borné de f & BX. De plus, de
fagcon immédiate, les 3; sont continus sur cb(x') et constituent méme

une suite bornée de [cb(x')];. Comme Cb(X') est un espace de Banach,

Iy 1
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la suite 3; est équicontinue : il existe C > O tel que

b
sup |Br(f)| < C liffly, » v £ €CT(X*)
nelN
D'old la conclusion car, de cette derniére majoration, on déduit aisé-
b
ment une majoration analogue pour les En dans C?(X).

Preuve de b). Vu a), le systéme de semi-normes de l'espace o-
L3

tonnelé associé & C:(X) est plus fort que celui de C:,(X).

Pour conclure, il suffit donc de prouver que 1l'espace c;,(x) est
o-tonnelé et, pour ce faire, vu a), 11 suffit d'établir que, pour tout
5 € [C:,(X)]‘, il existe une suite En € [C:(X)]‘ telle que

BX
(] .

n

8

[E] ¢

nc

n=1

Soit & € [C:,(X)]*. Par construction de P', il existe A € £, une

suite gn € [c:(x)]* et C > 0 tels que

18(£)1 < ¢ sup Cllell, , el , ) » ¥ £ €cg,(x) .

u ]
n={

Comme & € [c&,(x))#, on a 6 € [cb(x)]* et & peut donc étre représenté

par une mesure de Radon u sur pX, Posons 91 = P_Bx
A

ol H‘ﬁx désigne la restriction de la mesure i & l'ensemble Iﬁx. Alors,
A

et “2 =}1"|~11 ’

b
W, détermine une fonctionnelle linéaire KO sur C (X) telle que

B0 ] = |fe gyl < VEP) o lifllgy o v £ € c®(x)

c'est-a~dire que 30 appartient a [C;(X)]‘. De 13, il vient

IB8(f)] = lff au| < |[f du1| + |/f duzl
vu(ZPX) . e + vu(px\&P%) . 21l
< vu(aP?) .|| Il[goj T 2,1
n=1
< vu(gx) o |Ifll »
ngo[znJ
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BX

pour tout f € Cb(X), car on a [K] € A U ( : [gnJ) et
n=1
= pX — ———#Z%
Au(u [B.]) \2P* ¢ u (8,1 .
n=1 n=1

D'ol la conclusion.

5.= Avant d'aborder les propriétés d'avaluabilité, de d-évalua-
bilité et de o=-évaluabilité de C:(X), voiei quelques résultats con-

cernant les espaces linédaires a semi-normes.

PROPOSITION 2.~ Soit E un espace linéaire & semi-normes.

a) Si F est un sous-espace linéaire de E, 6NF est un tonneau

(resp. d-tonneau ; o-tonneau) de F pour tout tonnesau (resp. d-tonneau;

c-tonneau) 6 de E. De plus, ONF est bornivore dans F s8i 6 est borni-
vore dans E.

b) Si F est un sous-espace linéaire dense dans E et si F est ton-

nelé (resp. d-tonnelé ; o-tonnelé ; évaluable ; d-évaluable ; o-éva-

luable), E est tonnelé (resp. d-tonnelé ; oc-tonnelé ; évaluable ; d-
évaluable ; o-évaluable).

Preuve. La démonstration de l'énoneé a) est immédiate. Celle
de b) se déduit aisément de a).

En effet, par exemple, si1 P est tonnelé et si 0 est un tonneau

de E, 6NF est un tonneau de F : il existe donc une semi-norme p de E

et r > 0 tels que
if € F

p(f) < rj Cc onF C 6 .
On en déduit immédiatement que
{f € B : p(f) <rlc o

car 9 est fermé et F dense dans E.

Voici une réciproque partielle du cas b) de la Proposition 2,
PROPOSITION 3.~ Soit F un sous-espace linéaire de E tel que, pour
tout borné B de E, il existe un borné de F dont l'adhérence dans E

eontient B.

Alors l'adhérence dans E de tout tonneau bornivore de F
est un tonneau bornivore de E.
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De 15, F est évaluable (resp. d-évaluable ; o-évaluable) si et

seulement 3i E ltest,

Preuve. Soit 6 un tonneau bornivore de F et désignons par 6 son
adhérence dans BE. Bien slr, 6 est fermé et absolument convexe dans E.
Prcuvons qu'il est bornivore dans E. De fait, 8i B est un borné de E
et si B' est un borné de P dont 1'adhérence B' dans E contient B, il

existe r > O tel que B' C ro, donc tel que B C B' C r6.

Vu le cas b) de la Proposition 2, comme F est notamment dense

dans E, il suffit pour conclure de noter les points suivants.

Si E est évaluable, tout tonneau bornivore 6 de P a pour adhé-
rence 6 dans E un tonneau bornivore de E : 6 contient donc une semi-

bcule b de E, d'ol la conclusion car alors 6 = 6NF D bNF.

Si E est d-évaluable, s0it © un d-tonneau bornivore de F. 1I1
s8'écrit done

o0
8 = N jfePF s p(f) <r
n —
n=1

b

n

les P, étant des semi~normes continues sur E et les r. étant stricte-
ment positifs. Vu ce qui précéde, nous savons que l'adhérence 6 de ©
dans E est un tonneau bornivore. Comme, en outre, on a

- o0

6 c 8' = n21 {f € B : pn(f) < rnf ’
' est un d-tonneau bornivore de E, donc contient une semi~boule b de

E, d'ol la conclusion car alors 6 = ©'NF > bNF.

Si E est o-évaluable, il suffit de procéder comme dans le cas d-

évaluable.

REMARQUE.- Les hypoth&ses de la Proposition 3 ne suffisent pas
pour obtenir que E tonnelé (resp. d-tonnelé ; oc-tonnelé) implique que

F s0it tonnelé (resp. d-tonnelé ; o-tonnelé).

Ainsi, E = L%OGOR) est un espace de Fréchet et F = L1GR) muni des
semi-normes induites par E n'est méme pas un espace o-tonnelé car les

fonctionnelles
fn+4
& (f) = J’ f(x) dx , n e N ,
n

constituent une suite bornée de F; » qui n'est pas équicontinue dans F.
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Il est possible d'adapter la démonstration de la Proposition 3

pour passer au cas des espaces évaluable, d-évaluable et o-évaluable
associés.

PROPOSITION 4.~ Soit EP un e space évaluable et soit P' un systéme
de semi-normes sur E plus faible que P,

Si F est un sous-espace linéaire de E tel que, pour tout borné B

de Epy il existe un borné de FP, dont 1 'adhérence dans EP contienne
B, alors

a) Epy €8t évaluable si et seulement si Fp, l'est.

b) Epw €5t l'espace évaluable associé a Epy 8i et seulement si Fpa

est l'espace évaluable associé a F

| S
Cet énoncé est encore valable s8i on y remplace partout évaluable
par d=-évaluable (resp. o-évaluable).

Preuve. La partie a) est en fait un cas particulier de la Pro-
Ep Ep

position 3 car Iy C & pour toute partie A de F.

Etablissons b). Soit Epw l'espace évaluable (resp. d-évaluable

c-évaluable) associé a EP" Comme tout borné de E
_Ep _Epn

EP' et que A C A pour toute partie A de F, la Proposition 3 af-

firme que FP' est évaluable (resp. d-évaluable ; o=évaluable).

p* est borné dans

Soit a présent Fom 1'espace évaluable (resp. d-évaluable ; o-

évaluable) associé a FP" Bien slr, on a P' < P™ < P" sur F et, comme

F est dense dans EP » on peut considérer P™ comme étant un systeme de
semi-normes sur E intermédiaire entre P' et P". Or le cas b) de la

Proposition 2 montre alors que EP"' est évaluable (resp. d-évaluable ;

”
o-évaluable) t on a donec P™ =~ P" sur E, d'old la conclusion.

6.- ESPACES cg(x) ET EVALUABILITE, d-EVALUABILITE ET o-EVALUA-
BILITE

L'application des résultats du paragraphe précédent est immédiate

a partir de la notion d'espaces complexes modulaires et de la Propo=-

sition 6 qui suit. En ce qui concerne les espaces complexes modulai-

res, nous renvoyons a [7] (ef. pp. 349-364) ; ce sont les espaces li-

'3 s s . :
néaires a semi-normes E munis d'une relation d'ordre > telle que

— toute combinaison linéaire & coefficients positifs d'éléments > O

Ls



Espaces associés aux espaces linéaires ...

soit > 0 ,
— 8i f > 0 et -f > 0, alors f = 0 ,

— tout f € E admette une représentation unique Rf +iJf, ou Rf et IFf
sont réels, c'est-a=~dire combinaisons linéaires & coefficients réels

d'éléments > O ,

— pour tout f € E, il existe un module |f| > O tel que |f]| = f ai f
est > 0, et que [f]| = |Rf «iTf|, |ef| = |e||[f]| et |[f+g| < |f]| + |&g]|
quels que soient f,g € E et ¢ € © ,

— il existe un systéme de semi~-normes P sur E équivalent & celui de B
tel que p(f) < p(g) pour tout p € P et tous £,g € E tels que If] < |l&l
(efe [7], § 12, p. 363).

PROPOSITION 5.- 8Si l'espace CP(X) est complexe modulaire pour
l1'ordre naturel de E(X), P est plus faible gue le systéme des semi~-
normes de Cc(uX).

Preuve. On sait (ef. [6]) que Cc(uX) est 1la limite inductive des
4 L
espaces de Banach B(X)A(f) pour f € g(X), Q(X)A(f) étant l'enveloppe
linéaire de

a(r) = {g € 8(X) : |g| < |f]]}

munie de la jauge déterminée par A(f).

C'est alors immédiat car, vu la dernidre partie de la définition
des espaces complexes modulaires, les semi-boules de CP(X) absorbent
A(f) quel que soit f € #(X).

PROPOSITION 6.~ Soit C (X) un espace complexe modulaire pour
l'ordre naturel de ®(X). Alors, pour tout borné B de CP(X), il existe
B' de € (X) dont l'adhérence dans C (UX), donc dans CP(X), contient B.

Preuve. La derniére partie de la définition des espaces comple~-
xes modulaires montre que

B'={enofxfen,nem}

est borné dans cg(x), vu que |6nof| < |£]| pour tout f € CP(X) et tout
n € IN,

En outre, on voit aisément que, pour tout f € 8(X), la suite enof
converge vers f dans Cc(UX) et, a fortiori, dans CP(X) vau la Proposi-
tion 5.

D'ol la conelusion,
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THEOREME 5.~ Si CP(X) est un espace complexe modulaire pour l'or-
dre naturel de 8(X),

a) CP(X) est évaluable (resp. d-évaluable ; og-évaluable) si et seule-
ment si CP(X) l'est.

b) CP,(X) est 1'espace évaluable (resp. d=-évaluable ; o=-évaluable)

associé 3 CP(X) si et seulement si CP,(X) est l'espaee évaluable
(resp. d-évaluable ; o-évaluable) associé a C (X)

Preuve. Comme 1l'espace Cc(ux) est ultrabornologique (cf. [6]),
c'est une conséquence immédiate des Propositions 4, 5 et 6.

THEOREME 6.~ Si C (X) a un systéme de seml-normes plus fort que
celui de C (X) et a les mémes bornés que C (X), Cc (X) est 1l'espace
évaluable associé 2 CP(X)

Preuve. D'une part, tout voisinage de O dans CP(X) absorbe tout

borné de C (X), donc contient un multiple de la boule unité de C (X)

D'autre part, la boule unité fermée de C (X) est un tonneau de
C:(X), donc de C;(X), bornivore dans Cb(X).

REMARQUE.~ L'espace C;(X) a les mémes bornés que cb(x) notamme nt
dans les deux c¢as suivants :

— P est le systéme des semi-normes de la convergence uniforme sur les

parties dénombrables de X ,

— P est le systéme des semi-normes strictes p définies par

p,(£) = sup |o(x)E(x)| , v £ e g®(x)
xeX

»

ol ¢ parcourt la famille des fonctions bornées sur X qui tendent vers
0 &a 1'infini (c'est-i-dire telles que, pour tout ¢ > 0, il existe un

compact K_ de X tel que |e(x)| < € pour tout x € X\Ke).

7.~ En faisant intervenir lea esapaces complexes modulaires, on
peut obtenir un résultat analogue a la Proposition 4, concernant la
propriété de bornologie.

PROPOSITION 7.~ 53 EP et EP' sont des espaces complexes modu=

laires pour la méme relation d'ordre, si P' est plus faible que P sur

E, s8i EP est bornologique et si F est un sous-espace linéaire de E
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tel gque l'adhérence dans EP de

B, = {g € F : |g| < |f]}

contienne f quel que soit f € E, alors

a) EP' est bornologique si et seulement si FP' l'est ,

b) Epn €St l'espace bormnologique associé a Ep, 8i et seulement si Fp,

est l'espace bornologique associé a Fpy o

Preuve. Il suffit évidemment d'établir b).

e

Soit Epw l*espace bornologique associé Epy - Comme les bornés

de EP' et de EP" cofneident et qu'on a P' < P" < P sur E, pour tout
borné B de Epu » B! = sz Bf est un borné de FP‘ dont 1l'adhérence

dans EP , donc dans EP" 5 contient B. Vu la Proposition 3, FP' est

donec évaluable,

Pour prouver que FP" est bornologique, il suffit alors d'établir
que toute fonctionnelle linéaire sur F et bornée sur les bornés de
FP” est continue sur FP"‘ Soit & une telle fonctionnelle. On sait
alors que & est combinaison linéaire de fonctionnelles linéaires posi-~
tives sur F [c'est-d-dire telles que 8(f) > O pour tout f > 0] et bor-
née sur les bornés de FP"‘ On est ainsi ramené au cas ol, en outre,
% est positif. On peut alors étendre & au cdne K des éléments > O de
E par B

©(f) = sup 6(g) , VI €K .
fGBf

Ce prolongement T satisfait alors aux conditions requises pour étre

—~

la restriction d'une fonctionnelle & linéaire positive et bornée sur

les bornés de Ep, . De la, 6 est continu sur Epn et sa restriction [

& F est donc continue sur Fon o

Soit, & présent, Fp, l'espace bornologique associé & Foy o Vu ce
qui préecéde, on a P' < P . p» < P sur F, Soit alors P™ 1e systéme
de semi~-normes qui prolonge P"™ 3 E de telle sorte que P! <3"< P*" <P,
Pour conclure, il suffit de prouver qu'on.a B o+ P* sur é_ou,— a

revient au méme que Eg,, est bornologique.

ce qui

Tout d*adbord, E?". e3t évaluable vu la Proposition 4 et le fait

que les bornés de Exm et de EP' cofncident car ceux de EP' et de B

Pl
le font.
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Dés lors, Eﬁ., est bornologique si toute fonetionnelle linéaire

G sur E et bornée sur les bornés de Eﬁ., est continue sur E?"' D*une

part, % est évidemment econtinu sur EP.. Dtautre part, la restriction
de 6 3 F est bornée sur les bornés de Fpoe » donc est continue sur FP"
et admet un prolongement % linéaire continu sur Eﬁn,.

Pour conclure,
il suffit alors de noter que F est dense dans EP"

8.- ESPACES c‘}?,(x) ET BORNOLOGIE

THEOREME 7.- Si CP(X) est un espace eomplexe modulaire pour l'or-
dre naturel de 8(X),

a) CP(X) est bornologique s8i et seulement si c;(x) 1'est ,

b) CP,(X) est l'espace bornologique associé & CP(X) si et seulement

8i C;,(X) est l'espace bornologique associé a Cg(x)-

Preuve, On sait que Cc(ux) est un espace complexe modulaire

pour 1'ordre naturel de ®(X), que P est plus faible que le systéme de

semi-normes de Cc(uX) par la Proposition 5 et que Cc(ux) est ultrabor-

nologique., De plus, il est immédiat que, pour tout f € B(X), 1'adhé-

rence dans Cc(UX) de {g € eb(x) : |g| < [£]} contient f. La Proposi-
tion 7 permet alors de conclure.

THEOREME B.- Si Cg(x) a les mémes bornés que cb(x)’ Cb(x) est
l1'espace bornologigue associé a Cg(X). —

Preuve., C'est immédiat car cb(x) eat un espace de Banach, donec

bornologique.
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