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ESPACES ASSOCIES AUX  

ESPACES LINEAIRES A SEMI-NORMES  

DES FONCTIONS CONTINUES ET BORNEES  

SUR UN ESPACE COMPLETEMENT RE&ULIER ET SEPARE 

par 

J . SCHMETS 

1 • - S o i t X un e s p a c e complè tement r é g u l i e r e t s é p a r é . 

a ) Espaces l i n é a i r e s à semi -normes des f o n c t i o n s c o n t i n u e s e t  

b o r n é e s sur X 

Nous d é s i g n o n s par t?^(X) l f a l g è b r e l i n é a i r e des f o n c t i o n s c o n t i ­

nues e t b o r n é e s sur X , e t par pX l e c o m p a c t i f i é de S t o n e - C e c h de X . 

S e l o n l ' u s a g e , nous i d e n t i f i o n s non seu lemen t t o u t p o i n t x de X avec 

l a mesure de D i r ac qui l u i e s t a s s o c i é e ( c e qui f a i t a p p a r a î t r e X 

comme un s o u s - e s p a c e t o p o l o g i q u e dense de £ X ) , mais enco re t o u t é l é ­

ment f de e ( X ) avec son e x t e n s i o n c o n t i n u e unique sur pX [ c e qui 

i d e n t i f i e l e s a l g è b r e s l i n é a i r e s S b ( x ) e t P ^ ( p x ) J . 

Si P e s t un système de semi-normes sur S ^ ( X ) , nous n o t o n s C p ( x ) 

l ' e s p a c e qui en r é s u l t e . 

Pour t o u t e p a r t i e A de X , l a f o n c t i o n d é f i n i e sur ff^(x) pa r 

||f||A = *up | f ( x ) | , v f * e \ x ) , 
x € A 

e s t v i s i b l e m e n t une semi-norme sur Ç^(X) t e l l e que | | « | | ^ = H # Î I A * 

Cela é t a n t , on v é r i f i e a i sément que l e s semi-normes lUil^ d e * a 

c o n v e r g e n c e un i forme sur l e s é l émen t s A d 'une f a m i l l e f de p a r t i e s de 

X dé t e rminen t un système de semi-normes P^ sur Ç ( x ) s i 

— U A e s t dense dans X ( c e qu i a s s u r e l a s é p a r a t i o n de P - ) , 

— é t an t donné A ^ , A g f f, i l e x i s t e A € f t e l que A^ UA^ C A ( c e qui 

a s su re l a f i l t r a t i o n de P ^ ) • 
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De p l u s , on v o i t a i sément q u ' o n p e u t , sans r e s t r i c t i o n , s u p p o s e r que 

P c o n t i e n n e l e s adhé rences e t l e s p a r t i e s de ses é l é m e n t s . 

Par abus d ' é c r i t u r e , on pose C^(x) = C~ ( X ) e t c e t t e n o t a t i o n 

suppose que P e s t une f a m i l l e de p a r t i e s de X dont l ' u n i o n e s t d e n s e 

dans X, h é r é d i t a i r e à g a u c h e , f i l t r a n t e c r o i s s a n t e e t s t a b l e pa r p a s ­

sage à l ' a d h é r e n c e . 

Deux cas p a r t i c u l i e r s s o n t a m e t t r e en é v i d e n c e : 

a ) d 'une p a r t , l a f a m i l l e ^ ( x ) de t o u t e s l e s p a r t i e s de X : on o b t i e n t 

a l o r s l ' e s p a c e de Banach C^(x) c a r P J ^ J ) e s ^ é q u i v a l e n t à l a norme de 

l a c o n v e r g e n c e uni forme sur X . 

b ) d ' a u t r e p a r t , l a f a m i l l e </l(X) de t o u t e s l e s p a r t i e s f i n i e s de X : 

on o b t i e n t a l o r s l ' e s p a c e C ( x ) , qui e s t évidemment un e s p a c e f a i b l e . 
s 

b ) Espaces l i n é a i r e s a semi -normes des f o n c t i o n s c o n t i n u e s su r X 

Des c o n s i d é r a t i o n s a n a l o g u e s a c e l l e s d é v e l o p p é e s en a ) ont d é j à 

é t é e f f e c t u é e s pour l ' a l g è b r e l i n é a i r e Ç ( x ) des f o n c t i o n s c o n t i n u e s 

sur X . 

C o n t e n t o n s - n o u s de s i g n a l e r que 

— une p a r t i e B de X e s t d i t e b ornée s i t o u t f 6 ff(x) e s t un i formément 

borné sur B, 

— nous n o t o n s uX l e r e p i é t é de X , c ' e s t - à - d i r e l ' e n s e m b l e des c a r a c ­

t è r e s de ff(x) c o n s i d é r é comme s o u s - e s p a c e t o p o l o g i q u e du dua l a l g é ­

b r i q u e t ? ( x ) * a l g de ff(x), muni de l a t o p o l o g i e s imp le a[ t?(X ) * a l 6 , ff(X) J 9 

s 

— nous i d e n t i f i o n s x € X avec l a mesure de D i r a c q u ' i l d é t e r m i n e , e t 

f € t?(x) avec s o n p r o l o n g e m e n t c o n t i n u unique sur uX, 

— s i P e s t un système de semi-normes sur Ç ( x ) , nous n o t o n s C p ( x ) l ' e s ­

pace qui en r é s u l t e , 

— C^(X) d é s i g n e l ' e s p a c e l i n é a i r e t?(x) muni du système P^ des s e m i -

normes de l a c o n v e r g e n c e un i forme sur l e s é léments de Pf P é t a n t une 

f a m i l l e de p a r t i e s b o r n é e s de X dont l ' u n i o n e s t * d e n s e dans X , h é r é ­

d i t a i r e a g a u c h e , f i l t r a n t e c r o i s s a n t e e t s t a b l e par pas sage a l ' a d h é ­

r e n c e , 

— en p a r t i c u l i e r , s i P e s t l a f a m i l l e A(x) [ r e s p . tf(x), » ( x ) J d e s p a r ­

t i e s f i n i e s ( r e s p . r e l a t i v e m e n t compac tes ; b o r n é e s ) de X , on note 

C5(X) [resp. CC(X) ; Cb(x) J l'espace C^(x). 
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S i g n a l o n s e n f i n q u e , p o u r t o u t r > 0 , 6^ e s t l a f o n c t i o n t r o n ­

q u a n t e d é f i n i e su r CC p a r 

V z ; - l r z / \ z \ s i | s | > r ; 

c e s f o n c t i o n s 6^ a p p a r t i e n n e n t v i s i b l e m e n t à ^ ( ( C ) . 

2 . - S o i t E un e s p a c e l i n é a i r e à s e m i - n o r m e s ; nous d é s i g n o n s 

a l o r s pa r E* ( r e s p . E£) s o n dua l t o p o l o g i q u e E* muni de l a t o p o l o g i e 

s i m p l e cr(E*,E) [ r e s p . f o r t e p ( E * , E ) ] . 

S o i t en o u t r e Q une p r o p r i é t é l o c a l e m e n t c o n v e x e s t a b l e pa r p a s ­

s a g e aux l i m i t e s i n d u c t i v e s s é p a r é e s e t s a t i s f a i t e pa r t o u t e s p a c e 

l i n é a i r e l o r s q u f i l e s t muni du s y s t è m e de s e m i - n o r m e s l e p lus f o r t . 

On p e u t a l o r s d é f i n i r l e Q - e s p a c e a s s o c i é à E ( c f . [ 9 ] ) comme 

é t a n t l ' e s p a c e l i n é a i r e E muni du sys t ème de s e m i - n o r m e s l e p l u s f a i ­

b l e q u i , à l a f o i s , 

a ) s o i t p l u s f o r t que c e l u i de E , 

b ) s a t i s f a s s e à Q . 

Pour se c o n v a i n c r e de l ' e x i s t e n c e de ce Q - e s p a c e a s s o c i é à E , i l 

s u f f i t de c o n s i d é r e r l a l i m i t e i n d u c t i v e de t o u s l e s s y s t è m e s de s e m i -

normes sur E qui s a t i s f o n t aux p r o p r i é t é s a ) e t b ) c i - d e s s u s . 

Ces Q - e s p a c e s a s s o c i é s à E on t d é j à é t é é t u d i é s , au moyen de 

c o n s t r u c t i o n s t r a n s f i n i e s , p o u r l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : u l t r a b o r -

n o l o g i q u e [ 2 ] , t o n n e l é [ 9 ] * b o r n o l o g i q u e , é v a l u a b l e [ 1 0 ] , e t d - t o n n e -

l é , a - t o n n e l é , d - é v a l u a b l e e t a - é v a l u a b l e [ 1 1 ] . Pour c e s d e r n i è r e s 

n o t i o n s , r a p p e l o n s que E e s t c r - t o n n e l é ( r e s p . a - é v a l u a b l e ) s i t o u t e 

s u i t e b o r n é e de E* ( r e s p . E* ) e s t é q u i c o n t i n u e e t q u ' i l e s t d - t o n n e l é 
S D 

( r e s p . d - é v a l u a b l e ) s i t o u t e u n i o n d é n o m b r a b l e de p a r t i e s é q u i c o n t i -

nues b o r n é e dans E* ( r e s p . E f ) e s t é q u i c o n t i n u e . 

S D 

De p l u s , c e s Q - e s p a c e s on t d é j à é t é d é t e r m i n é s p o u r E = C p ( ï ) : 

u l t r a b o r n o l o g i q u e [ 2 ] e t [ 4 ] * t o n n e l é [1J e t [ 4 ] , b o r n o l o g i q u e [ 4 ] , 

é v a l u a b l e [ 3 ] * e t d - t o n n e l é , a - t o n n e l é , d - é v a l u a b l e e t e x - é v a l u a b l e 
t u j . 

Notre b u t e s t d e l e s d é t e r m i n e r dans l e c a s de l ' e s p a c e E = C p ( X ) , 

c e qu i o f f r e des c o m p a r a i s o n s i n t é r e s s a n t e s a v e c l e c a s p r é c é d e n t e t 

amène à é t a b l i r d e s r é s u l t a t s g é n é r a u x c o n c e r n a n t l e s Q - e s p a c e s 

a s s o c i é s . 
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3 . - ESPACES C p ( x ) ET ULTRAB0RN0LO&IE 

THEOREME 1 . - SI Ep e s t un e s p a c e u l t r a b o r n o l o y i q u e à r é s e a u de  

t y p e K OMU JK, p o u r t o u t sys tème Q de s emi -no rmes p l u s f a i b l e que P 

su r E, Ep e s t l ' e s p a c e u l t r a b o r n o l o g i q u e a s s o c i é a Eg • 

En p a r t i c u l i e r , ^ i P e s t un sys t ème de s e m i - n o r m e s su r p k ( x ) p l u s  

f a i b l e que $ 

— c'D(X) e s t l ' e s p a c e u l t r a b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à C p ( X ) • 

Cp(x ) e s t u l t r a b o r n o l o g i q u e s i e t s e u l e m e n t s i P » H*Hx • 

P r e u v e • S o i t P l ' e s p a c e u l t r a b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à E^ . D ' u n e 

p a r t , comme Q e s t p l u s f a i b l e que P s u r E e t que Ep e s t u l t r a b o r n o l o ­

g i q u e , l ' o p é r a t e u r i d e n t i t é de E p dans F e s t c o n t i n u . D ' a u t r e p a r t , 

l ' o p é r a t e u r i d e n t i t é de l ' e s p a c e u l t r a b o r n o l o g i q u e P dans l ' e s p a c e Ep 

à r é s e a u de t y p e K ou iX e s t a l o r s à g raphe f e r m é , donc c o n t i n u . 

D ' o ù l a c o n c l u s i o n . 

Les c a s p a r t i c u l i e r s s o n t imméd ia t s c a r C^ (x ) e s t un e s p a c e de 

Banach• 

4 . - a ) ESPACES C p ( X ) ET TONNELAGE 

THEOREME 2 . - Si. E p e s t un e s p a c e t o n n e l é de P t â k , p o u r t o u t s y s ­

tème Q de s e m i - n o r m e s p l u s f a i b l e que P s u r E, E p e s t l ' e s p a c e t o n n e l é  

a s s o c i é à E^ • 

En p a r t i c u l i e r , ¿ 1 P e s t un s y s t è m e de s e m i - n o r m e s s u r P ^ ( x ) p l u s  

f a i b l e que I U H J > 

— C^(x) e s t l ' e s p a c e t o n n e l é a s s o c i é à Cp(x ) . 

— Cp(x ) e s t t o n n e l é s i e t s e u l e m e n t s i P » I U H J • 

P r e u v e . S o i t P l ' e s p a c e t o n n e l é a s s o c i é a E^ • D 'une p a r t , comme 

Q e s t p l u s f a i b l e que P su r E e t que Ep e s t t o n n e l é , l ' o p é r a t e u r i d e n ­

t i t é de Ep dans P e s t c o n t i n u . D ' a u t r e p a r t , l ' o p é r a t e u r i d e n t i t é de 

l ' e s p a c e t o n n e l é P dans l ' e s p a c e de Ptâk Ep e s t a l o r s à g r a p h e f e r m é , 

d o n c c o n t i n u . D ' o ù l a c o n c l u s i o n . 

Les c a s p a r t i c u l i e r s son t imméd ia t s c a r C^(x) e s t un e s p a c e de 

B a n a c h . 

b ) ESPACES C*(x) ET d-TONNELA&E 
——————— T ~ --————— 

R a p p e l o n s q u ' u n d - t o n n e a u d ' u n e s p a c e l i n é a i r e à s e m i « n o r m e s S 
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e s t un tonneau qui e s t i n t e r s e c t i o n dénomb r a b l e de v o i s i n a g e s f e r m é s 

e t a b s o l u m e n t c o n v e x e s de 0 , e t que E e s t d - t o n n e l é s i e t s e u l e m e n t s i 

t o u t d - t o n n e a u de E e s t v o i s i n a g e de 0* 

PROPOSITION 1 . - Pour t o u t d - t o n n e a u 6 de C * ( x ) , i l e x i s t e une  

s u i t e A q jie fi e t un nombre r > 0 t e l s que 

6 D ( f t « " ( X ) : ||f|| ^ < r ) . 

°° b 
Preuve . S o i t 6 = f! V un d - t o n n e a u de C - ( x ) , l e s V é t a n t des 

n=1 N ^ N 

v o i s i n a g e s f e r m é s e t a b s o l u m e n t c o n v e x e s de 0 . 

D 'une p a r t , comme 6 e s t un t o n n e a u de C ^ ( X ) , c ' e s t un t onneau de 

C ( X ) e t i l e x i s t e r > 0 t e l que 

6 D { f € t ? b (x ) : | | f | | x < r j . 

D ' a u t r e p a r t , pou r t o u t n € I N , i l e x i s t e A Q € fi e t > 0 t e l s 

que 

V Q D [t € T? b (X) Ï |lf|l < r n ] . 
n 

Comme D 9, on p e u t e x i g e r que r f l s o i t s u p é r i e u r ou é g a l à r 

c a r , s i f € ffb(X) e s t t e l que | | f | l A £ r , on a 

n 

f » e o f + ( f - e o f ) € e • e v c (1 + e W 
r r n n 

q u e l que s o i t e > 0 e t on e n d é d u i t que f a p p a r t i e n t à V q c a r e s t 

f e r m é e t a b s o l u m e n t c o n v e x e . 

D ' o ù l a c o n c l u s i o n c a r , au t o t a l , on a 

6 « n V n :> n [ f € Ç b ( X > : ||f|| < r j = { f € P B ( X ) : l |f | | ^ < r | . 
n=1 n=1 n U A N 

n=1 N 

THEOREME 3 , -

a ) L* e s p a c e C B ( X ) e s t d - t o n n e l é a i e t s e u l e m e n t a i f c o n t i e n t l e s 

u n i o n s d é n o m b r a b i e s de s e s é l é m e n t s . 

b ) L ' e s p a c e d - t o n n e l é a s s o c i é à C b ( X ) e s t ( X ) , ou f. d é s i g n e 

l a f a m i l l e d e s p a r t i e s de X d é t e r m i n é e par l e s u n i o n s d é n o m b r a b i e s  

d ' é l é m e n t s de P, 

3 9 
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Preuve de a ) . La s u f f i s a n c e de l a c o n d i t i o n r é s u l t e a u s s i t ô t d e 

l a P r o p o s i t i o n 1 . 

La c o n d i t i o n e s t n é c e s s a i r e . De f a i t , s i l e s A r ( n 6 3N) a p p a r ­

t i e n n e n t a P9 

e = n [f « e b ( x ) : !|f||A < 1 | - l f « < ? b U ) « < 1 I 

n = 1 n u A 

n-1 n 

e s t un d - t o n n e a u de C b ( X ) . S i C b ( x ) e s t d - t o n n e l é , i l e x i s t e d o n c 

A € 5> e t r > O t e l s que 

e D {f € Ç b ( x ) : | |f | | A < r î . 

La c o n c l u s i o n r é s u l t e a l o r s du lemme s u i v a n t . 

LEMME.- S o i e n t A , A ' C X et r,r* > 0 . On a 

i f « P b ( x ) : | |f | |A < r] :> i f € ç b ( x ) : | | f | | A , < r ' J 

s i e t s e u l e m e n t s i A C A f et r ^ r ' • 

Preuve du l emme. La c o n d i t i o n e s t év idemment s u f f i s a n t e . 

E l l e e s t n é c e s s a i r e . D 'une p a r t , on a A C A 1 c a r s i n o n , s i 

x 6 ASÂT, i l e x i s t e f É t ? b ( X ) t e l que f(lT) = 0 e t f ( x ) = r+1 , d f o ù 

une c o n t r a d i c t i o n . C e l a é t a n t , i l e s t immédia t q u ' o n d o i t a v o i r 

r > r 1 . 

P r euve de b ) . Vu a ) , l e sys t ème de s e m i - n o r m e s de l ' e s p a c e d -

t o n n e l é a s s o c i é à C ^ ( x ) e s t p l u s f o r t que c e l u i de C b ( X ) . 

b d 

Pour c o n c l u r e , i l s u f f i t de p r o u v e r que C A ( x ) e s t d - t o n n e l é , c e 

qui e s t i m m é d i a t , p a r a p p l i c a t i o n de a ) . 

c ) ESPACES C b ( x ) ET cr-TONNELA&E 

Remarquons que t o u t e f o n c t i o n n e l l e l i n é a i r e c o n t i n u e *5 su r C b ( X ) 

e s t c o n t i n u e s u r C ( x ) , donc p e u t ê t r e i n t e r p r é t é e comme é t a n t une 

mesure de Radon sur |3X. En p a r t i c u l i e r , £ admet un s u p p o r t c o m p a c t 

[ S ] dans pX t e l que [ c S ] » [ S ] p o u r t o u t nombre c o m p l e x e c / 0 e t 

pou r l e q u e l i l e x i s t e C > 0 t e l que 

| S (*>I < c H f H ^ j . v f « c b ( x ) . 

De p l u s , [ £ ] e s t l e p l u s p e t i t f e rmé P de pX t e l que £ ( f ) s o i t n u l 
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pour t o u t f € C ^ ( X ) nul su r F . 

THEOREME 4 . -

a ) L' e space C * ( x ) e s t c r - t o n n e l é s i e t s eu l emen t s i , p o u r t o u t e  

s u i t e £ € [ C * ( x ) ] * , |U H e s t une semi-norme c o n t i n u e sur C * ( X ) . 

n=1 

b ) L ' e s p a c e a - t o n n e l é a s s o c i é à C b ( X ) e s t l 1 e s p a c e C b

t ( p X ) , £Ù. 

fi9 e s t l a f a m i l l e des p a r t i e s de pX d é t e r m i n é e par fi e t l e s u n i o n s d é -

nombrab le s de s u p p o r t s d ' é l é m e n t s de [ C ^ ( x ) ] * . 

Preuve de a ) . l»a c o n d i t i o n e s t n é c e s s a i r e . S o i t une s u i t e 

?> n É [ C b ( x ) ] * . Pour t o u t n € 3N, i l e x i s t e un nombre c o m p l e x e c

n / 0 

t e l que 

| c n S n ( f ) | < | | f | i r ç 1 , V f é c * ( x ) . 
L n J 

De l à , l a s u i t e c /5 e s t b o r n é e dans [ C b ( X ) ] * , d o n c e s t é q u i c o n t i n u e : 
n n r s 

i l e x i s t e A € fi e t C > 0 t e l s que 
sup | o S ( f ) | < C ||f|| , V f « C * ( x ) . 
nâN 

On en d é d u i t immédiatement que 

9 £ C n V C Â P Ï , V n € IN , 

d ' o ù l a c o n c l u s i o n . 

La c o n d i t i o n e s t s u f f i s a n t e . S o i t £ une s u i t e b o r n é e de 
b n 

[ C ^ ( x ) j * e t p o s o n s 
fi s 

~ — p i 

n=1 

l ' a d h é r e n c e é t a n t p r i s e dans pX. On s a i t d o n c que | | . | | Y , e s t une s e m i -
b 

norme c o n t i n u e sur C ( X ) . Ce la é t a n t , pour t o u t n € M , on v o i t a i s é -

ment q u ' o n peu t d é f i n i r une f o n c t i o n n e l l e l i n é a i r e s u r B ( X ' ) par 

où f d é s i g n e un p r o l o n g e m e n t c o n t i n u e t b o r n é de f à p x . De p l u s , de 

f a ç o n i m m é d i a t e , l e s £ ^ s o n t c o n t i n u s s u r C * ( X ' ) e t c o n s t i t u e n t même 

une s u i t e b o r n é e de [ C b ( X f ) J j * Comme C b ( X ' ) e s t un e s p a c e de Banach , 
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l a s u i t e e s t é q u i c o n t i n u e : i l e x i s t e C > 0 t e l que 

SUP | S ; ( f ) | < c | | f | | t , v f 6 c b ( x f ) . 
n€3N 

D'où l a c o n c l u s i o n c a r , de c e t t e d e r n i è r e m a j o r a t i o n , on d é d u i t a i s é ­

ment une m a j o r a t i o n a n a l o g u e pour l e s £ & dans C ^ ( X ) . 

Preuve de b ) . Vu a ) , l e sys tème de semi-normes de l ' e s p a c e <F-

t o n n e l é a s s o c i é a C b ( X ) e s t p l u s f o r t que c e l u i de C b , ( x ) . 

Pour c o n c l u r e , i l s u f f i t donc de p r o u v e r que l ' e s p a c e C b , ( x ) e s t 

c - t o n n e l é e t , pour ce f a i r e , vu a ) , i l s u f f i t d ' é t a b l i r q u e , p o u r t o u t 

5 * [ C b , ( X ) J * , i l e x i s t e une s u i t e ? n € [ C b ( X ) J * t e l l e que 

— P* 
[ S ] c u [ Ï J 

n=1 

S o i t % Ç [ C ^ , ( X ) J * . Par c o n s t r u c t i o n de ? ' , i l e x i s t e AGP, une 

s u i t e S Q € [C^(X ) J* e t C > 0 t e l s que 

| S ( f ) | < C sup (||f|| , ||f|| „ ) . V f € C * , ( X ) . 

»¡¡1 ^ 

Comme S € [ C b , ( x ) J * , on a S € [ C b ( X ) J * e t £ p e u t d o n c ê t r e r e p r é s e n t é 

par une mesure de Radon JJL sur pX# Posons ^ = ^—Px 6 * ^2 5 5 * 

°ù ^ a v d é s i g n e l a r e s t r i c t i o n de l a mesure ^ à l ' e n s e m b l e A ^ X . A l o r s , 
A P X

 b 

M>.| dé t e rmine une f o n c t i o n n e l l e l i n é a i r e *GQ sur C ( x ) t e l l e que 

| S Q ( f ) | » \Jt m \ < V U ( Â P x ) . | | f | L p x , v f * c b ( x ) , 

c ' e s t - à - d i r e que £ appart ient à [ ( ^ ( X ) ] * . De l à , i l Tient 

| S ( f ) | = \Jt d u | < \Jt d n 1 | + | / f dM 2 l 

< V u ( ï P X ) . | | f | | r ç , • V u ( p x \ l P X ) . 
1 ° J U [ S B J 

n=1 

< Vu(px) . ||f|| 
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px 
p o u r t o u t f 6 C b ( x ) , c a r on a | > ] C A U ( U [Ç ] ) e t 

n=1 n 

~ — px 

A u ( u [ 5 ] ) \ I p x C U [ S ] 
n=1 n=1 

D f o ù l a c o n c l u s i o n . 

5 . - Avant d ' a b o r d e r l e s p r o p r i é t é s d ' a v a l u a b i l i t é , de d - é v a l u a -

b i l i t é e t de g - é v a l u a b i l i t é de C p ( x ) , v o i c i q u e l q u e s r é s u l t a t s c o n ­

c e r n a n t l e s e s p a c e s l i n é a i r e s a s e m i - n o r m e s . 

PROPOSITION 2 . - S o i t E un e s p a c e l i n é a i r e à s e m i - n o r m e s . 

a ) Si F e s t un s o u s - e s p a c e l i n é a i r e de E, dHF e s t un tonneau 

( r e s p . d - tonneau ; g - t o n n e a u ) de F pour t o u t t onneau ( r e s p . d - tonneau ; 

g - t o n n e a u ) 6 dê  E . De p l u s , 6f!F e s t b o r n i v o r e dans F a± 6 e s t b o r n i -

v o r e dans E . 

b ) Si F e s t un s o u s - e s p a c e l i n é a i r e dense dans E e t s i F e s t t o n ­

n e l é ( r e s p . d - t o n n e l é ; g - t o n n e l é ; é v a l u a b l e ; d - é v a l u a b l e ; à - é v a ­

l u a b l e ) , E e s t t o n n e l é ( r e s p . d - t o n n e l é ; g - t o n n e l é ; é v a l u a b l e ; d -

é v a l u a b l e ; g - é v a l u a b l e ) • 

P r e u v e . La d é m o n s t r a t i o n de l ' é n o n c é a ) e s t i m m é d i a t e . C e l l e 

de b ) se d é d u i t a i s émen t de a ) . 

En e f f e t , pa r e x e m p l e , s i F e s t t o n n e l é e t s i 9 e s t un t onneau 

de E, 6(IF e s t un tonneau de F : i l e x i s t e donc une semi-norme p de E 

e t r > 0 t e l s que 

If 6 F : p ( f ) < r j c enF C 6 . 

On en d é d u i t immédiatement que 

[ f € E : p ( f ) < r { C 0 

c a r 6 e s t fe rmé e t F dense dans E. 

V o i c i une r é c i p r o q u e p a r t i e l l e du c a s b ) de l a P r o p o s i t i o n 2 . 

PROPOSITION S o i t F un s o u s - e s p a c e l i n é a i r e de E t e l que , pour 

t o u t b o r n é B de E, i l e x i s t e un b o r n é de F dont l ' a d h é r e n c e dans E 

c o n t i e n t B . A l o r s l ' a d h é r e n c e dans E de t o u t t o n n e a u b o r n i v o r e de F 

e s t un tonneau b o r n i v o r e de E. 
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De l à , F e s t é v a l u a b l e ( r e s p . d - é v a l u a b l e ; g - é v a l u a b l e ) s i e t  

seu lement s i E l ' e s t . 

Preuve« S o i t 6 un tonneau b o r n i v o r e de F e t d é s i g n o n s pa r 6 s o n 

adhérence dans E. B ien s û r , 6 e s t fermé e t abso lumen t c o n v e x e dans E* 

Prouvons q u ' i l e s t b o r n i v o r e dans E. De f a i t , s i B e s t un b o r n é de E 

e t s i B f e s t un b o r n é de F d o n t l ' a d h é r e n c e B7" dans E c o n t i e n t B , i l 

e x i s t e r > 0 t e l que B f C r 6 , donc t e l que B C B 7 C r 9 . 

Vu l e cas b ) de l a P r o p o s i t i o n 2 , comme F e s t notamment dense 

dans E, i l s u f f i t pour c o n c l u r e de n o t e r l e s p o i n t s s u i v a n t s » 

Si E e s t é v a l u a b l e , t o u t tonneau b o r n i v o r e 6 de F a pour a d h é ­

rence 6 dans E un tonneau b o r n i v o r e de E : "G c o n t i e n t donc une s e m i -

b o u l e b de E, d ' o ù l a c o n c l u s i o n c a r a l o r s 6 = "6HF D bHF • 

Si E e s t d - é v a l u a b l e , s o i t 6 un d - tonneau b o r n i v o r e de F» I l 

s ' é c r i t do ne 

6 « n [ f € F : p ( f ) < r j , 
n=1 

l e s p é t an t des s emi -no rmes c o n t i n u e s sur E e t l e s r é t a n t s t r i c t e -n n _ 
ment p o s i t i f s . Vu ce qui p r é c è d e , nous s a v o n s que l ' a d h é r e n c e 6 de 6 

dans E e s t un tonneau b o r n i v o r e . Comme, en o u t r e , on a 
oo 

8 c 6 » = PI [ f É E : p ( f ) < r i , 
n=1 n n 

9' e s t un d - t o n n e a u b o r n i v o r e de E, donc c o n t i e n t une s e m i - b o u l e b de 

E, d ' o ù l a c o n c l u s i o n c a r a l o r s 9 = 9 f DF } bHF . 

Si E e s t a - é v a l u a b l e , i l s u f f i t de p r o c é d e r comme dans l e c a s d -

é v a l u a b l e • 

REMARQUE.- Les h y p o t h è s e s de l a P r o p o s i t i o n 3 ne s u f f i s e n t pas 

pour o b t e n i r que E t o n n e l é ( r e s p . d - t o n n e l é ; c r - t o n n e l é ) i m p l i q u e que 

F s o i t t o n n e l é ( r e s p . d - t o n n e l é ; o r - t o n n e l é ) . 

A i n s i , E « L ^ 0 C ( B ) e s t un e s p a c e de F r é c h e t e t F = L 1 (m) muni d e s 

semi-normes i n d u i t e s par E n ' e s t même pas un e s p a c e a - t o n n e l é c a r l e s 

f o n c t i o n n e l l e s 
fn+1 

5 N ( * ) s / f U ) dx , n € 3N , 
J n 

c o n s t i t u e n t une s u i t e b o r n é e de F* , qui n ' e s t pas é q u i c o n t i n u e dans ¥• 
s 
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I l e s t p o s s i b l e d f a d a p t e r l a d é m o n s t r a t i o n de l a P r o p o s i t i o n 3 

p o u r p a s s e r au c a s d e s e s p a c e s é v a l u a b l e , d—évaluable e t c r - éva luab le 

a s s o c i é s . 

PROPOSITION 4 . - S o i t Ep un e s p a c e é v a l u a b l e e t s o i t P* un sys tème  

de semi-normes sur E p l u s f a i b l e que P. 

Si F e s t un s o u s - e s p a c e l i n é a i r e de E t e l que , pour t o u t b o r n é В 
de Ep, , i l e x i s t e un b o r n é de Fp, d o n t l ' a d h é r e n c e dans Ep c o n t i e nne  
В , a l o r s 

a ) Ep, e s t é v a l u a b l e s i e t s e u l e m e n t s i Fp, 1 ' e s t . 

b ) Ep H e s t l ' e s p a c e é v a l u a b l e a s s o c i é a Ep t a i e t s eu lemen t s i Fp„ 
e s t l ' e s p a c e é v a l u a b l e a s s o c i é à Fp, • 

Cet énoncé e s t e n c o r e v a l a b l e s i on y r emplace p a r t o u t é v a l u a b l e  
p a r d - é v a l u a b l e ( r e s p . c r - éva luab le ) . 

P r e u v e . La p a r t i e a ) e s t e n f a i t un c a s p a r t i c u l i e r de l a P r o -

p o s i t i o n 3 c a r A С A pour t o u t e p a r t i e A de F . 

E t a b l i s s o n s b ) . S o i t E p w l ' e s p a c e é v a l u a b l e ( r e s p . d - é v a l u a b l e ; 
g - é v a l u a b l e ) a s s o c i é a Ep, • Comme t o u t b o r n é de Ер И e s t bo rné dans 

E p t e t que A С A pour t o u t e p a r t i e A de F, l a P r o p o s i t i o n 3 a f ­
f i r m e que FpW e s t é v a l u a b l e ( r e s p . d - é v a l u a b l e ; a - é v a l u a b l e ) • 

S o i t à p r é s e n t F p m l ' e s p a c e é v a l u a b l e ( r e s p . d - é v a l u a b l e ; cr-

é v a l u a b l e ) a s s o c i é à F p t • B i en s û r , on a P f £ P m <̂  P" sur F e t , comme 

F e s t dense dans Ep , on peu t c o n s i d é r e r P 1" comme é t a n t un système de 

semi -normes sur E i n t e r m é d i a i r e e n t r e P' e t P " . Or l e c a s b ) de l a 

P r o p o s i t i o n 2 montre a l o r s que E p f f t e s t é v a l u a b l e ( r e s p . d - é v a l u a b l e ; 

c - é v a l u a b l e ) x on a d o n c P"' » P w s u r E , d ' o ù l a c o n c l u s i o n . 

6 . - ESPACES C p ( x ) ET EVALUABILITE, d-EVALUABILITE ET Œ-EVALUA-

BILITE 

L ' a p p l i c a t i o n des r é s u l t a t s du pa ragraphe p r é c é d e n t e s t immédiate 

a p a r t i r de l a n o t i o n d ' e s p a c e s c o m p l e x e s m o d u l a i r e s e t de l a P r o p o ­

s i t i o n 6 qui s u i t . En c e qui c o n c e r n e l e s e s p a c e s c o m p l e x e s m o d u l a i ­

r e s , nous r e n v o y o n s à [ 7 J ( c f . p p . 3 4 9 - 3 6 4 ) I ce son t l e s e s p a c e s l i ­

n é a i r e s à semi-normes E munis d 'une r e l a t i o n d ' o r d r e > t e l l e que 

— t o u t e c o m b i n a i s o n l i n é a i r e à c o e f f i c i e n t s p o s i t i f s d ' é l é m e n t s j> 0 

45 



Espaces associés aux espaces linéaires . . . 

s o i t >̂ 0 , 

— s i f > 0 e t - f > 0 , a l o r s f = 0 , 

— t o u t f £ E admette une r e p r é s e n t a t i o n unique #f + i 3 T , où # f e t 3T 

sont r é e l s , c ' e s t - à - d i r e c o m b i n a i s o n s l i n é a i r e s à c o e f f i c i e n t s r é e l s 

d • é léments j> 0 * 

— pour t o u t f € E, i l e x i s t e un module | f | >, 0 t e l que | f | = f s i f 

e s t > 0 , e t que | f | = | #f - i3T | , | c f | = | e | | f [ e t | f + g | <. | f | + | g | 

que l s que s o i e n t f , g £ E e t c € (C , 

— i l e x i s t e un sys tème de semi-normes P sur E é q u i v a l e n t à c e l u i de E 

t e l que p ( f ) <̂  p ( g ) pour t o u t p 6 P e t t o u s f , g € E t e l s que Jf | je | g | 

( c f . [ 7 ] , § 1 2 , p . 3 6 3 ) . 

PROPOSITION 5 . - S i 1 ' e s p a c e C p ( x ) e s t complexe m o d u l a i r e p o u r  

l ' o r d r e n a t u r e l de t? ( X ) , P e s t p lus f a i b l e que l e système des s e m i -

normes de C c ( u X ) . 

Preuve . On s a i t ( c f . [ 6 ] ) que C ( u X ) e s t l a l i m i t e i n d u c t i v e d e s 
" c 

e s p a c e s de Banach Vour € t ? (x ) , e ( x ) ^ ( f ) é t an t l ' e n v e l o p p e 

l i n é a i r e de 

A ( f ) = i s * Ç(X) : | g | < | f | 1 

munie de l a j a u g e d é t e r m i n é e par A ( f ) . 

C ' e s t a l o r s immédiat c a r , vu l a d e r n i è r e p a r t i e d e l a d é f i n i t i o n 

des e s p a c e s c o m p l e x e s m o d u l a i r e s , l e s s e m i - b o u l e s de Cp(X) a b s o r b e n t 

A ( f ) que l que s o i t f € Ç ( X ) . 

PROPOSITION 6 . - S o i t C p ( x ) un e space c o m p l e x e m o d u l a i r e p o u r  

l ' o r d r e n a t u r e l de ff(x) . A l o r s , pour t o u t borné B d̂ e C p ( x ) , i l e x i s t e 

B ' d̂ e Cp(x) d o n t l ' a d h é r e n c e dans C c ( u X ) , donc dans C p ( x ) , c o n t i e n t 

P r e u v e . La d e r n i è r e p a r t i e de l a d é f i n i t i o n des e s p a c e s c o m p l e ­

x e s m o d u l a i r e s montre que 

B ' = {6 ©f : f 6 B , n É IN} n 

e s t b o r n é dans C p ( x ) , vu que | 9 n © f | <, l f I P o u r t o u t f C p ( x ) e t t o u t 

n ^ IN. 

En o u t r e , on v o i t a i s émen t que , pour t o u t f € t?(x) , l a s u i t e &n°î 

c o n v e r g e v e r s f dans C c ( u X ) e t , a f o r t i o r i , dans C p ( x ) vu l a P r o p o s i ­

t i o n 5« 

D f o ù l a c o n c l u s i o n » 
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THEOREME Si C p ( x ) e a t un e s p a c e c o m p l e x e m o d u l a i r e pour l ' o r ­

d re n a t u r e l de ff(X), 

a ) C P ( X ) e s t é v a l u a b l e ( r e s p . d - é v a l u a b l e ; q - é v a l u a b l e ) s i e t s e u l e -

ment s i Cp (x ) l ' e s t . 

b ) C p f ( x ) e s t l ' e s p a c e é v a l u a b l e ( r e s p . d - é v a l u a b l e ; q - é v a l u a b l e ) 

a s s o c i é à C p ( x ) s i e t s eu l emen t s i C p f ( x ) e s t l ' e s p a c e é v a l u a b l e 

( r e s p . d - é v a l u a b l e j q - é v a l u a b l e ) a s s o c i é à C p ( X ) . 

P r e u v e , Comme l ' e s p a c e C ( u X ) e s t u l t r a b o r n o l o g i q u e ( c f . [ 6 ] ) , 

c ' e s t une c o n s é q u e n c e immédiate des P r o p o s i t i o n s 4 , 5 e t 6 . 

THEOREME 6 . - SjL C p ( x ) a un sys tème de semi-normes p l u s f o r t que  

c e l u i de C^(x) e t a l e s mêmes b o r n é s que C ^ ( x ) , C ^ ( X ) e s t 1 1 e s p a c e  

é v a l u a b l e a s s o c i é a C p ( x ) . 

Preuve . D'une p a r t , t o u t v o i s i n a g e de 0 dans C p ( x ) a b s o r b e t o u t 

b o r n é de C ( x ) , donc c o n t i e n t un m u l t i p l e de la b o u l e u n i t é de C ( x ) . 

D ' a u t r e p a r t , l a b o u l e u n i t é fe rmée de C ^ ( X ) e s t un tonneau de 
b b b 

C S ( X ) , donc de C p ( X ) , b o r n i v o r e dans C ( X ) . 

REMARQUE.- L ' e s p a c e Cp(X) a l e s mêmes b o r n é s que C^(x ) notamment 

dans l e s deux c a s s u i v a n t s : 

— P e s t l e sys tème des s e m i - n o r m e s de l a c o n v e r g e n c e un i fo rme s u r l e s 

p a r t i e s dénombrab l e s de X , 

— P e s t l e système des s emi -no rmes s t r i c t e s p ^ d é f i n i e s par 

p ( f ) = sup | c p ( x ) f ( x ) | , V f * » b ( X ) , 
* x€X 

où cp p a r c o u r t l a f a m i l l e d e s f o n c t i o n s b o r n é e s sur X qui t enden t v e r s 

0 à l ' i n f i n i ( c ' e s t - à - d i r e t e l l e s q u e , pou r t o u t e > 0 , i l e x i s t e un 

compac t K de X t e l que | c p ( x ) | je e pour t o u t x 6 X\K ) . 
£ ~ e 

7 # - En f a i s a n t i n t e r v e n i r l e s e s p a c e s c o m p l e x e s m o d u l a i r e s , on 

peu t o b t e n i r un r é s u l t a t a n a l o g u e à l a P r o p o s i t i o n 4 , c o n c e r n a n t l a 

p r o p r i é t é de b o r n o l o g i e . 

PROPOSITION 7 . - S^ Ep et E p t s o n t d e s e s p a c e s c o m p l e x e s modu­

l a i r e s pour l a même r e l a t i o n d ' o r d r e , s i P ' e s t p l u s f a i b l e que P su r 

E , a i Ep e s t b o r n o l o g i q u e e t s i F e s t un s o u s - e s p a c e l i n é a i r e de E 
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t e l que l ' a d h é r e n c e dans Ep dê  

B f - ig « P t | g | < | f I I 

c o n t i e nne f que l que s o i t f ^ E, a l o r s 

a ) E p l e s t b o r n o l o g i q u e s i e t s eu lemen t s i P p f l ' e s t , 

b ) EpW e s t l ' e s p a c e b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à Ep, s i e t s eu l emen t s i Fp» 

e s t l ' e s p a c e b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à Fp, • 

P r e u v e . I l s u f f i t évidemment d ' é t a b l i r b ) . 

S o i t Ep n l ' e s p a c e b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à Ep t • Comme l e s b o r n é s 

de E p f e t de E p f t c o ï n c i d e n t e t q u ' o n a P ' <, P" <, P sur E, p o u r t o u t 

borné B de E^,, , B ' = U B,. e s t un b o r n é de F - w dont l ' a d h é r e n c e 
F f€B r F 

dans Ep , donc dans Ep„ , c o n t i e n t B* Vu l a P r o p o s i t i o n 3 . ?pn e s t 

donc é v a l u a b l e * 

Pour p r o u v e r que Fp,, e s t b o r n o l o g i q u e , i l s u f f i t a l o r s d ' é t a b l i r 

que t o u t e f o n c t i o n n e l l e l i n é a i r e sur F e t b o r n é e sur l e s b o r n é s de 

Fp„ e s t c o n t i n u e s u r F p t t « S o i t £ une t e l l e f o n c t i o n n e l l e . On s a i t 

a l o r s que î> e s t c o m b i n a i s o n l i n é a i r e de f o n c t i o n n e l l e s l i n é a i r e s p o s i ­

t i v e s su r F [ c ' e s t - à - d i r e t e l l e s que £ ( f ) 0 pour t o u t f > 0 ] e t b o r ­

née sur l e s b o r n é s de Fp„ • On e s t a i n s i ramené au cas o ù , en o u t r e , 

S e s t p o s i t i f * On p e u t a l o r s é t e n d r e S au cône K des é l é m e n t s > 0 de 

E par 

= sup £ ( g ) , V f € K 
f € B f 

Ce p r o l o n g e m e n t T s a t i s f a i t a l o r s aux c o n d i t i o n s r e q u i s e s pour ê t r e 

l a r e s t r i c t i o n d ' une f o n c t i o n n e l l e % l i n é a i r e p o s i t i v e e t b o r n é e s u r 

l e s b o r n é s de E p w • De l a , b e s t c o n t i n u sur E p w e t sa r e s t r i c t i o n *5 

à F e s t donc c o n t i n u e s u r FpW . 

S o i t , à p r é s e n t , F p w , l ' e s p a c e b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à F p l . Vu c e 

qui p r é c è d e , on a P ' <, P 1" £ P" j< P sur F . S o i t a l o r s P"' l e s y s t è m e 

de semi-normes qui p r o l o n g e P"1 à E de t e l l e s o r t e que P ' < < P" < P # 

Pour c o n c l u r e , i l s u f f i t de p r o u v e r q u ' o n a * P" sur E o u , c e q u i 

r e v i e n t au même que E^ w t e s t b o r n o l o g i q u e . 

Tout d ' a b o r d , E ç M t e s t é v a l u a b l e vu l a P r o p o s i t i o n 4 e t l e f a i t 

que l e s b o r n é s de E^,,, e t de E p , c o ï n c i d e n t c a r ceux de E p w e t de E p t 

l e f o n t . 
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Des l o r s , E^m e s t b o r n o l o g i q u e s i t o u t e f o n c t i o n n e l l e l i n é a i r e 

*5 s u r E e t b o r n é e s u r l e s b o r n é s de e s t c o n t i n u e s u r E^*, • D'une 

p a r t , S e s t évidemment c o n t i n u sur Ep* • D ' a u t r e p a r t , l a r e s t r i c t i o n 

d e £ à F e s t b o r n é e sur l e s b o r n é s de F p l , donc e s t c o n t i n u e s u r F p i l l 

e t admet un p r o l o n g e m e n t 6 l i n é a i r e c o n t i n u su r E ^ n t • Pour c o n c l u r e , 

i l s u f f i t a l o r s de n o t e r que F e s t dense dans EpW • 

8 . - ESPACES C p ( x ) ET BORNOLOGIE 

THEOREME JLî C p ( x ) e s t un e s p a c e c o m p l e x e m o d u l a i r e pour l ' o r ­

d r e n a t u r e l de *?(x) , 

a ) Cp(X) e s t b o r n o l o g i q u e s i e t s e u l e m e n t s i Cp(x ) l ' e s t , 

b ) C p , ( x ) e s t l ' e s p a c e b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à C p ( x ) s i e t s eu l emen t  

s i C p , ( x ) e s t l ' e s p a c e b o r n o l o g i q u e a s s o c i é à C p ( x ) . 

P reuve• On s a i t que C ( u X ) e s t un e s p a c e c o m p l e x e m o d u l a i r e 
~ c 

p o u r l ' o r d r e n a t u r e l de t ? ( X ) , que P e s t p lus f a i b l e que l e système de 

s emi -no rmes de C ç ( u ï ) pa r l a P r o p o s i t i o n 5 « t que C c ( u X ) e s t u l t r a b o r ­

n o l o g i q u e . De p l u s , i l e s t immédiat q u e , pour t o u t f € ff(x), l ' a d h é ­

r e n c e dans C ( u X ) de [g € ^ ( x ) : |g | < | f | ] c o n t i e n t f . La P r o p o s i -

t i o n 7 permet a l o r s de c o n c l u r e . 

THEOREME 8 . - S i C p ( X ) a l e a mêmes b o r n é » que C b ( l ) , C b ( l ) e s t 

l ' e s p a c e b o r n o l o g i q u e a s s o c i é a C p ( x ) . 

P r e u v e . C ' e s t immédiat c a r C b ( X ) e s t un e s p a c e de Banach , donc 

b o m o l o g i que • 
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