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SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES AFFINES ALGEBRIQUEMENT COMPLETS 

par Samuel D. EKONG 

Le point de vue adopté est celui de [ l] , le corps de base étant 

algébriquement clos. 

Rappelions que,d'après [2], on dit qu'un groupe algébrique affine 

6 est algébriquement complet s 1 il possède les deux propriétés suivantes : 

i) Le centre de G est trivial J 

ii) tous les automorpki8№8 algébriques de G sont intérieurs. 

PROPOSITION 1.1. - Le produit (direct) G • KxH de deux groupes algé
briques affines algébriquement complet* est un groupe algébrique 
affine algébriquement complet si et seulement si K (ou YL) est un 
sous-groupe caractéristique de G. 

PROPOSITION 1.2. - Soit V un groupe algébrique affine algébriquement 
complet ; si T est un sous-groupe normal fermé d'un groupe algé
brique affine G, alors : 

a) T est un facteur direct; 
b) G est connexe et algébriquement complet si et seulement si 

i) T et le centralisateur Z G(D de T dans G sont des 
sous-groupes caractéristiques connexes de G: 
ii) Z G(D est algébriquement complet. 
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PREUVE. - a) est un fait bien connu dans le cas des groupes abstraits 

la démonstration ne subit aucune modification VxeG . Considérons 

l'automorphismes intérieur Fx:g x g x 1 de G ; T étant un sous-groupe 

normal de G, la restriction de F x à T , est un automorphisme de I"; puisque 

T est algébriquement complet, il existe un unique élément a de T tel 

que xYx"1 « aycT1 , V Y C T . Parconséquent a^x € Z„(r) = z ; d'où 

G » r.Z. 

Comme Z « Z(r) est le centre de T , on en déduit que 

rn Z « {l),où 1 est l'élément neutre de G . Donc G est le produit 

direct 

G » TxZ. 

b) est une conséquence de a) et de la proposition 1.1. 

COROLLAIRE 1.3. - Toute extension G d*un groupe algébrique affine 

algébriquement complet par un groupe algébrique affine 3 est 

triviale (i.e. toute suite exacte 1 G E •+ H -M est fùssible). 

Ceci est aussi une conséquence du fait que Aut(G)/Int(G) est 

trivial. 

COROLLAIRE 1.4. - Tout groupe quotient d'un groupe affine algébriquement 

complet par un sous-groupe caractéristique ayant la même propriété 

possède cette propriété. 

COROLLAIRE 1.5. - Soit G un groupe algébrique affine ; si G 0 , com

posante connexe de l9élément neutre de G, est un groupe algébri

quement complet alors G est égal ecu produit direct G » G°« F 

où F est un sous-groupe fini de G. 

C'est clair,car G 0 est un sous-groupe normal, fermé §t d'indice fini 

de G. 
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THEOREME 1.6. - Soit G un groupe algébrique affine connexe sur un 

corps algébriquement clos de caractéristique 0 ; alors G est 

algébriquement complet si et seulement si G possède un sous-groupe 

de Borel algébriquement complet. 

PREUVE. - On sait [4] que,sous ces hypothèses, Aut(G) est un groupe 

algébrique affine ; par conséquent 1'holomorphe H de G, i.e. le produit 

•esni-direct H « G< Aut(G), où Aut(G) désigne le groupe des automorphismes 

de G, est un groupe algébrique affine. 

Si un sous-groupe de Borel de G est algébriquement complet, on sait 

d'après [2"] , qu'il en est de même de tous les sous-groupes de Borel de 

G et que le centre de G est trivial ; il en résulte la trivialité du 

centre de H. 

\/FçAut(G), 3 h€H tel que F « F^GyOÙ Ffe est l
fautomorphisme 

intérieur x hxh de H et F^/G sa restriction à G. D'après le 

théorème de Steinberg [71, F laisse invariant un sous-groupe de Borel B 

de G ; donc F(B) = h B h""1 » B . 

La restriction de F à B est alors un automorphisme de B, donc 

3 b € B tel que 

h 6 h"1 - b g b"1 , i g € B donc b - 1h€ ZH(B)yoù 

^(B) est le centralisateur dans H de B. La restriction à G de l'auto-

«orphisme intérieur F ^ de H est un automorphisme de G qui laisse 

invariant tous les éléments du sous-groupe de Borel B #G étant connexe 
• — 1 _ 1 s 

on en déduit que F /G * 1 ; donc, pour tout q G, on a hqh «bqb , c'est-à-
b !h G 

dire 'j/O*^ * d o n c F = F

h • Par conséquent G est algébriquement complet. 

Pour montrer que la condition est nécessaire nous avons 

deux théorèmes suivants que nous utiliserons comae lenmes. 
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LEMME 1.7 (Niesnevié) • - Le produit libre de groupes linéaires de 

degré n est un groupe linéaire de degré n+1. 

On pourra trouver une démonstration de ce théorème dans f8l. 

LEMME 1.8 (G. Higman, B.H. Neumann, Hanna Neumann). - Soient G un 

groupe* A et B des sous-groupes de G et $ un isomorphisme de A 

sur 'b.Alors il existe un groupe H et un élément h de G tels que 

1) G est contenu dans H. 

2) <f>(a) - h a h"1, Va € A. 

La preuve de la réciproque du théorème énoncé est basée sur la 

construction de l'élément h du lemme 2 ; nous utiliserons par conséquent 

le procédé employé pour la démonstration de ce lemme , démonstration 

que l'on peut aussi trouver dansf5] (tome 2, page 17). 

Soit G un groupe algébrique affine connexe. Il existe une repré

sentation immersive de G dans GLQ(K), où GLQ(R) désigne le groupe des 

matrices carrées inversibles d'ordre n à coefficients dans le corps 

de base K, algébriquement clos, de caractéristique 0. Si G » GL (K), 

alors l'application p : GL^CK)—*GLn+j(K) qui à g fait correspondre 

p(g) - / ] , est une représentation immersive de G dans GL (R) . 
\o \J n + 1 

on peut par conséquent supposer que G est un sous-groupe fermé propre 

de GL (K). 
n 

G étant connexe et distinct de GLQ(K), on en déduit que GL^(K)/C 

n'est pas fini et qu'il existe un élément u de GLQ(K) qui n'appartient 

pas à G ; on peut supposer que l'élément u est unipotent car, si 

l'ensemble U n des éléments unipotents de GLQ(K) est contenu dans G, elore 

le plongeaient p de G dans GL^_j(K), défini ci-dessus, prouve que pflj ) 

est strictement contenu dans l'ensemble des éléments unipotents 1 1 

de GL^j(K) ; par conséquent on peut trouver un élément unipotent u q«i 

n'appartient pas à G. La caractéristique du corps de base K étant 0, on 

en déduit que u est d'ordre infini. 



75 

Sur les groupes algébriques affines algébriquement complets 

Considérons le produit libre K « G (u) , où (u) est le groupe 

cyclique libre infini engendré par u. 

Soit a) un élément non trivial de G ; posons v""1 « am. 

Les produits libres L - G«(v), K - G*(u) U * G*u~l B u , v - G*v B v~l, 

ou B est le sous-groupe de Borel de G qui contient a) , l'automorphisme F 

de B et l'isomorphisme de U sur V défini par 

(i) *Kg) 88 g pour tout gCG, 

(ii) < J ( U 1 b u) * v F(b) v 1 pour tout b « B, forment l'ensemble 

des éléments de la construction désirée? on a alors h « OJ • donc F « F 

est un automorphisme intérieur de B ; le centre de B, étant identique 

au centre de G, est trivial;par conséquent B est algébriquement complet. 

COROLLAIRE 1.9. - Soit T un groupe algébrique affine ayant un sous-

groupe de Borel algébriquement complet ; si T est un sous-groupe 

normal fermé d'un groupe algébrique affine G alors* T° la compo

sante connexe de l'élément neutre de T est un facteur direct de G. 

En particulier T est égal au produit direct T » T°xS où S est un 

sous-groupe fini de I\ 

PREUVE. - Ceci découle du fait que T° est un sous-groupe caractéristique 

de T ; doncy si T est un sous-groupe normal fermé de G, il en est de 

«Sae de T° ; les sous-groupes de Borel de T étant les sous-groupes de 

Borel de T* , on en déduit,draprès [2]/que T° est algébriquement complet. 

Donc G « r°* ZG(r°) d
faprès la proposition 1.2 et T - V° * S d'après 

le corollaire 1.5 de la proposition 1.2. 

PROPOSITION 1.10. - Soient G un groupe algébrique affine sur un corps 

algébriquement clos de caractéristique nulle3 Aut(G) (resp. Int(G); 

le groupe des automorphismes (resp. groupe des automorpHsmes 

intérieurs) de G. Si G possède un sous-groupe de Borel algébri

quement complet} alors : 

a) Aut(G) est un groupe algébrique affine. 

b) Aut(G°) « Int(G)° est algébriquement complet. 
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PREUVE. - On vient de voir que, sous ces hypothèses, G° est un groupe 

algébriquement complet et que G * G*fc S est un produit direct, où S est 

fini. S,on lfa également vu,est le centralisateur de G° dans G ; puisqu'on 

est en caractéristique 0, S est formé d'éléments semi-simples. La fini-

tude de S implique, d1 après [4Jjque Aut(G) est un groupe algébrique affine 

ce qui démontre a). 

On a donc Aut(G) « Aut(G°)x Aut(S). 

S étant fini, Aut(S) « H l'est aussi ; puisque G° est algébriquement ccwltt 

on a Aut(G°) - Int(G°). 

L'application x : G *Aut(G) , qui associe à tout élément x de G 

l'automorphlsme intérieur Frétant un morphisme de groupes algébriquesUO, 

on en déduit que 

X(G) - Int(G) r£lnt(G)° • x(G°) « Int(G°). 

Donc Aut(G°) - Int(G°) ; 

D'où Aut(G) » Int(G)°x H • 

Int(G)° est par conséquent un sous-groupe fermé d'indice fini de 

A ut (G) % il contient donc Aut(G)0. d'où 

Par suite Aut(G)° - Int(G)° « Int(G°) donc 

est algébriquement complet d'après 

PROPOSITION 1.11. - Soit G un groupe algébrique affine sur un corps 

algébriquement clos de caractéristique nulle ; si le centralisateur 

ZG(G°) dans G de G9est trivial> et si Int(G) est un sous-groupe 

caractéristique de knt(fi)p alors Aut(G) est un groupe algébrique 

affine algébriquement complet. 

PREUVE. - Le centralisateur de G # dans G étant trivial, il en est de 

même du centre de G° ; puisqu'on est en caractéristique o;on en déduit 

que Aut(G) est un groupe algébrique affine . Le reste de la proposition 

est un fait bien connu dans le cas des groupes abstraits ; or, si un 

groupe algébrique T, considéré comme groupe abstrait, est complet, il 

est naturellement algébriquement complet* D'où la proposition. 
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2. GROUPES ALGEBRIQUES AFFINES ALGEBRIQUEMENT COMPLETS SEMI-SIMPLES 

DE SANG 1. 

PROPOSITION 2.1. - Soit G un groupe algébrique affine algébriquement 

conqplet* 

1°) Lee propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) G est semi-simple; 

ii) G est réduatif. 

2°) G est "adjoint" (i.e. isomorphe à son adjoint G). 

3°) Si G est semi-simple3 le recouvrement central universel G 

de G est semi-simple. 

PREUVE. -

1°) est immédiat, compte tenu de la trivialité du centre de G. 

2°) Soit TT : G — * H une isogénie centrale. La trivialité du centre 

de G implique la trivialité du centre de H et ïï est un morphisme bi-

jectif ; par conséquent, si p est une représentation fidèle de G dans 

CL CO 9 P 1 " P o ̂  ^ est une représentation fidèle de H dans GL^CK). 

On en déduit donc qu'il existe un isomorphisme du corps des fonctions 

rationnelles de G sur le corps des fonctions rationnelles de H;donc, 

dfaprès ([6l exposé 18);G et H sont isomorphes. 

3°) Si G est semi-simple, soient ïï : H %G une isogénie centrale 

et R(H) le radical de H. ir étant surjectif on a 

ïï(R(H)) - R(G) - [l] 

Donc kerrTyqui par hypothèse est fini, contient R(H) ; R(H) étant connexe 

on en déduit que R(H) » [l}.?kr conséquent H est semi-simple ; il en 

e*t donc de même du recouvrement central universel ? de G. 

THEOREME 2.2. - Tout groupe algébrique affine connexe algébriquement 

complet semi-simple de rang 1 est isomorphe à P€L2 * GL^/ZCGL^l 
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PREUVE. - On sait que si G est un tel groupe, il existe un morphisme 

surjectif de G sur PCt^ dont le noyau est l'intersection de tous les 

sous-groupes de Borel de G et que cette intersection est précisément 

le centre de G ( [ l] page 310). 

Le centre de G étant trivial, on en déduit qu'il existe un iso-

morphisme de G sur PCL^. 

COROLLAIRE 2.3. - Tout groupe algébrique affine connexe réductif de 

rang 1 isomorphe à PGL2 est algébriquement complet et a tous ses 

sous-groupes de Borel algébriquement complets. 

PREUVE. - Cela résulte du fait que, si un groupe algébrique affine 

connexe a tous ses sous-groupes de Borel algébriquement complets^alors 

G est algébriquement complet. Théorème 2 de [2") et si ce groupe est 

semi-simple tet de rang 1, alors d'après le théorème 2 ci-dessus il est 

isomorphe à PGL^* 

PROPOSITION 2.4. - Soit G un groupe algébrique qffine connexe, réductif 

algébriquement complet et de rang 1 . Si la caractéristique du corp% 

de base est distincte de 2, alors tout automorphisme de G qui laisse 

invariant un tore maximal de G est semi-simple (au sens de [?[ ). 

PREUVE. - Soient F un automorphisme de G et T un tore maximal de G, 

F-invariant G étant algébriquement complet, il existe un unique élément 
T 

x de G tel que F • F^. Désignons par 6 l'ensemble des sous-groupes de 

Borel de G qui contiennent T ; on a 
4JT « {B,B'J avec B A B 1 • T. et 
F(T) » T xTx"1 » xBx"'n xB.'x"1 » T.Il en résulte que F 

T 
induit une bijection de l'ensemble (B sur lui-même. Donc 

xBx-1- B (et alors xB'xT1 « B 1) 

ou xBx 1 » B' et alors xB'x 1 • B. 
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a) si xBx * B , alors F X est quasi-semi-simple^onc semi-simple [2] • 

b) si xBx » B^ alors xB'x"1 « B, d'où 
2 - 2 -1 2 
x Bx * xB'x - B ; donc x Ê B O N ^ T ) , où NgCO est le mo

ralisateur dans G de T ; on en déduit alors que x ^ T et par conséquent que 

m F j est semi-simple, 
x 

En fait x est semi-simple, car si x * x x est la décomposition de Jordan 
U ? 2 7 

de x, où x est unipotent et x semi-simple, x « x x étant semi-simple . 
, 2 2 U S 

on en déduit que x y est semi-simple donc x y « l,ce qui implique x «1 
puisque la caractéristique du corps de base est distincte de 2. Donc 

x m xfi est semi-simple. 

3. CENTRALISATEUR D'UN ELEMENT SEMI-SIMPLE. 

Dans cette partie, nous nous proposons de montrer que si G est un 

groupe algébrique affine, connexe, réductif algébriquement complet et de 

rang 1 et ai la caractéristique du corps de base est distincte de 2 j 

alors le centralisateur d'un élément x semi-simple,distinct de l'élément 

neutre de G, est un sous-groupe réductif formé d'éléments semi-simples 

et, de plus,x est régulier. 

THEOREME 3.1. - Soit G un groupe algébrique affine connexe algébrique

ment complet, réductif et de rang 1 ; alors, tout élément semi-simple 

x de G, distinct de Vêlement neutre l,est régulier et son centra

lisateur ZG(x) est un sous-groupe réductif de G formé d'éléments 

semi-simples. 

PREUVE. - Soit x un élément semi-simple non trivial de G. Il existe un 

tore maximal T de G tel que x soit un élément de T. Soient B et B' les 

*oas-groupes de Borel opposés de G qui contiennent T ; on a : 

[ * T « (B,B'}i 

( B O B 1 » T . 

Désignons par ZG(x) le centralisateur de x dans G ; T est abélien donc 

on a TCZ G(x). 
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D'autre part, G est isomorphe à PGI^ (Théorème 2,2); donc la dimension 

d'un sous-groupe de Borel de G est 2 ; un sous-groupe de Borel de Z_(x) 
G 

est par conséquent de dimension au plus égale à 2 et la dimension d'un 

tore maximal de Zç(x) est égale il. 

Posons : Zfi(x) « ZG(x) B ; x étant semi-simple Zg(x) est un 

sous-groupe résoluble et connexe de Zç(x) et ce sous-groupe contient T j 

par conséquent , j 

dimZ^Cx) « ou 
B l 2 

Il en est alors de même de ZB,(x) « ZG(x)<0B' 

a) Supposons dim Zfi(x) « 2 ou dimZB,(x) * 2 

alors Z-(x) • B donc 

x€Z(B) « Z(G) « {l} d'où x « 1 dans les deux cas envisagés 

b) Supposons x ̂  1 ; on a alors nécessairement 

dimZB(x) = dimZB,(x) • 1; 

d'où ZB(x) « ZB,(x) » T • 

T est alors un sous-groupe de Borel de Zç(x);par conséquent Z^(x) est 

réductif. T étant un sous-groupe de Borel de Z^(x)/on en déduit que 

le centralisateur connexe Zç(x)° est un tore ; puisque Zg(x)° contient 

T, on en déduit que Zg(x)° » T et, par conséquent, x est régulier. 

Il résulte alors de l'égalité Zg(x)° « T que Zg(x) est un sous-

groupe du normalisateur Ng(T) de T dans G. Posons Zç(x)/T « H ; puisque 

ZG(x)/T est un sous-groupe de NQ(T) /T « W(T,G), le groupe de Weyl de G 

et quey sous les hypothèses considérées/W(T,G) est un groupe à deux 

éléments, on en déduit que le groupe H à au plus deux éléments. Posons 

alors H - [1,y } . L'élément y est involutif donc y^ est un élément de T ; 

si on suppose la caractéristique du corps de base nulle ou plus géné

ralement distincte de 2, alors y est semi-simple ( coaiae dans la propo

sition 2.2) et il en est de même de tout élément z de y. 
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En conclusion, Zç(x) e s t formé d*éléments semi-simples. 

COROLLAIRE* - Si Von conserve les hypothèses du théorème 3 et si x 

et y sont des éléments non triviaux de G tels que x commute à y, 

alors* si Vun des deux éléments est semi-simple* il en est de 

même de l1}autre. 
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