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par D. LEHMANN 

oc 

Soit V une variété C connexe, X q un point de base,et G un 

groupe de Lie (réel). Il est bien connu que l'on peut construire un invariant 

homotopique p : 7 T J ( V » X q ) G qui soit un homomorphisme de groupes, à partir 

de n'importe quelle 1-forme w sur V à coefficients dans l'algèbre de Lie 

de G, vérifiant l'équation de Maurer--Cartan : cela n'a rien à voir 

- ni avec les intégrales itérées, 

- ni avec les modèles minimaux. 

On obtiendra par contre les intégrales itérées de façon très naturelle, 

en cherchant à expliciter p dans le cas particulier où G est un sous-groupe 

de Lie du groupe des matrices g e GL(r,R) qui sont de la forme 

Si l'algèbre de Lie C£ est nilpotente, les cochaînes sur 0£ for

went une algèbre minimale qui - d'après Sullivan - est égale au modèle d'un 

espace classifiant K(TT ,1) pour un certain groupe TT, nilpotent. La théorie 

de Sullivan permet alors d'interpréter topologiquement la donnée de u>, du 

soins si l'espace V est nilpotent. 
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2 - Rappel 6uA l u &onm<u de MauA2A-Ca>Uan. 

Soit Of l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie réel G, et C (^f) » lt 

l'algèbre extérieure construite sur P o u r °*es raisons techniques qui app*~ 

raîtront un peu plus loin, nous identifierons C * a u x formes différentielles 

sur G qui sont invariantes à droite (et non à gauche comme d'habitude). La dif* 

férentielle sur C (^) diffère alors de la différentielle habituelle, pair le 

signe : si a e C p ( ^ f ) et si Ao,...,A^ e ^ , on définit da par la forante 

(da)(AQ,...,A ) (-l)1+ja([Ai,A.],Ao,.-.,Ai,...,A.,.-.,A ). 

P £<j J J P 

00 J 

Soit V une variété C connexe et w e A (V) 0 Of une 1-forme 

sur V à coefficients dans Il revient au même de se donner une applicar» 

tion linéaire UJ : 0^ •+ A ( V ) , laquelle se prolonge, de façon unique» en 

un homomorphisme (encore noté u>) d'algèbres graduées 

* *\ 
(où A (V) désigne l'algèbre des formes différentielles sur V ) . Dire que u 

commute aux différentielles, équivaut alors à affirmer que w vérifie l'équa

tion de Maurer-Cartan : 

(*) d a ) - - u ) A a ) = 0 
2 

(le produit extérieur OJ A OJ étant défini relativement au crochet 

y x y JLJL frf dans ^ ). 

Exemple ; Soit e A 1 (G) 0 ^ la 1-forme sur G définie par 

6G(A.g) = A (A £ 0^,g e G), et f : V G une application dif f érentiable t-

la 1-forme f*(9^), notée parfois df.f * vérifie l'équation (*). De plus» 

si g e G etsi R désigne la translation à droite par g dans G, 

(Rg o f ) * ( e G ) = * * ( e G ) . 
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Réciproquement, on a le 

Théorème.-

Soit a) e A 1 (V) 8 une forme vérifiant l'équation (•) de Maurer-

Cartan, et V V le revêtement universel de V, 

(i) Il existe alors une application diffêrentiable 

f : V - G 

telle que f (Gç) * p (w) ; 

(ii) Si f j et f 2 sont 2 telles applications de V dans G f il 

existe alors un élément g e G , (nécessairement unique)» tel que 

Pour la démonstration, on peut se reporter à Koszul [l] (à l'adaptation 

près au cas des formes invariantes à droite)• 

ConoUjouUit.- Soit a) e A J (V) 8 0£ une forme vérifiant l'équation 

de Maurer-Cartan (*), X q un point de base dans V, et X q un point de base 

dans V au-dessus de x^, permettant de considérer V cornue un fibre princi

pal de groupe TT^V^X^) et de base V. 

Il existe alors une (unique) application 

f : V -> G telle que 
o n 

f*(6 r ) - p*(w) et îCx) - 1 . 
O G O O G 

Il existe en outre un (unique) homomorphisme de groupes, 

o : * , ( V , X Q ) + G, tel que, V z c V , V [ x ] € ^,(V fx o) f f ( * . [ x ] > - f q ( Z ) . O ( ) • 
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Rema/ique : L'utilisation de formes sur G invariantes à gauche aurait 

conduit à la formule f o (z o [à] ) = (p [xj ) l.f(z), qui nous aurait obligé, 

à inverser des matrices au § suivant. 

3 . Ca6 d'une algèbre de U e Yiltpotznta (Chen [2 ] ) 

Supposons dans ce § l'algèbre de Lie nilpotente. 

Notons le sous-groupe de Lie de GL(r,R), formé des matrices 

triangulaires 1 s^vv/1 n'ayant que des 1 sur la diagonale, et des O 

0 • 1 

en dessous. Son algèbre de Lie est forme des matrices triangulaires 

0 s < ^ : : j n'ayant que des 0 sur la diagonale et en dessous. 

0 0 

Cette algèbre de Lie est nilpo tente, ainsi que toutes ses sous-algêbres de Lie* 

Réciproquement, d'après Jacobson ( [ 3 J ) , toute algèbre de Lie nil-

potente réelle 0^ est isomorphe à une sous-algèbre de Lie de (pouT r 

suffisamment grand), de sorte que toute forme u> e (V) 8 peut être coor* 

sidérée comme une forme à coefficients dans Ceci permet de toujours se 

ramener au cas où 0£ = , ce que nous supposerons désormais (r £ 2)% 

Notons j la matrice e ̂ ££(r,(R) ayant comme coefficients 

eme eme 
1 à la i - ligne, j - colonne, 0 ailleurs. 

L'ensemble (A. .) . . forme alors une base de W , et un calcul 
19J * ̂ i<J^^ r 

élémentaire donne : 

[A^ J ,A^ * 0 sauf si j * k ou i = Z 

et [A. .,A. . 1 - A. . 
L i.J J,kJ i,k 

(les couples (i,j) considérés étant toujours supposés vérifier 1 $ i < j $ r)» 
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Notons (u. . ) , . . la base duale de (M )*. 

D e la formule (da ) ( A , B ) = +cx([A,B]) pour a c C 1 (W r) « (Wr>*» on déduit : 

du. . _ = 0 

d ui,i +2 = Ui,i + 1 A ui+l fi+2 

du. . = } u A u . 
1 , J k=i+l 1 , k , J 

r-1 
du. = ) , Au, l.r k ^ 2 l,k k,r 

Se donner par conséquent une forme w € A ^ ( V ) 8 vérifiant l'écua-

rion de Maurer-Cartan (*) revient à se donner une famille (x. . ) , . • . de 

1-formes ^ e A 1 (V) vérifiant : 

dx. . = ) x. . 1\ x. . . 

Soient alors f : V N et p r TT,(V,X ) N définis comme o r 1 o r 
a u corollaire du § 1 , à partir de co = (x. . ). • • • On se propose de 

i,j î^i^j^r 

calculer f
Q( 2)> e t e n particulier p ( [ Y | ) * f o ( x o . ( V | ) . Soit donc 

f : fÔ» 1J V une courbe différentiable par morceaux d'origine »(0) * x 

et d'extrémité y ( l ) = z et Y = P 0 Y 2 [pfQ V s a P r o J e c t î ° n s u r v-

Sotons g. - (O les coefficients de la matrice f (y(t)) 

/ 1 • 8 i i ( t ) \ 
f (Y ( t ) ) = 1 , J \ 
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(i indice ligne, j indice colonne). 

Plongeant N et N dans g£(r,R) = R U , la courbe t f(v(t)) 
r r 

dans NT^ admet comme vecteur tangent la matrice 

[ • • g î j ( t ) V < a v e c «• » — g,-4 ( t ) ) 

V 0 ' • o j " 

en les points t où y est différentiable. Posons aussi, en ces points t : 

X. = X. .(t) . 
1 > J\dt/t L' J 

Puisque p*(x. .) f^A = x. . (—\ , l'équation p*u) * ^ Q ^ M ) 
1 , J \dt/t I JWt/t r 

implique alors l'égalité matricielle (en les points t où y est diffé— 

rentiable) : 

8 ' - j < t * j 0 ^ '

 8i.J(t>j . X i - i ( t ) | 

soit : 

(car la translation à gauche par fQ(y(t)) est une application linéaire 

dans g£(r ,R), donc égale à son application linéaire tangente). 

On en déduit, en les points t où y est différentiable 
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g l , i + i ( t ) = x i , i + i ( t ) 

g i , i + 2 ( t ) = X i , i + 2 ( t ) + X i , i + l
( t ) - 8 i + 1 , i + 2 ( t ) 

j-1 
g î i ( t ) = X i i ( t ) + l X i k ( t ) , 8 k i ( t )  

, J L»J k=i+l 

Notant v t : {o,t] V la restriction de y à [p.t], et pour 

tout 1-forme y € (V), notant i y la fonction (continue) t -* y, 
Y \ 

cm obtient, compte tenu de ce que g. .(0) « 0 (f (ï(0)) • f (x ) » 1 ) , 
i,j o o o 

les fonctions g^ j par récurrence sur j-i » p : 

8 i , i + i = fY

 x i , i + i 

8i,i+2 = \ y

 xi,i + 2 + fy

( } y

 Xi+l,i+2 ) xi,i+l 

g i , i + P
( t ) " | Xi,i +P

 + X | gi +k,i +p'
Xi,i*k 

On obtient en particulier f Q(z) pour t » 1 et p([>3) pour 

z m x

c • M • 

Exemple : Pour r = 3, se donner u> consiste à se donner des 

1-formes a, b et c c A 1 (V) vérifiant da - 0 » db, de • a A b. 

L'homomorphisme p : *j(V»xo) est alors donné par la'formule : 
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/ l a c + [ (( b)a \ 
J x J x J x J x \ 

P ( [ X ] ) = 0 1 b 

\ 0 / 
(X désignant un lacet en x^ sur V, diffërentiable par morceaux). 

4. lYitQApKttjoUbLoYi en tQJimzA de modiZu minimaux (Sullivan). 

Supposons que Y soit un groupe discret, nilpotent, de présentation 

finie. Il existe alors un groupe de Lie nilpotent G, contractile, tel que 

G - r "0" [R (ce "produit tensoriel11 a un sens parce que V est nilpotent» 

c'est-à-dire limite d'une suite finie d'extensions centrales par des groupes 

abëliens ; la "tensorisation" se définit par récurrence sur chacune de ces 

extensions, en tensorisant chacun des groupes abéliens). Notons alors 

r * 17 
o (éléments d'ordre fini) 

le groupe nilpotent limite de la suite finie d'extensions centrales obtenue 

à partir de celle de r en quotientant chaque groupe abélien de la suite 

par sa torsion : on a encore G « r "0" R, r s'identifie alors à un 
0 Z 0 

sous-groupe discret de G, et G/T o * K(r , 1 ) . Puisque G est nilpotent, 

l'algèbre différentielle graduée C est nilpotente. Puisque l'on a 

identifié C*(#^) aux formes différentielles sur G qui sont invariantes 

à droite, l'inclusion naturelle 1 : c * ( ^ ) A*(°) se factorise à travers 

A (G/r ) (par des inclusions). D'après Sullivan ([4]), l'inclus ion l 

induit un isomorphisme en cohomologie, c'est-à-dire que 
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C*(^) est le modèle minimal de G/T^ » £ ( 1 ^ , 1 ) 

fen outre, la variété G / r Q est compacte]. 

Exemple : r = T q

 8 5 (N r)^ (sous groupe de formé des matrices 

à coefficients entiers) ; on a alors G » N^, K((Nr)^,l) -
 N

r ^
N

r ^ £ 

et C (W ) < • A (N / (N ) F) est une réalisation du modèle minimal de 

r r r M* 
K ( ( N r ) r D . 

Supposons alors donné un revêtement galoisien V V, de groupe 

structural T o ; ce revêtement est associé à un homomorphisme de groupes 

a : 7Tj(V,xo) T q (bien défini à conjugaison près), et on peut toujours 

choisir son application classifiante (bien définie à homotopie près) d i f f e 

rentiate : 

f : V G / ^ o , d'où le diagramme commutât if : 

Soit alors CD e A 1 (V) % d£ la forme de Maurer-Cartan définie par 

la composition des applications 
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L'application f : V -> G déduite de a> par le procédé du § 2 

est alors égale à f o a (avec f q = f), tandis que l'application 

p : T T , ( V , X ) -> G est la composée de a avec l'inclusion de T dans G* 
I o o 

Lorsque a) sera construite par ce procédé, on la dira "normalisée"» Dans ce 

cas, on voit alors que p prend ses valeurs dans les sous-groupe de G* 

Exemple : 

Supposons donné un revêtement galoisien de groupe (N3)^ au-dessus 

de V, classifié par une application dif f érentiable f : V N^/ 

— * -

Soient a, b, c les 1-formes, images par (f) 0 1 de la base 

(u, 0 , u 0 .,u t 0 ) de W 0. Pour tout lacet X de V en x , dif f érentiable 

par morceaux, les nombres réels a, b et c + (f b ) a sont eu 

h h J A J A J A 
fait entiers* 

Dans le cas général, il se peut que o) ne soit pas normalisée» 

Cependant, si l'espace topologique sous-jacent à V est nilpotent, la situation 

est la même que dans le cas normalisé, après Q-localisation. En effet, l'hâte-

morphisme u) défini par u> 

C * ( / > = ^ K ( r o , , ) S > A * < v > 

se relève, de façon unique à homotopie près, en un homomophisme 

% e 

& : ^ 7 K ( p — * * valeurs dans le modèle minimal - ' # 7 V de A 



11 

Intégrales itérées 

On tel homomorphisme entre modèles minimaux réels provient nécessairement d'un 

homomorphisme entre modèles minimaux rationnels (cf. par exemple Halperin-

Stasheff Q T J ) , et par conséquent correspond, d'après la théorie de Sullivan, 

à une classe d'homotopie d1application 

entre les espaces localisés (où l'on a noté le sous-groupe 

T "e" 0 de G). 

(i) Si TTj(V,x o) est un groupe nilpotent, de présentation finie, 

sans éléments d'ordre fini, on peut prendre pour o> la forme normalisée 

correspondant à une application classifiante du revêtement universel 

f : V — * K O T J C V . X ^ . I ) . 

L'application p que l'on en déduit est alors l'identité dans 

i r Î ( V > X Q ) , d'où le calcul de [x] dans ÏÏJ(V,Xo) en termes d'intégrales 

itérées. 

(ii) Dans le cas général, on considère la suite centrale descendante 

de w,(V fx o) 

ir (V,x) = r ^ r . O L D - . D r 3 ... , 
I o o 1 L n 

la n l è - e troncature nilpotente « T/T de TT, (V,x ) et 
r n 1 o 

r(n) m r (
n ) / ( é l é m e n t s d'ordre fini), 

o 

Soit p^n^ : 7Tj(V,x o) r^ n ^ l'application canonique de passages 

aux quotients ; et -> V le revêtement galoisien de groupe associé 
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à ; si l'on prend pour CJ la forme normalisée correspondant à une 

application classifiante de étant supposé de présentation finie), 
o o r 

l'application p que l'on en déduit est égale à p^ n^ ; on sait ainsi cal— 

culer P ^ C l X I ) e n termes d'intégrales itérées, pour [x] e TT (v,x^) r 
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