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RAPPORT SUR LES CHAMPS SYMPLECTIQUES FORMELS 

p a r J a c q u e s VEY 

1 . CHAMP DE VECTEURS FORMELS. 

Dans tout c e qui s u i t , on notera k un corps commutatif de c a r a c 

t é r i s t i q u e n u l l e , et T un e s p a c e v e c t o r i e l f ini sur k . L 'a lgèbre Q des 

champs formels e s t T en le produit t e n s o r i e l de T et de k [ [T] ] , a lgèbre 

( a s s o c i a t i v e ) des fonc t ions formel les sur T ; o e s t équipée du c roche t de L i e . 

£+1 * 
Soit « un ent ier z -1 : on pose Û = S I g l (champs po ly -

V 

nomiaux homogènes de degré £+1) ; a e s t cons t i t ué des t r ans l a t ions 

s u r T ; o = gl (T) des opérateurs l i néa i r e s sur T . Soi t H - I x 1 à / è x 1 

o 

l a mul t ip l ica t ion s c a l a i r e sur T : un champ formel X appartient à 

S I e t seulement s i [H,X] = OC ; c e qui fai t que l e s a , t * -1 . d é f i n i s 

s e n t une graduation d 'a lgèbre de Lie sur Û . 

Il y a que lques a n n é e s , Gelfand et Fuks ont ent repr is de c a l c u l e r 

l a cohomologie de a dans dif férents modules , d'ordre f i n i . Voic i c e qu'on 

e n t e n d par l à , du moins quand la cohomologie e s t à c o e f f i c i e n t s dans le 
P 

a - m o d u l e t r iv ia l k . On forme, pour p e n t i e r * 0 , C (a , k ) l ' e s p a c e de 

p - fo rmes mult i l iné a i re s a l t e rnée s sur o , d'ordre f ini ( c ' e s t - à - d i r e : la 

v a l e u r de la c o c h a î h e ne dépend que des j e t s d'un ce r t a in ordre d e s argu

m e n t s ) . On équipe C * U , k ) = © C P ( o ,k ) de la d i f fé ren t ie l l e u sue l l e : 
p*0 

d f(X R\...AX ) = I ( - l ) 1 - h j f([X.,X.] , X 1 , . . . i . . . f . . . X 
p U i < j * p + 1 1 J 1 p 1 

( f £ C P ( o , k ) , X € Q ) et on che rche la cohomologie H*(ct/k) du complexe 
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a ins i ob tenu . Ce t t e ent repr ise audac ieuse r éus s i t au -de l à de tou te e s p é 

rance : la cohomologie en ques t ion s ' avère de dimension f i n i e , e t c o m p l è 

tement e x p l i c i t a b l e ( [ 1 ] ) . 

Ce s u c c è s engagea i t à renouveler l 'opérat ion pour d 'au t res a i g è b r e s 

de Lie inf in ies c é l è b r e s ; et parmi e l l e s l ' a lgèbre des champs symplect iques 

(ou hamil toniens) fo rmel s , qui sont d'une extrême importance en mécanique» 

Malheureusement , c e s r e c h e r c h e s se sont heur tées à des d i f f i c u l t é s , dont 

nous a l lons e s s a y e r de faire le point . 

2 . CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES. 

Supposons donc T de dimension paire 2m , équipé d 'une forme 

b i l inéa i re a l te rnée au non dégénérée : par un cho ix idoine de c o o r d o n n é e s 

sur T (coordonnées con juguées ) on peut écr i re 

m 
x = L dp. A dq. . 

i 1 1 

Un champ formel X 6 a se ra dit symplect ique s i 6 V^' = 0 ( r d é s i g n e la 

dérivée de Lie ; le groupe à un paramètre correspondant de difféomorphismes 

préserverai t x ) . Les champs formels symplec t iques forment une a l g è b r e de 

Lie que je noterai S . 

Par a i l l e u r s , s i u € k[[T]] e s t une fonct ion fo rme l l e , appe lons 

gradient de u le champ U défini par 

î uu = -du . 

Il e s t c la i r que U détermine u à une cons tan te près ; en coo rdonnées 

conjuguées , 

U = £ (- J- + iH. * ) . 
- dq. ôp. ôp. dq, 
1 1 *i *i 1 

LE M M E . On a une su i te e x a c t e 

o — * k — 2 £ £ Ë « . e — • o . 
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En e f fe t , s i g^u; = 0 , la formule de Cartan donne 

0 = 9 ^ U L = dî uu + i^du; 

indiquant , puisque du = 0 , que i^u e s t f e rmée . 

On enr ichi t l a structure en équipant k[ [T] ] d'une loi d 'a lgèbre 

de Lie qui fait du gradient un morphisme : c ' e s t le c roche t de P o i s s o n , 

qu 'on définit par 

[u v ] = GyV = - 9 y U = ((JU,UAV> 

_ £ du dv Su àv 

1 à p i " ô q i Ô P i 

( u , v £ k[[T]] ; U et V sont leurs g r a d i e n t s ) . On notera $ l ' a lgèbre de 

P o i s s o n a ins i ob t enue , on vér i f ie immédiatement que k ( fonct ions c o n s 

t a n t e s ) e s t son c e n t r e . 

S i f ,g 6 T ci $ , s i r , s sont des en t i e r s * 0 , on a 

[ f r , g S ] = r s ( f , g ) f r * g S 1 

où ( f , g ) dés igne le produit symplec t ique dans T* . Graduons 

$ = | T S T en attribuant le poids £-2 * -2 à S I * : on voit qu 'on 

ob t i en t une graduation d ' a lgèbre de L i e , et la s i tua t ion s e présente a ins i : 

Il II ! / n 
9 r a d l I I I t I 

s = o e e © c © c e . . . * e , « . . . 

• i i i 
T «p(D Q ne o ne 

I 
dKT)ne 
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La graduation induite sur 6 par l e s € = £ 0 o s e re t rouve a ins i : 
I I 

le champ H £ a i (T) o> Q n 'appart ient pas à £ ( g^u) = 2w ? 0) mais il 

la normal ise : [ 11 ,6 ] c £ et l es £ sont des e s p a c e s p ropres . A u s s i 

b ien , l 'opérateur ad H sur £ se re lève sur $ par l ' opé ra teu r a : 

au = e R u - 2u (u 6 

qui e s t une dérivation ex tér ieure de 1 a lgèbre de P o i s s o n , l e s ? é tant 

s e s e s p a c e s propres . 

Il e s t naturel de dis t inguer dans £ la s o u s - a l g è b r e s d ' i sotropie 

formée des champs nuls à l 'or igine : 

« = TT e = TT ». - m 2 

(m , idéal maximal de <p = k[[T]] ) . 

3 . LA ZONE STABLE. 

Un premier résu l ta t e s t le suivant ( [ 2 ] ) . 

PROPOSITION 1. Pour 0 < p s 2m , H p t y , k ) = 0 ; et 

d in^ H 2 m + 1 C p , k ) = 1 . 

2m^l 2 ^ 
Une b a s e de H ($ ,10 s ' e x p l i c i t e comme suit : u* 6 /. T e s t 

une 2-forme sur Ç , = T , et peut être remontée sur £ par ~* (~ 
-1 - 1 € 

dés igne la pro jec t ion de £ , ou ^ , sur £ , ou Ç ) ; puis sur *j> 

par grad . Pa re i l l ement , so i t K = l a 1 -forme sur $ éva luat ion 

à l ' o r ig ine . Alors dK = w , et K A X ™ e s t un ( 2 m + l ) - c o c y c l e sur <p 

qui donne une b a s e de H ^ m " h l ( ^ , k ) . 

PROPOSITION 2 . En degré s 2 m + l , l ' a lgèbre H * ( £ , k ) e s t librement  

engendrée par un générateur de degré 2 . 
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2 

Ce générateur e s t la c l a s s e de w ç C (Ç,k) ; on a sur € , 

do: = 0 . Cet énoncé s e déduit a i sémen t du précédent en cons idérant 

l ' e x t e n s i o n toute s imple 

qui donne n a i s s a n c e à une su i te s p e c t r a l e 

E P ' q = Hp(k,Hq(e,k)) • Hp + qcp,k) 

dont le fonctionnement e s t a i sément a n a l y s a b l e dans l e s bas d e g r é s . Quant 

à la proposit ion 1 , e l l e e s t une adaptat ion d'un argument que Gelfand et 

Fuks u t i l i sa ien t pour montrer la nul l i té de H q (û ,k) , 1 * q s dim T , avant 

q u ' i l s n 'obt iennent la desc r ip t ion complète de H*(o ,k ) par la méthode que 

j e va i s rappeler c i - d e s s o u s . 

4 . INTERVENTION DE ROSENFELD. 

On commence d 'ordinaire le c a l c u l de H * ( a , k ) par l ' obse rva t ion 

s u i v a n t e . F a i s o n s opérer H , ou 6 , sur C * ( a , k ) , qui va s e sc inder 

en somme de s o u s - e s p a c e s propres 

C * ( Q , k ) = e C * ( Q / k ) 
r ç Z r 

du fait que d9 = ô^d , l e s C sont des s o u s - c o m p l e x e s . I l s sont 
ri ri r 

a c y c l i q u e s pour r jt 0 , en effet sur C^ , 

r = 6 H = d i H + i H d 

a i n s i la cohomologie s e réfugie dans C , complexe dont on découvre r a -
0

 2 

pidement qu ' i l e s t de d imension f i n i e , nul en degré > n + 2 n (n = dim T) . 

Ains i la finitude de H (o ,k) apparaît immédiatement . Il apparaît dans le 

même temps que l 'argument s 'effondre dans le c a s de Ç : H t Z e t l ' o p é 

rateur i ^ fait défaut . 

Dans le c a s de l ' a l gèb re Q , on procède e n s u i t e , par une méthode 

devenue c l a s s i q u e , (voyez [ 1 ] ) , à la déf ini t ion d'un morphisme w de 
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l ' a lgèbre de W e i l 

W ( 3 i ( T ) ) = A g l ( T ) % S 8 i ( T ) * 

* 1 * 

dans C * ( a , k ) (en fait dans C M a , ^ ) ) ; on envoie une forme 9 € A |KT) 

sur - * I ï (rt e s t la project ion naturelle de Q sur = S 1 ^ ^ ; e c o n 

O 1 " o 0 j * 
envoie la même forme L , cons idé rée comme élément de S g l ( T ) , sur 

d V " 2 £ n 0 S . n o 5 ] • 

On vérif ie a isément que w anéant i t l ' i déa l I de W(9l(T)) engendré par 

n 1 
S g l(T)* c e qui induit 

w : W ( 3 I ( T ) ) = W ( 8 I ( T ) ) / Ï - C * ( Q , k ) 

et le théorème fondamental , c ' e s t que w induit un isomorphisme d e s 

c o h o m o l o g i e s . Le principe de la preuve e s t le suivant : on fi l tre par rapport 

à q I (T) = Q l e s deux complexes en ques t ion ; la sui te s p e c t r a l e de 
o 

K o s z u l - H o c h s c h i l d - S e r r e , par r éduc t iv i t é , donne d'une part 

E * ' q ( W ) = H q ( g l ( T ) , k ) s [ S g l ( T ) V r ] 8 U T > 

où le second facteur se ra l ' a lgèbre symétrique k t C j , . . . , ^ ] , engendrée 

par des c . de degré 2i , e t tronquée en degré > 2n ; et d 'autre part 
E j ' q ( C * ( Q , l O ) = H q ( g l ( T ) , k ) s H P ( Q , B I ( T ) , k ) 

où le second facteur e s t la cohomologie du s o u s - c o m p l e x e 

C ( a , g l ( T ) , k ) C+ C (û ,k ) formé des cocha fnes % b a s i q u e s : 

9 L ? = i L ? = 0 quel que soi t L ç b l ( T ) . On c a l c u l e C * ( a , g l(T) ,k ) e t 

on a l ' ag réab le surprise de ne r ien trouver en degré impair ou > 2n ; et 

de ne trouver que l ' image de w en degré pair - après quoi tout s e 

t r i v i a l i s e . 

Au vu de c e s phénomènes , le projet de V . I . Rosenfe ld a é t é le 

suivant : abandonnons à leur so r t , au moins provisoi rement , l e s c o m p l e x e s 

C^(G,K) , r / 0 ; e t voyons s i le morphisme évident 

w : W ( $ P ( T ) ) / I - C * ( 6 , k ) 
r o 

va induire un isomorphisme de cohomolog i e s . Dans s a note [ 3 ] , Rosenfeld 
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annonce que t e l e s t b ien le c a s , et il se borne à ajouter que la démons 

t r a t ion e s t analogue au c a s de Ge l fand-Fuks : l ' a lgèb re Q . 

Il n 'y a r ien que de p laus ib le dans ce t isomorphisme ; mais j e su is 

s c e p t i q u e quant à l ' ana log ie de p r euves . Je v a i s produire dans un instant 

une cochafne de C * ( ç , $ p , k ) , de degré impair : donc à supposer même 

que C * ( ç , g p , k ) s e l a i s s e décr i re commodément, on ne s e r a pas d i s p e n s é , 

contra i rement au c a s de Q , du c a l c u l de la d i f fé ren t ie l le et de s a cohomo-

i o g i e . Cons idérons en e f f e t , sur l ' e s p a c e 

A T * s S ° T & SHT = A°e_j s e s e 2 

l a forme l inéa i re déf inie par 

3 4 3 
CL A p A \' g I s n ' » £ ( a i B ) ( v , T 0 ( 9 , r i ) 

où § , r , a , 3 i Y € T , et où L indique une sommation c i r cu la i r e sur 

a , 5 , v . E l l e e s t t r iv ia lement invar iante par Sp(T) ; e l l e se r e l ève na tu re l 

lement en une 5 - c o c h a m e sur © , qui s e r a de poids 0 , et s ' annule ra 

d è s qu'un argument s e r a dans € q = *p(T) . 

S igna lons que le c a l c u l de H ( £ , k ) e s t équiva lent au c a l c u l de 

H (SC/le) cohomologie de l ' a lgèbre £ 6 des champs conformes s y m p l e c t i q u e s , 

c ' e s t - à - d i r e l es champs X 6 Q t e l s que 9 u> so i t un multiple cons tan t 

de tu (cf [ 3 ] , [ 4 ] ) . 

5 . INTERVENTION DES ORDINATEURS. 

En toute h y p o t h è s e , que faire contre l e s c o m p l e x e s C ( 6 , k ) et 

leurs mys té r i euses cohomolog ies H*(S,k) ? Afin de débloquer la s i t ua t i on , 

Ge l f and ,Fuks et Kalinin ( [ 4 ] ) entreprirent le c a l c u l mécanique de 

( € , $ p , k ) pour l e s b a s s e s va leurs de r et de q . En e f f e t , so i t f 

une q -cocha fne bas ique : e l l e e s t déterminée par l e s valeurs 

f(&. , . . . , 1 q ) , L .2 0 , 5. € T* 
1 q î i 
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sur les p u i s s a n c e s parfa i tes dans k[[T]] = y , d 'après la théor ie d e s 

invar iants ([ ] ) le polynôme obtenu e s t un polynôme 

F ( . . . ( S , , S . ) . . . ) 

en l e s produits symplec t iques des s / unique modulo l e s r e l a t i o n s : 

c e l l e - c i , d 'après [ 5 ] pp. 1 6 7 - 1 6 8 , l o c . c i t . complété par [ 6 ] , pp. 2 3 

et 2 4 , sont engendrées par la re la t ion 

J o = £ ± ( V 9 ( V V - - ^ 2 m + l ' § 2 m + 2 ) = 0 ' 

En ou t re , F doit s a t i s f a i r e l e s condi t ions d 1 ant isymétr ie r e q u i s e s d 'une 

c o c h a f n e . (Un peut d 'a t tent ion montre d ' a i l l eurs que le poids d'un i n v a 

riant e s t forcément pa i r ) . La détermination des polynômes F p o s s i b l e s 

peut t rès b ien être conf iée à un ordinateur pour l e s pe t i t e s va leurs de q 

et r , g râce aux t echn iques de c a l c u l a lgébrique m i s e s au point depuis 

quelques a n n é e s . C ' e s t c e qu'ont fait Ge l fand , Fuks et Kalinin pour 

dim T = 2 (m = l ) ; et vo ic i leurs conc lu s ions : 

PROPOSITION. S i dim T = 2 , H ^ ( © , 3 p , k ) = 0 pour q > 0 , 

0 + r < 8 ; et pour 0 < q ^ 7 , r = 8 ; par contre dim H j ( S , $ p , k ) = 1 . 

o 

(Chaque complexe C r ( 6 , ô , k ) s ' annule en degré a s s e z g rand , 

donc la proposit ion e s t le r é su l t a t d'un c a l c u l de longueur f i n i e ) . On 

trouvera dans [ 4 ] l ' e x p r e s s i o n e x p l i c i t e et déroutante d'un 7 - c o c y c l e 

de poids 8 non t r i v i a l . On déduit de là t r è s a isément que H Q ^ ( S , « , 1 C ) 

o 

e s t de dimension 1 # e t c . . par la sui te s p e c t r a l e de K o s z u l - H o c h s c h i l d -

S e r r e . 

Peut -ê t re la phi losophie pr incipale à re tenir de c e s r é s u l t a t s e s t 

la n é c e s s i t é pour l e s a l g é b r i s t e s de s ' i n t é r e s s e r à c e s c a l c u l s a lgébr iques 

sur mach ine , qui me semblent ouvrir des p e r s p e c t i v e s p romet teuses d a n s 

tou tes so r tes de domaines . 
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6 . LE THEOREME DE PERCHIK. 

Il e s t f a c i l e de voir que chaque complexe C*(6,Sp#lO e s t de 

d imens ion f i n i e , et de majorer exp l i c i t emen t s a longueur. Nous pouvons 

d o n c cons idérer l e s c a r a c t é r i s t i q u e s d 'Eu le r -Po incaré 

CC CD 

v = L ( - l ) q d i m H q ( e , « p , k ) = X. ( - l ) q d i m C q(6 ,*p,k) . 

r q=0 r q=0 r 

J . Perchik a fait voir [ 7 ] comment on peut c a l c u l e r l e s x r à partir de 

l a deuxième e x p r e s s i o n , et obtenir par là des informat ions , cer ta inement 

t r è s impl ic i t e s et i n d i r e c t e s , sur l e s groupes H*(©,8p ,k) . 

PROPOSITION. Formons le produit 

( n ! ) " 1 2 " M j ! ( l - t l a + B l " 2 x a - ë ) , t € k . x € k m 

m 
a , 3 € l N 

| a + e | > 0 

où | a + 3 | = L ( a . + 6 . ) , x a ~ ^ = "[~y x . 1 1 . Dans le développement en 

1 1 1
 1 1 

s é r i e en t iè re en t , de Laurent en x , de c e produit , x r e s t le c o e f 

f i c i e n t de t r x ° . . . x ° . 
1 m 

Lorsque m = 1 (dim T = 2) , un c a l c u l d 'ordinateur a abouti au 

r é s u l t a t suivant : 

I x / = t " 2 + 2 - t 8 - » " - , 2 2 - t 2 8 . t 3 0 - t 3 2 . t 3 4 - t 3 6 

+ , « » - « « - , « . 3 « 4 8 - 2 t 5 0 . 3 t " - t 5 8 - 3 t 6 0 

+ 3 t 6 2 - 8 t M

+ 9 t 6 6

 + 1 0 , 7 0

 + . . . 

qui manifeste l ' e x i s t e n c e de 57 c l a s s e s de cohomologie i ndépendan te s . 

Pour r £ 8 , l e s r é s u l t a t s sont en accord a v e c l e s r é s u l t a t s des § p r é c é 

d e n t s . On ne sa i t pas d é c i d e r , même dans c e c a s , s i une infini té de 

K r sont i 0 , ou non n u l s . Ce r é su l t a t donne en tout c a s la mesure du 

p rob lème . 
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Signa lons que J . Perchik a é t ab l i un résu l ta t analogue r e l a t i f a u x 

champs i s o c h o r e s (préservant le volume) - c e s champs donnent l i eu à une 

problématique t rès ana logue , mais un peu plus s imp le , à c e l l e d e s c h a m p s 

s y m p l e c t i q u e s . 

7 . L 'ISOTROPIE. 

Il n ' e s t pas sans intérêt d 'examiner la s o u s - a l g è b r e ê c g d e s 
2 

champs nuls à l 'or ig ine ; on peut cons idérer que * = m c k[ [T] ] ( i déa l 

des fonct ions c r i t iques à l 'or ig ine) équipé du crochet de P o i s s o n . 

Soi t j : g - sp - 0 le j e t d'ordre 1 (qui e s t indépendant du 

cho ix des coordonnées curv i l ignes sur T ) et i : ôp - s ( l i ée au p r i v i 

lège des coordonnées l inéa i r e s sur T) , qui en e s t inverse à d r o i t e . Nous 

obtenons un morphisme j * : H*(ôp,k) - H * ( é , k ) ; et la p o s s i b i l i t é (par i) 

de cons idérer la cohomologie H * ( s , $ p , k ) des c o c h â m e s b a s i q u e s par r a p 

port à . 

PROPOSITION. On a un isomorphisme 

H*(« ,k ) - H*Up ,k) & H * ( * , * p , k ) . 

Preuve : On cons idère la su i te spec t r a l e de K o s z u l - H o c h s c h i l d -

Serre 

E P ' q = H q U p , k ) S H P U , * p , k ) 

et on observe que i* re lève l e s termes de la fibre E ^ ' * = H * ( S p , k ) 

dans H*U , k ) . 

PROPOSITION ( [8] , § 2 ) . H^ô^pfk) = 0 et dim H2{«,*p,k) « l . 
o 4 

S i de plus dim T ;> 4 (m * 2) H U,dp ,k) = 0 e t dim H U , s p , k ) * 2 . 

Un 2 - c o c y c l e fondamental s ' e x p l i c i t e a i n s i : on cons idè re sur 
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3 tt 

éj s 8^ = S T la 2 - fo rme b i l i néa i r e a l t e rnée déf inie par 

& i : 9 3 A r ) 3 i • ( S , r ) ) 3 , * , T I € T * 

e t on la r e l ève sur s par n* . 

A ce t endroi t , j e v a i s formuler une c o n j e c t u r e . Quel que so i t 

l ' e n t i e r p > 0 , cons idérons la 2p-forme b i l inéa i r e a l te rnée 5 ^ sur 

« = S = S 3 T * définie par 

p 1 2p 1 2p 1 

que nous r e l evons en une 2 p - c o c h a t o e sur % ; c e t t e cochafne e s t ouve r 

t ement b a s i q u e , et un c a l c u l d'une l igne montre que c ' e s t un c o c y c l e 

(dans é , t ou jou r s ) . 

Conjec ture : En degré £ m , l ' a lgèbre H * ( s , s p , k ) e s t l ibrement  

engendrée par l e s c l a s s e s de (3 , 1 £ i £ m . 

La r e s t r i c t ion sur l e s degrés s ' introduit comme suit : s i l 'on reprend 

l e s cons idé ra t ions du §5 sur l e s généra teurs des invar iants de Sp(T) , on 

vo i t que l e s r e l a t ions n ' in terviennent qu 'en degré * m+2 , c e qui d i s t i n g u e 

ra i t a s s e z naturel lement une zone s t ab l e 0 s q £ m . Le fondement e x p é 

r imenta l de c e t t e con jec tu re e s t des plus m i n c e s , e t e l l e re f lè te surtout le 

manque d ' imaginat ion de son auteur ; lorsque m * 4 , l e s deux c l a s s e s 
4 

d é c e l é e s dans H ( $ , * p , k ) sont b ien 3 j A ^^ e t ^ î e t J e m ' é t a i s c o n v a i n 

cu d'un lien entre c e t t e con jec tu re et l ' a s s e r t i o n de Rosen fe id . 

8 . INVARIANTS SYMETRIQUES. 

On se rappel le que dans le c a s des a lgèb res de Lie s e m i - s i m p l e s , 

l e s invariants symétr iques sont d'un a c c è s beaucoup plus f a c i l e que la 

c o h o m o l o g i e . C e c i i nc i t e à bat t re en re t ra i te vers le problème suivant : 

appelons polynôme sur Q , 6 , e t c . . une fonct ion f : Q - k qui ne 



7 4 

Rapport sur les champs symplectiques formels 

dépend que du j e t d'un cer ta in ordre de l 'argument , et qui e s t un polynôme 

par rapport aux coe f f i c i en t s de la sé r ie de Taylor ; et che rchons c e u x qui 

sont invar iants par l ' a c t i on ajointe de a ( resp . S , e t c . . . ) : so i t I g ( ° ) 

( r e sp . I c ( £ ) e t c . . ) l ' a lgèbre qu ' i l s forment, 
o 

PROPOSITION. Il n 'y a pas d ' invariant symétrique non nul sur a , 

ni sur € . 

C e l a résu l te a isément des t rois fa i t s su ivants : a) un polynôme sur 

a (ou 5 ) e s t déterminé par s a res t r i c t ion aux champs non nuls à l ' o r i g ine ; 

b) un champ non nul à l 'or ig ine e s t conjugué à une t rans la t ion ; c ) i l n ' y 

a pas de polynôme non nul sur T = Q ou 6 invariant par G€(T) ou 

Sp(T) . 

P a s s o n s donc aux s o u s - a l g è b r e s d ' i sot ropie b c Q et * c S des 

champs nuls à l ' o r ig ine . Soit G ( resp . SG) le groupe de j e t s de d i f f é o -

morphismes ( resp . de difféomorphismes symplec t iques ) préservant l ' o r i g i n e . 

Le j e t d'ordre 1 

j : b - g l (T ) - 0 

S - «p(T) - 0 

transforme l ' ac t ion de G sur b ( r e sp . de SG sur s) en l ' a c t i o n 

(adjointe) de G£(T) sur gl(T) ( resp . de Sp(T) sur ôp(T)) . I l e n 

résu l te une f l èche 

j * : I s ( 8 l ( T ) ) - I s ( b ) 

I s U p ( T ) ) - I g ( « ) 

qui e s t in jec t ive ( les coordonnées l inéa i res sur T fournissent un i n v e r s e 

à droite i : ? l ( T ) - b de j ) ; l e s a igèbres d ' invar iants I g U U T ) ) e t 

IgUp(T)) sont bien connues : e l l e s sont l ibrement engendrées par l e s c o e f 

f i c i en t s du polynôme c a r a c t é r i s t i q u e s ( [ 1 0 ] , v o l . 2 , c h . X I I ) ( r e s p . par les coef

f i c i en t s d ' indice pair , l e s autres étant identiquement n u l s ) . 

PROPOSITION, j * : I g ( a K T ) - I g ( b ) e s t un i somorphisme . 
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Preuve : Soit f ê I e ( b ) , f = J* ( f I i (o l (T))) , et g = f - f qui 
S O 1 0 o 

e s t un invariant nul sur gl(T) c i » b . Nous a l lons voir que g(X) = 0 

quel que soi t X € b . Soi t r l 'ordre de g ( c ' e s t - à - d i r e : l 'ordre du 

j e t dont il dépend) . Nous rappelons que s i X € b , e t s i l e s va leurs pro

pres de jX 6 gl(T) , / sont tou tes d i s t i n c t e s et évi tent l e s 

r e l a t i o n s de dépendance sur TL 

n 
X, = a A . + . . . + a \ , a . 6 IN , L a , s r 

1 1 1 n n 1 1 1 

( c e s r e la t ions sont en nombre f i n i , e t seront donc é v i t é e s sur un ouvert 

de Zar iski w c g l ( T ) ) , a lors le champ X e s t conjugué par G à un champ 

l inéa i re X' modulo un champ nul à Tordre r . S i donc jX € u , 

on aura g(X) = g(X' ) = 0 : a i n s i g e s t identiquement nulle sur j ^(f .) , 

donc partout puisque c ' e s t un polynôme. 

Ainsi d o n c , r ien de neuf sur I c ( b ) . M a i s la s i tua t ion sympiec t ique 

e s t plus r iche : le monomorphisme j * : Ig(*p) - Ig(*) n ' e s t pas s u r i e c t i f . 

La ra ison en e s t qu'un champ sympiec t ique U nul à l 'or ig ine ne s e l a i s s e 

l i néa r i se r que t r ès e x c e p t i o n n e l l e m e n t . Pour examiner de plus près c e phé 

nomène , nous a l lons le déca l e r sur la fonct ion géné ra t r i ce de U (U = 

grad u) . Conjuguer U à un champ l inéa i re revient en effet à conjuguer 

u à une forme quadratique ; c ' e s t - à - d i r e à changer de coordonnées c o n j u 

g u é e s en sor te que u s ' expr ime comme une forme quadratique ; c ' e s t - à -

dire poser à nouveau la ques t ion du lemme de M o r s e , mais en s e r e s t r e i 

gnant à des changements de coordonnées s y m p l e c t i q u e s . 

9 . LE LEMME DE MORSE. 

Soit donc u € k [ [ T ] ] une fonct ion fo rme l l e , c r i t ique (et nul le) à 
2 

l 'or ig ine (u € m ) , e t so i t h s a h e s s i e n n e , c ' e s t - à - d i r e s a pro jec t ion 
2 3 2 

dans m /m ^ S T* . Nous pouvons faire l ' hypo thèse génér ique que h 
e s t non dégénérée (u e s t de Morse) mais le problème e s t beaucoup plus 

2 
f i n . En effet le gradient ident i f ie S T* et ap(T) , c e qui introduit l e s 
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valeurs propres de la h e s s i e n n e h . Pour a l l é g e r , j e va i s supposer le corps 

de b a s e k algébriquement c l o s . Les valeurs propres , comme on le voit 

f ac i l emen t , vont par coup les opposés \ , , - X , , , - X 0 X , - \ 
1 1 2 ^ m m 

Une première hypothèse générique naturel le c o n s i s t e à l e s supposer t o u t e s 

d i s t i n c t e s ; alors h , cons idé rée comme opérateur l i n é a i r e , s ' é c r i t dans 

des coordonnées conjuguées convenab les 

h = L U - q . ~ + P, t ^ — ) 
x 1 1 dp. F i àq. 

et cons idé rée comme forme quadrat ique, 

m 
h = L X.p.q. . 

1 1 1 1 

Cela d i t , le théorème suivant remonte à Birkhoff ( [9 ] , § 3 0 ) . 

2 
THEOREME. Soit u S m . Supposons l e s valeurs propres 

r , ± \ de la h e s s i e n n e de u d i s t i n c t e s , et l ibres de toute re la t ion 
1 n 

l inéai re ent ière 
m m 
L \ i ( c x i - 3 i ) = 0 avec a . , g . € IN , L (a .+S. ) s 2r . 

Il e x i s t e a lors un sys tème de coordonnées formelles c o n j u g u é e s , p , q^ , 

t e l l e s que dans c e s coo rdonnées , 

u = F ( P 1 Q 1 / P 0 q 0 , • • • /P^Q ) modulo m 2 r + 1 . 
1 1 2 2 m m 

Un t e l sys tème de coordonnées n ' e s t pas unigue , mais l e s fonc t ions 

h. = p.q. sont canoniguement a t t a c h é e s à u et à la structure s y m p l e c t i -
1 1 1 2r+l 

que , modulo m , e t , modulo l 'ordre et le s igne des h. . 

La fonction F e s t donc canoniquement a t t achée à u , modulo *nr 

et modulo l'ordre et le s igne de s e s arguments . Noter que la cond i t ion sur 

l e s va leurs propres , pour r f i x é , e s t r é a l i s é e sur un ouvert de Z a r i s k i de 
2 # 

S T . (Si par con t re , on p a s s e à la l imite r = » , la condi t ion dev ien t 

l ' indépendance sur Z des \ . , condit ion qui n ' e s t plus génér ique dans 

un s e n s a u s s i s a i n ) . 
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Considérons le développement de la fonct ion ca rac t é r i s t i que F : 

m 
F ( h h ) = L X .h, + L c h ' (mod . m ) . 

1 m 1 1 1 Y € I N m Y 

2 
I l s ' avè re que l e s c (qui sont des invar iants sur M par SG , déf inis 

V 
su r un ouvert géné r ique , de poids 1) s 'expr iment comme des quot ients 
N (u ) /D (u) d'un numérateur N (u) , qui e s t polynomial en l e s coe f f i c i en t s 

^ > Y 
de u d'ordre > 2 , e t en l e s va leurs propres \ de la h e s s i e n n e ; par 

un dénominateur D (u) qui e s t un polynôme Sp(T)- invar ian t en la h e s 

s i e n n e de u (c (u) a pour domaine de déf ini t ion l 'ouvert D T 0 ) . 
\ V 

Nature l lement , c (u) e t N (u) ne sont canon iques que modulo l ' a c t ion 
Y Y 

du groupe W qui permute et change de s igne l e s (donc l e s h.) : 

c ' e s t le groupe de W e y l de Sp(T) , évidemment , e t c ' e s t a u s s i le groupe 

de G a l o i s de l ' équat ion aux va leurs propres de la h e s s i e n n e h € *o(T) . 

En d 'autres t e r m e s , l e s N (u) dépendent algébriquement de la h e s s i e n n e 

de u , et polynomialement du r e s t e du déve loppement . Il r é su l t e du t h é o -
2 

rème de Birkhoff que tout invariant sur « = m , d'ordre f i n i , a lgébr ique 

en la h e s s i e n n e et polynomial ( r e sp . ra t ionnel ) en le r e s t e du déve loppe 

ment s 'expr ime de façon unique à l ' a ide des Ny ( r e sp . des c j . On 

obt iendra donc l e s invar iants polynomiaux sur en formant des e x p r e s 

s i o n s polynomiales W - i n v a r i a n t e s en l e s : i l e s t manifes te qu'on débor

de largement l ' image j * ( I c U p ) ) . Malheureusement , il paraît l abor ieux de 
o 

p r é c i s e r le degré des dénominateurs , donc des N^ , et donc des 

é l émen t s de I g U ) \ j * ( I g U p ) ) ; dans l ' a t t en te d ' app l i ca t ions i n t é r e s s a n t e s , 

l a ques t ion ne m'a pas semblé mériter trop d ' a t t en t ion . 
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