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TRAVAUX DE SHIGA SUR LA COHOMOLOGIE 

DES ALGEBRES DE LIE SUR UNE VARIETE 

par André ROUX 

1 . NOTATIONS ET EXEMPLES. 
oo 

( 1 . 1 ) M : variété # dênombrable à l'infini, 
00 ] 

E,W : fibres vectoriels # sur M, e , fibre vectoriel trivial de 

rang 1 sur M. 
oo 1 ip 

T(E) : espace des sections # de E, I" (e ) = 0, 

C[Ej,...,Ep;W] : espace des applications p-linéaires 

L : r (Ej)x • • • xT (Ep) -*• T (W), qui préservent les supports, 

C P [ E ; W ] : espace des p-cochaines alternées qui préservent les supports. 

Un crochet de Lie § : (Çj,^)** I ^ p ^ s u r F ̂  e s t d i f f ê r e n t i e l si 

<J>eC2[E;E] , une représentation 4 : T(E) + Hom(r(W), T(W)) de l'algèbre de 

Lie (r(E),$) est différentielle si <|>e C [ E , W ; W ] . 

<J> et <j> étant donnés, on a un complexe {C*[E;W],d} où d est donné, pour 

L€C p[E;Wl par dL(Ç.,...,E .) = 2 (-l)S+tL((Ç ̂ l U - ,,Ç .. .Ç - ^ T > + 1 ) 
p Us<t s<p+I 8 c p 1 

l*8<p+l S 1 8 PP + 1 

On cherche à étudier la cohomologie notée L (E;W) de ce complexe. Plus 

particulièrement, on cherche des conditions assurant la finitude de cette 

cohomologie. 
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( 1 . 2 ) .La préservation des supports montre que V"*VL* C ^ [ E|yjW^) est un 

préfaisceau et même un faisceau ; d induit un morphisme de faisceaux, d foù 

il résulte le complexe de faisceaux 

eg : o — > # ° > <éX

 > . . . . 

Le faisceau dérivé associé à # est noté i^E;W) ; cfest le faisceau 

associé au prêfaisceau o£f\E;W) L*(E|^ ; W|^). 

PROPOSITION. - II existe une suite spectrale {E^,C*,d^} qui converge vers 

L*(E;W) et dont le second terme est 

E ^ q - H P(M, ̂ q ( E ; W ) ) . 

PREUVE. - Soit & une résolution fine de4 IR (par exemple celle de De Rham) • 

Il suffit de considérer le bicomplexe { r ( ^ 8 #)»d}. 

On rappelle que M est dit de type fini si, pour tout faisceau ^locale

ment constant et de type fini (i.e. dim J* < + «> V x e M) , on a dim H*(M, JF)<+«. 
x 

Par exemple, si dim H*(M,R) < + 0 0 et ÏT ̂  (M) fini, alors M est de type fini. 

COROLLAIRE. - Si M est de type fini et si <£(E;W) est un faisceau localement 

constant de type fini, on a dim L*(E;W) < + » . Si de plus, M est 

simplement connexe (donc ^*(E;W) simple), on a 

dim LP(E;W) « % (dim Hq(M,R)) * (dim L r(E ;W )). 
q+r=p \ * // v N x x 

( 1 . 3 ) Pour la cohomoiogie de Gelfand-Fuks proprement dite, l'aspect faisceau-

tique n'est vrai que si on prend 1Talgèbre de Lie des champs de vecteurs à 

supports compacts. 

Le cas le plus connu est celui du complexe de Losik 

if: { C ^ r C M ) ^ 1 ] ^ } 

^(M) = r(r(M)) opérant par dérivation de Lie sur r(e'). Dans ce cas, 

est un faisceau simple de fibre H*(U(n), R) et, E(r C) étant le U(n ) - f i b r é 

principal sur M associé au complexifié T ( M ) S G, on a 

i/OKMhe 1) - H*(E(r€),tR). 
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On peut aussi considérer le cas où % (M) opère par dérivation de Lie 

sur l'espace des tenseurs de type (a,b) , ou encore considérer la représen

tation adjointe de ^(M). Enfin, on peut se restreindre à des sous-algèbres 

de Lie de ^(M) (définies, par exemple, par des feuilletages de M). 

2 . STRUCTURE DE CP[E;W] 

( 2 . 1 ) On pose les notations suivantes : 

k 

J E : fibre vectoriel des k-jets des sections de E, 

A PJ kE : puissance extérieure p-ième de J^E, 

CP(E,W) « Hom(ApJkE,W) : fibre vectoriel des morphismes de A pJ kE 

dans W. 
La projection J k + 1 E définit C P (E,W) comme sous-fibré de C P

+ J(E,W). 

LEMME. - CP(E,W) = lim CP(E,W) est un fibre vectoriel sur M de fibre 

ttf = l|m {Rn. ~^k 

La restriction à un compact K d'une section continue Ç de CP(E,W) 

se factorise dans un CP(E,W)|„ . On dit que Z est ̂  si, pour tout compact 

K, Ç| K appartient à r(C P(E,W))|^ 

Soit r(Cp(E,W)) l'espace des sections C° de C P(E,W). On a 

r(CP(E,W)) = lim r(CP(E,W))L = lim lim r(CP(E,W))l . 
+ k •<-£ -Hc * 

( 2 . 2 ) Soit J k€C[E,J
kE] l'extension aux k-jets. Pour L C Y(CP(E,W)), on a 

L 0(A
pJ k) € C p[ E;W] . Il en résulte donc un homomorphisme 

j k : L H U (A pj k) de r(C
P(E,W)) dans C P[E;W]. 

De plus, les j f c sont compatibles avec les inclusions C
p (E,W) C P

+ J(E,W); 

on définit j | K « lim j
k | K : l i m r(C

P(E,W))| K-^ C
P[E;W]| K , 

k 
et j - lim j| : r(Cp(E,W)) -*» C P[E;W]. 

•«-k K 
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PROPOSITION. - (Peetre. j : r ( C P ( E , W ) ) - > CP[E;w] est un isomorphisme. 

PREUVE. - Voir [ l] pour p»l. On raisonne ensuite par récurrence sur p. 

Par j , on identifie r ( C P ( E , W ) ) à C P [ E ; W ] C £ [ E ; W ] = T ( C P ( E , W ) ) est 

le sous-espace des cochaines d'ordre k. On a C P [E;Wj|^= \J C^fE ,wJ|^. 
le 

Le complexe # est k-admissible si, pour il >k9 ^ ^ =» { C * [ E ; W J ,d }est un 

complexe bien défini (i.e. si C * [ E , W ] est stable pour d)• Si de plus, V 

est elliptique - resp. si ̂ ^ •+ % est un quasi-isomorphisme-, on dit que tS 

est la-elliptique - resp. Yrstable - . 

Par exemple, le complexe de Losik est O-elliptique ( -2^ est le complexe 

de De Rham) et 4-stable. 

( 2 . 3 ) On a la structure locale d fun L « C P [ E , W [ , par la proposition ( 2 . 2 ) . 

De façon précise, soit U un ouvert relativement compact tel que U soit inclus 

dans une carte de coordonnées {xj,...,x } , au-dessus de laquelle E et W sont 

trivialis s. {ej,...,e } et {fj,...,f^} étant des bases des fibres génériques 

de E et W, des éléments o * R ( E ) | - et T $ r(W)|- s'écrivent, pour x c U , 

o(x) = 2 a X(x)e A et t (x) - | ^ 

avec c et t € &\ jj . Pour L«C P[E;W]|- , il existe k tel que l'on ait 

L«c£ [E;W]|- et alors, L|- s'écrit 

2 3,A|,--.»Ap Xj X 

L r w a . . . *w r % f 

3 j A J , • . • , A ^ g | A | ^ 

avec L p € S |rT u)A(c) - (a ) , o < | A | < k. 
V " - ' X p U * 3 x A 

3 , REPRESENTATION DIFFERENTIELLE DEFINIE PAR UNE REPRESENTATION DE 600 

( 3 . 1 ) Soit cJb^ l'algèbre de Lie des champs de vecteurs formels sur R N. 

L, = { y a p ~~— I V ord a y > h} est une sous-algèbre de Oi et un idéal d e 1* 
n ^ 3x 1 y ° n 

y y 
Q,^ est munie de la topologie de Krull définie par la suite 

L 0 ^ L, z> . . . . 
n 1 
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Soient G le groupe des germes de difféomorphismes de IRn de source 

et de but o, et G(h) , le groupe de Lie des h-jets [cj)]̂  des <j> de G. On a 

G(h) * G£(n ,R)X Z I ^ ( R n , R n ) , 
2 v< k s< h

 S 

G(h) * H i f k ( R n , R n ) * L 0/L h. 
1 ^ k ̂  h 

L E M M E . - Le groupe structural de J*1 ^ T ( M ) est réductible à G(h).P(h) étant 

le G (b)-fibre principal associé à J*1 * T ( M ) 5 on a 

J H H T ( M ) ~ P(h)xa ^ n / \ „ r 

(3.2) pétant une représentation de G(h) dans un espace vectoriel V de base 

(e ). soit dp la représentation de G(h) = Lo/L, dans V. On considère 

dp comme une représentation de dans V. On a donc un complexe {C (LQ,V),d} 

dont la cohomologie est notée L*(L f V ) . 

En fait, si <j> est une représentation (ou un homomorphisme) continue de L Q 

dans V, il existe h tel que 4*0^) = o et $ induit une représentation (ou un 

homomorphisme) de L^/L^ dans V. En particulier, on a 

C P(L o,V) = U CP(L 0,V), où CP(LQ,V) = C
P(L o/L h,V). 

h 

La différentielle d ne conserve, en général, pas C^(L fV) et on peut 

énoncer des hypothèses d'admissibilité et de stabilité comme dans (2.2). 

En exprimant un élément de L /L, par ses composantes {TI^} sur la base 
A3 i o n A 

{x |o < | A | <: h , 1 ̂  y <n} , on peut écrire 

On considère le fibre vectoriel W = P(h)xpV associé à la reprêsentationp • 

Par exemple, pour h * 1 , G(h) = Gi(n) opère sur ^ R n a fois de façon contra-

variante et b fois de façon covariante ; alors, W est le fibre T(a,b) des 

tenseurs de type (a,b). 
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(3.3) Un ouvert coordonné (U*x,,...,x ) définit naturellement une trivialisation 
h 1 N 

de P(h) donc de J T (M) et de W. La base (e^) de V définit alors une base 

encore notée (e^) de r(W)|^ comme <f (U)-module. On a 

THEOREME ET DEFINITION. - On définit une représentation différentielle? , 

dite induite -par de °U (M) sur T (W) par i.i 

y , a r a,3 , A , y 3x 

«* ïl D = 2 5 V ^ « l 0 - 2 o \ . 
y y a 

PREUVE• - Soit [g] l'algèbre enveloppante de g. fc* ] et V sont des [LJ -

modules (topologiques). JR[ [XJ , ,xj] G V = Hom^-j ( [6 fc J ,V) est un [ ^ n l ~ 

module à droite. On note dp* cette représentation°de Ol sur tR[[xj,... , x j ] 9 V. 

Pour Ç 6 (M) etocr(W), on a [p¥(Ç)(a)l - <fo*[ç]Jal où T ] 

est la série de Taylor formelle en x. 

N.B. On peut définir intrinsèquement p" à partir de p. 

4. LE FAISCEAU ^(T(M),W) EST LOCALEMENT CONSTANT. 

(4 . 1 ) Généralisation de la suite spectrale dfHoschild-Serre;. 

Soit p une représentation d*une algèbre de Lie g dans V et ¥ s {C*(g,V)»d} 

le complexe associé. Une sous-algèbre h de g définit une filtration de C*(g,V) 

par F SC P(G,V) = {L e C P(g,V)| L(Çj = o dès que p-s+1 des-q*h> • 

On a CP(g,V) = F° C P ^ F 1 ^ ...:>F P + ,C P = o, 

et dF sC P c F S C P + 1 . 

s t 

La suite spectrale { E^' ,d^} induite par cette filtration converge vers 

H*(g,V) et son O-ième terme est E* , t : = F V + t / F s + 1 C S + t ) , la différentielle 

étant induite par d (le cas classique de Hoschild-Serre est celui où h est un 

idéal). 
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(4.2) Soit U un ouvert relativement compact tel que U soit inclus dans une 

carte de coordonnées (x},.. . ,x n) . L C C P [ T ( M ) ;w| | v s f écrit 

L = E L A g , avec L A C C P[t(M), e 1 ] ^ explicitement, 

, A . . . , A y y ,A.,...,A 
T a _ _ V T a i p I p a l d t» . L u i. w a A - " A a ) a a v e c L , € C ( M ) L . M,,••.,u A A y ,...,y iu 

1 P p p I p 

LEMME. - Avec les notations ci-dessus on a 

dL = 2 (dL ) © e + y C 2 A
 ̂  * L 6 « e , 

„ a a o h 6y A a' 
a a ,3 ,U ,A 

<9Ù d est la différentielle du complexe de Losik. 

PREUVE. - Se rappeler l'expression de d. 

(4.3) On prend ici pour h la sous-algèbre abélienne de ^(M ) | ^ engendrée par 

{ t — » • • • , 5 } • Pour Ç ç h, on a ojH = o pour A > o. Donc, F PC P q est 
o X , d X A 

I n 

constitué des L = ZI? 0 e . avec 
a 

A, . . .A . 0, v . y. y t 

L - C L ^ ^ 0) A ... AU) A U ) a * . . . - n U ) . OU ls< G , 
v....v. yt...y . o A- A ^ n 

I î Hl p+q-i 1 P + Cl~i 

Pour F1**1 C P + q , on aura i <q. D'où 

LEMME . - E P > q s'identifie aux L = T L a • e tels que 
o a 

T a T t 1 p 1 q 1 r p 
vt...v ,y....y o o A . A 

» q i P i P 

On a d Q : E
p , q

 E Q , q + 1 • Dans le lemme ( 4 . 2 ) la seconde somme figurant 

dans l'expression de dL appartient à F P + 1 C P + q + 1 , donc sa classe est nulle 

dans E p , q + 1 . D'autre part, 3 est une dérivation, donc on a 

dL - t d L ... u) n ) A o)A

 Hp 

V , , y q V M | 1 p ° 1 # " W A 
P 

rt — A . . . A v, v ^ u, u 

V " V * r " > S o o A , A P > 
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Or, on a duj= ^ ^ (g) wA - B + X A W B P 0 U R A > ° * 

Par suite la seconde somme figurant dans l'expression de dL appartient 

à F P + 1 C P + q + l donc s'annule dans E P ' q + 1 . D'où 
0 

A ...A v v y y 
LEMME. - d hl? 6 e ] - [ld(La P u A . .. w q ) A 0 ) A . . . A W / J , 

o l a J L v. . • .v ,y, . • .y o o A t A -
1 q 1 p I P 

où à est la différentielle extérieure classique et A > o. 

En prenant U contractible, le lemme de Poincaré donne 

Î o pour q >o 

C P [ T ( M ) ; W ] c I u pour q = o, 

où C P [ T (M) ;wj ^ est le sous-espace de C P [ T ( M ) ; W ] | U des éléments de la 

forme 1 L a 6 e avec L = ^ Y A p u>A A ...AU
 P 

A K L I U - . . . \ L . A A 
|À|£l n rp I p 

A | • • • A 
dans lequel les Y 0 1 V L | * « » V p sont des constantes. 

Or, C A [ T(M) ;W] est un sous-complexe de C ^ ( M ) jWJjy ; soit i l'inclusion 

de ce sous-complexe. On peut considérer la suite spectrale de Hoschild-Serre 

pour chacun de ces complexes et i induit un isomorphisme en degré 1 sur les 

suites spectrales, d'où un isomorphisme en cohomologie. 

ri A A 3 
De plus, soit & la base duale de x t — (explicitement, on a 

y 3x r 

y 

9x v A,y 
v» 

A /\ A 4 p T i 
Alors, o) + d induit un isomorphisme de { C | T ( M ) ; W L,d} sur 

{C*(L ,V),d } . D'où : 

PROPOSITION. ( T ( M ) , W ) est un faisceau localement constant dont la fibre est 

L* (L Q,V). 



95 

Travaux de Shiga sur la cohomologie des algèbres . . . 

(4.5) T H E O R E M E . - Si M est de type fini et dimÇL*(Lq,V)) < + », 

alors dim ( L * (x ( M ) , W ) ) < + ° ° . Si de plus M est simplement connexe, 

on a dim L P ( T ( M ) , W ) ^ 2 ((dim HQ(M,fc)} « (dim L r(x ( M ) , V J ) ) . 

q+r=p 

(ii) =si { C (L Q,V),d} a un rang stable k, il en est de même de 

{ C * [ T ( M ) ; W ] ,d }. 

(iii) ( C * [ T (M);W],d> a un rang elliptique h où <}> (L^) = o . 

PREUVE• - (i) a déjà été démontré. 

(ii) Le sous-complexe { C ^ [ T ( M ) , w | ,d) est alors bien défini. On applique la suite 

spectrale de (1.2) : l'inclusion donne un isomorphisme sur les termes Ej. 

(iii) Pour £ h , { C * [ T ( M ) ; W J ,d }est bien défini et l'opérateur cobord est un 

opérateur différentiel d'ordre 1. Localement, la partie principale de cet 

opérateur est une somme directe de différentielles extérieures. L'ellipticité 

s'en déduit comme pour le complexe de De Rham. 

COROLLAIRE. - (de (iii). Si M est compact et {C*[x(M);w] ,d> est de rang stable 

k, L * ( T ( M ) ; W ) est de dimension finie. 

5. CAS OU L# (l^/V) EST DE TYPE FINI • 

(5.1) Rappels sur les représentations de <s>n et G£(n;R). 

Soit E - tRn G ... $ fRn (avec f facteurs). 

<2>£ opère sur E par permutation II des variables et cette opération commute 

avec la représentation tensorielle standard p de <Sjt(n;|R). On a 

n(cr) ( I < t ) - kj et p(g) ( J Ç £) « S g ^ , ) . 
a (i) 

Soient [f.,... ,f 1 , f, ̂  f 0 » ... > f > o, et f = f +...+f . On considère le 

diagramne de Young : 

1 y 2 , ... , f , • • • , f j , 

fd+l , f,+2 , , f,+f2 , 

f. 
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Soit P - resp. Q - le sous-groupe de laissant invariant chaque 

ligne - resp. chaque colonne - de ce diagramme. On pose 

R = ^ c(q) ïï(qp), 
(p,q)€P*Q 

où e(q) est la signature de la permutation q. 

A un coefficient multiplicatif près, R est un idempotent. Comme R 

commute avec p , l'image de R est un sous-espace invariant par p, et la 

restriction de p à cette image est une représentation irréductible de p. 

En fait, p se décompose en la somme de ces composantes irréductibles obtenues 

par les différents diagrammes de Young. 

Pour g € R , on note encore 5 la représentation de dim 1 de gî,(n), 

ê trace (A), et on pose [ f f ; fi] - [f t,..., f 1 9 1 + 1 0 6 ; c'est 
1 m J u 1 mJ 

encore une représentation irréductible de g£(n;R). 

(5.2) Lj est un idéal de L q et 1 Q W j s'identifie à g£(n ;R) par 

E a V x J - - (a V). 

On a L q = Lj « g£(n ; R ) . 

Soit cf) une représentation continue de L q dans V. On pose Ker(<)>) * L^. . 

DEFINITION. - On dit que <j> est dêoomposable si •lg £( n. R)
 s e décompose en 

représentations irréductibles de la forme ffj,...ff . Ceci signifie que 

, est complètement réductible et que la restriction de <j> au centre de 
GJC \Vi lm\) 

g£(n;R) a ses valeurs propres réelles. On a alors 

•lg*(n;R) = • [ fr -"» f m ; 6 ^ 

On note A l'ensemble des représentations [f j,... »f figurant dans cette 

décomposition e t vérifiant f + n<5 £ 0 et nô entier. 
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A chaque sous-espace de V correspondant à un [f.,...^ ;ôl , on choisit 
L ] m + 

une base (e^) de ce sous-espace ; une telle base peut être choisie parmi les 

R(e. 1 . . . Í e. ) où e. S . . . 0 e. parcourt une base de % R N , e. parcourant 
1 "̂ f n̂ ~ 1 *̂ f ^ 

la base canonique de IR • Toutes ces bases prises ensemble forment une base de V. 
et 

On note (e ) la base duale. 

u A 3 
(5.3) On rappelle que, étant la base duale de (x - — ), les éléments 

& . a . . . A £ . p ® e , 1 «S y ¿ n , 1 I A| , l ^ a ^ U » 
A - A Qt 
1 P 

forment une base de C P [ L O J V 3 > pour un certain ordre total sur les couples 

( y . , A ) . Soit d 1 opérateur cobord sur C * [ L ; R ] associé à la représentation 

triviale de J L q dans (t. Comme pour les , on a : 

J ^ . I A f Q y

 A â V # 

A _ _ . B . A-B+v B 
0 < B ̂  A v = l 

LEMME. - Soit J = {(y,A)| o < A et A ¿ y = (0,...,0,1,0,...,0) où 1 est 

situé à la \i-ième place . <j> étant supposé déoomposable, on a 

X a y M H a,g (y,A)€J 

où ib^A et C a sont des constantes, et où 
n B ^ v 

T * C a = nô + f , avec f = f,+...+f si e provient de if,,...,f ;ô] . 
y 1 m a a « m J 

PREUVE. - x^ correspond à y = ó|| dans gA(n;R). Supposons = R(e ¿ «...fie.^) ; 

on a é(x T ^ — ) (e ) • Y R/ e. fi...fiy (e. ) «...fie. ) + 6 e. fi...fie. , 
y J=l 1 J f 1 r 

= (ay+ô)e = C A ea , 
a y 

a étant le nombre de fois où y apparaît dans On a donc bien '. 
y n 
T* C A = F + n6 . 

y - 1 
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(5.4) Dans la suite <J> est toujours supposée dêcomposable. 

Soit h la sous-algèbre abëlienne de g£,(n;R) constituée des matrices 

diagonales, h induit une filtration de ̂ C*(L Q,V),d\ d'où une suite spectrale 

de Hoshchild-Serre ( E ^ , Q , d r ) . Comme dans le cas du paragraphe 4, on a 

L E M M E , - E P , Q identifie au sous-espace de C p + q ( L ,V) constitué ¿es L - E L a© e , 
o ° a 

^ ^ A....A v v y. a

 u 

Vj<...<v (y,A)€J 1 q* Ml M p 1 q *\ A p 

On considère la 1-forme (qui ne dépend pas de L mais simplement de <{>) : 

A, ...A n A ...A 

^ 1 P = Z Q ? 1 P e\ 

A- . . .A p vu 

avec Q" P = Z (5,J - <A.).) + £ , 

et la q-forme : 

a- A,.. .A V A,...A v, v 

M l Mp V j < . . -<v q 1 q w 1 y p 1 q 

P , Q 

Avec ces notations, on a, pour L ^ E ^ : 

L - ^ L a ]. P , e ' e A

p , 

aXA,y)€J Y R " V P
 Al A P 

^ ^ A. . . .A ^ A ...A u. u 
et d L = ^ ^ A L * 0 A ... -*0a 

a,(A,y)CJ H rp 1 P 1 p 

De ceci, il résulte immédiatement : 

V ^ A . . .A y. u ^ A. ...A 
THEOREME. - EP' q « { „ Ax « , L a 1 P A 9.1 A ... A 9 . P | <f 1 P - o} . 

1 a,(vi,A)«J Yj...y p Aj A p! ^i'*-Vip 

La condition Q = o signifie que, pour tout X {1,.. . ,n} , on a 

A....A p y 

° = Qt v „ P = E { 6i ' ( V x } + cx • 
A J • • « y p J _ J J / A A 
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Comme les (A.) sont entiers, il doit en être de même des . On peut 
J A A 

donc ne considérer que les a vérifiant cette condition. De plus, on doit avoir 

n P \l-
£ (C? + Z { ô. J - (A.),}) « o , c'est-à-dire : 

X= 1
 A j=i J J 

n p n y. p 
f + n Ô = Z = I Z (À.). - 6^ = E (|A.|-I) > | A . | - 1 > o. 

X- 1
 A j = ] X-l J A A j = l J J 

On a donc 

A, . . .A 
^ , 1 p 

PROPOSITION. - Q a = o entraine entier - l3...3n et nô entier 
V r - ^ p X 

(e eopresponcfont à ff,,-••>f ; fil et 1 |A.| ^ f+nô + 
a * 1 m J 

THEOREME. - [2]. Soit fi, = max {f+nô + 1 [ f f ;ô] € à} et soit k = max(h,£) 

où <j)(LH) = o- Alors 3 {C* ( L o,V),d} est k-stable et par suite L * ( L Q , V ) 

est de dimension finie (i.e. L*(L /L. ,V) * L*(L ,V)). 
O K o 

PREUVE. - { C* (L ,V),d} est un sous-complexe bien défini de { C*L ,V),d } 
K. o o 

car k >, h. Soit {E P , q(k),d } la suite spectrale de Hoshchild-Serre définie par 

h sur {C, (L ,V),d }. On a E P , q ( k ) « E P , q H C. P , q(L ,V) . Comme k * fi, , on a 
K O 1 1 K O ^ . 

(par la proposition ci-dessus) JA.j^k ; donc, V Ç^L^ , on a 6 ^ (Ç) = o et 

e

 1 (ç) D ' 0 Ù , E ^ c C f Q ( L ,V). Alors, l'inclusion i, :{ C ? , d W {C ,d> 

V • 1 K. O K K. 

définit un isomorphisme de E P , q ( k ) sur E P , q , d'où un isomorphisme de L ( L

0/
L^» V) 

sur L ( L Q , V ) qui est donc de type fini. 

REMARQUES. - 1 - Si A - 0 (par exemple nS non entier pour tous les S ) , on a 

E P ' q = o donc L * ( L Q , V ) = o. 

2 - On a toujours x (L ,V) = x ( L *K »V) - Z (-1 ) PdimC P(L /L, ,V) 
o O K O K 

= Z(-l) Pdim(A P(L A . ) * 9 V) = o. 
O K. 
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(5.5) De l'étude locale et globale, o n déduit : 

THEOREME 2 . - Si dp | g j l ( n R ) est decomposable, alors L*(x(M),W) est â& type 

fini. Si de plus, A i 0 3 alors L * ( T ( M ) , W ) = o. 

COROLLAIRE. - Si d f l g £ ( n . j R ) es^ u n e représentation rationnelle irréductible siœ 

un espace de tenseurs covariants, alors L * ( T ( M ) , W ) = o. En particulier9 

on a L * ( T ( M ) , T ( M ) ) = o. 

PREUVE. - On a alors dpi n / tov = [ f f ;ô] avec f+nô < o. 
r 1 g£(n;S0 L 1 ' m J 

* b 

COROLLAIRE. - L ( T ( M ) , T ) est nul si a > b et a un rang stable - max(l,b-a+l) 
a 

st a >< b. 

PREUVE. - La dérivée de Lie peut être obtenue comma la représentation différent 
b n 

tielle induite par la représentation canonique p de g£(n,R) sur T. (R ) • Dans 
a 

ce cas, on montre que p = © f f f ;ôl avec f = f,+...+f = (n-l)a+b et 
1 *- i m -1 I m 

ô - -a. 
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