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CARRES CARTESIENS ET ANNEAUX DE PSEUDO-VALUATION (*) 

par 

MARCO FONTANA (**) 

INTRODUCTION ET SOMMAIRE 

Le but de ce papier est celui de développer la 

théorie des anneaux de pseudo-valuation, au sens de 

HEDSTROM-HOUSTON [24] qui les ont introduits, compte 

tenu de quelques résultats récents de ANDERSON-DOBBS 

[3] permettant de relier cette théorie à celle des 

carrés cartésiens des anneaux commutatifs. A partir 

de ce nouveau point de vue, nous parvenons, d'une part, 

à recouvrer facilement et directement (en faisant a£ 

pel principalement à des simples propriétés topologi­

ques et d'ordre du spectre premier et à quelques ré­

sultats généraux sur les carrés cartésiens prouvés par 

FONTANA [13]) la plupart des résultats démontrés avec 

Classification AMS (MOS) 1980: 13A18, 13A15, 

13A17, 13B20, 13B30. 

Vedettes Matières: anneau de pseudo-valuation, 

carré cartésien, anneau cohérent, anneau de valuation, 

QQR-anneau, GQR-anneau. 

(*) Travail effectué dans le cadre des activités 

du C.N.R. (Gruppo Nazionale per le Strutture Algebri­

che, Geometriche e loro Applicazioni). 

(**) Je désire remercier M. Maury, son équipe de 

recherche et, en particulier, A. Bouvier pour m'avoir 

offert la possibilité de traiter ces arguments dans 

leur Séminaire, pendant mon séjour â" Lyon (avril 1980). 
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des procédés proprement algébriques et techniques par 

HEDSTROM-HOUSTON [24], [25] et DOBBS [10], et, d'au­

tre part, à étendre les connaissances sur la structure 

des anneaux de pseudo-valuation. 

L 1 intérêt porté à cette classe d1anneaux, qui est 

prouvé par les différentes études qui ont été effec­

tuées récemment sur le sujet (cf. [3], [8], [9], [10], 

[24] et [25]), est dû non seulement au fait que ces 

anneaux sont étroitement liés aux anneaux de valuation, 

mais, aussi,au fait que les anneaux de pseudovaluation 

fournissent les exemples probablement plus significatifs 

d'anneaux divisés (d'après AKIBA [1] et DOBBS [8]),et 

donc de GD-anneaux, non intégralement clos. 

Les principales nouveautés contenues dans le pré 

sent papier touchent l'opération de normalisation des 

anneaux de pseudo-valuation, la structure et les pro­

priétés des sur-anneaux d'un anneau de pseudo-valua­

tion. Plus particulièrement, on signale plusieurs ca 

ractérisations des anneaux de pseudo-valuation dont 

tous les sur-anneaux vérifient quelque propriété de 

finitude ou dont tous les sur-anneaux sont des anneaux 

de fractions d'un type plus ou moins général. En ou­

tre, on prouve un résultat, qui assure que tout an­

neau de pseudo-valuation, quoiqu'il ne soit pas nor­

mal en général, est un anneau seminormal (au sens de 

TRAVERSO [42]) . 

Un paragraphe à part est dédié à la construction 

et à l'analyse de plusieurs nouveaux exemples qui, en 
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tre autres, mettent en évidence les différences plus 

ou moins importantes, qui existent entre les diverses 

classes d'anneaux de pseudo-valuation étudiées ici. 

0. RAPPELS ET PRELIMINAIRES 

Tous les anneaux considérés sont commutatifs uni_ 

taires. Tout homomorphisme d'anneaux envoie l'élément 

neutre dans l'élément neutre. 

Si A est un anneau, on dénote par Spec(A) l'en­

semble des idéaux premiers de A muni de la topologie 

de Zariski (sauf mention explicite, le cas échéant) 

et ordonné par rapport à la relation d'inclusion en-

sembliste. 

Si f: A -* B est un homomorphisme d'anneaux, on 

dénote par f* : Spec(B) Spec(A) l'application conti­

nue canoniquement associée à f. 

Si p est un idéal premier d'un anneau A, on dit 

que £ est un idéal bvanohê dans A s'il existe, au 

moins, un idéal p-primaire propre dans A. 

Si A est un anneau intègre et si K est son corps 

de fractions, alors, pour tout couple de sous-A-modu-

les M et N de K, on dénote par (M:VN) (ou, simplement, 

par (M:N)) le sous-A-module de K formé de tous les é-

léments x €E K tels que x N' C M. Par idéal divisoviel 

de A, on entend un idéal non zéro a de A tel que 

(A:(A:a)) = a. Par sur-anneau de A, on entend un an­

neau B qui est un sous-anneau de K et qui contient A 

comme sous-anneau. 
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Si f: A B est un homormorphisme d'anneaux et si 

F est un B-module, alors on pose par simplicité a»F, 

à la place de f(a)F, pour tout a €E A. 

Pour faciliter la lecture, on rappelle aussi quel, 

ques notions et résultats de [10], [13] et [24] aux­

quels nous ferons référence par la suite. 

(0„1) Soient A un anneau intègre, K son corps de 

fractions et £ un idéal premier de A. Les affirmations 

suivantes sont équivalentes: 

(i) xy £ £ et x,y ^ K ^ x ^ £ ou y ^ p; 

(ii) pour tout x £ K \ A, C £, 

(cf. [24; Prop. 1.2]). Un idéal £ qui vérifie une des 

conditions précédentes est appelé fortement premier. 

Un anneau intègre dont tous ses idéaux premiers sont 

fortement premiers est appelé anneau de pseudo-valua­

tion (en. bref: PVD) ; cf. HEDSTROM-HOUSTON [24; Sec.1]. 

Il est clair que tout anneau de valuation est un an­

neau de pseudo-valuation. 

(0.2) Un anneau intègre A est dit anneau divisé 

(en bref: DD) si, pour tout idéal premier p de A, une 

des conditions équivalentes suivantes est satisfaite: 

(i) £ = EA^; 

(ii) A = A + pA ; 
£ 

(iii) le diagramme commutatif: 
A y A/£ 

A + k(£) 
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est cartésien; cf. DOBBS [8] et aussi FONTANA [14]. 

(0.3) Il n'est pas difficile de montrer que: 

(a) Tout PVD est un DD, donc, en particulier, son 

spectre premier est totalement ordonné et, par consé­

quent, il est un anneau local; cf. [10; Sec. 4]. 

(b) Si p et £ sont deux idéaux premiers d'un anneau 

intègre A, si £ C <j et si c[ e s t fortement premier, a-

lors £ est de même. 

De (a) et (b), il s'ensuit que: 

(c) Un anneau local (A,m) est un PVD si, et seule­

ment si, m est un idéal fortement premier. 

Du point (a), il découle que tous les résultats 

concernant les DD (cf. par exemple FONTANA [14]) re­

stent valables aussi pour les PVD. 

(0.4) Soient (A,m,k) un anneau local et kf un 

sous-corps de k. Considérons le diagramme cartésien 

suivant: , 

A'=Axvk' -»k' 
fi f 

u 1 u 

A -^k 
v 

dans lequel tous les homormorphismes sont des homor-

morphismes canoniques et identifions, par simplicité, 

A' avec son image dans A. Alors: 

(a) m H A' = m est le conducteur de A' A; 

(b) Pour tout idéal premier £ de A, £ H A' = £. En 

outre, si £ ^ m 1'homomorphisme canonique A'—• A est 
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un isomorphisme. 

(c) A 1 est un anneau intègre si, et seulement si, 

A est un anneau intègre. Dans ce cas, si A / k (c.-à-d. 

A 1 ^ k 1 ) , A 1 et A ont le même corps de fractions. 

(d) Les affirmations suivantes sont équivalentes: 

(d^) u 1 est de type fini; 

(à^) u 1 est fini; 

(d3) [k: k'] < ». 

(e) A 1 est un anneau noethérien si, et seulement 

si, A est un anneau noethérien et [k: k 1] < 00. 

Cf. [13; Prop. 2.1, Prop,. 2.2, Th. 2.3]. 

1. CARRES CARTESIENS ET PVD 

Dans ce premier paragraphe, nous nous proposons 

de développer lfétude des anneaux de pseudo-valuation 

dans l'esprit, auquel nous avons fait allusion dans la 

introduction. Commençons à démontrer un important ré­

sultat, dont la preuve est seulement esquissée par 

ANDERSON-DOBBS [3]. 

THEOREME 1.0. (Anderson-Dobbs). Tout anneau de 

pseudo-valuation A peut être obtenu en faisant le pro_ 

duit fibre drun anneau de valuation (V,m,k(V)) avec un 

sous-corps k de k(V), au-dessus de k(V): 

nu v' 
A = V * k ( v ) k -k 

n p 

(•A)
 u ! u 

v 
V ^k(V) 
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Par conséquence s si nous identifions par simplicité A 

avec son image u 1(A) dans V, alors: 

(a) m H A = m; donc m est le conducteur de A^V; 

(b) L'application continue u'*: Spec(V)—^Spec(A) 

est l 'homéomorphisme identique ; elle coincide avec 

l ' isomorphisme identique de schémas au-dehors de 

{m}; 

(c) A et V ont le même corps de fractions F; 

(d) Si A n'est pas un anneau de valuation^ alors 

l'anneau de valuation V dans le diagramme ) est uni 

voquement déterminé par A, étant 

V = (A : m) = (m : m) . 

DEMONSTRATION. On sait que, si on donne un anneau 

de valuation (V,m,k(V)) et un diagramme cartésien corn 

me le carré (CL)# les propriétés (a), (b) et (c) sont 

nécessairement vérifiées (cf. (0.4) ou [13]). Donc 

(A,m) est un anneau local. En outre, m est un idéal 

fortement premier dans A, car, si x £ F \ A, alors 

soit x £ F \ V'soit x £ V \ A, donc soit x E m soit 

x E v (étant V un anneau de valuation), d'où on con 
-1 

clut que x m C m. En ce qui concerne (d) , compte te­

nu de 1 1 affirmation (a), il est évident que 
v S. (2 : ^) — (A : ™) • Si-' P a r l'absurde, il existe 

x E (A : m) et x ^ V, alors xm C A, mais xm £ m, et 
-1 -1 

x E m donc xm = A, c f est-à-dire m = x A. Mais, alors 

(m : m) = A, d foù une contradiction. Réciproquement, si 

on donne un PVD (A,m) et si V = (m : m) , alors V est un 

anneau de valuation de F, ayant comme idéal maximal m, 
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et (m : m) = (A : m) . 

En effet, si x £ F \ V, il existe m m de façon tel-

le que xm ^ m; du fait que x xm £ m et que xm ^ m, il 

découle que x £ m. Pour terminer, il suffit de remar 

quer que A est canoniquement isomorphe à Vx^^A/m. • 

Par la suite, nous noterons par (V^,m,k(V^)), ou 

simplement par (V,m,k(V)), le sur-anneau de valuation 

canoniquement associé à un PVD (A,m,k(A)) donné (cf. 

Th. 1.0). Pour éviter le cas trivial, nous supposerons 

toujours que m ^ (0). 

Du théorème précédent et de quelques résultats de 

FONTANA [13], nous obtenons immédiatement toute une se 

rie de conséquences sur les anneaux de pseudo-valua-

tion, dont la plupart des propriétés connues, qui per 

mettent d1 approfondir les connaissances relatives à la 

structure de cette classe d'anneaux. 

Commençons par donner un Corollaire, qui décrive 

la structure des idéaux d'un PVD, en éclairant les a-

nalogies et différences existentes avec celle des i-

déaux d'un anneau de valuation. 

COROLLAIRE 1.1. Conservons les notations et hypo_ 

thèses du Th. 1.0. 

(a) L'ensemble des idéaux premiers de A est totale_ 

ment ordonné. Doncy en particulier^ pour tout idéal a 

de A, nous avons que rad^(a) est un idéal premier de 

A. 

(b) Si h est un idéal ^-primaire dans A et si p ^ m, 



65 

Carrés cartésiens et anneaux de pseudo-valuation 

alors h et p sont des idéaux de V (c.-à-d. hV = h et 

£V = £.J et3 done, en particulier, h est un idéal ]¿-pri_ 

maire dans V. 

(c) Un idéal premier est branché dans A si, et seu 

lement si, il est branché dans V. 

(d) Soient A ^ V et a un idéal de A. Si aV ^ a, a-

lors il existe un élément a aV ^ m et un sous -A-mo­

dule E de V (ou, ce qui revient au même, un sous-k-e-

space vectoriel E de k(V)J de façon telle que : 

aV = aV, a = am + aE (= am + a *E , E = v 1 (E ) ) • 

De plus, a est de type fini si, et seulement si, E 

(resp. E) est un A-module (resp. k-espace vectoriel) 

de type fini (resp. de dimension finie). 

(e) Si a est un idéal principal propre de A et si 

A ^ V, alors a C aV. En particulier, si A possède un 

idéal premier principal non nul, alors A = V. 

(f) Si a et b sont deux idéaux de A, alors soit 
2 

a C b soit b C bm C a. 

(g) Si I est un idéal de V, alors I H A = I (c.-à-d, 

I est aussi un idéal dans A) et, mieux, si 1 ^ (0) , 1 

est divisoriel dans A. 

(h) Si a est un idéal de A et si a n'est pas prin­

cipal, alors aV = ( (A : (A : a) ) . Donc, les idéaux divi_ 

soriels non principaux de A coïncident avec les idéaux 

non nuls de V. 

(i) Tout idéal de A est comparable (par rapport à 

la relation d1 inclusion) à tout idéal premier de A. 

(j) Si a est un idéal de A comme dans (d),alors il 

existe a£=aV de façon telle que am == am. 
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(k) Si a est un idéal propre de A, alors: 

rs n not. 
n>1 - -Sa 

est un idéal premier (de A). En outre, si a = a 

pour un quelque h > 1j alors £^ est un idéal premier 

idempotent. 

( &) Si a est un idéal propre de A et si £ est un i_ 

déal premier (de A), tel que £ C alors p E p^. 

(m) Si a et b sont deux idéaux de A et si 

a C racî fb)., alors il existe n ̂  1 façon telle que 
n ^ , 
a C b. 

(n) .Si h est un idéal ^-primaire de A et si XEA\£, 

alors xh = h. Si h est de type fini, alors nécessaire^ 

ment £ = m. 

(o) Soient £ un idéal premier (de A) et l 'en_ 

semble des idéaux ^-primaire s dans A, qui sont diffé­

rents de £. Alors: 

h, h' E PA(£) => hh 1 E PA(£) . 

#n particulier, {£R|n 2} £st contenu dans P (p) . 
(p) Si £ est un idéal premier (de A) et si 

2 n 
£ ^ E ^ ™' aZors ^(£) = (£ |n ̂  2}. 

(q) Si £ est un idéal premier branché (de A) (c.-à-d. 

si ^ alors, pour tout t E ̂ (£): 

n l 1 ~ hE î̂ (£) -

(r) Si £ est un idéal premier branché (de A), alors: 

, not. 

est un idéal premier de A, tel qu'il n'existe aucun 

idéal de A proprement contenu entre £^ et £. 
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(s) Si £ est un premier (de A) y alors les conditions 

suivantes sont équivalentes entre elles: 

(s^) £ est branché dans A; 

(S2) il existe un idéal a de Ay de façon telle 

que a ^ radota) = £; 

(s^) il existe a E A de façon telle que 

aA Ç rad (aA) = £; 

(s^) l'idéal £ ne peut pas être obtenu comme rêu_ 

nion d'une chaîne d'idéaux premiers de A proprement 

contenus dans £; 

(Sj-) il existe un idéal premier £q (de A) de fa­

çon telle que tout autre idéal premier (de A) ne peut 

pas être inclus proprement dans £3 sans être inclus 

dans p . 

DEMONSTRATION, (a) découle du Th. 1.0(b) et de 

[30; Ch. 4, Prop. 11.3]. (b): La preuve est analogue 

à celle donnée par GILMER pour démontrer le point (e) 

du Th. A dans [18; Appendix 2, p. 561]. (c): Si £ 7̂  m, 

la présente affirmation est une conséquence immédiate 

de (b). Supposons que £ = m. Etant m lfidéal maximal 

de A et V, si I ^ radv(I_) = m, pour un quelque idéal 

I de V, alors I H A ^ m = radv(I) H A = radA(I H A ) ; 

si m est non-branché dans V et si, par l'absurde, il 

existe un idéal a de A de façon telle que a ^ radA(a)= m, 

alors radv(am) = m [18; Th. 14.3, p. 173] donc am = m, 

d'où un absurde: m = am C a. (d): la preuve est inspi 

rée par un raisonnement déjà utilisé par GILMER (cf. 

[18; Appendix 2, Th. A(k), p. 562]); elle est dévelo£ 
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pee, avec tous les détails, par FONTANA [14; Lemme 

1.14] dans un cas à peine plus général. L'affirmation 

(e) est triviale, car V( et A ^ V) sont des anneaux in 

tègres. (f) : Si a E a \ b, pour tout b £ b, b ^ 0, on 

a que a/b f- A, donc b/amC m et, par conséquent, 

bm C am C am C a. L'affirmation (g) (resp. (h)) à été 

démontrée par HEDSTROM-HOUSTON à partir de la (f) 

(resp. (g)); cf. [24; Th. 2.13 et Prop. 2.14]. (i) est 

une conséquence immédiate de la (f), car si £ est un 

idéal premier de A, si a est un idéal quelconque de A 
2 

et si £ ^ a, alors a C £, donc a C £. (j) découle fa 

cilement de (d), car am = amV = amV = am. (k) s'ensuit 

de (f) (cf. aussi [24; Prop. 2.4]). {I): Si £ ^ a, 

alors £ C a'1 pour tout h j> 1 , car autrement il existe 

rait un index h Q > 2 de façon telle que a h° C £ (cf. 

(f)), d'où 1'absurde que a C £. (m): Si, par 1'absur­

de , a n £ b pour tout n >_ 1 , alors b^ C a n pour tout 
2 

n >_ 1 (cf. (f)), donc b C £^ et, par conséquent, 

b C £^ C a, ce qui est absurde. La première affirma­

tion contenue dans (n) s'ensuit immédiatement de la 

(b) et de [18; Th. 14.3(a), p. 173]. La deuxième af­

firmation est une conséquence facile du Lemme de Na-

kayama. (o): Il est clair que rad (hh') = £. Si x E A, 

y E A \ £ et xy E hh ' , alors, compte tenu du fait que 

yh = h (cf. (m)), xy E yhh', donc x E hh'. Les affir­

mations (p), (q), (r) et (s) s'ensuivent facilement 

des résultats analogues concernant les anneaux de va­

luation (cf. par exemple [18; Th. 14.3, p. 173]). En 

effet, en ce qui concerne (p), si £ ^ m, alors A = V 
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est un anneau de valuation; pour les autres points, les 

démonstrations sont tout à fait analogues à celles don 

nées dans [18; loc. cit.] pour prouver les affirmations 

c) , d) et e), compte tenu du Th. 1.0 ((a) et (b)) et 

des points (b) , (c) , (f ) , (k) , (M et (m). • 

REMARQUE 1.2. (a). Si A ^ V, les affirmations (b) 

et (p) du Cor. 1.1 ne sont plus valables pour JD = m; 

cf. l'exemple (2.1). 

(b). Bien que tout anneau de valuation soit un 

S-anneau (d1après GILMER et KIKUCHI; cf. [16; Sec. 2] 

et [28]), il n'est pas vrai, en général, que un PVD 

soit aussi un S-anneau; cf. l'exemple (2.1). 

En ce qui concerne les sur-anneaux, nous allons 

montrer que les PVD possèdent une variété d'espèces de 

sur-anneaux bien plus ample et différenciée que celle 

(monocorde) des anneaux de valuation. 

PROPOSITION 1.3. Conservons les notations et hy­

pothèses du Th. 1.0. Dénotons par k la fermeture al­

gébrique de k = k(A) dans k(V)., par A (resp. A*J la 

fermeture intégrale (resp. intégrale complète) de A 

dans B et par A' (resp. C(A), C(V)) la clôture inté­

grale (resp. intégrale complète) de A (resp. A, V) . 

(a) Tout sur-anneau de A est comparable (par rap­

port à la relation d'inclusion) avec V. Plus précisé­

ment, si T est un sur-anneau de A et si T 2 V, alors 

A C T ^ V g t T = v""1 (v(T) ) = V x

k ( V )
v ( T ) ' e n outre, 

l 1 application % i—• T = V x ^ ^ ^ ^ où $ est une sous-k-
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algèbre de k(V), définit une correspondance biunivo-

que entre l1ensemble des sous-k-algèbre de k(V) et 

l'ensemble des sous-anneaux de V contenant A comme 

sous-anneau. 

(b) Soit T un sur-anneau de A, alors: 

>_ dim(A) , si A C T C V 

dim(T) « 

^ dim(A), si V £ T C F. 

(c) A = A 1 = A* et l 1 homomorphisme canonique 

A — V x , / T T Xk est un isomorphisme . k(V) r 

(d) C(A) = C(V) . 

DEMONSTRATION. La preuve de (a) est analogue à 

celle donnée par BASTIDA-GILMER pour les anneaux du ty­

pe "D+M„ (cf. [5, Th. 3.1]). (c) : Il est clair que 

A = A 1 , car tout élément du corps de fractions de A 

(et V) , qui est entier sur A, appartient à V. En ou­

tre, A = A* car, dans la situation actuelle, un élé­

ment v E v est quasi-entier sur A si, et seulement si, 

v+m E k (V) est quasi entier (ou, ce qui est de même, 

entier) sur k (cf. [18; Prop. 12.5]). Les vérifications 

des autres affirmations ne présentent aucune difficujL 

té, compte tenu du Th. 1.0, du point (a), de [18; Th. 

14.6, p. 181] et de [13; Prop. 2.1(5) et Prop. 2.2 

(9)] . • 

COROLLAIRE 1.4. Conservons les notations et hypo_ 

thèses du Th. 1.0 et de la Prop. 1.3. 

(a) Si A ^ V 3 alors A est intégralement clos si, et 
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seulement si, k(A) C-> k(V) est une extension transcen-

dante pure . 

(b) A est complètement intégralement clos si, et 

seulement si, A = V et dim(A) = 1. 

(c) Les affirmations suivantes sont équivalentes 

entre elles: 

(c,| ) Tout sur-anneau de A est un PVD; 

(c^) A 1 est un anneau de valuation; 

(c3) A' = V; 

(c^) k (A) k (V) est une extension algébrique ; 

(c^) Pour tout sur-anneau 11 de A tel que A Ç v , 

l'application canonique Spec(T) —• Spec(A) est l'iden 

tité ; 

(Cg) A est un i-anneau; 

(c^) Pour tout sur-anneau T de A, dim(T) ̂ dim(A). 

DEMONSTRATION. L 1 affirmation (a) est une consé­

quence immédiate de la Prop. 1.3(c). La (b) découle 

facilement de la Prop. 1.3(d) et de [18; Th. 14.5(3), 

p. 179]. (c) : Les implications (c4) (c^) (C2) sont 

immédiates, compte tenu de la Prop. 1.3(c), ainsi que 

les implications (c^) (c^) (c^) , compte tenu de 

la Prop. 1.3((a) et (b) ) et de [18; Th. 14.6(a), p. 

181]. (c^) (c^): Si, par l'absurde, il existe un élé 

ment x E k(V) transcendant sur k(A), le sur-anneau 

T = Vx k ( v )k(A)[x] de A est tel que dim(T) = dim(V) +1 = 

dim(A) +1 (cf. [13; Prop. 2.1(5)]), d foù un absurde. 

(c2) (c^): Compte tenu de la Prop. 1.3(c), il est 

bien connu que A 1 est un anneau de valuation si, et 
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seulement si, k = k(V) (cf. [33; p. 35] ou, aussi, 

[13; Th. 2.4]). Les implications (c4) ^ (c^) ^ (c5) 

découlent du fait que, dans ce cas, toute sous-k(A)-

algèbre de k(V) est un corps (cf. [18; Lemma 9.1]), 

compte tenu du Th. 1.0 et de la Prop. 1.3(a) . • 

COROLLAIRE 1.5. Conservons les notations et hypo_ 

thèses du Th. 1.0. 

(a) A est un G-anneau (cf. KAPLANSKY [27; Sec. 1, 

p. ^12]) si, et seulement si, V est un G-anneau. 

(b) Les affirmations suivante s sont équivalente s 

entre elles: 

(b^) A est un anneau localement pqr (cf. RAMASWA 

MY-VISWANATHAN [38; p. 50]); 

{^2^ ^ es~t u n a n n e a u ouvert (cf. PAPICK [34; p. 

10] j; 

(b^) Tout idéal premier de A possède un succes­

seur immédiat. 

(c) A est un anneau proprement ouvert (cf. PAPICK 

[34; p.11],) si, et seulement si, V est de même. 

(d) Soit A Ç V. A est un GQR-anneau (cf. HEINZER 
2 

[26]J si, et seulement si, m = m et il n'existe au­

cun corps intermédiaire entre k(A) et k(V). Si A = V, 

il est trivial que A est toujours un GQR-anneau. 

(e) A est un T-anneau (c.-à-d. tout sur-anneau de 

A est un transformé par rapport à un idéal de A; cf. 

BREWER-GILMER [1]) si, et seulement si, A est un 

GQR-anneau et V est un T-anneau (c.-à-d. tout idéal 

premier, qui est l 'intersection des idéaux premiers 
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qui le contiennent, est idempotent [7; Lemma 2.9 et 

Th. 2.10];. 

(f) Soit A £ V. A est un QQR-anneau (cf. GILMER-HEIN 

ZER [19]J si, et seulement si, m est non-branche et il 

n'existe aucun corps intermédiaire entre k(A) et k(V). 

Si A = V, il est trivial que A est toujours un QQR-an­

neau . 

(g) Soit A £ V. A est un à-anneau (cf. GILMER-HUCKA 

BA [21]) si, et seulement si, l'ensemble des sous-corps 

de k(V) 3 qui contiennent k(A)_, est un ensemble totale­

ment o .'V' mv' (par rapport à l'inclusion). Si A = V 3 il 

est trivial que A est toujours un à-anneau. 

(h) A est un FGR-anneau (c.-à-d,. tout sur-anneau, de 

A est u-; A-module de type fini; cf. [35] et [38]^ si, 

et seulement si, tout idéal premier de V possède un 

successeur immédiat et [k ( V) : k ( A) ] < 00. 

(k) /rc affirmations suivante s sont équivalente s 

entre ei les : 

(k^) A est un anneau de valuation; 

(k2) A = V; 

(k^) A est un anneau de Prüfer; 

(k^) A est un anneau de Bêzout; 

(k<-) A est un anneau pseudo-bêzoutien (= GCD-an-

neau); 

(k.) A est un QR-anneau (cf. GILMER-OHM [22]). 6 
(i) A est un G-anneau fort (cf. RAMASWAMY-VISWANA-

THAN [38; Sec. 3] et MAROSCIA [32]) si, et seulement 

si, A - V et le spectre premier de A est un ensemble 

bien ordonné (par rapport à la relation d'inclusion). 
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DEMONSTRATION. Les affirmations (a) et (b) décou 

lent immédiatement du Th. 1.0 (b) , compte tenu des ca 

ractérisations topologiques des anneaux du tyne considé­

ré (cf. [14; Lemma 1.5] ou [15], [35; Th. 2],[38] et 

aussi [37]). La (c) s'ensuit du Th. 1.0 (b) et de la 

Prop. 1.3 (a). Quelques passages des démonstrations 

des affirmations (d), (e) et (f) sont inspirés par des 

raisonnements suivis par BASTIDA-GILMER [5] dans des 

situations similaires. Donnons quelques détails, (d): 

Il n'existe aucun corps k, k(A) ^ k ^ k(V), car autre 

ment, du fait que 1 1 anneau V x ^ ^ k , A ^ V x ^ ^ k ^ V, 

doit être un anneau de quotients généralisé de A, il 

s'ensuivrait que k est un anneau de quotients (généra 

l ise) de k(A) (cf. aussi [5; Th. 3.2 (1)]), ce qui est 
2 

évidemment absurde. Montrons que m = m . Par hypothèse, 

il existe une partie multiplicative généralisée T de 

A de façon que V = Â  . Il n'est pas difficile de voir 

que si 0 = (a ^ E | a C m} et G' = {aV|a ^ 0 } alors 

A = A = V , (cf. [5; Th. 3.2 (2)]), par conséquent, 

0 = 0' = {m} et m = m (cf. [5; Lemma 3.4] ou [7; Lem 

ma 2.8]). Réciproquement, on sait que tout sur-anneau 

propre de V peut être obtenu comme anneau de quotients 

(= localisation) de A. En outre, dans les hypothèses 

actuelles, il n'existe aucun sur-anneau T de A, tel 

que A Ç T Ç V (cf. Prop. 1.3 (a)) et V = (A : m) =T (m), 

étant m = m . (e) : La partie "seulement si,, est tri­

viale, montrons la partie "si,, . En effet, par ce qui 

précède (cf. (d)), il n'existe aucun sur-anneau T de 

A, tel que A Ç T Ç V et en outre V = T (m); étant V 
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un T-anneau, il est clair que tout sur-anneau de V 

peut être obtenu comme transformé d'un idéal de A (cf. 

Cor. 1.1 et [7; Lemma 2.8]). (f): Etant tout QQR-an­

neau un GQR-anneau, la conclusion suit facilement du 

point précédent, de la Prop. 1.3 (c) et de [19; Th. 

3.3, p. 143]. L'affirmation (g) est une conséquence 

immédiate de la Prop. 1.3 (a) et de [21; Th. 1]. La 

(h) découle aussi de la Prop. 1.3 (a), compte tenu de 

(0.4 (d)), [35; Th. 2] et [34; Th. 3.16]. (k): Les im 

plications (k4) (k3) o (k^ =* (k2) (k4) (kg) et 

(kJ =Mk^) ^ (k_) sont soit immédiates soit bien con-Z o 3 
nues. L'implication (k^) (k4) découle d'un résultat 

de SHELDON [41; Th. 3.7], compte tenu du Cor. 1.1 (a). 

L'affirmation (i) suit de (k) et de (b), compte tenu 

de [38; Cor. 3.3 et Th. 3.5]. • 

Les théorèmes principaux, concernant les PVD noe 

thériens et cohérents, démontrés par HEDSTROM-HOUSTON 

et DOBBS (cf. [24], [25], [9], [10]), peuvent mainte­

nant être réobtenus et complétés, de façon simple et 

directe, à partir de quelques-uns des résultats précé 

dents. 

COROLLAIRE 1.6. Conservons les notations et hypo_ 

thèses du Th. 1.0. Les affirmations suivantes sont é-

quivalentes : 

(i) A est un anneau noethérien; 

(ii) m est un idéal de type fini de A et V est un 

anneau de valuation discrète ; 
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(iii) [k(V) : k (A) ] < 00 et V est un anneau de valua_ 

tion discrète ; 

(iv) A" est un anneau noethérien et A A 1 est un 

homomorp hi s me fini ; 

(v) Tout sur-anneau de A est un PVD noethérien. 

Donc, en particulier, tout PVD noethérien A est 

un anneau tel que A 1 = V et dim(A) = 1. Par consêquen_ 

ce, nous pouvons affirmer que tout PVD noethérien in­

tégralement clos est un anneau de valuation discrète. 

DEMONSTRATION. Les implications (i) =>(ii) =*(iii) 

(i) , (iii) ̂ (iv) =*(v) découlent de (0.4 (d) ) , du Lemme 

de Nakayama (cf. aussi la preuve du Cor. 1.8) et de 

la Prop. 1.3 (pour l'implication (iv)=*(v), se rappe­

ler que (i)^(iii)). L'implication (v)=*(i) est trivia­

le. • 

REMARQUE 1.7. Les PVD, qui sont aussi des anneaux 

laskériens ou fortement laskériens (cf. [6; Ch. 4, 

§ 2, Ex. 23 et 28]),ont été caractérisés par BARUCCI-

FONTANA [4]. Plus précisément, avec les notations et 

hypothèses du Th. 1.0, dans [4] est démontré le résul 

tat suivamt: 

A est un PVD laskérien (resp. fortement laskérien) 

si, et seulement si, dim(V) = 1 (resp. V est un anneau 

de valuation discrète). 

COROLLAIRE 1.8. Conservons les notations et hypo­

thèses du Th. 1.0. Supposons,en outre, que A ^ V. Les 

affirmations suivantes sont équivalentes entre elles: 

(i) A est un anneau cohérent; 
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(ii) A est un anneau à conducteur fini (c.-à-d. 

pour tout a, b E A, l'idéal aA H bA est de type fini; 

cf. Me ADAM [31 ] ; ; 

(iii) m est un idéal de type fini dans A; 
2 

(iv) m ^ m et [k(V) : k(A)] < ™; 

(v) m est un idéal principal dans V et [k(V) : k(A)] <°°; 

(vi) Tout sur-anneau de A est un PVD cohérent. 

Donc, en particulier, si A est un PVD cohérent, 

alors A 1 = V. En outre, dans le cas de dimension 1, 

A est un PVD cohérent si, et seulement si, A est un 

PVD noethérien. 

DEMONSTRATION. L 1 implication (i) (ii) est bien 

connue (cf. par exemple [30; Prop. II.5, p. 56]). La 

preuve de (ii) ^ (iii) peut se faire en s 1 inspirant de 

la demonstration du Lemme 2 de [12]. Plus précisément, 

soient v E V \ A et m E m, m ^ 0. Nous affirmons que 

mA H vmA = mm. En effet, il est clair que mm C mA, 

vmm C vmA et vm = m (car v est inversible dans V ) , 

donc mm C mA rï vmA. Réciproquement, si a = ma 1 = vma" 

avec a 1, a" £ A, alors a" £ m, car autrement 

v = a fa" ^ A, donc a 1 = va" E m. Dans l'hypothèse 

actuelle, mm doit être un idéal de type fini dans A. 

Du fait que m et mm sont isomorphes, en tant que A-mo 

dules, nous déduisons que m est un idéal de type fini 

de A. Les implications (iii) (iv) ^ (v) s'ensuivent 

facilement du Lemme de Nakayama, de [23; Lemma 1.3] et 

du fait que dans la situation présente, il doit exi­

ster un entier r 2, de façon telle que: 
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2 r 

k (V) ^ m/m ^ k (A) 

où le premier est un isomorphisme de k(V)-espaces vec 

toriels et le deuxième est un isomorphisme de k(A)-e-

spaces vectoriels, (v) (i): Il suffit de démontrer 

que V est un A-module de présentation finie (cf. RICH 

MAN [40; Cor. 1.2]). Du fait que V est un A-module de 

type fini (cf. (0.4 (d))), nous pouvons affirmer qu'il 
r 

existe un homomorphisme surjectif A * V dont le noyau 

est isomorphe à la somme directe de (r-1)-copies de m, 

d'où la conclusion, m étant un idéal de type fini. 

Compte tenu de l'équivalence (i) ̂  (v) et de la Prop. 

1.3 (a), il est clair que ( i ) (vi). L'implication 

réciproque est triviale. Les autres affirmations décou 

lent facilement de la Prop, 1.3 (c) et du Cor. 1.6, 

compte tenu du Théorème de Cohen (cf. [27; Th. 8]) . • 

REMARQUE 1.9. (a) Dans le cas d'un anneau (intè­

gre) complètement intégralement clos, les notions de 

PVD noethérien, PVD cohérent, PVD à conducteur fini et 

anneau de valuation discrète coïncident (cf. Cor. 1.4, 

Cor. 1.6 et Cor. 1.8). 

(b) En utilisant le langage des couples noethériens 

et cohérents (d'après WADSWORTH [43] et PAPICK [36]), 

avec les notations et hypothèses du Th. 1.0, les CorojL 

laires 1.6 et 1.8, nous permettent d'affirmer que les 

affirmations suivantes sont équivalente s entre elles: 

(i) A est un anneau noethérien (resp. cohérent); 

(ii) (A,V) est un couple noethérien (resp. cohé­

rent); 



79 

Carrés cartésiens et anneaux de pseudo-valuation 

(iii) (A,F) est un couple noethérien (resp. cohérent). 

Donc, en particulier, nous pouvons affirmer que, si A 

est un PVD noethérien, alors, pour tout sur-anneau B 

de A et pour tout idéal b de B, B/b est un A-module 

de type fini (cf. [43; Th. 2]). 

(c) Soit (A,m) un PVD. Si A est cohérent, alors A 

vérifie la propriété 11 topologique„ suivante: Spec (A) 

muni de la "topologie plate,, (ou, ce qui revient au 

même, de la topologie de "l'ordre opposé,, de Hochster) 

(cf. [11; Sec. 2]) est tel que son point générique {m} 

est ouvert. L 1 affirmation réciproque est fausse; voir 

l'exemple (2.2) suivant. 

Nous avons vu (cf. Prop. 1.3 (c)) que, à la diffé 

rence des anneaux de valuation, les anneaux de pseudo-

valuation ne sont pas intégralement clos. Néanmoins, 

tout anneau de pseudo-valuation est seminorraal dans 

le sens de TRAVERSO [42]. 

PROPOSITION 1.10. Tout PVD est seminormal. 

DEMONSTRATION. Conservons les notations du Th. 1.0 

et de la Prop. 1.3. Nous savons que la seminormalisa-

tion, +A, d'un anneau local intègre (A,m), intégrale­

ment clos au-dehors de m, tel est un PVD, est donné 

par A+J(A'), J(A') étant le radical de Jacobson de la 

clôture intégrale (ou normalisation) de A; cf. [42; p. 

586]. Dans notre cas. A' = v 1(k) ^ V xk(V)^' d o n c A § 

est local, ayant m comme idéal maximal. La conclusion 

est alors immédiate, car +A = A + m = A. • 
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Pour terminer, nous voulons signaler qu'un anneau 

local intègre seminormal n'est pas, en général, un PVD, 

même en dimension 1; voir l'exemple (2.9) suivant. Il 

se pose naturellement, alors, une question analogue à 

celle célèbre formulée par KRULL [29]. 

Un anneau local intègre de dimension 1 intégrale 

ment clos ou, mieux, complètement intégralement clos 

est nécessairement un PVD? 

La réponse à cette question est négative, comme 

ou peut le voir en utilisant le même exemple construit 

par RIBENBOIM dans [39], pour répondre négativament à 

la question originaire de KRULL. En effet, on sait que 

un anneaiu intègre complètement intégralement clos, qui 

est aussi un PVD, est nécessairement un anneau de va­

luation (cf. Cor. 1.4). 

2. EXEMPLES 

Tout d'abord, il nous semble utile de préciser et 

résumer les rapports existant entre les différentes 

classes d'anneaux de pseudo-valuation, considérées 

dans le Paragraphe 1, à l'aide de quelques tableaux 

d'implications. 

En ce qui concerne les PVD, dont l'ensemble des 

sur-anneaux est soumis à quelque propriété 11 remarqua­

ble „ , nous avons les implications suivantes: 
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PVD 

G-anneau fortanneau de valuation ouvert 

/f anneau de valuation = QR-anneau 

FGR-anneau N\ T-anneau 

(3) \ i 9 ) 

v (4) X anneau ouvert = anneau localement \v . . 
pqr 

(5) ,| . QQR-anneau 

l i w \ 
G-anneau anneau proprement (11) \ \ , tr 

ouvert 
GQR-anneau 

(12) 

A-anneau 

(En détail: Les implications (5), (6), (7), (9) et 

(11) sont triviales; (1): voir [38; Cor. 3.3] et [34; 

Th. 3.16]; (2) et (3): voir [35; Prop. 1 et Th. 2] ou, 

aussi, Cor. 1.5 ((b) et (h)); (4): Cor. 1.5 (b); (8): 

voir [7; Lemma 2.9 et Th. 2.10] et, aussi, Cor. 1.5 

( + ) Dans le cas dfun PVD intégralement clos, les notions de FGR-

anneau et de G-anneau fort coïncident [35; Th. 2]. 
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((d) et (e)); (10): Cor. 1.5 (e) ; (12): voir [18; Th. 
14.6] et, aussi, Cor. 1.5 ((f) et (g))). 

En ce qui concerne les PVD qui sont soumis à que.1 
que propriété de finitude, nous avons les implications 
suivantes : 

PVD 

anneau noethérien 

anneau fortement laskérien 

anneau cohérent 

v 
anneau laskérien = anneau 1-dimensionnel 

v . . 
anneau à spectre noethérien 

(voir Cor. 1.6, Rq. 1.7 et Cor. 1.8). 
Nous nous proposons, maintenant, de construire 

plusieurs exemples pour montrer explicitement que, en 
général, les implications précédentes ne s'inversent 
pas. En particulier, nous allons voir que: 

PVD 
FGR-anneau f> A-anneau (cf. (2.1)); 
FGR-anneau 7* G-anneau fort (cf. (2.8)) ; 
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anneau ouvert *f FGR-anneau (cf. (2.2) et (2.3)); 
G-anneau 7* anneau ouvert (cf. (2.4)); 
anneau proprement ouvert 7* anneau localement pqr (cf. 
(2.3)); 
QR-anneau f> G-anneau fort (cf. (2.4)); 
QQR-anneau 7* QR-anneau (cf. (2.3) et (2.5)); 
T-anneau (et donc GQR-anneau) 7* QQR-anneau (cf. (2.2)); 
A-anneau f* GQR-anneau (cf. (2.6)); 
QQR-anneau 7* G-anneau (cf. (2.5)); 
T-anneau G-anneau fort (cf. (2.3)); 
GQR-anneau 7* T-anneau (cf. (2.10)); 
anneau fortement laskérien 7* anneau noethérien (cf. 
(2.8)) ; 
anneau laskérien 7* anneau fortement laskérien (cf. 
(2.2) ) ; 
anneau cohérent 7* anneau à spectre noethérien (cf. 
(2.7)); 
anneau fortement laskérien f> anneau cohérent (cf. (2.8)). 

(2.1) Soient k = |2, K=3D(i,/2) r x une indétermi 
née sur K, V = K[[X]], m = XV et A = k+m. Etant kC^K 
une extension finie, alors il est facile de voir que 
A est un PVD noethérien 1-dimensionnel, qui est un 
FGR-anneau, mais qui n'est pas un A-anneau. En outre, 
les idéaux a = iXA et a 1 = /2XA sont m-primaires, in­
comparables (par rapport à la relation d1inclusion) et 
distincts de m, étant m = iXA + /2XA non principal dans 
A (cf. Cor. 1.1 (e)). D'autre part, aV = a'V = m, car 
i et /2 sont inversibles dans K. Donc, A est un PVD 
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qui n'est pas un S-anneau, car l'ensemble de ses idéaux 

m-primaires n'est pas totalement ordonné (cf. [16] ou 

[28]). Cet exemple montre aussi que les affirmations 

(b) et (p) du Cor. 1.1 ne sont plus valables dans le 

cas de l'idéal maximal m. 

(2.. 2) Soient k un corps, {X^:h >_ 0} une famille 

d'indéterminées sur k, K = k (X ) , R = K[X,:h ^ 1 ] , a 
2 ° 2 2 l'idéal de R engendré par {X^X^ ,X^-X2 , . . . ̂ ^ - X ^ ^ , . . . } , 

S = R/a et x h = X h + a . Alors, l'anneau S = K[xh:h^1]= 

= Kfx^ , . . . /Xĵ ] est un anneau intègre de Prlifer de 

dimension 1 (cf. [18; Prop. 18.6, p. 260]). N'ayant 

pas l'idéal maximal M = (x^:h _> 1) de S un système de 

générateurs fini, l'anneau V = S^ est un anneau de va 

luation de dimension 1, dont l'idéal maximal n'est pas 

principal (cf. [18; Th. 14.1 (1), p. 169]), c'est-à-

dire V n'est pas un anneau de valuation discrète. De 
2 

plus, son idéal maximal m = MS^ est tel que m = m 

(car, si par l'absurde z £ m \ m^, alors m = zV, puis 

que si y £ m \ zV alors zV C yv et, donc, z = vy, avec 

v €E m) . Alors, 1 1 anneau A = k + m (̂  V = K + m) est un 

PVD qui est un GQR-anneau et, mieux, qui est un T-an­

neau, mais qui n'est pas un QQR-anneau, car pour tout 

z £ m, z ^ 0, rad (z) = rad (z) = m. En outre, nous 

avons déjà remarqué que A est un anneau intégralement 

clos (mais non complètement intégralement clos) las­

kérien, mais non fortement laskérien (cf. [4; (E.4)]). 

Il est clair aussi que A est un anneau ouvert, mais 

non un FGR-anneau. En outre, {m} est ouvert dans 
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Spec(A) muni de la topologie de lfordre opposé, mais 

A n'est pas un anneau cohérent. 

(2.3) Soient k un corps, ^ x

h

: h ji °) une famille 

d 1 indéterminées sur k, F = k(X Q), K = F(X^:h j> 1 ) , G 

le groupe somme directe d'une famille dénombrable de 

copies de % . Sur G = | Z , nous pouvons introduire 

deux structures d'ordre, en parvenant ainsi à construi 

re deux groupes ordonnés distincts, ayant, tous les 

deux, G comme groupe sous-jacent: 

(£>| ) x = (x^ : h 2i 1) G G est positif, si la premiè 

re coordonnée non nulle de x est un élément positif 

de Z; 

{<_2^ x = (xh : h 2l 1 ) E G est positif, si la demie 

re coordonnée non nulle de x est un élément positif 

de Z. 

Soit G^ = (G, ), i = 1,2. Nous pouvons défi­

nir un anneau de valuation (resp. V 2) de K, ayant 

comme groupe de valeurs (resp. G 2 ) , en considérant 

la valuation v^ (resp. v 2) associée à l'application 

X h | • (ôj h ) ^ G 1 (resp. G 2 ) , où 6_. h est le symbo­

le de Kronecker [18; § 15]. Il est facile de voir que: 

(a) Si nu est l'idéal maximal de V. (i = 1,2), alors 

V. = F + m. . 

(b) Le spectre premier de (resp. V^) est un en­

semble totalement ordonné du type suivant: 

{ (0) C E I | C £ 2 C C m 1 } 

( resp. { ( 0 ) C C 2 2

 c 2 1 C m 2 } ) . 
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(cf. [28; Ex. 1], [17] et [19; Sec. 4]). Donc, l'idéal 

maximal m^ de n'est pas branché, tandis que l'idéal 

maximal m de est branché. Soit A^ = k + m^ et 

A^ = k+ïï^. Nous pouvons affirmer, alors, que A^ est 

un PVD de dimension infinie , qui est un QQR-anneau, un 

T-anneau et un anneau ouvert (donc, en particulier, un 

G-anneau), mais A^ n'est ni un FGR-anneau ni un 

QR-anneau (cf. Cor. 1.5). L'anneau A^ est un PVD de 

dimension infinie qui est proprement ouvert, mais non 

ouvert, (donc, il n'est pas un G-anneau); cf. PAPICK 

[34; Sec. 3 et Sec. 5]. Il est clair aussi que A^ et 

A^ sont deux anneaux intégralement clos (non complète_ 

ment intégralement clos) non noethêriens (et, mieux, 

non laskériens et non cohérents); cf. Cor. 1.4, 1.6, 

1.8 et Rq. 1.7. 

(2.4) Soient K et A^ comme dans l'exemple (2.3), 

T une indéterminée sur K, W = K[T] ̂  , w : W K la 

projection canonique qui envoie T sur 0. Il est faci 

le de voir que = A^ +TW est un PVD de dimension in 

finie, que n'est pas un QR-anneau, mais qui est un 

G-anneau sans être un anneau ouvert. En effet, le dia 

gramme suivant, dans lequel tous les homomorphismes 

sont canoniques, est composé de diagrammes cartésiens 

B 2 = V v , A 2 " A2 = k + *2 " k 

W2 = W X K V 2 ^ V 2 = F + - 2 * F 

W » K 
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et, en outre, W 2 est un anneau de valuation de dimen­

sion infinie (car W et V 2 sont des anneaux de valua­

tion et K est le corps de fractions de V 2; cf. [33; 

p. 35]), dont le spectre est un ensemble totalement 

ordonné du type suivant: 

UO) C 2 œ c C a - c a . Cm'} 

où 1 1 image de cĵ  (resp. m^ ) dans la projection ^2"^V2 

coïncide avec (resp. ) et coïncide avec la re 

striction à de l'idéal maximal de W (cf. [13; Prop. 

2.1 et 2.2]). Donc, et ne sont pas des anneaux 

ouverts, car {(0), cj } n'est pas un ensemble ouvert 

dans Spec(B2) = Spec(W2) (cf. Cor. 1.5 et [34; Prop. 

3.2] ) . 

(2.5) Soient K, k, et A^ comme dans (2.3). 

Soient {Y^ : i >_ 1 } une famille d'indéterminées sur K, 

K = K(Y i : i _> 1) et V 2 l'anneau de valuation de K dé 

finit de façon analogue à celle dans laquelle a été 

défini V 2 dans K = F(X : h j> 1) - Donc, V 2 = K + m 2 , où 

m 2 est l'idéal maximal de V 2. Considérons, alors, 

l'anneau R = A^ +m 2. Du fait que, le diagramme sui­

vant, dans lequel tous les homomorphismes sont cano­

niques , 

R = A,j +m 2 ^ = k + m 1 ^ k 

V 1 +m 2 » V 1 = F + m 1 v-> F = k(X Q) 

V 2 = K + m 2 — - K 

est composé de carrés cartésiens, nous pouvons 
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affirmer que le spectre premier de l'anneau R est un 

ensemble totalement ordonné du type suivant: 

{(0) c . . . c £ 2 c ^ c £ Q c g i c g 2 c . . .c^ } 

où Spec (R^ ) (resp. Spec (R/C[Q ) ) est isomorphe, en tant 

qu'ensemble ordonné, à Spec (V2 ) (resp. Spec(A/j)); cf. 

[13; Prop. 2.1 et 2.2]. Donc, du fait que + est 

un anneau de valuation de dimension infinie [33; p. 35], 

nous pouvons affirmer que R est un PVD de dimension in_ 

finie intégralement clos, qui est un QQR-anneau (car 
'Xi 

m est non-branché, puisque tel est 1"idéal maximal m^ 

de ) , mais qui n'est pas un G-anneau (car n'est 

pas un G-anneau) ni un QR-anneau; cf. Cor. 1.5. 

(2.6) Soient k et F deux corps, tels que F est 

une extension algébrique de k et il existe seulement 

un corps k^ inclus proprement entre k et F (par exem 
pie, si p est un nombre premier, il suffit de consi-

4 2 
dérer k = l p et F = F (p ) = Zp(ç ) alors k Q = ̂ p(ç ) ) . 

Soient {X^ :h _> 1} une famille d'indéterminées sur F, 

K = F (xh : h _> 1 ) et V 2 l'anneau de valuation de K dé 

fini comme dans (2.3), donc, si m 2 est l'idéal maxi­

mal de V 2 / alors = F 4- m^ - L'anneau = k + est 

un PVD de dimension infinie, qui est un à-anneau et 

un anneau proprement ouvert, mais non un GQR-anneau, 

ni un anneau ouvert (donc, il n'est pas un G-anneau) 

et ni un anneau intégralement clos. Si W est comme 

dans (2,. 5), alors l'anneau B^ = A 2 + TW est un PVD de 

dimension infinie, qui est un A-anneau, mais qui n'est 
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pas un GQR-anneau ni un anneau ouvert, bien qu'il soit 

un G-anneau. 

(2.7) Soient k, F = k(X Q), K et = F + nj1 comme 

dans (2.3). Supposons que k 1 soit un sous-corps pro­

pre de k, tel que [k : k 1] < ~. Soit WL = k[X A], v N+ m.. 

est un anneau de valuation de dimension infinie, 

dont l'idéal maximal est principal, car = k + XQW^ 

(cf. [14; (E. 1.4)] et [33; p. 35]). L'anneau 

R = k' + XQW^ est un PVD cohérent (qui n'est pas un an_ 

ne au de valuation) de dimension infinie , dont le spec 

tre premier est un ensemble totalement ordonné du ty­

pe suivant: 

{(0) C E L C £ 2 C ... C C m} , 

où Spec(R^ ) est isomorphe, en tant qu'ensemble ordon 

né, à SpecTv^). Il est facile de voir, en outre, que 

Spec(R) n'est pas un espace noethérien. 

(2.8) Soient K = C, k 1 = Q, k 2 = R, A = K [ X ] ( x ) , 

A^ = k̂  +XA et A 2 = k 2 +XA. Alors, on voit immédiate­

ment que A^ est un PVD de dimension 1, qui est un an­

neau fortement laskérien, mais qui n'est pas noethé­

rien, ni cohérent, ni intégralement clos et que A^ est 

un PVD de dimension 1, qui est un FGR-anneau, mais qui 

n'est pas un G-anneau fort (cf. Cor. 1.5). 

(2.9) Soient k un corps, t une indéterminée sur 

k, A = k[t 2-1, t(t 2-1)], m = (t2-1)A +t(t2-1)A et 

R = A m ( c . - à - d . R est l'anneau local dans l'origine, 

qui est un point nodal, de la courbe affine plane de 
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2 3 2 

équation y - x - x = 0). Il est bien connu que R est 

un anneau seminormal, local, intègre, noethérien de 

dimension 1, divisé (0.2). R n'est pas un PVD, car 

l'unique sur-anneau de valuation de R est sa clôture 

intégrale R' = k [ t ] ^ = k +tR' et, en outre, pour 

tout sous-corps k̂  de k, 1'anneau RQ = k^ + tR' est 

différent de R. 

(2.10) Soient k, K, V = K+m, A = k + m comme dans 

(2.2). A est un PVD ayant comme corps de fractions 

F = K(x, : h > 1 ) . Soient {Y„ : i > 1 } une famille d'in 
n — 1 — — 

déterminées sur F, E = F(Y. : i > 1 ) , V 0 = F + nu 1'an-
i. 2 —2 

neau de valuation de E définit comme dans (2.3), Z une 

indéterminée sur E et W = E [Z ] ̂  = E + M où M = ZE. 

On voit aussitôt que l'anneau R = A + m^ + M est un PVD 

de dimension infinie dont le spectre est un ensemble 

ordonné du type suivant: 

HO) C C C 2 2 C 3 l C a o } . 

En effet, le diagramme suivant, dans lequel tous les 

homomorphismes sont canoniques , 
R = A+m +M — A + m 9 » A = k+m ^ k 

n Z rf n C 

V+m V = K+m -» K 

v2 = F + ™ 2 ^ F 

n 

W = E+M ^ E 
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est composé par des carrés cartésiens. En outre, 

H ! 7* 2oo \i2l2i e t 2 Q 2

= 3Q> C A R \ œ = w e t M 7e M 2 et 

car R/c^ = A et m = m (cf. ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) et [ 13; Prop. 

2.1 et 2 . 2 ] ) . Donc, R est un PVD qui est un GQR-anneau, 

mais qui nf est n i u n Q Q R. - a. n n e a u ni un T- a une a u 

(cf. Cor. 1 . 5 ) . 
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