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UN EXEMPLE DE GROUPE DE GALOIS D'UNE 

EXTENSION TRANSCENDANTE 

par Yves GERARD 

0) INTRODUCTION. 

On se propose d'exhiber une extension transcendante (E -> K dont le 

groupe des C-automorphismes Gal(K|(E) est isomorphe à un produit semi-direct 
X X , 

topologique G x Q , où Q est muni de la topologie discrète et G est 

une limite projective de groupes discrets de la forme <E|nL, pour n £ M 

Cet exemple est du à A. ROBERT qui en donne une démonstration esquissée 

dans [ l] . 

On a choisi volontairement des références qui, notamment pour la géométrie 

algébrique, renvoient autant que possible à des ouvrages élémentaires, et l'on 

a pris le soin d'écrire en détail certaines démonstrations "bien connues". 

1) CONSTRUCTION DE K - STRUCTURE DE K. 

(1.1) On considère dans <C un réseau L non singulier, i.e. tel que End(L) = Z. 

Pour tout n£(N X, on note K = R(clnL) = Œ(P ,p') le corps des fonctions 
n 1 n n 

nL-elliptiques (p est la fonction de Wierstrass relative à nL et p' sa r n n n 
dérivée) (voir par exemple [3]). 

Si nlm on a m L C n L et K C K . Les K sont d'ailleurs tous distincts pour 
1 n m m 

nGlN (voir lemme (5.3) plus loin). 

Si l'on pose K = U K , K est une extension (transcendante) de (E, de 
x n 

n £N 
dimension algébrique 1. 
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(1.2) Kj , pour tout m£ N , est une extension algébrique de degré fini 

v 2 
égal à m . 

En effet (voir par exemple [2] , th. 4, p. 18, théorie des diviseurs) 

on a 

[K m : C(p,)] = 2m 2 

et 1 Ton sait que [ Kj : (E( Pj ) ] = 2 (voir par exemple [ 3 ], ou [ 2 ] p. 36) . 

m 2 
Plus généralement : [K : K ] = (•—) si ni m. 

m n n 1 

(1.3) ~* (n divisant m) est en fait une extension algébrique galoisienne 

dont le groupe de galois est isomorphe à nL/mL. 

En effet, on a une suite exacte 

0 -> mL + nL -> gal(K /K ) 
m n 

co -> t 

en posant t^(f)(z) = f(z+oo). (voir démonstration du lemme (5.3), pour le noyau). 

On a donc une injection nL/mL ^ gal/K^/K^) et ces "translations11 

dans gai (K

m/^n) montrent déjà que 

gal(K m/K n) 
K = K , i.e. K K est galoisienne. 
m n n m 

m 2 
De plus nL/mL est de cardinal fini égal à (—) = [K :K ] et ainsi i 

n m n 
est une bijection. 

2) Q X Gal(K/(C). 
s 

Si aE Q , on définit une !fhomothétie,! s^ par 

s (f)(z) = f(az) z E C (si z n fest pas un pôle de f) et fç K. 
a / 

m x x 
Si a = — E © on a un (C-isomorphisme K -> K pour tout p E N , et 

n m ^ n v 1 9 

P P 

ainsi a -> s est un morphisme injectif de groupes s : Q ^ Gal(K| C) (voir plus 
a 

loin, démonstration du lemme (5.3)). 
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3) On peut faire opérer C par translation sur la variable de fE K et obtenir 

ainsi, pour tout n G N , un groupe d automorphismes de , isomorphe à <C|nL. 

Dans Gal(K|(D), on aura donc des "translations généralisées" qui seront par 

définition des éléments de lim C/nL. 

n£N* 

Q opère sur lim (C/nL (voir (2) et (6.1)) et la seule difficulté est de 

montrer que tout élément de Gal(K|(C) est obtenu par composition dfune homo-

thêtie avec une translation généralisée. 

Dans la suite on va, en fait, définir un morphisme TT : Gal(K|(C) -* Q X qui 

aura pour section s, ce qui donnera le produit semi-direct cherché. 

Auparavant, on a besoin de rappeler la description d'une structure de variété 

algébrique sur le tore analytique (C/nL. 

4) STRUCTURE ALGEBRIQUE ET STRUCTURE ANALYTIQUE SUR C/nL. 

(4.1) On sait que l'on a une bijection (pour tout nE(N ) , notée a, 

<C/nL -{0} * V = V(Y 2-4X 3+g 2X+g 3) 

z , » (Pn(z),Pn(z)) 

2 2 3 
où V est la sous-variété affine de C définie par P(X,Y) = Y -4X +g2X+g^ 

(voir [2] , [3] , [4] ou [8] où l'on trouve en particulier les définitions 

de g 2 et g 3 ) . 

Par transport de structure, on peut considérer C/nL - {0} comme une 

variété algébrique affine. 

(4.2) Œ/nL - {0} est irréductible. 

Car P(X,Y) = Q(Y) = Y2-q(X) et Q est irréductible dans (C[X])[ Y]. 

(4.3) C/nL - {0} est sans singularité. 

. , . I - 12x 2+g 0 = 0 
Si (x,y)£V on ne peut avoir \ l 

V 2y = 0 , 
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^2 1/2 
car (- (—) ,0) n'appartient pas à V (autrement en remplaçant dans 

3 . 3 2 . . 
4 X -g^X - = 0 on obtiendrait g2~27g^ = 0 ce qui est contradictoire car 

l'équation a 3 racines distinctes (voir par exemple [4] p. 11). 

(4.4) (C/nL est une variété projective irréductible (completion projective 

de <C/nL-{0} ) . 

3 

Si l'on note q : C -{o} -+ (P?(C) la projection canonique, on peut 

2 
identifier (C avec une partie de ^(C)) avec par exemple : 

(x,y) q(x,y, 1) . 

2 3 2 3 

V alors s'injecte dans sa completion projective V = V^(ZY -4X + g2^Z +ggZ ) 

(sous-variété fermée de e t l T ° n a 

VH(E 2 = V 

et V = V U { o o } avec 0 0 = q(0,l,0), 

et puisque V est irrédutible, V l'est aussi. On prolonge a (voir (4.1)) en 

un isomorphisme algébrique a : (C/nL ^ V en posant 

a(0) = 00. 

(4.5) C/nL est une variété projective sans singularité. 

2 

Dans la carte - Œ (2ème composante homogène non nulle), » s'identifie 

à (0,0) et la courbe est définie par 

H(X,Z) = Z-4X3+ g 2XZ
2+g 3Z

3 

donc — (0,0) i 0. 

(4.6) Le corps des fonctions rationnelles sur (E/nL est 

k((C/nL) - K . 

n 

En effet, k((C/nL) est isomorphe à k((C/nL-{0}) . Si l'on note x (resp. y) la 

restriction de la projection pr^ (resp. p ^ ) à V et C[x,y] la sous-algèbre 
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de <̂ (V,(E) (algèbre des fonctions de V danc (E), le morphisme canonique 

C[X,Y]-* C [x,y] donne par passage au quotient un isomorphisme r(V) C[x,y] 

où r (V) = <C[X,Y]/I(V) est l'anneau des fonctions régulières de la variété 

affine V. Ainsi, par a (voir (4.1)), T((C/nL-{o}) - c [ P n i P ?

nl
 e t s o n corps 

des fractions k((E/nL-{ }) s'identifie à (C(p p'- ) = K . 
n, n n 

(4.7) V est aussi une sous-variêtê analytique de P ̂ (C) (voir (4.3)). 

et a: (C/nL-> V est un isomorphisme analytique. 

(L'application z -> ( P nfe ) , p^(z)) a une dérivée non nulle en tout point 

de C/nL-{0} et le prolongement de a peut s'écrire : 

S (z) = q (z 3 P n(z), z
3 p^(z),z 3)). 

5) CONSTRUCTION DE n : Gal(K/C)+ Q* . 

x x 
(5.1) Soit a £ Gal(K/C) . Pour tout n EN , il existe m GIN tel que a (K )CK 

n n m 
n 

d'où un (C-endomorphisme a : r n 

a 
K !L-^K 
n n 

\ / 
a /K \ s / 

n \ / m /n 

V / 
K 
m 
n 

(s / homothétie , voir 2) ) . 
m /n 
n 

Il existe donc un unique morphisme algébrique dominant (ici surjectif) 

a) : Œ/nL + (C/nL 
n 

t^Z aue a (f) = f 0 w (f^ K ) et un diagramme commutatif 
^ n n n 

03 

C/nL ^ (J/nL 

^ \ / m / n 

Œ/m L 
dont on dérive le précédent par "transposition". 
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(Voir par exemple [5] , p. 161 cor. 2 dans le cadre des variétés quasi-pro-

jectives ou bien [6] p. 81, ou bien Mumford [7] cité dans [6] , dans un cadre 

plus général de variétés). 

(5.2) LEMME. - Pour tout oGGal(K/<t) et tout n G N x , il existe y E Q* 

et n N ^ Œ tels que a(f)(z) = f ( l J

n

z + r \ 1 ) y pour tout f E K ^ et tout z^C 

(qui n'est pas un pôle de a(f) ). 

En fait, a) défini en (5.1) est nécessairement analytique. En effet, 

a est un isomorphisms algébrique et analytique (voir (4.1) et (4.7)) et les 

morphismes (réguliers) sur V sont analytiques (voir leur forme, par exemple, 

dans [6] , p. 35 dans le cadre des variétés quasi-projectives). 

Puisque a) est analytique, il est de la forme z »-*v z + n avec 
^ n J n n n 

v^,rin^t (voir par exemple [8] , p. 1-35). D'autre part, ^ 0 puisque 

o)n est surjectif. Et, enfin,
 v

n ^ ^ ""{0} car L est non singulier et 

v (nL)C nL. 
n 

Si maintenant, on écrit 1 1 image d'un élément dans le deuxième diagramme 

de (5.1) sous la forme : 

m v m a) 

(— Z) + n = v Z+ n « 4 Z 
m n n n n ^ 
n ^ / 

. / 

/ m /n 
\ / n 

(m /n)Z 
n 

On obtient a (f)(Z) = a(f)(Z) = f(w (Z)) = f(y Z+ n ) (f G K ) en 
n n m n n 

nv 
n ^ ̂  x 

posant y = (D . 
m m 

n 

(5.3) On peut évidemment définir pour a£ Q et Z'en a encore K = U 

a E ç x 

(réunion filtrante pour la relation a divise b). 
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LEMME. - (L étant non singulier)3 les sont tous distincts pour a £ Q + . 

(Remarque : K = K ). 

Si a , b £ Q , K C K . implique P (z+bL) = p (z) . z = 0 étant un pole de 
a b a a 

p on a bL^aL (aL est 1Tensemble des poles de p ) , 
a a 

(5.4) LEMME. - Pour tout a E Q , on a y = y , y est un nombre qui 
' a ex o 

ne dépend que de o et n est défini modulo aL. 
a 

_ x 
Il suffit de voir que y est unique pour tout a^=Q . 

a 
D'après le lemme précédent on a, si a(K ) = K /y = K / y ? , r a a a a a 

y = ±yf . 
a a 

Si l'on avait y = -y T , on aurait pour fEK : 
a a a 

f(z) = f(-z+h + n ? ) 
a a 

donc n +n f ^aL (si f est une fonction ayant aL exactement pour poles) donc 
a a 

f(z) = f(-z) (contradiction si f est paire). y est donc unique et raisonnement 
a 

analogue pour n ~ n ! E aL si l'on a 
a a 

f(y x+n ) = f(y x + n T ) . a a a a 

(5.5) D'après (5.4) on peut poser Tr(a) = y^ et on a ainsi défini un morphisme 

de groupes : x 

gal(K/Œ) £ U 

gui est continu (pour U discret) car gal (K/Kj)CKer ^ (unicité de y^ ). 

6) STRUCTURE DE Gai(K/Œ). 

x • 
(6.1) L'application s : Q gal(K/Œ) est une section (continue) du morphisme 

II . On a ainsi un produit semi-direct topologique : 

Ker n x Q X - Gai (K/Œ) . 
s 

21 



(6.2) LEMME. - On a un isomorphisme topologique kern ̂  lim (C/nL les 
n€ N x 

(C/nL étant des groupes discrets (infinis). 

On a un morphisme continu ß^ : Kerll -+ C/nL pour n € BP et si n| m, on a 

n -n C nL (raisonnement analogue à celui du lemme (5.4)), d Toù un morphisme 
m n 

continu : R 

kern -S lim C/nL 
n^M* 

qui est évidemment bijeetif. 

ß est une application ouverte car (gai(R/Kn)) ^ e s t un système fonda

mental de voisinages de l'unité dans Ker II, et l'on a 

ß"t(0}) = Gal (K/K ) = iTVao}) (si f lim C/mL + C/nL est la protection 
n n n n 

m 
canonique). 

i.e. : ß(Gal(K/Kn)) = f~\{0}). 
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