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ELEMENTS DE LA GEOMETRIE DES O C T A V E S DE C A Y L E Y 

Claude BRADA 





Le plan projectif de (Eayley, <CaP2,est bien connu des géomètres : 

c'est l'espace symétrique homogène F^/Spin 9 d'E.Cartan. La littérature 

le concernant est abondante mais très dispersée. A l'exception du remarqua

ble ouvrage de base de H.FREUDENTHAL, "Oktaven, Ausnahmegruppen und Okta-

vengeometrie" paru en 1951, il nous est apparu qu'il n'existe pas d'écrit 

détaillé concernant la construction de ce plan. 

Dans ce travail nous avons souhaité apporter quelques dévelop

pements à l'ouvrage de H.Freudenthal et donner une étude de CaP 2 qui se 

suffise à elle-même ; nous avons voulu pousser plus loin certains calculs 

potentiellement présents dans l'ouvrage cité, afin d'obtenir un cadre 

algébrique dans lequel les êtres géométriques apparaissent naturellement. 

Le chapitre I contient la description de l'algèbre à division 

alternative des octaves de Cayley notée <Ea. L'algèbre des dérivations 

de (Ca apparaît comme sous-algèbre de 0 (8) isomorphe à l'algèbre de Lie 

exceptionnelle ^ 5 ^ e résultat fondamental pour le reste de l'exposé 

est le principe de trialité qui est démontré dans sa forme infinitésimale 

(c.a.d dans 0 (8) ainsi que dans sa forme finie (c.a.d dans S 0 ( 8 ) ) . Ce 

principe met en évidence une réalisation de Spin 8 comme sous-groupe de 

S0(8) xS0(8 ) et caractérise S0(7) et Spin 7 comme sous-groupe de S0(8) ; 

une application intéressante est l'isomorphisme Spin 1 1 ~ ^ 9 ° ^ ^2* 

forme réelle compacte du groupe de Lie exceptionnel dans la classification 

d'E.Cartan est le groupe des automorphisme de Ca. 

Le chapitre II, plus technique, étudie complètement l'algèbre 

de Jordan ̂  des matrices hermitiennes d'ordre 3 à coefficients dans (Ea ; 

une motivation est donnée au début du chapitre III. L'algèbre des dériva

tions de *| est isomorphe à l'algèbre de Lie exceptionnelle SF̂ » dont on 

donne la table des crochets qui ne semble pas avoir été dressée jusqu'ici ; 
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on en déduit une décomposition de o(9) et de 3*^ en algèbre de Lie symétri

que. Le principe de trialité permet l'étude du groupe des automorphismes 

de ^ , étude qui conduit à la forme réelle compacte du groupe de Lie 

exceptionnel F^ et à deux de ses sous-groupes respectivement isomorphes à 

Spin 8 et Spin 9 ; les algèbres de Lie symétriques obtenues donnent respec

tivement l1isomorphisme d'espaces homogènes symétriques Spin 9/Spin 8 - S 8 

et l'espace homogène symétrique F^/Spin 9. 

Suivant Freudental, le chapitre III définit le plan projectif 

ŒaP 2 comme ensemble des projecteurs hermitiens de rang 1 éléments de ^ 

caractérisés par des conditions algébriques.Au cours de ce chapitre, l'é

tude de la droite projective CaP 2 mène à une démonstration de la fibration 
y 1 5 g ^ 

de Hopf S ^S • S et à un repérage qui joue le rôle de "coordonnées 

homogènes" sur CaP 1 ; cet aspect permet d'abord de retrouver 1'harmonicité 

de (CaP2 par un calcul direct et ensuite de donner l'équation d'une droite 

dans (EaP2 : on s'aperçoit alors que la polarité introduite par J.TITS 

est exactement la correspondance qui au point X associe la droite X de 

CaP 2 représentée par la même matrice X . 

Enfin (CaP2 - F^/Spin 9 apparaît par le calcul complet, donné au 

chapitre II, des éléments de base de l'algèbre de Lie de F^ : la table des 

crochets permet de calculer facilement la courbure sectionnelle de CaP 2 

et retrouver, d'une façon plus naturelle, un résultat de BROWN et GRAY 

(1972) ([B-G]). 
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CHAPITRE I  

L'ALGEBRE DES OCTAVES DE CAYLEY 

1 - PREMIERES DEFINITIONS 

1-1. On note Ca lfalgèbre de Cayley sur le corps des réels ; c'est l'algèbre 

construite à partir de l'algèbre réelle des quaternions, Si, par la méthode 

de Cayley-Dickson [SR p.45_| 

- Ca = (H x (H pour la structure d'espace vectoriel réel. 

- La multiplication dans Ca est définie par : 

(x 1,x 2)(y 1,y 2) = (x 1y 1 - y ^ , x ^ + y ^ ) 

où q • q est l'involution de (H . 

Cette multiplication non commutative, non associative possède l'élément 

neutre (1,0) que nous désignerons par 1 (ou e Q ) . 

L'ensemble des (x,0) où x € I sera identifié à I. 

1-2. Pour x = (x^x^), X1' X2 ° n ? o s e : 

x - (x l 9-x 2) 

ce qui définit dans (Ca une involution (opérateur linéaire x—• "x tel que 

xy = y x et x = x) 

On a alors : 

t(x) = x + x -e R 

x x = X x = |x | 2 + | x 2 |
2 , o ù q |q| est la norme dans iH. 

On note |x| = (x x) 1 / 1 ; x • |x| est une norme dans Ca associée au 

produit scalaire (x|y) = ~ Q |x+y|2 - |x|2 - |y| 2] = - t(xy) 

Pour cette norme on vérifie 

x,y-e Ca |xy| = |x| |y| , (donc (Ta est une algèbre à division), 

et la relation 

Vx -e Ca x 2- t(x)x + |x|2 = 0 
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2 - QUELQUES IDENTITES ET PROPRIETES 

2-1. De la compatibilité de la norme avec la multiplication, on déduit, 

pour a, x, y € Ca : 

(ax | ay) = (aja) (x|y) = (xajya) 

ce qui montre que les translations à gauche L , et à droite R , de Ca 
a a 

sont des isométries pour |a| = 1 (des automorphismes de l'espace 

vectoriel ta pour a t 0). 

En linéarisant cette relation on obtient, pour a,b,x,y € Ca : 

(1) (ax|by) + (bx|ay) = 2(a|b) (x|y) 

Comme t(a) = a+*3" = 2(a|l), pour b - 1 dans (1) on a : 

(ax|y) = (x|ay) 

c.a.d l'adjoint de L pour le produit scalaire considéré est L 1 = L . 
a a a 

De même R? = R 
a â 

D'autre part comme (x|y) = Cx|y) on a t(xy) = t(xy) = t(yx) = t(yx) 

2-2. Comme (ay|ax) = (y|"â(ax)) 

= (a|a)(y|x) 

= (y|(a a)x) 

on a â(ax) ~ ("3" a)x et de même 

(xa) cf = x(a a") 

de â = t(a) - a et t(a) -e S, on déduit les identités : 

(2) Va,x •€ Ca a(ax) = a 2x, (xa)a = xa 2 

c.a.d (Ca est une algèbre alternative. 

Appelant maintenant associateur la quantité 

{a,b,c} = (ab)c - a(bc) 

les conditions (2) s'expriment par 

{a,a5b} = {b,a,a} = 0 
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équivalentes, la caractéristique étant différente de 2, à 

(a,b,c) • {a,b,c} est trilinéaire alternée. 

Par suite {a,x,y} = {x,y,a} donne 

(ax)y + x(ya) = a(xy) + (xy)a, c.a.d 

(3) Va,x,y c (Ta L x.y + x.R y = (L +R )(xy) 
a a a a 

d foù découle en remplaçant successivement x par L x et y par R y 
a a 

(en remarquant que, d r après (2), L 2 = L , R 2 = R 2 ) 
a a 2 a a 

L 0 x . y + L x . R y = (L + R ) (L x.y) 
a

2 a a a a a J 

L x.R y + x . R y = (L + R ) (x.R y) 

a a a2 a a a 

et en additionnant : 

L 2 x-y + 2L x.R y + x R~y = (L + R ) (L x.y + x.R y) 

a a a ^ a a a a 
= (L + R )2(xy) 

a a 

remplaçant maintenant a par a 2 dans (3) et soustrayant de ce qui précède 

on arrive à : 
L x . R y = (L R )(xy) 
a a a a J 

car L R = R L (d'après {a,x,a} = 0) 
a a a a r 

d foù, en notant axa pour (ax)a = a(xa) 

(4) Va,x,y € Ca (ax)(ya) = a(xy)a (Identité de Moufang) 

3 - SYSTEMES ORTHONORMES 

Ce sont les bases {e.} de (ta telle que e = l e t ( e . | e . ) = ô . . pour 
i o^i$7 ° 1 3 il 

tous i,j^0 

3-1. On note ((ta) = {x € Ca/t(x) = 0} . 
o 

Comme t(x) = 2(x|l), (Ca) = et donc 

ê. = -e. si i>0 
î î 

- 3 -



D'autre part : 

le. + e.| 2 = (e.+e.)te.+e.) = le.!2 + e. e~. + e . ë". + |e.| 2 

i 3 1 3 1 3 1 1 1 3 3 1 1 3 
= |e i|

2 + |e.| 2 + 2(e. |e.) 
donne : D 1 D 

e.e. + e.e. = 0 , i f i i 9i
>0 

< 

e? = -e , i>0 

3-2. Dans (Ca on peut toujours construire un système orthonormé vérifiant : 

(•*) e. e . = ± e_ 
1 j k 

partant de e Q = 1 et de c I , |e.J = 1, on choisit f c { e

0 * e < ^ 5 

|f| = 1 et on pose : 

6 2 = f 6 o ' 6 3 = f 6 1 

^ eo 5 ei' e2' e3^ eS^ a^- o r s orthonormé et vérifie : 

e oe. = e. , i>0 e± e 2 = -e 3 , = e 2 , e 2 e 3 = -e± 

faisant ensuite la même construction à partir de f T «e {e ,e ,e ,e ï*" , 
o _L ^ o 

|f'| = 1 on obtient un système orthonormé ^ e

0»
ei'—> ej~i vérifiant (*) 

La table de multiplication des e^ peut être schématisée par le diagramme : 

P où les flèches indiquent le "sens positif 

4 et qui se lit (JFR} 1 p. 13) 

6 1 6 3 = 6 2 ' e 2 6 7 = 8 5 

e 3 6 6 = 6 5 > 6 1 S 6 = " e7 e t C - " 

3-3, Soit {e ,e., , 5e_} orthonormé vérifiant (*) 
o 1 / 

Si î> = {e 9e. ,e . .e. } avec e . e . = ±e. ( i ,i ,k > 0 ) 
0 ' 1 3 ' k 1 D k J 

S est une algèbre de quaternions et : 

Ca = <B • # 

Soit V £ S 1 tel que |v| = 1. On a v = - v , v 2= -1 et pour x 9y e : 

(x|vy) = (xy|v) = 0 > v fi C Ë> et égalité d'après les dimensions. 

Ainsi : Œa = S © v 3 , avec les relations 

si x c 2> , vx = "Xv car t(vx) = 0 

si x,y cî) {v,x,y} + {x,v,y} = 0 donne 

(vx)y - v(xy) + (xv)y - x(vy) = (xv)y + (xv)y-v(xy)-x(vy) 

= (t(x) - x)(vy) - v(xy) = 0 
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d'où : 

(5) Vx,y € S x(vy) = v(xy) 

et de même (vY^x = V< XY) 

d'autre part on vérifie à l'aide de (5) et de l'identité de Moufang (4) 

que : 

(vx)(vy) =-y x" , x5y-€ 2> 

si x = x 1 + vx 2 , y = y x + vy 2 , X ± ^ ± C ^ 

ces règles de calcul entraînent : 

x.y = (x 1y 1 - y 2^ 2) + v(x xy 2 + y ^ ) . 

4 - LES DERIVATIONS DE L'ALGEBRE Ea 

4-1. On note : 

l'ensemble des dérivations de (Ca, c.a.d les endomorphismes de Ca 

vérifiant : 

Vx,y € Ca D(x.y) = D(x).y + x.D(y) 

L = {L / a •€ (Ca) } 
o a o 

R = {R / a € (Ca) } 
o a o 

Q 

o(8) l'algèbre de Lie des opérateurs antisymétriques sur Ca (identifié à 1 

euclidien), c.a.d l'ensemble des endomorphismes T vérifiant : 

Vx,y c (Ca (Tx|y) + (x|Ty) = o 

4-2. Si D € £> on a D(l) = o , d'où 

o = D(x+x) = Dx + Dx 

o = D(x"x) = Dx.x + x.Dx" 

ce qui donne Dx.x" - x.Dx = x.T3x - "Dx.x* = o 

et donc Vx € Ca t(Dx)(3c-x) = o 

c.a.d D : Ca • (Ca) 

- 5 -
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maintenant Dx = -Dx = Dx" donne D(x.y~) = Dx.y + x Dy , d'où en prenant 

la trace : 

Vx,y € Ca (Dx|y) + (x|Dy) = o 

donc $ C 0 (8 ) . 

D'autre part, d'après 2 - 1 , on a L C 0 (8) et R c 0 ( 8 ) , d'où : 
o o 

c2> + L + R C 0 (8) 
o o 

en fait la somme est directe et égale à 0(8) comme nous allons le voir. 

4-3. La somme est directe 

Par définition de & 

D c 5) Vx c Ca [ D> L

X] =
 L

D x 

< _ > vx c Ca [D,Rx] = R D x 

et d'autre part on a les formules : 

(6) [R ,R ] =-R r 2[L ,R ] 
x 5 yJ |x»yj L x yJ 

où [x,yj = x.y - y.x 

car, par exemple, pour la première : 

(uy)x - (ux)y = {u,y,x } + u(y.x) - {u,x,y} - u(xy) 

z -u. [x,y] + 2{x,u,y} 

et {x,u,y} = ]\> L

V] (u) 
y x 

de la première identité (6) on déduit : 

[R - L , R 1 = - Rr -,- 3[L ,R ] 
L x x 5 y J lx*yj x y 
Si donc D+L +R = 0 avec D et u,v € (Ca) on a, Duisque D(l) = o : 

u v o " 

u + v = o et D - R - L 
u u 

par suite Vy c Ca 

[D,R 1 = R D v = R r , = -R r -, - 3[L ,R 1 
Y D y [y5uj [u,yj u 5 y J 

d'où Vy c Ca ÏL ,R 1 = o 
L u y J 

et donc Vx,y c Ca {u,x,y} = o 

relation qui n'est vérifiée que pour u € 1 ; or u € K*̂  par conséquent u = o 

et D - L = L = 0 . 
u v 
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4-4. La somme est égale à 0 (8) 

Les applications linéaires a • L et a R de (Ca) dans L 
a a o o 

et sont des isomorphismes, donc 

dim L = dim R = dim (Ca) = 7 
0 0 o 

Comme dim 0 (8 ) = 28 on a dim <£) ̂  28-14 = 14 et on aura montré 

0 (8 ) = $ ® L © R 
o o 

en montrant dimd& = 14 . 

Pour cela on utilise la proposition ( [SRJ p.77) 

Proposition : Vx,y -e Ca , D = ÎL ,L 1 + [L ,R I + ["R ,R ] 

est une dérivation 

en effet, dTaprès (6), D = L r - 1 - R,- -1 - 3 [L ,R 1 

et il suffit de vérifier 

Vz c Ca [D ,R I = R,, L x.y z J D z 
x,y 

or 

2[D ,R '] = 2[L r • - RR -i - 3[L ,R ] , R ] 
x 5y z

J [x5y] |x,yj L x yJ z J 

= 3[tR x,R yj, R j - * [ [ „ „ ] „ ] 

d'autre part, en notant [A,BJ+ = AB + BA , dans toute algèbre alternative 

on a : 

O . B ] ,CJ = [A, [B,CJ+]+ - [B,[A,CJ+]+ + 2{A,B,C} 

Il s'ensuit : 

TTR ,R 1,R 1 = [R , [R ,R 1 1 - [R , [R ,R 1 ] L L x 5 y J 9 z J L x L y z J+ J + L y' L x 5 z J+ J + 

et comme |R ,R 1 = Rr 1 L u v J + \u9vI 

[[Rx. R y].R z]
 = R[x,[y,z] +] + - [y,[x,z]+] + 

R[[x>y]'z] - 2{x,y,s} 

et alors : 

2E Dx,y' R

z] "
 R2[[x,y],z] - 6{x,y,z} 

_ 2R 
[[x.y] >z] " 3{x,y,z} 

= 2 R N 

Dx,y z 
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De cette proposition on déduit le corollaire : 

Corollaire : Si x,y,u,v c Ca vérifient [x,y| = |~u,v*] l'application 

z • { u,v,z} - {x,y,z} est une dérivation, 

en effet si [ x,y] = [ u ' v l o n a : 

D - D = 3 [ L ,R ] - 3 [L ,R ] 
x,y u,v L u v L x y J 

= 3 [{u,v, . } - { x,y,. } J 

Soit alors une base orthonormée { ,e^,...,e^ } définie en 3. et posons 

pour , i,j > o 

F. . = ̂  L L 
11 2 e j e. 

on a 2(F. . -* F, J ={ e ,e, ,. } -{ e.,e.,.} + L 
iU kl £> k 5 ^ i* eje i-e £e k 

par suite comme e ^ e j = e ] <

e % [ ei , ej] ~ [ek'e&] P o u r î*3ik,l> o , 

il vient : 

F. . - F. . c si e.e. = e e« 
ij k£ î j k x. 

D'après 3-1. les F_-j; vérifient F.. = - F.., donc F., -e o(8). 

Complétée oar F. = I L , i>o la famille {F..} , comme on va 
? 1 0 2 6 i ^ otj<U7 

le montrer dans le paragraphe suivant, forme une base de o(8). 

Ce résultat étant provisoirement admis, à partir du diagramme donné en 3-2, 

on peut définir, pour chaque sommet e_̂ , i = 1,...,7, deux dérivations de la 

forme F.. - F Q de façon que ces 1 4 dérivations soient indépendantes. 

En effet pour le sommet e^ il existe trois couples ( e ^ , e ^ ) , (e^f, e ^ t ) , 

(e. n , e. M) vérifiant 
1 1 X 2 

i, ± l 9 i 2, i|, i^, i'̂ , i'̂  différents et 

e» «e* ~ e • . . e, • e ( • e,~~ e» 
1 2 1 X2 1 2 

d ' où 
F. . - F. . . f et F. . - F.M.„ 1 1 i ' 1 1 1 1 1 

1 2 1 1 1 2 1 2 X 1 2 

sont deux dérivations indépendantes. 

Les 1H dérivations ainsi construites sont également indépendantes car si : 

7 7 

£ X 1(F. . - F ) + Z y X(F - F ) = o 
i=l 1 2 1 1 1 2 i=l 1 1 1 2 1 1 2 

on a : 
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7 . . 7 . 7 . 
Z ( A 1 ^ 1 ) ? - Z A 1 F - Ï ^ F .„ = o 

1 2 V 2 . 1 V 2 
1=1 1=1 1=1 

d'où, dfaprès l'indépendance des F̂ _. et le fait que toutes les parties 

{i l 5i 2> , ^ I ^ p 9 {i",i!^} (i = 1,...,7) sont distinctes : 

A 1 = y 1 = o i = 1,...,7 

Il s'ensuit le résultat cherché : dim<$ = 14, et donc : 

o(8) =5)0 L @ R 
o o 

5 - PREMIERE ETUDE DE o(8) 

5-1. La base de o(8) naturellement associée à la base orthonormée {e-ç} 
± o£i^7 

est la famille {G..} définie par : 
1 3 °<3<i<:7 

G. .e. = 6 e. - 6.. e . 
i] k 3k i îk 3 

Ces G.. 9 iĵ j 5 vérifient : 
13 

G. . = - G.. 
i] 31 

[G. .,G._ 1 = G., , itk 
i] 3k J îk 

L̂ ij»̂ £ J = 0 si i*j*k,£ sont différents. 

A e^, i>o (cf.triangle 3 . 2 ) , ces crochets permettent d'associer une sous-

algèbre abélienne tu de l'algèbre de Lie 0(8) : 

h. = {a G. + aG. . + a'G.t.f + a MG M l. f l } 
1 1 o 10 i x i 2 i^i 2 iji 2 

où les indices sont comme dans 4.4; 

1 i 1 i 2 -4 i 2 i 1 i 2 
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7 ^ ! 
on a alors ® = 0 (8) ; on rappelle qu'on a posé F. = — L e. , 

1 1 = 1 

F. . = t L L ; il est aisé (on peut s'aider du schéma 3-2) de vérifier 
il 2 3 e i 

les relations : 

2 F. — G. ~ G . . — G, , . . — G.... „ 

10 10 i 1i 2 1 ^ 1^1'^ 

2F.. = — G. + G. . — G.... — G..,.., 

V 2

 1 0 V 2

 X1X2 ^2 

2 Fi'i' = ~ Gio " G i i + Gi'i' " Gi"i" 
•̂l 2 1 2 1 2 1 1 1 2 

2 F . • f 1 = - G. - G.. . - G.... + G...... 
X ? 2 1 0 V 2 ^2 ^2 

Ceci définit un endomorphisme TT de 0 (8) tel que 

TT(G. .) = F. . i,j > o 

TT laisse stable chaque h^ , sa matrice dans ÏK étant 

( 1 -1 -1 -1 

: : . : : :: j 

-1 -1 -1 1 

Comme ïï2= I 

TT e s t un automorphi .sme de l ' e s D a c e v e c t o r i e l 0 (8 ) et {F..} en 
1 : 1 o^j<i$7 

est une base. 
D'autre part on a : 

TF. .5F.J = F., , i*k 

[̂ F..,F 0J = 0 si i,j,k,£ sont différents. 
1 j kx, 

Ainsi TT est un automorphisme de l'algèbre de Lie 0 ( 8 ) . 
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Par la suite nous aurons besoin des relations suivantes : 

TT(D) = D pour D -e 

ïï(L ) = R + L , u -c (Ca) 
u u u o 

1T(Ru) = -R u 

En effet, comme L , = 2 F. et L + R = 2 G. , i>o e i 10 e£ 10 
on a : 

TT(L + R ) = L et donc, comme TT2= I 
u u u 

ïï(L ) = R + L et TT(R ) = -R 
u u u u u 

Pour la première relation il suffit, d'après 4-4, de la vérifier pour : 

D = F. . - F... t avec e. e. = e..^ = e. 
xlx2 1 Î 1 2 Xl h Xl 2 2 1 

alors G. . et G. f . t appartiennent à la même sous-algèbre h. et d'après 
1 1 1 2 1 1 1 2 " 1 

la matrice de ïï on a : 

TT(G. . - G. . . , ) = G. . - G... F 

X1X2 ^2 V 2 ^2 

et donc D = TT(D) 

5-2. K désignant l'involution x — • y: de Ca, soit K l'automorphisme de o(8) 

défini par : 

A c o(8) K(A) = KAK 

Comme HT = e et e". = -e. , i>o on a : 
o o i i 

K(G. ) = -G. 

ÎO ÎO 

K(G..) = G.. , i,j>o . 

K est donc un automorphisme de o(8) qui laisse stable chaque tu, sa matrice dans 

h. étant 
1 / -1 0 0 0 \ 

/ 0 1 0 0 \ 

I 0 0 1 0 J et K 2 = I 

\ 0 0 0 1 ' 
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On a d'autre part les relations : 

<(D) = D pour D -6 $ 

K( L ) = -R , u € (Ca) 
u u o 

K ( R ) = -L 
u u 

en effet pour x c Ca : 

K(D) (X) = Dir = Dx 

K ( L U ) ( X ) = ux = xTI = " R

u

x 

K ( R U ) ( X ) = Yu = ûx = -L ux 

Soit alors X = TTK , on a 

X(G. ) = -TT(G. ) = -F. 

10 10 10 

X(G. .) = TT(G. .) = F. . i,j>o 

c.a.d la matrice de X dans h. est : 
1 

/ - 1 - 1 - 1 - 1 \ 

\ 1 - 1 - 1 1 / 

Ainsi ÏÏ et K engendrent un groupe d'automorphismes de 0 (8) qui laisse stable 

chaque tu et tel que : 

7T2 = K 2 = X 3 = I , X - TTK 

Ce groupe est isomorphe au groupe symétrique ^ 3 par : 

X « • (1 2 3 ) 

K < • (1 2 ) 

TT « + (1 3 ) 
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5-3. Chaque ïu, i = 1,...,7, est une sous-algèbre de Cartan de 0(8). Soit 

par exemple, pour plus de commodité, h = h = {G , G , G G Q U } * 

h est abélienne et est son propre normalisateur. 

En effet à l'aide du diagramme 3-2 et des crochets des G.. on vérifie aisément 

si H € h : 

ad H : h.— — -+ hn . , i = 1,... ,6 
1 7-i 

Par suite si VH -e h, |H,X] -e h, alors X-£ h 

Cherchons le système des racines de 0(8) (complexifiée), dont on aura besoin 

plus tard. Soit H = a G_ + a G , + a 0 G_0 + a. G O J i <e h. ^ o 7o 1 61 2 52 3 34 

Partons de G n c on a : 
/b 

IH^-J = a G_ - a- G_1 ' 76'* o 60 1 71 

donc un sous-espace stable par ad H contenant G ^ doit également contenir G^ Q 

e t Si 

o r > [H'G6o ] = ~ ao G76 - Glo 

L-H'G71 J = Q o Glo + a i G76 

donc doit contenir aussi G. 
lo 

l-H'Gloi = - a o G 7 1 + a i G 6 o 

Ainsi ad H laisse stable ^ 7 5 5 G

7 1 * Gg Q 5 G ^ } 

Sa matrice est 

/ ° a l " ao ° \ 
/ -a. o o -a 1 

; a o o a- / 

\ o a -a, o ' 
o 1 

de valeurs propres ±(a ± (Oi, auxquelles correspondent les sous-espaces : 
o 1 
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L ± ( a * O i = { G76 + Glo +~ i ( G 7 1 ' } 

O 1 

L±(oc -cOi = (Ï(G„ - G, ) + i(G + G. ) } 
o 1 76 lo 71 bo 

De la même façon { G 7 5 , G ? 2 , G , G } , 

{ G ? I + 5 G 7 3 , G ^ , G 3 Q } , { G 6 5 , G 5 2 , G 5 1 , G ^ } , 

{ ( W G63' %V G 3 1 } > { °54' G53> °42' °32 } 

sont stables par ad H et donnent respectivement les racines : 

±(a Q ± a 2)i , ±(a Q ± a 3)i , ±(a ±a )i , 

±(a ± a 3)i , ±(a 2 ± a 3)i 

Les sous-espaces propres s'obtiennent de la même manière que précédemment 

en changeant les indices. 

On reconnaît les racines de o(2£,(£) . ( [s n] p.82). 

6 - LE PRINCIPE DE TRIALITE 

6-1. Dans o(8) 

Pour A,B,C -e o(8) soit l'équation 

(T 1) Vx,y € Ca A(x.y) = B(x).y + x.C(y) 

on a : 

principe de trialité : l'un des éléments A,B ou C étant donné, les deux autres 

sont déterminés de manière unique de façon que (T^) soit vérifiée. 

Démonstration : Supposons A donné. 

D'après 4.4 il suffit de montrer l'existence de B et C successivement nour 

A = D € $ , A = L -€ L et A = R -e R 
5 u o u o 

Si A = D on nrend B = C = A 

Si A = L on prend B = R + L , C = -L 
u ~ u u u 

Si A = R on nrend B - -R , C = R + L 
u u u u 
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en effet DOUT A = D c'est la définr.tion d'une dérivation et oour A = L % 

u' 

par exemple, on a : 

( R U + L )(x).y - x.L (y) = (xu).y + (ux)y - x(uy) 

= {x,u,y} + {u,x,y} + u(xy) 

= u(xy) = A(xy) 

Unicité : Soient B,C c 0 (8) tels que : 

Vx,y -€ Ca B(x)y + x.C(y) = 0 

prenant respectivement x = 1 et y = 1 on a : 
C = - L n M . € 0(8) = » B(l) € (Ca) 

B(l) o 
et B = - R c ( 1 ) 

x = y = 1 donne : B(l) + C(l) = 0 

donc B = R , C = L avec u = B(l) € 
u -u 

par suite Vx,y e Ca (xu)y - x(uy) = {x,u,y} = 0 

d'où u € S ; u -e I n •Kx - > u = o, et donc B = C = 0. c.q.f.d. 

Soient ^ et 4^ ^ e s applications linéaires définies avec les notations 

précédentes par : 

^ ( A ) = B , if2(A) = C 

on doit avoir : 

^(D) = tf2(D) = D 

^ ( L ) = R + L , if AL ) = -L 
" l u u u n 2 u u 
(R ) = -R , tr0(R ) = R + L 

^1 U U 9 "2 u u u 

D'après les relations de 5-1, on remarque *f = TT • Si l'on considère 

K(A) au lieu de A, K étant 1'automorohisme donné en 5-2, on a : 

if1 o K(D) = ^ O K I D ) = D 

U> o K(L ) = R , 4> o K(L ) = -R - L 
~1 u u '2 u u u 
if. o K ( R ) = -R - L , cf. o K(R ) = L nl u u u' n 2 u u 

Comme ^ c K = ï ï Q K = À e t que : 

A 2(D) = D , A 2 ( L ) = -R - L , A 2(R ) = L 
u u u u u 

il vient : 0 K = A 2 

c.a.d, le principe de trialité précédent s'énonce sous la forme, si A € 0 (8) : 

( T J ) Vx,y c €a ic(A)(xy) = A(A)(x).y + x . A 2(A)(y). 

K et A étant des automorphismes on voit alors qu'on pouvait supposer A donné 

pour démontrer ( T ^ ) . 
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6-2. Dans S0(8) 

L'un des éléments A , B , C - e S0(8) étant donné, les deux autres sont déter

minés, de manière unique,au signe près tels que l'équation 

(T 2) Vx,y) € Ca A(x.y) = B(x).C(y) 

soit vérifiée. 

Démonstration : on peut supposer A c S0(8) donné. 

Existence : Soit A ' c 0 (8 ) tel que A = exp A ' . 
D'après le principe de trialité dans 0 (8 ) il existe R' et C € 0 (8 ) tels que : 

Vx,y c Ca A'(xy) = B'(x)y + x C'(y) 

La relation A' n(xy) = £ C k B'k(x) C' n~ k(y) étant vraie pour n = 1 est vraie 
. , k=o 

pour tout n car : 

A' n + 1(x.y) = A ' A' n(xy) = A ' ( £ C k B' k(x) C' n~ k(y)) 
k=o n 

= S C k ( B' k + 1(x) C' n" k(y) + B' k(x ) . C' n + 1- k(y)) 
k-o n J J 

= " z 1 C ^ V f x ) C' n + 1- k(y) + ? C k B' k(x) C ' n + 1 _ k ( y ) 
- n J k=o n J 

K-l 

fn+l, . !! , .k-l pk. n l k , . ..n+l-k, N _ tn+l, N = B f (x).y + E (C +C ) B ' (x) C (y) + x . C (y) 
k — 1 n n 

n+1 v v 
= Z C K

 1 B' k(x) C ' n + 1 k(y) 
t n+1 
k=o 

on a donc pour tout n : 

A ^ ( X V ) - ? B' k(x) C' n~ k(y) 
n! ^ X , y ; " , L k! (n-k)! 

k=o 

- . B' k(x) C'k(y) 
Les deux séries — — et -̂ étant respectivement convergentes 

vers (exp B')(x) et (exp C')(y), il s'ensuit : 

( e x p A . ) ( x y ) -_l è^i2d.-_ (z 
o n! o k! o ' kî 

c.a.d A(xy) = B(x) C(y) 

avec B = exp B' c S0(8) et C = exp C -e S0(8) 

On appellera couple associé à A € S0(8) (par le principe de trialité) tout 

couple ( B , C ) , B,C -c S0(8) vérifiant (T ) 
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Unicité 
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- Soit tout d'abord A = id et (B,C) associé à A. 

on a donc Vx,y € (Ca x.y = B(x) C(y) 

x = y = 1 donne 1 = B(l) C(l) 

posant r = B(l) , s = C(l) on a |r| = | s | = 1 et 
-1 

r = s = "s" 

x = 1 et y = 1 donnent respectivement 
C = L , - L et B = R _-, ~ R 

r 1 s s 1 s 

d'où : Vx,y c Ca xy = (xs")(sy) 

mais (xs)(sy) = {x,S",sy} + x(s~(sy)) 

= {x, "s, sy} + x.y 

donc Vx,y -e Ca {x,s",sy} = o 

or {x,s,sy} = {x, t(s) - s, sy} 

= - {x,s,sy} 

et {sy,x,s} = ((sy)x)s - (sy)(xs) 

= ((sy)x)s - s(yx)s d'après l'identité de Moufang 2-2.(4) 

= {s,y5x} .s 

alors Vx,y € Ca {s,y,x} .s = o 

Comme s f- o il s'ensuit 

Vx,y c Ca {s,y,x} = o et donc s c I 

mais alors |s| = 1 > s = ± 1 

Par conséquent si A = id les deux seuls couples associés à A sont 

(id, id) et (-id, -id) 

- soit maintenant A € S0(8) quelconque et (B,C) associé. 

Si (B,C) est associé à A € S0(8) on a : 

Â(A(x.y)) = Â(B(x) C(y)) = (l3B)(x) (CC)(y) 

c.a.d (BB, CC) est associé à AA. 

Soit alors A = A et (B , C ) un couple fixé qui lui est associé. Comme AA = id 
o o 

et d'après ce qui précède on a : 

B B = C C = e id avec z - ±1 
o o 

donc B = e B _ i et C = e C 1 sont uniques au signe près, 
o o 



6.3. Posons X = {(B,C)€ S0(8)x S0(8) |] A C S0(8), (B,C) associé à A } 

et p : X •SOC 8 ) qui à (B,C) fait correspondre A. 

D'après 6.2 X est un sous-groupe de Lie de S0(8) x S0(8) (par construction 

même de (B,C) à partir de A) et p est un homomorphisme surjectif avec 

ker p = {(id,id), (-id,-id) } . 

On va montrer que X est une réalisation de Spin(8). 

X est connexe par arcs. Soient pour i = 1,2 (B̂ ,, C^)«e X, 

A. = p((B.,C.)) et A!«c o(8) tel que A. = exp A! . 
i ^ i ' i i ^ i - i 

Avec A_J_ = (l-t)Aj + t A^ , t- exp A^ est une courbe dans S0(8) de A 1 à 

pour 0 ̂  t < 1 . 

Par le principe de trialité ( T ^ ) si à A! correspond l'unique couple ( B j , C M , 

i = 1,2, à il correspond l'unique couple (B|, Cj.) avec B^ = (l-t)B'1 + tB^ 

et C± = (l-t )q + tC£ . 

Comme (exp B!, exp C.') est associé à A. on a 
^ i ^ i i 

B. = c. exp B ! , C. - e. exp C ! avec e. = ±1 
i 1 * 1 i î ^ i i 

Si e = = e t •£ (exp B^, exp C_P définit pour 0 £ t £ 1 une courbe 

dans X de (B^C^) à (B ,C ). 

Si e = -e 2 = 1 on peut aller dans X de (B^C^) à (id, id) et de (-id,-id) à 

(B^jC^) ; pour montrer que X est connexe par arcs il suffit alors de montrer 

qu'on peut aller dans X de (id, id) à (~id,-id). 

Or pour u C ((Ta) exp L = L «e S0(8) et de même exr» R = R c S0(8). 
^ o ' u exp u " u exp u 

Considérant u = t TT e. , i > 0, comme e? = -1 on a : 
t i i 

exp u, = cos TTt + sin ïït.e. 
^ t i 

et alors t • L , t •• —• R , 0 4 t ^ 1 sont des courbes 
exp exp û_ 

dans S0(8) de id à -id. 

Par suite (L , R ) définit pour 0 ^ t ^ 1 une courbe de (id,id) à 
exp u t exp û_ 

(-id,-id) et comme : 

A = R o L € S0(8) vérifie : 
t exp û_ exp û_ 

Vx,y «€ Œa A^(xy) =(exp u . (xy))exp u 

= (exp u^_.x)(y.exp u ) (Moufang) 

= L (x). R (y) 
exp u^ exp u^ 

• t t 

cette courbe se trouve dans X. 
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X est Spin(8). Soit V x V un voisinage de (id,id) dans X. d i , 7 v„ est un 
£ 1 2 " - |V2XV2 

isomorphisme de S U r P^ Vi x V2^ c a r ^ A donné € p(V *V ) il correspond par 

le principe de trialité (B,C) et (-B,-C), mais un seul des deux couples se trou

ve dans V *V • 

X est donc un groupe de Lie connexe localement isomorphe à S0 (8 ) , donc aussi à 

Spin(8), revêtement universel de S0 (8 ) . On en déduit (Chevalley, Scholie p.49) 

que X est isomorphe à Spin(8) quotienté par un sous-groupe discret. Mais puis

que X, tout comme Spin(8), est un revêtement à deux feuillets de S0 (8 ) , ce sous-

groupe ne peut être que réduit à l'identité. 

6.4. Spin(7) considéré comme sous-groupe de S0(8) 

En identifiant S0(7) aux éléments A de S0(8) vérifiant A(e ) = e eto(7) aux 
o o 

éléments A 1 de 0 (8) vérifiant A f(e ) - o, soit : 

Y = {(B,C) € S0(8) x S0(8) / J A € S0(7), (B,C) associé à A } 

= {(B,C) - e X / p(B,.C) C S0(7)} 

Comme précédemment, on a Y - Spin(7). Il suffit seulement de charger dans la dé

monstration de la connexité, (L , R ) en (L , R ) pour avoir 
exp u t exp u^ exp u-j- exp -u^ 

Â _ € S0(7) : comme exp(-u^_) = (exp û )""l on peut encore utiliser l'identité de 

Moufang. 

Soit maintenant p 1 : Y • S0(8) tel que 

P X [(B,C)] = B 

et Y 1 = p 1(Y). 

Si B € Y 1 il existe seulement deux couples (C,A) et (-C,-A) tels que 

(B,C) est associé à A et (B,-C) est associé à -A ; or seul l'un de A ou -A 

appartient à S0(7), ce qui montre que p est un isomorphisme de Y sur Y^. 

D'autre part, par le principe de trialité (Tp (6.1) si A' •€ o(7), comme 

K(A') = A', l'élément B' £ 0 (8) associé de manière unique à A' est : 

B' = X(A') = TTK(A') = TT(A') 
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est ainsi une réalisation de Spin(7) dans S0(8) et a Tr[o(7)J pour 

algèbre de Lie. 

De même Y^ = P 2(Y) (p 2((B,C)) = C ) est isomorphe à Spin(7) et est le sous-grou

pe de S0(8) qui a 7r(o(7)) = TTK7T[O(7)] pour algèbre de Lie car 

C F = X 2(A !) = 7TK7TK ( A f ) = 7TKTr( A 1 ) 

7- L£S AUTOHORPHISMES DE Ca 

7-1. Ce sont les isomorphismes u de (Ca vérifiant 

Vx,y € (Ca u(x.y) = u(x).u(y) 

Ils forment un groupe, Aut(Ca). 

Proposition : Aut(Ca) C S0(8) 

Démonstration : Si u € Aut((Ca) on a u(l) = 1 et, pour i = 1,..,. ,7 , e? = -1 

donne u(e?) = u(e^) 2 = -1 , d'où |u(e^)| = 1, i^O 

De u(e^)u(ê\) = 1 il suit = U T E T T ; par suite : 

Vx c (Ca u( x) = u(x) 

Alors u(xx") = |x|2 = u(x) u("x) = |u(x)| 2 donne 

Vx € (Ca |u(x)| = |x| , c.a.d Aut(Ca) c 0(8). 

Maintenant si det u = -1 , K étant l'involution x - — x de Ca on a det K = -1 , 

d'où <J> = Ku € S0(8) et vérifie : 

Vx,y c Ca <|>(x.y) = <Ky).'<K*) 

d'après le principe de trialité dans S0(8), il existerait alors B, C € S0(8) 

tels que : 

Vx,y c Ca <Kx.y) = B(x)*C (y) 

x = y = 1 donne B(l)*C(l) = l e t x = l, y = 1 donnent respectivement 

C = L <f> et B = R J où r = C ( l ) . 
r r 

Par suite : 
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Vx,y € Ca (<Kx}.r).(r.<Ky)) = *(y). <J>(x) 

soit (j) étant bijectif : 

(*) Va,b Ca (a r) (r b) = ba 

en particulier, comme |r| = 1 , a = r donne 

Vb € Ca rb = br 

d'où r € K et r = ± 1 . 

Par (*), Ca serait commutative. Nous avons ainsi démontré que Aut(Ca) c S0(8). 

7-2. D'après le principe de trialité et sa démonstration, l'algèbre de Lie 

de Aut(Ca) n'est autre que l'algèbre $ des dérivations de Ca. Il-nous faut donc 

préciser cette algèbre $ pour voir à quel groupe elle correspond dans la clas

sification de Cartan. 

On a vu ( 5 - 1 , 5-2) que pour une dérivation D : 

TT(D) = K(D) = X(D) = D 

Inversement si TT(D) = K(D) = D pour un élément D de o(8) on a également 

X(D) = TTK(D) = D et le principe de trialité montre que D(xy) = Dx.y + x.Dy. 

oÔ , algèbre des dérivations de (Ta, est donc l'intersection des sous-espaces 

propres pour la valeur propre 1 des deux automorphismes involutifs TT , K 

de o(8), dont les matrices dans sont (on a ajouté le troisième automorphisme 

involutif de o(8), à savoir TT = TTKÏÏ = KTTK ) ; 

/ 1 -1 -1 -1 \ / - i o o o \ / 1 1 1 1 \ 
1 | -1 1 - 1 - 1 0 1 0 0 _ ± 1 1 -1 - 1 

7 1 : 2* -1 -1 1 - 1 5 K : 0 0 1 0 ' 1112 \ 1 -1 1 -1 

\^ - î - i - i i I \ 0 0 0 1 / \ 1 -1 -1 1 / 

Les équations des sous-espaces propres pour la valeur propre 1 sont respectivement 

(dans chaque hu) : 

a o + a l + a 2 + a 3 = ° » % = ° ' % ' a l _ a 2 ' °3 = ° 
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Les vecteurs propres pour la valeur propre -1 sont respectiveinent : 

u. = (1, 1, 1,1) , v. = (1,0,0,0) , w. = (1,-1,-1,-1) 

c.a.d u. = G. + G. . + G. f. t + G.1f.ft = 2(G. - F. ) = R p. 
i io i 1i i^i^ 1^1^ io io e i 

v. = G. 
i 10 

w. = G. — G. . — G.... — G...... = L 
i 10 i i i l 2."iTT e 

1 2 ± 1 2 1 2 i 

on a alors : 

Théorème : Aut(Œa) est le groupe exceptionnel G^ dans la classification d'E.Cartan. 

(sa forme réelle compacte). 

Démonstration : Les équations de $ sont a = a- + ou + a '= 0 ; par suite : i o 1 2 3 

k. ={(G. . - G. ... ), (G. . - G.ff.ff) } 
i i l i fi i i i i 

± 1 ± 2 11 12 1 2 1 2 

sous-algèbre de (cf.5-1) est une sous-algèbre abélienne de dimension 2 de 3) • 

D'autre part si X € ci) vérifie VD € k_̂  [D,x] c k_̂  , la même démonstration qu'en 

5-3 montre que X € k^. 

Il s'ensuit que k^ est une sous-algèbre de Cartan de $ et si D-e k^ les 

sous-espaces de S) stables par ad(D) font partie des sous-espaces de o(8) 

stables par ad(D) pour D «e h^. 

Il en résulte que les racines de S) sont les restrictions des racines 

de o(8) (cf.5-3) au sous-espace de (Tu défini par a = 0, a + a + ou = 0, 

O 1 Z o 
soit : 

±(a ±6)i , ±ai , ±6i, ±(2a+8)i , ±(a+26)i 

où l'on a posé : a+B = , a = -a^ 3 = -a^ 

Puisque 8~ot, 8 , 8+a , B + 2a appartiennent à la figure des racines, l'entier de 

Cartan a ^ = -3 et cette figure est celle du groupe exceptionnel G^ • 
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On pourra se référer à [s NJ p.48 pour cette figure et p. 83 pour une descrip

tion plus précise de la figure des racines de Ĝ . 

8 - LES ESPACES HOMOGENES REDUCTIFS SPIN(7)/G? ET S0(7)/R 2 

8,1 - Soit, respectivement, ̂  , >€ et o(7) les sous-esnaces de noints fixes 

pour les involutions ÏÏ, ÏÏ, K 

^ = T T ( ^ ) , >€=ïï(-*) , o(7) = K(o(7)) 

Comme ïï = KÏÏK = ÏÏKÏÏ on a : ,„ N 

*( V = = o(7) 1 résumê n a r / \ 

" J = K ( K ) | t a' 
i le diagramme / ">:T \ 

ci-contre ar^— "~ 

De l'existence des trois automorphismes involutifs K,ÏÏ, ÏÏ de o(8) 

et de la remarque de 6,3, on déduit les deux espaces homogènes symétriques oomoads 

de rang 1 (C.R.O.S.S) de dimension 7 : 

S 0 ( 8 )/S0(7) • S° ( 8 )/Spin(7) 

le premier est associé à K, le deuxième à ÏÏ(OU ÏÏ). Les 7 vecteurs 

v. = G*^ et les 7 vecteurs u. = R (ou w. = L ) donnent respectivement 
1 7 1 e i 1 e i 
7 champs de vecteurs sur S et EP 7, réalisation de la parallélisabilité. 
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8.2. L'équation de K = TT( ) est o^-o^-o^-o^ = 0 

donc on peut écrire : 

* = TT(O(7)) = < * J 2 » { L e i + 2R e i, l<:is<7} 

(car L 0 + 2R 0 = 3G. + G. . + G. f . f + G.n.ff) 
e i e i io 1 ^ 2 1 ^ 2 1 Ï 1 2 

Notons rnt = {L e. + 2R e # , l<i^7} ; pour D -e ̂  : 

[ D> Le . l = L

D e > [ D' Re-l = RDe- e t D ( Œ a ) C ( t e ) o ' i i i i 

Donc [j^/N] c d'autre part [ Cj2 J e j 2 . 

Il s'ensuit que Spin(7). est un esoace homogène réductif [KH] • 
/ G 2 

De même avec o( 7) = TT( yc ) = Un © {L e - R p , l«i$7} 
01 i i 

S0(7), est un espace homogène réductif. 
/ G 2 

pour caractériser ces espaces le principe de trialité peut s'écrire : 

VA' c o(8) A'(x.y) = Tr(A')(x).y + x.Tr(Af)(y) 

Vx,y -t Ca . 

8.3 L'espace Spin(7). 
/G 2 

Si A' c * on a ~TT( A' ) = A' et donc 

A'(x.y) =TT(A')(x).y + x.A'(y) . 

Par suite pour A c Spin(7) on a : 

Vx 5y € Ca A(x.y) = (exp TT A'Xx).A(y) avec A' •€ }£5exp A' = A 

c.a.d si A -c Spin( 7) on a d'une manière unique : 

Vx,y c Ca A(x.y) = B(x).A(y) 

où B est l'unique élément de S0(8) tel que (B,A) soit associé à A par la 

trialité. 

Posons A(l) = r on a : 
7 

r c S et B = R_ A 
r 

d'où A(x.y) = (A(x)r).A(y) . 

Réciproquement si A est un élément de S0(8) vérifiant l'égalité précédente 
7 

pour r c S on a : 

A(l) = r et B - R_A -€ S0(8) car R_ -€ S0(8) : 
r r 
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tout élément de Ca est le carré d'un élément x de Ca et (^ x)
2 = R x 2 in iDl ique 

det R = (det R ) 2 = 1. 
r x 

De A(xy) = B(x) A (y) on déduit : 

B(xy) = A(x) A(y) = A(x).KA(y) 

mais B(l) = A(l) r = 1 donne B -e S0(7) ; 6-4 p.19 permet alors de conclure 

A €. Spin(7). 

On a ainsi démontré l'équivalence : pour A € S0(8) 

A € Spin(7)4=^3 ! r ^ S 7 Vx,y c Ca A(x.y) = (A(x)r)A(y) 

et on a la relation r = A(l). 

7 
Soit donc \\) : Spin(7) • S définie par 

iKA) = A(l). 

7 

ifjest surjective : pour r c S donne, soit s -e Ca fixe tel que r et s e n g e n 

drent une algèbre de quaternions % = H(r,s) et soit v c S t e l que 

Ca = $> 9 V S (cf.3.3) 

Définissons A sur Ca par : 

A(x) = xr 
* / \ X € S 
A(vx) = vx 

on a A € S0(8) et à l'aide des règles de calculs données en 3.3 on vérifie : 

Vx,y c Ca A(x.y) = (A(x)r)A(y) 

d'où la surjectivité de 

Décomposition canonique de \p : Si ty(A) = \p(B) on a A(l) = B ( l ) , d 'où B *A(1) = 1, 

ce qui est équivalent à B ̂ A c Spin(7) O S0(7) = 

De ce qui précède, on a ainsi une bijection (qui est un difféomorphisme) : 

J : Spin(7) • S 7 

cl(A) • A(l) 

D'autre part si \p(A) = r , \p(B) = s, à l'aide de l'identité [(a b)c]b = a(bcb), 

([S.Rj p.28) ; on trouve après calculs : 

Vx,y c Ca : BA(x.y) = [BA(x).(s B(r)s)] BA(y) 

c.a.d : 
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Si tyiA) .= r, ty(B) = s on a BA) = s(KB(r)).s avec encore 

KB = KBK (K involution de (Ca, cf. 5 . 2 ) . 
7 

Cela nous précise l'action du groupe Spin(7) sur S : 

(B,r) - s.KB(r).s où s = B(l). 

8.4 L'espace S0(7) , n * / 

Si (B,C) est associé à A (par la trialité) nous avons toujours : 

B = R^-t^A , C = L A 

C(l) 9 B( 1) 

Pour A € S0(7) , A(l) = 1 donne 1 = B(1)C(1) d'où : 

Vx,y c Ca A(x.y) = ( A(x)r). (r A(y) ) 

7 
avec r = B( 1) •€ S est défini au signe près (comme B). 

Réciproquement si r € S et A-e S0(8) vérifie l'égalité précédente, on a : 

A(l) = A(l) 2 d'où A(l) = 1 , c.a.d A-e S0(7). 

On peut alors énoncer : si A c S0(8) : 

A c S0(7) < > ] . f C EP Vx,y •€ Ca A(x.y) = ( A(x)r)(rA(y ) ) 

7 
soit donc <f> : S0(7) • EP 

A .... . . r 

7 — 
Si r c S A = L R_ est un élément de S0(7) qui vérifie A(x.y)=( A(x)r)(rA(y ) ) 

r r 
(par Moufang), d'où la surjectivité de (f> 

Maintenant, pour A,B «e S0(7), si <J>(A) = r et A 1B -e Q>2 on a : 

B = A u avec u c , et : 

B(x.y) = A(u(x.y)) = A(u(x)u(y)) = ( Au(x)r ) (r Au(y ) ) 

= (B(x)r) (r B(y)) 

donne cf>(B) = f = <J>(A). 

Avant d'étudier la décomposition canonique de (f> calculons (f)(A B) pour 

r = <(>(A) , s = <|)(B) 

On trouve (à l'aide de [(ab)c]b = a(bcb)): 
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AB(x.y) = [AB(x)(A(:s)ï»J . [(r. A(s) ). AB(y)] 

ce qui donne : <J>(AB) = A(s)r 

en particulier^ i j)(I) = 4>(A~1A) - A - 1(r)r ? , (r f= ^ A " 1 ) ) 

et « M " 1 ) = A~X(r) = A^G) 

par suite si (|>(B). = <ft(A) = r on a : 

(KA^B) = A"1(r).A"1(r) = i 

or <t>(C) = i pour G € S0(7) signifie C(x.y) = (Cx)(Cy), c'est-à-dire C € 

on a démontré : 

<KA) = *(B) <=?> A B C G 

on en déduit la bijeetion : 

J : S0(7) / p - I P 7 

cl(A) - — + r 
7 

et une action de S0(7)sur RP définie par : 

(B,r) • B(r)s 

où s est tel que <\>(B) = s 
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CHAPITRE II 

L'ALGEBRE DE JORDAN ^ DES MATRICES 3x3 HAÏTIENNES A COEFFICIENTS DANS ta 

9 - cïïl ALGEBRE DES MATRICES nx n A COEFFICIENTS DANS ta 
— L n > 

9-1. On note "Wl^ l'algèbre (non associative) des matrices nxn à coefficients dans t a . 

Pour A c 1^ on pose : 

A* = X~k 9 X(A) = trace(A) 

et on définit : 

= {A c Tïl / A* = A } 
n n 

ffl" = {A € m / A* = -A} 

n n 

Si X = (x. .) et Y = (y. .) € Ttï de : 

(XY).. = Z x., y , (VY).. = Z x, .y., 

il k ik
 k 3 iD k K i ^ k 

et de : 

(77). . = l y, . x., = (V % ) . . 
i l k k ] îk j± 

on déduit : 

X(XY) = X ( V Y ) et ( X Y ) * = Y*X* 

par suite : X(XY ) = X((XY)*) =X(Y*X*) 

et : (pour la notation t(x), x € Ca, cf.1-2) 

1 1 

(X|Y) = ~ t(X(XY)) = ~(X( X Y ) + X ( X Y ) ) 

= X(| (XY + Y ¥ ) ) 

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur r^[ J l* 

En effet : 

t(X(XY)) = t(.E k x. ky k.) = , y ( x i k y k i ) (cf.2-1.) 

- i*k ̂ k i V = t ( X ( Y X ) ) 

et si X ?! o (X|X*) = X(XX*) = .Z |x.. | 2 > o 
î , K ik 
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D'autre part si X,Y-e 'Tfl+ ou X,Y-e % on a : 

^ n n 

(X|Y) = X(hxY + YX)) 

et comme (X|X) = ±(x|x ) pour X «€ ^UT , (|) est respectivement définie 

positive et définie négative sur 
Ensuite si X c Tït , Y c \ on a : 

n n 

(X|Y) = X(|(XY-YX)) = -X(±(YX - XY)) = - ( X | Y ) 

c.a.d e t ^ n s o n 1 : orvthogonaux pour (j). 

9-2 De {y,x,z} = {x,z,y} il vient : 

(yx)z + x(zy) = y(xz) + (xz)y 

d'où pour X5Y,Z c tfl : 

X((YX)Z)+ X ( X ( Z Y ) ) = X(Y(XZ)) + X < ( X Z ) Y ) 

et donc 

( Y X | Z ) + ( X | Z Y ) = (Y|XZ) + (XZ|Y) = 2 ( Y | X Z ) 

de même ( X Z | Y ) + (ZJYX) = 2(X|ZY) 

alors (X|ZY) - (XZ|Y) = 2(Y|XZ) - 2(X|ZY) 

donne : (XZ|Y) = ( x | Z Y ) 

de même (ZY|x) = ( z | Y X ) et en échangeant X et Z dans ( X Z | Y ) = ( z | Y X ) 

(ZX|Y) = (X|YZ) 

par suite : 

( [ Z , X ] |Y) = (X| [Y ,z]) = - ( x | [Z,Y]) 

Considérant alors l'application linéaire de définie pour Z c par : 

Z ( X ) = [z,x] 

on a 

VX,Y-e OfYt (Z(X)|Y) + (XJZ(Y)) = o 
% n 

c.a.d Z appartient à l'algèbre de Lie des opérateurs linéaires de ortt anti

symétriques pour (|). 

D'autre part de [X,Y]* = -[x*,Y*] on déduit les relations : 

K , -tu* 1 c M ~ 
t n n J n 

K ] C 

L n n J n 
FHL+ , IA~ I c M + 

L n n J n 
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10- 0 , ALGEBRE DE JORDAN EXCEPTIONNELLE SUR R 

10-1. On considère maintenant le cas n = 3 et pour X -e Tttt l'élément : 

y(X) = X(XX) - (XX)X 

Comme [ N * , TYl* ] C ^ , y 0 0 niïl" • 

Pour X = (̂ ĵ )» à la i e i? e ligne, je-6colonne de y(X) se trouve : 

. £ x,. (x, nx_ . ) - . S (x.. x. 0 )x0 . = - . Z0{x.1 ,x_ ,x 0 .} k,£ îk k£ £j k,£ îk kH £3 k,£ ik k£' £3 

Pour iĵ j deux au moins parmi les indices i,j,k,£ sont égaux ; donc parmi 

Xik' Xk£* X £ j 9 C O T n m e X ? soit l'un au moins est réel, soit deux sont 

conjugués. 

Ainsi pour i*j { xik' Xk£' X£j* = ° 

Les seuls éléments non nuls de sont donc diagonaux,- d'où 

Y(X) = a.I 

D'autre part comme y(X) -€ on a a c ((Ca) 

3 o 

Soit maintenant A c -TlQ̂  tel que X(A) = o • On a 

X(A(aI)) = X(A).a = o 

donc si X c Tftt : 

(A|y(X)) = o et d'après 9-2 : 

(AX|XX) = (A|X(XX)) = (A|(XX)X) = (XA|XX) 
d'où : 

(A X| X 2 ) = o 

En linéarisant cette relation on a alors pour X,Y,Z c '^U^ et 

A € Tl^ , x(A) = o : 

(A X|YZ + ZY) + (AY|ZX + XZ) + (AZ|XY + YX) = o 

ceci amène à définir un produit commutatif sur TTL̂  en posant : 

XoY = -|(XY + YX) 

ainsi (X|Y) = X(XoY) et comme (X|YoZ) = (XoY | z ) 

on a : X(Xo(YoZ)) = X((X QY)oZ) 

ce qui définit également une forme trilinéaire symétrique sur '#1* par : 
o 

(X,Y,Z) = X(XoYoZ) 
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Avec ces notations si A c %, comme [ •rtl , TTvt ] c , 
r\j à L

 3 3 _̂  3 
A est un endomorphisme de l'espace vectoriel sur , vérifiant 

o 
comme on l'a vu en 9-2 : 

+ ^ 0/ 

vx,Y£ TU 3 (AX|Y) + (X|AY) = o 
et si de plus X(A) = o : 

. % °o % 
VX,Y,Z € VI (AX,Y,Z) + (X,AY,Z) + (X,.Y,AZ) = o 

A appartient alors à l'algèbre de Lie des opérateurs de antisymétriques 
o 

pour le produit scalaire (|), qui de plus laissent invariante (infinitésima-

lement) la forme trilinéaire ( , , )• 

On note 1 l'espace vectoriel muni du produit commutatif o et du produit 

scalaire euclidien ( | ). 

On pourra identifier 'W-* à R 2 7 et l'algèbre de Lie de ses opérateurs antisy-
o 

métriques pour ( | ) à o(27) 

10-2. Soit X € ̂  .On notera : 

/ h X 3 *2 \ 

( X 3 £ 2

 X l ) 1 

\ x 2 x i h / 

X se décompose de manière unique sous la forme : 

X = ÇNE. + £_E0 + Ç E_ + F' + F* + F* , où 
1 1 2 ̂  3 3 a b c 

/ 1 0 0 / 0 0 0 \ / 0 0 0 \ 
E = 0 0 0 ) , E = 0 1 0 ) , E = 0 0 0 / 

1 \ 0 0 0 / ^ \ 0 0 0 / d \ 0 0 1 / 

/ 0 0 0 \ / 0 0 b \ /O c 0 \ 
F1 = ( 0 0 a / , F * = ( 0 0 0 ) , F3 = l c 0 0 ) 

a V o â o / b V b o o / c V o o o / 

Avec ces notations une base de 3 est : 

{ E. , F1 } 
1 eJ i=l,2,3 

j=0,..,7 
la table de composition de cette base est : 
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E. o E . = 6 . . E. 
1 3 i 

E. o F 1 = o 
i a 

E. o F j = ~ F j si i£j 
i a 2 a J 

F 1 o = (a|b)(E. + E, ) où i,j,k sont différents 
a b 3 K 

où (i,j,k) est une permutation paire de (1,2,3) 

a d z. a£) 

Il en résulte qu'une base orthonormée de 3 est : 

{ E., -~ F 1 } ({e.}. _ base orthonormée de Ca). 
1 72 e j i=l,2,3 3 D=o,...,7 

j=o,...,7 

Il - LES DERIVATIONS DE L'ALGEBRE 1) 

11-1. Soit tout d'abord X € 1 et L la translation Y • X 0Y. D'après 10-2 
X 

on a : 3 - . 
trace(Ly) = Z (LE.|E.) + ± . h ( L F 1 | F 1 ) 

X X i 1 i 2 i=l,253 X e^' e^ 
&=o,.. ,7 

3 k 
En écrivant : X = I (LE + F ), il vient : 

k=l k k ak 

L E . = Ç.E. + i(F j + F k ), i,j,k différents 
A i i l z a • a, 

D k 

L X F e £

 = ¥^KZ

 + ( ^ X E . ^ ) + F(FJ. + F^) avec b p = RÊJ ou ë " ^ 

par suite : 

trace(LY) = Z Ç. + £ . - E

0 q (Ç.+Ç.XF 1 | F 1 ) 
X ..^î H i=l,2,3 D k e £' e £ 

£=o,...,7 

= ( Q + ^ + Ç g ) (1+8) = 9 ( C 1 + Ç 2 + Ç 3 ) 

soit : (1) trace(L) = 9X(X) 

A 

Notons maintenant ) l'ensemble des dérivations de J , c.a.d l'ensemble 

des endomorphismes D de 1 vérifiant : 

VX5Y^e ^ D(XoY) = DX oY + Xo DY 

ou bien, d'une manière équivalente : 

VX <r *1 T._ = fn .T« / l - 3 2 -



Si donc D € ^ C J ) on a : trace(L ) = 0 et d'après (1) 

VX€ 1 X(DX) = 0 

Il en résulte X(D(XQY)) = X(DXoY) + X(XoDY) = 0 

d'où 

(2) VX,Y€ 1 (DX|Y) + (X|DY) = 0 

Ainsi & (1) C o(27) 

D'autre part 

D((XoY)oZ) = D(XoY)oZ + (XoY) o DZ 

= (DXoY)oZ + (XoDY)oZ + (XoY)oDZ 

donne, en prenant la trace : 

(3) VX,Y,Z -€ ^ (DX,Y,Z) + (X,DY,Z) + (X,Y,DZ) = 0 

Réciproquement, soit D un endomorphisme de *1 vérifiant les relations (2) et (3) 

On a alors VX,Y,Z c *3 : 

X(D(XoY)oZ) + X(XoYoDZ) = 0 et 

X(D(XoY)oZ) - X(DXoYoZ) - X(XoDYoZ) = 0 

d'où 

VZ € 1 (D(XoY) - DXoY - XoDY|Z) = 0 

(|) étant non dégénérée sur 1 on a donc 

V X 5 Y f ^ D(XoY) = DXoY + XoDY 

c.a.d D c $ ( 1 ) 

Les dérivations de \J sont ainsi caractérisées par les relations (2) et (3). 

11-2. Notons l'ensemble des A € vérifiant X(A) = 0. D'après ce qui précède 
o 

et d'après 10-1 on a : 

A c $0) si A c j ^ 

Soit alors D -c of) C) ). On a,avecJ^Q = {A c}(/ diagonale nulle} 

lemme : il existe A -e 1̂  tel que 

% ° 

A(E i) = DE± , i = 1,2,3 

Démonstration : 

posons D E l = h E ± + Ç 2 E 2 + ^ + + F ^ + F ^ 

comme E* = E on doit avoir 2E± o DE^ = DE^ , d'où 2 ( 5 ^ + | + - F 3 ) = DE;L 

2 3 

ce qui donne = £2 = ?3 = x ^ = 0 

donc D E L = / ~ 3 0
3 O 2 V t de même D E 2 = ^3 ° \ 

\ x

2

 0 0 / \ 0 Y 1 0 / 

mais E 1 o E 2 = 0 donne DE^ o E 2 + E± o DE 2 = 0 , d'où 

+ y n

 1 0 et donc 
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DE 2 = | - X g 0 -x^ J (en notant au lieu de y^) 

V 0 -x 0 /' 

maintenant de la relation E^+E^E^ = I et de DI = 0 (qui résulte de 

D(XoY) r DX 0Y + XoDY avec X = Y = I),on tire : 

/ 0 0 -x \ 
DE 3 -- / 0 0 x \ 

V ' X 2 *1 ° / 

/ ° ' X3 ~ X2 \ 
prenant alors A - j 0 x^ j on a : 

V * 2 -\ o / 

A "c y et vérifie DE. = A(E. ) , i = 1,2.3. 
o i i 

Notons y = { A / A c l M et $ Q d ) = { D - € t $ ) C j ) / DE^ = 0, i = 1,2,3} . 

De ce leïïïïïie on a : 

Proposition 1 : <$)("i) ~3 0̂ ® ^ o ^ ^ (somme d'espaces vectoriels). 

En effet si D -e ), d'après le lemme, D-A est une dérivation D qui 
^ % ° 

vérifie D E . = DE. - A(E.) = 0 , i = 1,2,3, donc D = A + D . 
o i i i o 

D'autre part, si A + D = 0, A(E.) = 0 pour A c K et i = 1,2.3 : alors on 
^ o i - o 

doit avoir, en reprenant la démonstration du lemme, 

x^ = x 2 = x = 0 , d'où A = 0 

D'autre part on a : 

Proposition 2 : o(8) : isomorphisme d'algèbres de Lie. 

Soit \T.1 l'espace vectoriel engendré par {F 1 } . Comme pour j^i on a 
i j îzo,..,7 

E. o F 1 = - F 1 , il vient si D € «J) O) : 
j a 2 a o 

E. o DF 1 = - D F 1 , d'où : 
3 a 2 a 5 

DF^ -erf1 (i,j,k différents) 

mais de même D F 1 c {f 1 © H?-5 

a ^ 

Par suite on a D F 1 -e CÇ~ 
a J 

c.a.d <£)(|J)laisse stable chaque J?1 . 

Notons alors (J),(D) l'application de Ca dans Ca définie par : 
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a <Ĵ (D)(a) c>" > 5 5 

Comme F^ + = et D est linéaire, <J>̂ (D) est un endomorphisme de Ca, et : 

F 1 o F̂" = (alb) (E. + E. ) donne en dérivant : 
a b 1 3 k 

Fî.(D)(a) ° Fb + Fa ° Fî.(D)(b) = ° 

d î ° U : Va,b, c Ca ((() i(D)(a)|b) + (a | <f>.(D)(b) ) = 0 

ainsi VD •€ ô (1) ̂ (D) e o(8) i=l,2,3. 

et dTune façon évidente : 

<J). : <$0(3> • o(8) est linéaire 
i ^ 

Ensuite F 2

 0 F.3 = — F 1 donne en dérivant : 
a b 2 

F| 2(D)(a) °
 Fb + Fa ° FJ 3(D)(b)

 = 2 ^ ( D X â F ) 

d'où : (f)2(D)(a).b + a.(j>3(D)(b) = ^ ( D X â b ) 

Reprenant les automorphismes de o(8) définis en 5-2 on a donc : 

Va,b c £a (K^CD^Cab) = <J>2(D)(a).b + a.(J> 3(D)(b) • 

D'après le principe detrialité dans o(8) donné en 6-1 il s'ensuit : 

4>2(D) = XC^CD)) (|>3(D) = X
2((f)1(D)) 

d'où : (J>2 = , <$>3 - \
2<\>1 

Par suite, pour i = 1,2,3, (jh est un isomorphisme de J^$)sur o(8). Il suffit 

de le montrer pour 

si ^(D) = 0 , on a également <f>2(D) = <J>3(D) = 0 , d'où : 

DC^ 1) = D( g?2) = D( # 3 ) = 0 et donc D = 0 

D'autre part si A c o(8), l'application linéaire définie suri par : 

D E i = 0 >
 i =

 X > 2 ' 3 ' K lA(a) » D F b = FX(A)(b) • D F c = FL 2(A)(c) 

vérifie : 

D(E. o E.) = 0 = DE. o E. + E. o DE. 
i l . 1 3 1 3 

D(E • o F 1) = 0 = DE. o F 1 + E. 0 DF 1 

l a 1 a 1 a 

D ( F a 0 F b } Z D[( al b ) ( Ej + = ° 

= [(A i""1(A)(a)l b) + (al ^i""1(A)(b))] (E. + E, ) (car A -e 0(8)) 
3 K 

= DF 1 o F?" + F 1 o DF?; _ 35 _ 



D(F* o F 2 ) = 7- D(F 3 ) = ~- F 3 2 / a \/•7T\ 5
 o r d'après le principe de trialité : 

a Jb z -g-jj z à l A .K a P ; 

a 2(A)(ab) = A(a).b + a.A(A)(b) , donc 

À2(A)(ab) = A(a).b + a.À(A)(b) , d'où : 

DCF 1 o F 2) = DF 1

 0 F 2 + F 1 o DF 2 

a b a ° b a b 

De même on vérifie les relations : 

DCF 1 o F 3 ) = DF 1 o F 3 + F 1 o DF 3 

a c a c a c 

D(F 2 o F 3 ) = DF 2 o F 3 + F 2 o DF 3 

b c b c D c 

{E.,F"*\} formant une base de * i , il s'ensuit : 
i ej 

VX,Y C ^ D(XoY) = DXoY + XoDY 

donc D-eJt) (*j) est telle que (f>1(D) = A 

<jk , i = 1,2,3, est ainsi un isomorphisme entre les espaces vectoriels £)^(*$) 

et o(8). Enfin, si 4> C D ) = A, cf^CD') = A' , de : 

!"D,D'1 (F 1) = DF* , - D'F* , = F * , , - F * , . L 9 J a A'(a) A(a) AA'(a) A'A(a) 

r F[A,A'](a) 

O N A : (^([D.D']) = [ct>1(D),(})1(D') ] 

c.a.d <K , i = 1,2,3 est un isomorphisme d'algèbres de Lie. 

Utilisons 1 'isomorphisme <f> . Tout élément D € ^ ( 1 ) s'écrit de manière unique 

sous la forme : 

D = U , où <|> (D) = U -e o(8) 

/ 5 X3 *2 \ 

0 étant défini sur X = j x

3 £ 2

 Xl £ ^ P a r : 

V x 2 *1 h I 

/ 0 X 2(U)(x 3) X(U)(x2) \ 

(M) U(X) = ( X 2(U)(x 3) 0 U(x 1) 

\ A(U)(x2) ÛU^) 0 / 

autrement dit, quand U décrit 0 ( 8 ) , U défini ci-dessus décrit $ 0 ( 3 ) . 

- 36 -



Des propositions 1 et 2 on peut ainsi énoncer : 

Théorème 1 : ^ 
$ ( T) ) = ̂ < 0® o(8) , où 

est l'ensemble des éléments A de de diagonale nulle et A est la dérivation 

de J définie par A(X) = [A,X J , X -e '1 . 

Tout élément de o(8) est identifié à une dérivation U de *J par la relation (H). 

Ce sont les dérivations qui annulent E^, E^ et E^. 

11-3. On a vu o(8) = L ® R I «t , et des relations de 5.1 et 5.2 il vient : 
o o a2 

si L c L X ( L )=R , X 2 ( L ) = -R - L 
a o a a a a a 

d foù pour X c ̂  , a -€ (^ a) Q 

/ 0 >ax 3-x 3a -ax 2 \ 

L A ( X ) = ( x 3a+a^ 3 0 ax 1 I 

\ x 2a - x ^ 0 / 

de même : 

si R c R X(R ) = -R -L , X 2(R ) = L 
a o a a a a a 

/ 0 ax 3 ax 2+x 2a \ 

R (X) = -x a 0 x.a 
a 3 1 

\ -x 2a-ax 2 - a ^ 0 J 

Notons alors : 

f -a 0 0 \ / b 0 0 \ 

A3 = f 0 a 0 et A 2 = [ 0 0 0 \ 

\ 0 0 0 \ \ 0 0 -b / 

on a pour a,b -e (Ca) Q et X c j : 

[A*,X J --ta(X) , [ A*,x] = \ ( X ) 

et donc : 

D'autre part si d € ^ 2 on a X( d) = X
2(d) = d 

dfoù VX c ^ : / 

0 dx dx \ 
d(X) = dX 3 0 dx^ 

V dx 2 0 j 
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Notons ^2 = (d / d-e ^ ^ e t énonçons : 

Théorème 2 : 3< = {A.£ ITL" X(A) = o } ; e s t l'algèbre de Lie des dérivations 

de Ca. 

a) =x e £ 2 

b ) D -e ̂ 2 <—> V X r é e l -€ ̂  DX = 0 

Démons tra ti on : 

a) D'après le théorème 1 et d'après ce qui précède, on a, pour tout D élément 

de (1 ) : 

D = A + A^ + A^ + d 

avec A t X , a,b •€ (Ca) , d c 

O O 4 1 

on remarque que B = A + + est un élément de 

et donc D = B + d _K + 

Pour montrer que cette somme est directe, prenons B = d , ou B € ^ e t d € ^ ; 

soit C la matrice formée des seuls éléments diagonaux de B. Comme B € 

(X(B) = o) on peut écrire : 
C = A^ + A^ avec a,b -e (Ca) 

O 2. O 

alors posant B = B-C on a B 
r o o o 

% ^ y\ /v y\ \ 

B = - C + d = -L - R + d € Jfi ) 

De la proposition 1, il en découle B^ = 0 , et 1 'isomorphisme <j>̂  donne : 
+ 1^ = d , d'où L^ = 1^ = d = 0 • 

b) Si d e ^ 2

 o n a d(1-) = °> d o n c d^ X^ " 0 P o u r x r e e l € J 

Réciproquement si VX reel -e *1 D(X) = 0 , soit 

D = B + d , B € A , d c ^ 2 

On doit avoir : 

B(X) - 0 pour X réel 

si B = I a b 3 ^2 | 
-TT̂  b b^ prenant respectivement X = et X = E 2 

{ " b 2 ~ E 1 C ) 
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on a t>3 = b 2 = 0 et b 3 = b± = 0 

I a 0 0 | -b 0 0 \ / -c 0 0 \ 
d'où B = 0 b 0 = • 0 b 0 + 0 0 0 ! 

0 0 c \ 0 0 0 / V 0 0 c 

car a+b+c = 0 

Ainsi B = A 3 + A~ et comme b,c-e (<Ca)Q 

j 0 -x3(2b+c) -x2(b+2c) \ 

B(X) r'L(X) + R (X) = x.(2b+c) 0 x (b-c) 

, x (h+2c) x (c-b)' 0 / 
\ ^ -1- / 

B(X) =0 donne alors b = c et 2b+c = 0 , d'où b = c = 0 

et donc B = 0 , D = d . 

/ 0 a 3 â 2 \ 

11-4. Soient A c ] ^ A = | -â"3 0 a± X-EL et D ^ Û C S U L ) , 

\ 2 1 I U € o(8) 

on calcule : 

? â \ 

/ ( a

3 l
X 3 ) + ( a 2 l X 2 ) ( V Ç 1 ) 3 3 + V l + Y L ¥ S + a 3 X R x 3 A L * 

A(X) = ^ 2"
Çl ) S3 + Xi a2 + ai X2 ( a J X l ) " ( a 3 l X 3 } ( ̂ 3 ~ V a l ~ a 3 X 2 ~ X 3 a 2 

\ ( W a 2 € l V V 3 ^ 3 ^ 2 ) a r X 2 a 3 - a 2 X 3 ) " ^l'V / 

/ 0 A 2 ( U ) ( a ) X(U)(B) \ 

DA(X) =Û(A(X)) = j XH^Ta) 0 U(y> I 

\ X(U)(B) " ( Y ) 0 y 

/ 0 X 2(U)(x 3) X(U)(x2) \ 

D< X> = X 2(U)(x 3) 0 " U( X l) 

X(U)(x2) U(x 1)" 0 y 
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/ (a3|X
2(U)(x3))+(a2|X(U)(x2)) â 2 i K x ^ + X d W x ^ a ^ C x ^ - X ^ U H x ^ .a± \ 

% 
A(DX)= U(x 1)a 2+a 1.X(U)(x 2) ( a J u U ^ - C a ^ X ^ U K x ^ ) -â 3X(U)(x 2)-X

z (U)(x g)a 2 

Y L 3 0 ^ ) ^ 3 - ^ 1 X
2 ( U ) ( x 3 ) -X(U)(x 2)a 3-a 2X

2(U)(x 3) -(a 2| X(U)(x2) )-(aJ UCx^ ) ^ 

On obtient alors, en utilisant le principe de trialité et le fait 

que U, X(U), X 2(U) laissent invariant (infinitésimalement) le produit scalaire 

de (Ca, que : 

[D,A j (X) = D A(X) - A(DX) est la matrice A(X) dans laquelle 

a^,a2 et a 3 sont respectivement remplacés par UCa^), X(U)(a 2), X
2(U)(a 3). 

Pour D = U «€ (£)R1)et A € K il est naturel de définir DA c ]< 
o o o 

par : 

f _0 X 2(U)(a 3) X(U)(a 2)\ 

U(A) = DA = -X 2(U)(a 3) 0 U(a 1) I 

^ -X(U)(a2) -U( a i) 0 J 

ceci prolonge en effet la définition de la fin du 11-2 aux éléments de 3v q . 

On en déduit la relation : 

(5) [D,Aj = DA , D e 0^(1) , A «-X Q . DA € X D 

Ayant obtenu les résultats suivants : 

[ i ) 0 ( î | ) , i ) 0 ( 3 ) J C o8 o(3) et [i) od),-Xjc jkD 

il est naturel d'étudier [jv0>3^0 ^ * Examinons donc 

[A,BJ pour A,B € ]< q. 
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Remarquons, pour cela, que si X c 1 est réel, on peut utiliser l'identité 

de Jacobi : 

[A,[B,X]] + [B,[X,A]] + [X,[A,BJ]= 0 

qui donne : 

([a,B]- [A,BJ )(X) = 0 

[A,B]< y car X([A,BJ) i 0 ; posons alors : 

AA,B = t A' BJ " |X([A,BJ).I 

On a A £ i»L car X( [A,B| ) € (Ca) et X(AA ) = 0 , 

d'où A A n € J\ . 
A,B 

D'autre part, pour X réel c l : I (X) = [Â B] (X) 

donc [A,BJ ~ A A B C ^ ( J ) et annule les X «e J réels. 

Le théorème 2 (11.3) donne alors : 

[A,Bj = [£B] -|X([A,B]).I (mod.^2) 

Avec la notation habituelle pourA,B € 3C q, on a : 

X([A,B]) = 2 Z [a.,bj et posons : 
i=l 1 1 

3 
D = Z D , , où 
A,B . = 1 a.,b. 

D -i - L r , i - Rp , -i - 3{a.,b.,.} (cf .proposition 4.4) 
a.,b. a.,b. a.,b. i i 
I L L I IJ L I IJ 

on trouve, à l'aide d'un calcul : 

( e ) [A,B] - [£BJ +|X7[A^T).I = §D A^ B 

11-5.oS(0) est l'algèbre de Lie ̂  dans la classification d'E.Cartan 

h^ ={a G „ + ol G c. + a n G._ + a. G..} est une sous-algèbre de Cartan 
/ O /u 1 b l Z oZ o oh 

de o(8) (cf.5J_) donc îî  est une sous-algèbre abélienne de^(^l). Montrons 

que h^ est encore une sous-algèbre de Cartan de & C&) en prouvant qu'elle 

est son propre normalisateur dans^)(tl). 
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En effet, si vérifie : 

VH-e h 7 [H,Dj c h 7 

dei)(1) =3C © ^ f j ) on a D = A + U avec 
^ o o 

A € ^ o , U € 0 (8 ) , d'où : 

[H,A] + [H,U] c h ? 

mais [H5UJ€JD(*1) et [H,A] = HA -e £ q (relation ( 5 ) de 1 1 . 1 ) 

donnent, puisque ® <0o(3 ) est une somme directe 

V H c h y [H,A] = 0 

ainsi A = 0 et par suite : 

VH c h ? [H,U] c h 7 

Il s'ensuit U c h 7 et donc D = U c h 7 

Ceci montre que h 7 est une sous-algèbre de Cartan de $(3), de rang 4. On peut alors 

en déduire les racines de^(^). 

D'après 5 . 3 on a déjà, d'une part, les racines ±(a, ±a.)i de 0 ( 8 ) , 
^ ^a ^b % c D 

d'autre part V est engendré par G i , G_ , G_ 
j O 1 z o 

avec : 
/ 0 0 0 \ / 0 0 F \ / 0 c 0 \ 

G* = ( 0 0 a , C = 0 0 0. , G° = -c 0 0 
1 \ 0 -à" 0 / 1 V-b 0 0 / d \ 0 0 0 ' 

Soit H = a Q G 7 Q + a± + a, G ^ + a 3 * h y ; 

d'après la relation ( 5 ) de 11.M- : 
~ o, C ^ v ^ / 0 0 0 \ 
[H,G,]= H G* avec HG* =( 0 0 H(a) ) 

I 1 1 VO ĤlâT) 0 / 

et de même 

[H,GI] = HG* avec HG^ = ( 0 0 0 
I I 1 V-À(H)(b) 0 0 / 

~ % ^ ~ f °„ X2(H)(c) 0 \ 
[H,Gg] = HG3 avec HG^ =/ -A z(H)(c) 0 0 

V 0 0 0 / 

On en déduit que adH laisse stable "J( 

or la matrice de H dans la base { e.} de Ca est : 
1 i = 0 , . . , 7 
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f 0 

matrice qui possède les valeurs propres ± i a., j = 0,1,2,3. 

Par exemple un vecteur propre pour la valeur propre "iotQ est e^ + i e^. 

On rappelle que les algebres et o(8) sont supposées complexifiées. 

L'application A — * A étant C-linéaire de 3^ dans , si a est vecteur propre 

de H, est vecteur propre de adH. Les valeurs propres de H , ± i a_. , 

j = 0,1,2,3, sont donc des racines de l'algèbre 

A d ) 
a3'ant la dimension 24 + 28 = 52, et le rang 4, il doit y avoir 

48 racines. Jusqu'ici nous en avons 24 + 8. Pour trouver les 16 qui manquent 
~ b ~ c 

il suffit, d'après la forme de HG et HG , d'utiliser la matrice de l'automor-
2. O 

phisme À donnée en 5.2. 

En effet puisque À laisse stable h , chaque fois que a est racine, a 0 \ 

est également racine. On obtient ainsi à partir de ±i ou , j = 0,1,2,3, 

•| i(± a ± a 1 ± a_ ± a Q) 
z o 1 l 3 

soit 16 racines supplémentaires qui complètent le système. On reconnaît 

les racines de 5^ ( [S N] p.84) : 

±i a. , i(± a. ± a. ) -i i(±a ± a 1 ± a 0 ± a_) j j k 2 o l 2 3 

j = 0,1,2,3 j t k = 0,1,2,3. 
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11-6. Les dérivations de ̂  qui annulent l fun des éléments (i = 1,2 ou 3 ) 

Notons pour i = 1,2 ou 3 

S).W) = { D «€ £>C\) / D E. = 0 } 
i i 

JÔ̂ CJ) est une sous-algèbre de Lie de «ÔCJ) qui contient .£?( 3 ) - o(8) ; 

nous allons montrer qu'elle est isomorphe à l'algèbre o(9). D'après la table 

de multiplication de *3 , il est clair qu'il suffit de le montrer pour i = 1. 

Soit donc D €£^(1). D'après le lemme de 11-2 le A C K q tel que A ( E ^ ) = D 

pour i = 1,2 et 3 est de la forme ( D E = 0) : 

/ 0 0 0 \ 

A = I 0 0 a ) = G i • a € (Ca . 

* 0 -a 0 ' 

Comme D-A annule E ,E et E , D-A c Z) (9) - o(8) et donc : 
JL Z. o O 

«2^0) = ( 9 K G J J ) 0 o(8). 

j=o 

De 11-5 nous pouvons alors déduire la proposition : 

Proposition : $^(0) est isomorphe à l'algèbre de Lie o(9) (et de même pour 
fi).(^) , i = 2,3) 
i 

En effet la sous-algèbre de Cartan h^de $̂ ) est encore une sous-algèbre 

de Cartan de ̂ (L)* de rang ^ 5 et d'après 11-5.«©^CL) possède comme racines : 

i(± a. ± a ), j t k = 0,1,2,3, fournies par o(8), ± ia. , j = 0,1,2,3, 
3 K - 7 ^ei ^ 

trouvées en faisant agir adH (H «€ h^) sur % S! G^ J . 

j-o 

étant de dimension 36, et le rang étant 4, nous avons ainsi toutes ses 

racines, au nombre de 32 . 

Ce système de racines constitue précisément celui de o(9) ( [s NJ p.80). 
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A l'aide de la relation (6) de 11-4. nous pouvons préciser le crochet 

dans . 0 ( $ ) . 
_ 7 've. 

Notons * l = e r G 1

J 

j=o 

Tout d'abord, [o(8), o(8)] c o(8) et si G* €*l et U € o(8), 

la relation (5) de 11-4 donne : 

[0, G®J = = G^ U ) , d'où K,o(8)] c . 

Ensuite, pour et G -e AI , la relation (6) donne : 

< D a , b = L [ a , b ] - R [ a , b ] " 3 K - ^ 

Si X ̂  *J , un calcul nous fournit : 

[G*, Ĝ ] (X) = U1(a,b)(X) 

avec 

V a ' b ) = 2 { L[a,b]- ax b " \ x b " h>\\ >€°(8> 

où axb est l'élément de (Ta défini par : 

axb = lin ïïa = - y(âb - ba) 

Ainsi [fl\, ON.] C. o(8). 

En résumé, nous avons : „ 
ry e • 

o(9) - i ) ( 3 ) = o(8) , « I G ^ 

avec 

[o(8), o(8)J C o(8) , [ryrt, o(8)]c Wt , [<^,fy] C o(8) 

(o(9), o(8),a) (où O est l'automorphisme de o(9) égal à Id sur o(8) 

et à -Id sur Of̂ t ) est par suite une algèbre de Lie symétrique (cf.12-5 fin). 
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12 - LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES DE 3 

12-1. On note Aut( ̂  ) le groupe des automorphismes de *] * c.a.d l'en

semble des isomorphismes linéaires u de 1 vérifiant : 

(*) VX,Yc3 u(XoY) = u(X) o u(Y) 

Cette relation entraîne en particulier 

VX € 1 u(X) = u(X) o u(I), d'où : 

VX € ^ X(u(X)) = (u(X)|l) = (u(X)|u(I)) 

c.a.d u(I) = I pour u € Aut(^) . 

D'autre part, si u «e Aut(3), la relation (*) peut s'écrire : 

VX € 0 u o L = L ( v o u d'où : 
X U \ x ) 

u o L., o u = L / vx donne VX -e 3 trace (L.,) = trace (L 
X u(X) X u(X) 

D'après la relation (1) de 11-1. on a ainsi : 

VX-e 3 X(u(X)) = X(X). 

Il en résulte que Aut(t) ) laisse invariant les formes X(X), 

X(X 2) = (X | X) et X(X 3) = (X,X,X) avec X 3 = (XoX)oX 

En particulier : 

Auttf ) C 0(27) 

Nous montrerons, par la suite, qu'en fait Aut d ) C S0(27) et que 

Aut (3 ) est la forme réelle compacte du groupe de Lie dans la 

classification d'E.Cartan. 

Notons provisoirement Aut+(3) = Aut (3) 0 S0(27). 

12-2. Diagonalisation des éléments de ̂  par Aut*(^) 

Aut+(3) est un sous-groupe fermé de S0(27) ; il est donc compact 

et pour X c ^ , l'orbite Aut + (1).X = (u(X) / u -e Aut+(tl ) } est 

également compacte. 

On a alors le théorème de diagonalisation : 
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Théorème : par l'action de Aut+ (*J ) sur ^ 

i) Toute orbite contient un élément diagonal X q (donc réel) ; 

de plus si X q et sont diagonaux : 

Aut+(!l) • X = Aut+(3).Y^=> X et Y possèdent les mêmes termes 
^ o o o o 

diagonaux, à l'ordre près. 

ii) si ^2'^2'^3 ( ^ ^ s ^ ê n e n t l e s éléments diagonaux de X € d on a : 

X est diagonale + Ç~ + £~ e s t maximum dans l'orbite de X. 

1 A O 

Démonstration : 1 - Soient X^ et Y^ deux matrices diagonales telles que 

Aut+(<J) . X = Aut +(3 ).Y . 
o o 

^i 6 t ^i désignant, respectivement, les éléments diagonaux de X q et Y q, 
nous avons : ^ ^ 

X ( X ) = E X . , X(X*) = ,E ÀÎ , X ( X 3 ) = E \\ 
o i = 1 i o i=l i o î = 1 i 

et de même pour Y • 

Comme Aut (̂ ) laisse invariant les formes 

X ( X ) , X ( X 2 ) et X ( X 3 ) et que 

Y = u( X ) pour u «g Aut(*i), il vient : 

0 o 

3 3 
E X. = .E A'. pour k = 1,2,3 
1 = l 1 1 Z 1 1 

3 3 
Par suite les polynômes II (À.-À) et II (X'_X) sont identiques et 

i=l 1 i=l i 

donc (X 1,X 2,X 3 } = {X^, X^, X^ } . 

2 - Existence d'un élément diagonal dans chaque orbite 

Soit f l'application définie surj par : 
3 

f(X) = E ( € I désignent les éléments diagonaux de X ) . 
i = l 1 1 

f est continue sur l'orbite Aut+( ^ ) . X compacte, donc il existe 

X «6 Aut+(!J ).X où f est maximum. 
o 
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Nous allons montrer que X q est nécessairement diagonale ; sinon, supposons 

par exemple x^ i- 0 . 

/ h X 3 *2 *\ 
S o l t Xo = [ x 3 Ç 2 x1 1 avec x± f 0 

\ x 2 V h I 
Nous allons calculer explicitement le sous-groupe à un paramètre engendré 

par l'élément de l'algèbre de Lie Aut(") et montrer que la condition f 

maximum au point X q de son orbite contredit l'hypothèse x^ t 0 . 

^a ^a r a i r ba + 
G 1 étant la dérivation X—K^CX) = [G^X] > n o u s avons expt Ĝ ^ c Aut (!)), 
et comme 

a ( 0 0 0 \ 
G = / 0 0 a ) ne fait intervenir que a et a 

\ 0 -â 0 / 

nous pouvons calculer associâtivement les produits 

G* •.. G* X G i ••• Gi P o u r X ̂  0 . 

^a 
Ainsi expt G^ e s t l'automorphisme défini par : 

expt Gj (x ) = expt G*. X . exp(-t G*) 

% % -1 
on notera A un tel automorphisme X •A(X) = A.X.A , de sorte que : 

^a ' ' a 
expt G^ = expt 

Du calcul de (G°) et de (G ) on déduit : 

f 1 ° a° A 

expt G^ = j 0 cost |a | Ŷ -Y-sint |a | 1 

V 0 - j~|-sintja| cost|a| / 
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Soit maintenant X = expt G. .X , avec |a| = 1 . 
t 1 o 1 1 

X^ € Aut+(3).X et on trouve : 
t o (^(t) x 3(t) x 2(t) ^ 

x 3(t) Ç 2(t) x x(t) 

x 2(t) 5T[(t) Ç 3(t) / 

avec : r _r 
f f 3 2 T 

x^(t) = x^ + 2 a sin t — — cos t - (alx^sin t J 
x

9 ( t ) = x cos t - "3T x" sin t 
^ z S 

x 3(t) = x 3 cos t + x"2 â sin t 

£ 2(t) = ^ 2 cos
2t + Ç 3 sin

2t + (a|x1) sin 2t 

C 3(t) = Ç 2sin
2t + Ç 3 cos

2t - (a|x ) sin 2t 

3 

Par hypothèse, ^ - ^ f ^ ) doit être maximum pour t = 0 . 

3 
Donc E £.(t) "77 £.(t). = 0 , ce qui donne : 

-j z i i dt ^i I ^ 1 1 |t=o 

(a|x^) (̂ 2_ 3̂'' = ®9 e t c e c ^ indépendamment de a c Ca 

d !où : £ = Ç , et alors : 
ẑ  o 

3 3 
Z £?(t) = E Ç 2 + 2(a|x) 2 sin 2 2t 
i=l i=l 

3 3 
mais, pour tout t, on doit avoir Z Ç?(t) ̂  Z 

i = l 1 i = l 1 

donc : (a|x^) = 0 et ceci pour tout a Ca, ce qui contredit l'hypothèse 

x t 0 . 

On obtiendrait de manière analogue = x^ = 0, c.a.d X^ 

est diagonale. 

On a ainsi montré : dans toute orbite il existe une matrice diagonale X^ 

telle que soit le maximum de f sur Aut+(3).XQ. 
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Maintenant d'après 1-, si Y est diagonale et se trouve dans l'orbite de 

X on a f(X ) = f(Y ) ; c.a.d f(Y ) est également maximum, d'où le ii) du 
0 o o o 
théorème• 

3 - Il reste à montrer que si X q et Y q sont deux matrices diagonales possé

dant les mêmes éléments, à l'ordre près, alors elles se trouvent dans la même 

orbite. 

Soit X q = diag(Ç 1,Ç 2,Ç 3) et, par exemple Y q = diag(Ç 9 Ç , Ç 2 ) 

^a 
La courbe t OC = expt G .X définie en 2 - permet d'échanger Ç et Ç . 

X J. o /. o 
En effet les relations (7) de 2 - s'écrivent maintenant (x = x = x = 0) : 

J. 2. O 

x (t) ~ a(£3-Ç ) sin t cos t 

x (t) = x (t) = 0 

c x(t) = q 

Ç 2(t) = £ 2 cos
2t + e3 sin2t 

Ç 3(t) = Ç 2 sin
2t + i 3 cos 2 t 

d'où : Y = exp ̂  ̂  . X € Aut+(3) • X 
o r 2 1 o o 

ce qui achève le théorème. 

Chaque orbite est ainsi caractérisé par les éléments diagonaux, {X^,X 2-,X^} , 

d'une de ses matrices diagonales. On appellera ces X^, i = 1,2,3, les va

leurs propres de l'orbite. 

Corollaire 1 : Soit X, £ j e t X = X. o X , n 1. 
1 n+1 1 n 

Alors pour tous i , j ^ 1 on a : 

X. o X. - X. . 
i 3 1+3 

C'est vrai si X^ est diagonale ; si X^ est quelconque on a X^ = u(Y^) 

avec u € Aut (T) et Y^ diagonale. 

D'où, u étant un automorphisme, pour tout i 

X. = u ( Y . ) et 
i i 

X. o X. = u (Y.) o u (Y-) = u(Y. o Y.) = u ( Y. . ) = X. . . 
1 j i 3 1 3 1+3 1+3 

Dans la suite on écrit X n pour X o X o o X (n facteurs). 

- 50 -



Corollaire 2 : Pour tout X € ̂  on a : 

(E) 4>(X) = -X 3 + X(X) X 2 - | [ X ( X ) 2 - X(X 2)] X + | [ X ( X 3 ) - |X(X)X(X 2) + | X(X) 3] = 0 

En effet, comme X(X), X(X )etX(X ) sont invariants par Aut(3 ), si u est 

un automorphisme on a : 

d>(u;x)) = u ( c j ) ( x ) ) 

dTaprès le théorème, il suffit de vérifier (E) pour X = diag( A ^ A ^ A , ^ ) . 

Dans ce cas X(X) = À +A Q +A , X(X 2) = A 2 + A 2 + A 2 , X(X 3) = A 3 + A* + A 3 

1 Z o ± Z o 1 z o 

et <|>(X) = -X 3 + (.|Là.)X2 - ( E A.A.)X + (A 1A 0A 0)I = 0 est trivialement 
1-1 1 1 3 1 l 6 

vérifie. 

Définition : Si X € ̂  on appelle équation caractéristique de X l'équation 

(E) et det X la quantité 

(8) det X = -| [X(X3) - | X(X) X(X 2) + \ X(X)3J 

qui est le terme constant du polynôme <p et qu'on obtient aussi à partir 

de (E) en prenant la trace des deux membres. 

/ Ç l X 3 *2 A 
Soit X € J X = [ — r j ;à partir de l'expression (8) 

X 3 K2 X l 'I 

V X 2 -1 ^3 I 

le calcul donne : 

3 

d e t X = W 3 " i=l^ilXil2 + 2 * * < x l X 2 x 3 ) 

[l'écriture $ ? e ( x x x ) , où Qe signifie partie réelle, se justifie par 
1 Z. vj 

2^e(x 1x 2x 3) = t(x 1x 2x 3) = 2(x 1x 2|^ 3) = 2(x2x3|>T1) = 2(x 3x 1|x 2)] 

12-3. Aut(3) C S0(27) 

Soit u-g AutOÎ). Comme Aut(̂ J ) G 0(27), u se décompose en rotations dans 

des 2-plans deux à deux orthogonaux et en id, -id, respectivement, dans les 

sous-espaces propres et V__̂ , orthogonaux, relatifs aux valeurs propres 

+1 et -1. 
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Soit alors u € AutO^) tel que det u = -1 ; nécessairement ^ fo) , 

c.a.d : Jx t 0 u(X) = -X . 

Comme u(I) = I , I -e V ± donc X ( X ) = (X|l) = 0 et de même X ( X 3 ) = 0 

car X-e V * 3 * (u(X 3) = u(X) 3) 

L'équation caractéristique d'un tel X est donc : 

- X 3 + |x(x 2) X = 0 

on peut supposer X ( X 2 ) = 2 , d'où X 3 - X = 0 . 

D'après le théorème de diagonalisation il existe X diagonale et un élément 

u' -e Aut +(1) tels que : 

X = u'(X ) , x3
 - X = 0 

o o o 

De u(X) = -X, on a alors ( u r l o u o u ! ) ( X ) = -X . 

o o 

Donc si u est un automorphisme tel que det u = -1, il existe une matrice 

diagonale X q et un automorphisme v de déterminant -1 tels que : 

v(X ) = -X , X 3 - X = 0 . 
o o o o 

X étant diagonale et det X = 0 , nécessairement X est l'un des 6 élé-
o to o o 

ments : ±(E -E 2) , ±(E - E 3 ) , ±(E -E3> . 

On peut supposer X q = E^ - E 3 

/ 0 0 0 \ / 0 0 0 \ 
X = / 0 1 0 ) -e V .(v) , X 2 = | 0 1 0 J •€ V (v) 
° V o o -i / - 1 V o 0 1 / + 1 

alors v(E 2-E 3) = v(E2> - v(E3> = E ^ 

et v(E 2+E 3) = v(E 2) + v(E 3) = E 2 + E 3 

donne : v(E ) = E , v(E ) = E et aussi v(E ) = E 

(car v(I) = v(E +E +E ) = D 

Ainsi v est un automorphisme de déterminant -1 qui laisse fixe et échange 

E 2 et E 3 . 
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Or d'après l'étape 2 de la démonstration du théorème 12-2, l'automor-
TT '"Va -f* 

phisme w = exp — «e Aut ( 3 ) est tel que : 

w(E 2) = E 3 , w(E 3) = E 2 , w(E 1) = E1 . 

Il s'ensuit que v o w est un automorphisme de déterminant -1 qui laisse 

fixes E 1,E 2,E g . 

Ainsi si Aut(d)QO (27) f 0, il existerait un automorphisme de détermi

nant -1 qui laisserait E 1 , E et E fixes. 

Nous allons maintenant voir que les automorphismes qui laissent fixes 

E , E et E sont nécessairement de déterminant +1 . 

Automorphismes qui laissent E^, et E^ fixes. 

Soit u un tel automorphisme. 

u(E^) = E^ pour i = 1,2,3 donne, en utilisant la table de ̂ (10.2) : 

7 
u(FX) C z e F 1 , c.a.d 

a . e^ 
j =o J 

u(F1) = F 1 où cf).(u) est linéaire de ta dans Ca . 
a *.(u)(a) 1 

i 

D'une part F 1 o F̂  = (alb) (E. + E ) , i,j,k différents, donne : 
a n ~] K 

F 1 o F 1 , w . . = (<j).(u)(a) |(f..(u)(b)) (E. + E.) 
<K(u)(a) *±M™ ^ ^ k 

1 

r (a|b)(E. + E k) 

d'où : (<J> (u)(a) | (f>i(u)(b)) = (a|b) Va,b -e Ca 

et donc : ̂ (u) •£ 0(8) , i = 1,2,3 . 

D'autre part, pour i,j,k permutation paire de 1,2,3 

F1 o F̂  = ~ FJL donne 
a b 2 ab 

<f>.(u)(a) . (J)̂ (u)(b) = <|> (u)(âE") 
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c.a.d [ K ((^(u)] ( ab) = <f)̂ (u)(a) .(|)j(u)(b) et en particulier 

Va,b «e (Ca : 

(9) [ K(f)1(u)] (ab) = <|>2(u)(a).<J>3(u)(b) 

(On rappelle que K <J>^(U) = K <|>̂ (u) K, K étant l'involution x — • "x 

de Ca ). 

Faisant respectivement a - 1 et b - 1 dans la relation (9), on obtient : 

<|>3(u) = L g o k ^(u) , où s = <|> (u)(l)~ 

<j>2(u) = R o K ̂ ( u ) , où t = <J> (u)(l) 

Comme det L = det R = + 1 (cf.haut de la p.25), on déduit que : 
s t 

det <j)2(u) = det <J>3(u) = det ^(u) . 

Par suite, comme u laisse fixes E , E et E et agit sur à l'aide 

-L 2. O 

de (J)̂ (u) comme indiqué précédemment, on a : 

det u = (det <J> (u)) 3 

Maintenant pour voir que nécessairement det u = +1 pour un automorphisme u 

qui laisse fixes E^, E^ et E^, il suffit de montrer que det <(>̂ (u) = +1 . 

Pour cela, montrons tout d'abord que la relation (9) ne peut pas être 

satisfaite avec <j)̂ (u) = K ; c'est-à-dire que l'on ne peut pas avoir : 

Va,b Ca K(ab) = B(a).C(b) , où B,C -€ 0(8) 

En effet si cette relation était vérifiée, on aurait : 

C = L o K , avec s = B(1) 
s 

B = R t o K , avec t = C(l) 

et a = b = 1 donnerait ts = 1, d'où t = s" 

alors Va,b c Ca, on aurait : 

ab = b â = (â s)(s b) 

mais b = s «==^ Va -e Ca "s ¥ = â" s ( |s | 2 = 1 ) 

d'où nécessairement s « S et donc s = ± 1 et par suite Va,b «e Ca 

ab - ba , ce qui est impossible. 
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Ensuite, si det <t>^(u) =-1 , on aurait : 

det ^(u) K = +1, c.a.d 4> (u)K € S0(8) et le principe de trialité 

dans S0(8) (6-,2) donnerait : 

il existe B,C € S0(8) tels que Va,b € Ca ( <f> (u)K)(ab) = B(a) C(b) 

d'où, en remplaçant dans (9) 

(K (|)1(u)K)(ab) = K(B(a)C(b))= (|>2(u)(a) • <f> (u)(b) 

-1 - 1 
et en posant x = B(a), y = C(b) ; B f = <J> (u) o B , C' = <Mu) o C 

z o 

on aurait : 

Vx,y € Ca K(x y) = B'(x) C'(y), avec B',C' -e 0(8) 

or nous venons de voir que cela nfétait pas possible. 

Par conséquent det <j>̂ (u) = + 1 et donc det u = + 1 ; ce qui achève 

de montrer : 

Aut(3) C S0(27) (et aussi Aut+(j ) = Aut(^)) 

12-4. Notons Aut(3) = {u -6 Aut(l) / u(E.) = E., i = 1,2 et 3} 
o 1 1 

D'après ce qui précède si u € Aut(3)Q on a pour X c 3 : 

/ Ç X * 3 (
U ) ( X 3 ) * 2

( U ) ( X 2 ) \ 

u(X) = (J>3(u)(x3) Ç 2 * 1(u)(x 1) 1 

\ * 2(u)(x 2) 4>1(u)(x1) Ç 3 / 

où les (J)̂ (u) sont des éléments de S0(8) qui vérifient la relation (9) ; 

ainsi (<J> (u), <(> (u)) est un couple associé à k (J)-(u) par le principe de 
A o i 

trialité et de 6-3 nous avons : 

(<j>2(u), (j>3(u)) -e Spin(8) et k (^(U) = p(<J>2(u), 4>3(u)) . 

Nous pouvons donc définir une application : 

• <J> : Aut(3) • Spin(8) par : 
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u c Aut(3) , *(u) = (<J> (u), cf>0(u)) o 2 o 

(cf)̂ (u) étant alors Kp(<J>(u)) * 

Par définition des <j)̂  on a pour u,v «e AutCl)^ 

<J>.(u o v) = <|).(u) o (f).(v), i = 1,2,3 
i i l 

on en déduit : <j>(u o v) = <J>(u).<Kv) 

c.a.d (J) est un homorphisme de groupes. 

DTune manière évidente <j> est injectif et, si (B,C) •€ Spin (8 ) , 

l'application u définie sur ̂  par : 

u(E.) = E. , uCF 1) = F 1 , u(F*) = F* . , u(F3) = FL * 
i i a !cp(B,C)(a) *> B(b) c C(c) 

i = 1,2,3 

est un élément de AutCj) Q tel que c()(u) = (B,C). 

Il suffit en effet de vérifier que, en posant A = p (B,C), la relation : 

Va,b € (Ca KA(ab) = B(a) C(b) 

entraîne les relations analogues par permutation circulaire de A,B,C. 

Par exemple : C(a) A(b) = C(a) 1 A(b) (on peut supposer |a| = 1) 

= <A(b) C(a)""1 

= KA((âb)a) C(a)" 1 

= B(âb) = KB(ab) 

Par conséquent, (f) est un isomorphisme de groupes et : 

Aut(i) - Spin (8 ) . 
o 

12-5. Notons pour i = 1,2, ou 3 

Aut(3)I = (u «e AutCO) / u(E i) = E } • 

Nous allons montrer que Aut(^)^ - Spin(9) . 

Il suffit de le voir pour i = 1. Soit donc u «€ Aut(O)^ 

u(E-) = E , u(I) - I et posons : 
3 

u(E 0) = I a. E. + F 1 ) 
2 . . - i l x. 

1 = 1 i 
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u(E 1 o E 2) = E 1 o u(E ) = 0 donne : 

hEl + 1 F x 2

 + \ F x 3

 = ° • d ° n C 'h = X 2 = *3 = ° 

et u(E 2 o E 2) = u(E 2) o u(E ) = u(E ) donne 

^3 = *| + ' Xll 2 

Comme X(u(E2> = X(E ) = 1 on a : 

Ç 2 + ^ = 1 ce qui nous permet de poser , £ 2 et étant positifs : 

Ç 0 = cos 2 0) . ^ ^ 7T 

5 i- • 2 

Ç 3 = s m 0) 

Par suite, = coso) sino) s , avec s «€ Ca |s| = 1 

Donc tout élément u de Aut(^)^ est tel que : 

/ 0 0 0 A 0 ^ 0 ) 4 -

u(E 0) = I 0 cos 2 a) sintocoso) s / 

I n - ~ - 2 / NI = 1 
\ 0 sinojcoso) s s m o) 1 1 

Reprenant les relations ( 7 ) de 12-2 nous avons ainsi : 

^s 

u(E 2) = exp(-O) G ) (E 2) 

soit : (expojG^ o u) (E 2) = E 2 

Comme expcoG^ € Aut(1) , exp U) G^ o u laisse fixes E et E , donc aussi E , 

c'est-à-dire : 

expo)G1 o u € Aut(0) Q - Spin(8) 

Nous venons donc de voir : 

pour tout élément u c AutOl)^ il existe un couple ((s,o)),U), (s,U))-e S7x[o,~], 
U •€ Spin(8) tel que : ^ 

u = exp(-O) G^) o U 
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et conime exp(co G^) c Aut(*3)^, il est clair que pour tout (s,co) € S x fo,—] 

% s 

et pour tout U c Spin(8) on a : exp(-U) G^) o U € Aut(<]>1 . 

D'autre part : 

- si u(E ) / E et E , (s,03) -e S 7* e s t déterminé par u(E ) d'une façon 
2 2 d 2 L ^ 2 

unique, ainsi que U € Spin(8) par u et expcoG^. 

- si u(E^) = E^ on a 0) = 0 , s quelconque, u c Spin(8). 

7T 

- si utE^) = Eg on a o) = — , s quelconque ; mais u s'écrit d'une façon unique 

sous la forme : 
7T 'V^O 

u = exp(- - ) o U, U-e Spin(8), en prenant s = 

(exp(- G^) échange E^ et E , quel que soit s ; un calcul montre que 

7T OtfS TT ^ ^ O v. 

exp(- — G^) - exp(- — G^ ) o U où U € Spin(8) est définie par :: 

(f)1(U) (x 1) = s" x s) . 

Soit alors ^ la relation d'équivalence définie sur S^x [o,--] par : 

(s,o)) ̂  (s' ,0)' ) 4 > [((s,03) = (s' ,0)' ) ) ou (o) = a)' = 0) ou (a) = 0)f = ̂ )] 

S 7 x [0,~ ] est homéomorphe à S 8 et l'application : 

Aut(5) • S 8 x Spin(8) définie par : 
r\jS ' TT 

u = exp(-u) G^) o U • ((s,0)),U) pour u> t 0,— 

u = U + ((îTb),U) 

u = exp(- | ^°)o U _ * ((i I),u) 

^ ri 8 
est un homeomorphisme de Aut(j)^ sur S x Spin(8) 
Q 

S x Spin(8) étant simplement connexe, il en est alors de même de Aut(O)^ ; 

mais l'algèbre de Lie de celui-ci étant o ( 9 ) (proposition 11 . 6 ) , on a 

donc : 
Aut(j) = Spin(9) . 

De 11.6 (fin) nous avons 1'isomorphisme d'espaces homogènes symétriques : 

Spin 9/Spin 8 - S 8 
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Remarque : l'équation cartésienne de S 8 est : 

N 2 ~- hh h'h'- 1 

^2~^3 2 1 
ou encore |x^|2 + (—-—) = — 

rj / 0 0 0 \ 

et la donnée de u(E2> = A(E^=ï 0 ^2 X l ) °" ^2'^3'X1 s a t i s f o n t a ce"tte équation 

\ 0 ^ ç 3 / 

détermine d'une façon et d'une seule un élément U de Spin 8 d'après ce qui a été 

vu. 

12.6. Aut(^) est la forme réelle compacte du groupe de Lie dans la classifi- 

ca t ion d'E. Car tan. 

Aut(j) est compact, d'algèbre de Lie ^ (11.5). Nous aurons Aut(^)) = F^ 

en montrant la connexité de Aut(Cl). 

3 

Soit u « AutCl ) et u(E-) = Z (Ç. E. + F 1 ) 
1 . 1 ^i i x. 

i = l i 

u(E^) vérifie u ( E x )
2 = u(E ) , ce qui nous donne, pour i = 1,2,3 et modu-

lo 3, les relations : 

<«) f e £ = e| * l* i t ll
2* l* i t 2l

! 

i i+l i+2 

D'autre part comme x(u(E1>) = X(E ) = 1 on a : 

Ç + Ç + Ç = 1 et les Ç. étant positifs, on peut poser : 
1 2. o 1 

Ç • = COS2(() COS 20) 

« ^ 2 = sin
2(f> cos2co avec 0 4 <J> 4 tj- , 0 ̂  oa < y 

Ç 3 - sin2a) 
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La relation (**) donne £. |x.|2 = X . ( X . é 1 x. .) 
^ 1 1 i1 i 1+1 1+2 

mais £-JX;jJ2 € ^» donc pour tout i = 1,2,3 : 

?i l xil 2 = ^e(x x x 2 x 3) . 

La relation (8) de 12.2 donne : 
3 a 

det(u(E1)) = l££z - i i ^ i l ^ l 2 + 2%e(x1 x 2 x ^ 

= det(E ) = 0 

donc : |x.|2 = q Ç 2 É 3 = x x x 2 x 3 

- si * 0 on a |x.|2 = Ç. + 2 

- si Ç. = 0 on a x. + 1 = x. + 2 = 0 

Dans ce cas E. , + T. = 1 et les deux relations * qui subsistent don-
î+l i+2 

nent encore : 

K l 2 = ^i+l^i+2 

On voit que les |x_J sont déterminés par les donc par les paramètres 

0) et <J) ; on en déduit : 

x^ = sin (J) coso) sin oo ,a 

x^ = sin (f) cos <)) cos2o) .c 

où a,b,c c S 7 et vérifient (lorsque 0 < ̂  < ) 

a(bc) = b(ca) = c(ab) = 1 

( a,b,c engendrent une algèbre de quaternions). 

Considérons alors expt G 2 € Aut(0>2 et expt G^ c AutuJg. De la même 

manière qu'en 12.2, nous avons : 

f cost c sint 0\ h f c o s t 0 b s i n t ) 
expt G° = ( -c sint cost 0 , expt G = / 0 1 0 / 

\ 0 0 1/ \- b s i n t 0 c o s t 
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et : / 2 — N 
/ cos t 0 -b cost sint \ 

expt ^ . ( E 1 ) = expt G^.tE^ = ( 0 0 0 I 

\-b cost sint 0 sin2t / 

( cos 2t fcos 2t -c sint1 cost1 cos 2t -b cost1cost sint\ 

-c sint'cost'cos^t sin 2t Tcos 2t c" b sint1 cost sint I 

-b cost'cost sint bc sint'cost sint sin2t ' 

Pour t = 0) , t 1 = TT-cf) comme a = c* b , on obtient : 

expa)G3 o exp(7T-<|>)G )(E ) = u(E ). 

'Md
 %c A 

Par suite : exp((J>-ir)G o exp-U)G o u € Aut(\J) - Spin(9) 
2 o J_ 

on a ainsi montré : 

pour tout u -e Aut(*J), il existe T 2 -e [ ^ , TT ] , T «€ [o, ̂  ] » 

a,b,c € S 7 , U € Spin(9) tels que : 

V: %b 
u = exp T 3 G 3 o exp

 T

2

 G

2 ° U 

(si £ £ £ ^ 0, où Ç. = (u(E )|e.), la décomposition est unique). 
A. 2 o X J. 1 

Soit alors pour t e [o,l] : 

u t = expt T 3 G 3 o exp t T 2 G 2 o U 

Comme u = U et u„ = u, tout élément u de Aut(j) peut être joint à 
o 1 

un élément de Aut(J)^ - Spin(9). Spin(9) étant connexe par arcs, il en 

résulte que deux éléments quelconques de Aut(3) peuvent être joints et donc 

que Aut(^) est connexe par arcs. 

12-7. L'espace symétrique F^/Spin(9) 

De 11-3. (théorème 2), 11-5 et 11-6, nous avons la décomposition : 

= ( 0 K G 2

J ) 9 ( » R G 3

J ) 9 o(9) 
j=o j = o 

où o(9) est identifiée à la sous-algèbre de Lie ( ® K G ) 0 o(8) des deri-
j=o 1 

vations de *i qui annulent E 1 (U-€ o(8) est identifié à la dérivation U qui 

- 6 1 -



annule E^, E^ et E^) • 

La relation (6) de 11-4 nous a permis de calculer en 11-6 : 

[G 1

1, G 1

/] = U ( a r a 2 ) 

où U,(a l 5a 0) = 2 {L r , - R - [h , R-.J} € o(8). 
1 1 2 Lai'a2J 3 l x a 2 a l x a 2 L a l 2 

De la même façon nous avons : 

[G2 , G 2 ] = U 2 ( b r b 2 ) et [G3
1, ̂ 3

2 ] = U g C c ^ ) 

avec : 

U 2 ( b r b 2 ) = 2 { h i x h 2 _ [ h ^ r [L b i, R b 2]} € o (8 ) 

et U 3(c l 5c 2) = 2{L C - [L C l,R C 2] } € 0 ( 8 ) . 

Pour i = 1,2 ou 3, nous pouvons considérer les applications tK, 

définies par les égalités précédentes, comme des applications bilinéai-

res antisymétriques de (Eaxda dans 0 (8 ) ; X étant toujours 1'automorphisme 

de 0 (8) (X 3 = Id) on vérifie : 

u 1 = X o u 2 = X 2 o u 3 . 

Dfautre part (cf.définition des G a p.42 ) : 

[G-, Gb

2) - G f , [G2, GC

3) - Gf , [ Gg, G*] = G f 

Comme D = 0 pour i f j, toujours d'après la relation (6) de 11-4, les 

égalités précédentes restent vraies en mettant un °o sur les G . 

Enfin pour U-e 0 ( 8 ) , la relation ( 5 ) de 11-4 donne : 

7 ojza 7 œ-; 
Notons alors CfVt = ( .© I G^ J) ® ( 8) R G n

J ) ; on a : 
1=0 z . o 
J 3=o 

^ =^9 o(9), avec : 

[o(9), o(9)] c o(9) , [O(9) 5»l] c *l» [*U*J C o(9). 

Il s'ensuit que (Sf^j o(9),a) (où a est l'automorphisme dejf^ égal 

à Id sur o(9) et à -Id sur «*l ) est une algèbre de Lie symétrique et 

F^/Spin(9) est un espace homogène symétrique compact. 

- 6 2 -



CHAPITRE III  

LE PLAN PROJECTIF CaP 2 

13 - LE PLAN PROJECTIF K P 2 POUR IK = R, î OU H. MOTIVATION POUR L'INTRODUCTION 

DE *J . 

13.1. Représentation par des coordonnées homogènes normalisées. 

La relation d'équivalence sur /K3 : 

(a^a ,a ) ̂  ( a| ,a^ )<=̂ > J A-e (K tel que |X| = 1 et 

(a^9a^,a^) = ( a ^ ,a2A,a3A ) 

définit IKP2 comme : 

IKP2 = SK 3 ^ç^ , où SIKn désigne la sphère unité de fKn. 

Chaque triplet ( a ^ a ^ a ^ ) , a^ € K, normalisé par | | 2 +1 p + | ag| 2 = l 5 

représente le point de KP 2 dont a-, ,a ,a sont les coordonnées homogènes 
À o 

• ponctuelles ; il représente également la droite de KP 2 dont a ^ a ^ a ^ sont 

les coordonnées homogènes tangentielles, droite qui a pour équation 

a 1z + a x + a Qy = 0. Tout autre système de coordonnées homogènes (a A,a A, 

a A) avec |A| = 1 définit le même point ou la même droite. 
o 

KP 2 est donc un ensemble de points et de droites ; une droite est 

un sous-ensemble de l'ensemble des points. Les axiomes dits du plan pro-

jectif sont satisfaits (cf. [HL] , p.346) : 

P^ - Deux points distincts appartiennent à une droite et à une seule. 

P 2 - Deux droites distinctes ont en commun un point et un seul. 

P^ - Il existe au moins quatre points dont aucun sous-ensemble à trois 

éléments n'est contenu dans une même droite. 
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Le point X - (a ,a^5a ) et la droite d'équation a z+a x+a y = 0 
.L z $ -L Z. o 

sont dits associés par dualité. (1,0,0) sont les coordonnées ponctuelles 

de l'origine et aussi les coordonnées tangentielles de la droite de l'in

fini, notée ; (0,a ,a ) représente un point de ou une droite passant 

par l'origine. La condition d'incidence du point X - (a^a^a^) avec la 

droite Y = (b^jb^b^) est : 

a i F l + a 2 F 2 + a 3 F 3 ° 

13-2. Représentation par des matrices hermitiennes 3x3 

3 

Soit K2 muni du produit hermitien <x,y> = i-ixi^i * 

Un projecteur hermitien est une matrice : 
/ h x

3

 ïï2 \ 
X = / x 3 Ç 2

 x ! E, x . « K , i = 1,2,3 

\ X 2 *1 Ç 3 ' 

telle que X 2 = X , relation qui se traduit par : 

(1.1) Ç. - E2 = Ix.l 2 + |x, I 2 i5j,k différents 
î ^ i 1 j 1 1 k1 

(1.2) x^ = x_. x^ i>j>k permutation circulaire de 1,2,3 

si Ç + + = 1 (1.1) peut être remplacé (cf. 12,6) par 

(1.3) |x.|2 = Ç. Ç i,j,k différents. 
i 3 k 

On montre facilement que les équations aux inconnues a 9a^9a^ 

éléments de IK : 

f?. = |a.|^ i = 1,2,3 

| xi " a j ak i^j,k permutation circulaire de 1,2,3 

où les E. et x. satisfont aux relations (1.1) et (1.2) ont pour solution 
^ 1 1 

les triplets (a^,a ,a ) qui se déduisent de l'un d'entre eux par multiplica

tion à droite par À € IK , j A | = 1 . De plus, en désignant par X(X) la 

trace de la matrice hermitienne X : 

3 

l |a_|2- 1 ,^===^> X(X) - 1 ^ ^ le projecteur hermitien X 

1 ^ est de rang 1. 
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Soit donc.: 

/ a i a l a1^2 al*3 \ 
X(a 1,a 2,a 3) = | a ^ a ^ a ^ J avec \a±\ 2+ |a2|

 2+ |a 31
2 = 1 

^Vl a3^2 a 3 ¥ 3 ' 

Le sous-espace propre de X (a^a^a^) pour la valeur propre 1 

est le point de (KP2 de coordonnées homogènes ponctuelles (a-5a ,a ) ; 
JL 2 o 

le sous-espace propre pour la valeur propre 0 est la droite de [KP2 de 

coordonnées homogènes tangentielles (a ,a ,a ). 
JL 2 O 

KP 2 apparaît ainsi comme l'ensemble des projecteurs hermitiens 

X de rang 1 : 

X 2 = X , X(X) = 1 . 

En ces termes la relation d'incidence entre X et Y se traduit 

par : 
XY + YX = 0 

comme on le constate de façon tout à fait élémentaire. 

14 - DEFINITION DU PLAN PROJECTIF $aP 2 

14-1. Pour 1K = (Ta, il n'y a pas de coordonnées homogènes, à cause de la non 

associativité, mais les considérations de 13-2 expliquent la définition qui 

suit. 

Soit II l'ensemble des idempotents de trace 1 de l'algèbre de Jordan 

des matrices 3x3 hermitiennes à coefficients dans da, c'est-à-dire l'en

semble des X -e tels que : 

X o X = X et X(X) = 1 

II est également l'ensemble des idempotents irréductibles X de ^ , 

c'est-à-dire si X = X 1+X 2 où X et X^ sont deux idempotents tels que X ^ X^= 0 , 

alors X = X^ ou X^. 
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Définition 1 : - Les points de CaP 2 sont les éléments de 

n = { X c r J ; Xo X = X et X(X) = l} 

- Si Y «€ Il , on appelle droite Y l'ensemble des points 

X c CaP 2 tels que X o Y = 0 . 

Chaque élément de II représente donc aussi bien un point de (CaP2 

qu'une droite de CaP 2 ; la relation d'incidence entre le point X et la 

droite Y est : 

Xo Y = 0 . 

Définition 2 : - On appelle origine de (CaP2 le point E , et droite de 

l'infini (notée D ) la droite E., • 

oo i 

Comme on l'a déjà vu (cf. remarque de la fin de 12-5) D^ est 

la sphère S 8 d'équation : 

| 2 X l |
2 + (£ 2-Ç 3)

2 = 1 , x ^ C a , q « S Ç 2+Ç 3 = 1 • 

Les points E^resp.E^) de II lui appartiennent (Ç^ = 0 , = 0 

(resp £ 2

 = 0) ) • 

L'étude de *J au chapitre II permet d'énoncer : 

Théorème 1 : i) CaP 2 - F4/Spin(9) 

ii) Spin(9) opère transitivement sur D 
r r oo 

Démonstration : i) F^ opère sur II et E II ; d'après le théorème de 

diagonalisation 12-2 (p.47) II est l'orbite de E^ par F^ et d'après 12-5 

le stabilisateur de E^ dans F^ est Spin(9). 

ii) Soit X -€ D , c f est-à-dire XoE = 0. En 12-5 (p. 57) oo 7 j_ 

nous avons vu qu'il existe co [ o , ~ ] , s Ca, |s| = 1 tels que : 

X = exp(-o) G1)(E ), exp(-(D G ) Spin 9 

C'est dire que pour tout X-e il existe u £ Spin 9 tel que X = uCE^). 

Nous aurons besoin, par la suite, du lemme suivant : 

Lemme 1 : X et Y sont des éléments de II : 

i) X o Y = 0 ~> (x|Y) = X(XoY) = 0 

ii) X i Y ^~=^> |(X|Y)| < 1 
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Démonstration : Comme la forme x es"t invariante par on peut supposer 

Y = E 1 . Soit X(Xo E ) = 0 : 

/ h *3 ÏÏ2\ f h V 2 V 2 \ 
si X = j x 3 Ç 2 x± \ on a X o E 1 = | 0 0 j 

V x 2 x± Ç 3 / ^ x 2/2 0 0 / 

d foù X(XoY) = 0 r 0 • 

La relation (1.3) de 13-2 qui est valable dans II donne alors : 

y 2 = y 3 = 0 , c'est-à-dire i). 

Pour (ii) il suffit de montrer que |x(XoE^)| = 1 implique X = E^ . 

Comme £^ = X(XoE^) est positif, ^ = 1 et par (1.1) x 2 = x 3 = 0 ; 

par (1.2) x^ = 0 ; comme X(X) = 1, il s'ensuit que £ 2 = £ 3 = 0 et donc 

X = E 1 . 

14-2. On va maintenant vérifier que CaP 2 satisfait les axiomes d'incidence 

(cf.13-1). 

Considérons tout d'abord le cas RP 2 ; soient X et Y deux points distincts 

de KP 2 , correspondant respectivement, en termes de projecteurs, aux triplets 

a = (a^,a ,a ) -€ S 2 et b = (b^jb^bg) -€ S 2 , et cherchons la droite Z de 

RP 2 qui joint ces deux points. Si Z correspond à c = ( ci> C2' C3^ € ^ 2 ^ e s 

relations d'incidence entre X et Z ( <a,c>= 0) et Y et Z ( <b,c> = 0) mon

trent que c est colinéaire à a A b, qui n'est pas nul puisque X et Y sont 

deux points distincts. Ecrivons maintenant, dans la base (a,b,c), les trois 

matrices de projection orthogonale respectivement sur chacun des trois vec

teurs a,b,c. Désignant chaque matrice par la même lettre que l'application, 

il vient : 

/ 1 <a,b> 0 \ / 0 0 0 \ /o 0 0 \ 

X = 0 0 0 , Y = < a > b > 1 0 J , Z = 0 0 0 j 

\ 0 0 0 / \ 0 0 0 ' \0 0 1 / 

1-Z est un projecteur de rang 2 et on a : 

(X-Y) 2 = (1-Z) (l-<a,b>2) 

c.a.d, puisque <a,b>2 = trace (XY) < 1 : 

. z - i - ( X " Y ) 2 

l-trace(XY) 
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Pour CaP 2 nous avons la même situation ; plus précisément : 

Proposition 1 : Soient X et Y deux points distincts de CaP 2 ; l'élément 

défini par : 
, 0x y > v — t (X-Y) 2 _ 2(XoY) ~ X - Y -f Kl-(xlY)) 
(2) 1-<X|Y) " 1 - (XIY) 

appartient à II et est l'unique droite qui joint X et Y . 

Démonstration : Puisque X t Y , X v Y est bien défini d'après le ii) du 

lemme 1 ; pour montrer qu'il appartient à II 5 soit Z = X-Y ; on a : 

X(Z) = X(X) - X(Y) = 0 

X(Z2) = X(X+Y - 2 XoY) = 2(1-(X|Y)) 

X(Z3) = X(X-Y - 2 Xo(XoY) + 2(XoY)oY) 

= -2X(XoXoY) + 2X(XoYoY) = 0 

Le corollaire 2 de 12-2 (p.51) donne par suite : 

Z 3 = [l - (X|Y)] Z 

qui implique : 

z 1 1 = [ i- (X|Y)]Z2 

on peut alors calculer à partir de X v Y = I - Z 2 / [l - (x | Y)] : 

X(X v Y) = 3 - 2 = 1 

Z 2 z1* 

( X " Y ) 2 = 1 " 2 I-(XIY) + [l-(X|Y)]2 = X V Y 

c'est-à-dire X v Y € II 

Pour montrer que X o(X v Y) = Yo(X v Y) = 0 (X v Y est une droite qui 

passe par X et Y) vérifions le lemme : 

lemme 2 : si X «e II et Y € | , on a : 

X o (XoY) = ~ XoY + ~ (X | Y) X . 

Démonstration : il suffit de le constater pour X = ; dans ce cas : 

E xoY = I
 y 3 / 2 0 0 ) , .E joCE jOY) = y 3/^ 0 0 / 

V Y 2/2 O ù / ^ y 2/4 0 0 / 
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et l'égalité E.oCE.oY) = - E oY + ̂  Ç.E., est bien vraie. 
1 1 2 l 2 1 1 

De ce lemme et de (2) on tire aisément : 

X o(X v Y) = Yo (Xv Y) = 0 . 

Pour achever la démonstration de la proposition 1, reste à prouver 

l'unicité de la droite qui joint deux points ; à cet effet on utilise 

le lemme suivant : 

Lemme 3 : Soient X,Y et Z des éléments de II tels que XoY = YoZ = ZoX = 0 ; 

alors il existe un élément de qui diagonalise simultanément X,Y,Z. 

Démonstration : Il existe u € tel que u(X) = E^ ; alors u(Y) -e D^ 

et comme Spin 9 opère transitivement sur D^ , il existe y -g Spin 9 tel 

que v o u (Y) = E , v 0u(X) = v(E 1) = E± . 

On doit avoir alors : 

v 0u(Z) o E 1 = vou(Z) o E 2 = 0 

relations qui entraînent nécessairement v Qu(Z) = XE^ et X = 1 car 

v o u ( z ) -e n . 

Si maintenant Z^ et Z^ sont deux droites qui passent par X et Y, 

X f Y, on a : 

X o Z = Y o Z = X o Z = Y o Z = 0 

le lemme 3 permet de supposer X = E , Z l = E l ; p a r s u i t e : 

/ 0 0 0 \ 

Y o E 1 = 0 — * > Y = j 0 ri2 Y l j 

\ o y 1 n 3 / 

E 2 o Z 2 = 0 > Z 2 = 0 0 0 I 

V z 2 0 h 1 

et Y o Z 2 = 0 donne les relations : 

n 3 ^3 = n 3 Z2 = h y i = y i Z 2 = ° 
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Comme X / Y , on ne peut avoir rî  = 0 (sinon = 1, y = 0, 

et X = Y) d'où : 

£ 3 = = 0 , c'est-à-dire = Z • 

Ceci termine la démonstration de la proposition 1 et donc aussi la 

vérification de l'axiome P^. 

Définition 3 : Si X,Y,Z sont des éléments de , on appelle det(X,Y,Z) 

la quantité : 

det(X,Y,Z) = -ix(XoYoZ) - ~ Tx(XoY) + X(YoZ) + X(ZoX) 1 + ~ 
o b •* b 

a,$,y étant réels det(X,Y,Z) représente le coefficient de 6 a6y 

dans det(aX + 3Y + yZ) donné par la définition (8) p.51. On remarque 

det(X,X,Z) = 0 . 

Proposition 2 : X,Y,Z sont des points de CaP 2 : 

X,Y et Z alignés ( y det(X,Y,Z) = 0 . 

Démonstration : On peut supposer X t Y , dans ce cas 

det(X,Y,Z) = |(XoY - I X - j Y + ^ U - (X|Y) | Z) 

= X~ lX\Y) (XvYlz) 

d'après le lemme 1 il vient donc : 

det(X,Y,Z) = 0 Z o(XvY) = 0 , c.a.d le point Z est sur la droite 

qui joint les points X et Y. 

En même temps que nous avons vérifié l'axiome P^, nous avons vérifié 

l'axiome P^ ' les éléments X et Y de II , X t Y représentent aussi 

deux droites distinctes de CaP 2 ; elles ont en commun l'unique point 
X+Y - 2XoY  

A V 1 " 1 l-X(XoY) • 

Pour l'axiome P , il suffit de vérifier que E ,E , E et la matrice X 
o ^ 1 2 d 

définie par Ç. = x. = — pour i = 1,2,3 (qui appartient bien à II ) sont 
1 1 o 

quatre points dont trois ne sont pas alignés ; la vérification est immé

diate par la proposition 2 ; en effet 

det(E l 9E 2,E 3) = \ , det(E i,E j,X) = , i t j -€ {1,2,3} . 
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15 - LA DROITE PROJECTIVE CaP 1 , DROITE DE L'INFINI DE IaP 2 . 

FIBRATION S 1 5 * S 8 DE FIBRE S 7 . 

15-1. La fibration de Hopf 

Dès 1935 H.Hopf ( [HF]) établit l'existence d'une fibration de 

S 1 5 en fibres S 7 , la variété des fibres étant S 8 . Pour les sphères 

2n— 1 d 

S de dimension inférieure (n = 2 , d = 0,1,2) une manière de prou

ver la fibration ([BR] vol.l p.122) s'inspire de la projection stéréo-

graphique : Soit K = ff, C, IH identifié à ffn et l'application H (dite 

application de Hopf) : 

H : (u,v) • (2uv, |u|2 - |v|2) 

S211""1 s'identifie à SK 2 = {(u,v) € K2 / |u|2 + |v|2 = l} et H(S 2 n" 1) 

s'identifie à S n C Kn+~'" ; la relation d'équivalence définie par H est : 

u v = u ' v ' 1 J j A -è K, |X I = 1 tel que 

|u|2-|v|2 = |u'|2-|v'|2 J(3.1) (3.2)1 u' = uX et v' = vX 

La preuve tient à ce que le produit est associatif dans JK . 

On en déduit que H est la projection canonique pour l'espace fibre : 

S»" 1 « — * S 2"" 1 • KP 1 = S" 

où K?1 désigne la droite projective (réelle, complexe, quaternionienne). 

Pour K = (ta qui n'est pas associative, l'application H garde un 

sens, (3.1) et (3.2) ont aussi un sens, mais ne sont pas équivalentes ; 

enfin S 7 n'est pas un groupe. 

On va montrer comment la fibration de S 1 5 sur S 8 par des sphères 

S 7 apparaît naturellement dans l'étude du plan et de la droite projec

tive des octaves et en particulier comment on peut définir des coordon

nées "homogènes" sur (CaP1 , à l'aide d'une équivalence analogue à (3.1) 

(3.2) . 

15-2. Action de Spin 9 sur CaP1 , droite de l'infini de CaP 2 

(Aut^ >2 - Spin 9 opère transitivement sur la droite E^ de (ta?2 

et d'après 12-4 (p.55) le sous-groupe d'isotropie du point dans 

cette action est (Aut^) Q - Spin 8. 
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D'où l'espace fibre principal : 

Spin 8 <~ • Spin 9 — * taP 1 

On rappelle (cf.12-4 et 12-5) que tout élément u de Spin 9 se décompose 

d'une manière unique sous la forme : 

u = A o U , ou 

. U «e (Aut^ ) q ^ Spin 8 est défini par : 

f q B ( x 3 ) C ( x 2 ) \ 

U(X) = j B(x 3) Ç 2 U(x 1) j 

U -e S0(8) et (B ,C) un des deux couples d'éléments de S0(8) associés à U 

par le principe de trialité. Avec les notations de 12-4 : 

U = (^(Û) , B = K (j>3(U) , C = K ^ ( U ) 

. A -e (Aut ) ^ Spin 9 est l'un des automorphismes suivants : 

exp(-O) (^) (q) € ]o , s € S 7 ) , exp(- | ) ou Id. 

L'ensemble des A est homéomorphe à S 8 . 

Pour u = A o U et v = B o V , on vérifie : 

(4) uv = $ U (B)) o UV 

où U(B) est défini par (u), U(s)) si B est défini par (u)>s). 

Il s'ensuit que Spin 8 opère à droite sur Spin 9 par : 

(V, A o U) • A o UV 

La projection canonique 8 est donnée par : 

6(u) = A(E 2) (u = A o U) 

( 0 0 0 \ 
La fibre au-dessus de X = I 0 Ç 2 x = A(E 2) £ CaP

1 

^ ° *1 ^3 ' 
est A o Spm 8 . 

X-e (CaP1 étant identifié à (2x , ^ ~ ? 3 ^ € x R on a déjà vu 

que la base (taP1 est la sphère S 8 d'équation |2xJ 2 + (£ -£ ) 2 = 1 
1 2 3 

et (cf.12-5 fin) (TaP1 est l'espace homogène symétrique Spin 9/Spin 8 . 
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15-3. Action de Spin 9 sur S 1 5 . Application de Hopf de S 1 5 sur S 8 . 

- 73 -

a) Le complémentaire de la droite de l'infini de CaP 2 est l'ensem

ble des éléments X de IT : 

/ £l X 3 X2 \ 
X = x 3 £ 2 x 1 j tel que ^ t 0 . 

\ X 2 X l h I 

Pour un tel X les relations (1.1)-(1.3) donnent : 

X 2 X 3 r _ N 2

 c j ^ j l 
Xl " h ' ^ " Ç l * ^ " Çl 

On désigne par Xr (x ,x ) cet élément. Pour Ç € ]O,l] fixé, 
^ .L 2. O -L 

X 2 e ^ X 3 s o n ^ ^-^s P a r ^ a relation : 

l - 2 i 2 + K l 2 = Î ! - ï i 
équation qui représente la sphère S ^ de rayon ^ a n s 

On peut identifier le point X^(x^9x^) et le point ( X2» X3^ d e 

Le complémentaire de D dans CaP 2 apparaît alors comme la réunion des 

S 1 5 pour Ç € ]0,l] , réunion qui est homéomorphe à S 1 6 en prenant pour 
x r 1 1 

homéomorphisme : l'identité si Ç -e [ 1J et l'inversion par rapport 

À la sphère de rayon ~ si •€ ] O , A [ . 

Considérons maintenant, pour £ € ]0,l[ fixé, la projection : 

f Ç l X 3 *2 \ n / 0 0 0 \ 

^3 £ 2 *1 - ' - - > 0 V 1 " * ! V ^ l I 

\ X 2 X l Ç 3 / \ 0 x 1/l-Ç 1 Ç 3/l-C 1 ' 

Il est clair que IIç^S 1 5) = CaP1 ; par l'identification faite 

À la fin de 15-2 entre CaP1 et S 8 , nous avons : 

( 5 ) n E l = ( V x , ) « s » • (2 î 7 f z ^ y , ^ j j ^ f ) « C P ' - s ' . 



Rappelons que pour K = K, C, M (cf. 13-2) : 

h- N 2 

*3 *2 _ ( a 2 V ( a l V . a 2 *3 

Ç 1 ( 1 " Ç 1 ) " Kl* d-KI2) " 1-laJ 2 

lx 3|
2 - lx 2l

2_ jaj' la 2|
2 - jaj» |a 3|* _ j a ^ -

qd-Ç,) " l a j 2 (1-laJ 2 ) " 1 - laj* 

a 2 *3 
Posons u - — , v = — — ; 

comme [ a j 2 + |a 2|
2 + |a 3|

2 = 1 

on a (u,v) € SK 2et IIç^x ,x ) = H(u,v) . 

Pour K = 5 , C ou H , ITç̂  est donc exactement l'application de 

Hopf H (cf. 15-1 au début). 

b) (Aut^)^ laisse stable E^, donc £^ ; il est naturel de définir 

une action de Spin 9 sur Sj_5 par : 

(u,(x2,x3)) . -*
 ( X

2>V
 = X Ç 1

( X 2 , X 3 ) = ^(Xç 1(x 2,x 3)) 

pour tout u -e Spin 9 et (x ,x ) -e Si 5 

^ 1 

Soit u = A o U ; les définitions et notations de 15-2 fournissent 

pour A = exp(-u) G^) et U,B,C •€ S0(8) tels que U(xy) = B(x) C(y) 

j X = B(x ) a sin oo + C("X )cos co 
(6) . < 2

 _ 1 J 
[ X = B ( x

3 ) cos o) - C(x 2) a sin a) 

( Comme on pouvait le prévoir, X 2 et X 3 sont indépendants de £^ ; 

on remarque que Spin 9 opère isométriquement sur R 1 6 ) . 

Si Xr (x 0,x 0) et Xr (X 0,X 0) sont deux éléments de si
5 , il existe 

Z ô z 6 ç,i 
u € Fj| tel que u(X^(x 2,x 3) ) = Xç (X 2,X 3) ^ 4 opère transitivement sur CaP

2); 
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mais un tel u ne change pas la composante £1 9 c.a.d u(E^) = et 

donc u € Spin 9. Spin 9 opère par conséquent transitivement sur si 5 

Choisissons maintenant un point P de Sr5 tel que JIr (P) = E 0 , 
1 1 2 

par exemple P = (0,R), où R 2 = Ç (1-Ç ), e t c h e r c h o n s s o n sous-groupe 

d'isotropie dans Spin 9. Les relations (6) donnent : 

0 = B(R) a sin 0) 

R = B(R) cos 0) 

0) doit être nul, a est arbitraire (ce qui implique A = Id)et B(l) = 1, 

d foù C = U(x = 1 dans U(xy) = B(x).C(y)). 

Le stabilisateur de P dans l'action de Spin 9 sur SA 5 est donc le 
^1 

sous-groupe de Spin 8 des 0, U € S0(8) tels que : 

Vx,y € (ta U(xy) = B(x)U(y) . 

Nous avons vu en 8-3 (p.24) que ce sous-groupe est un sous-groupe 

de S0(8) isomorphe à Spin 7. Nous le noterons (Spin 7)^, d'où l'espace 

fibre principal : 

(Spin 7) d*= > Spin 9 > S^ 5 

est la projection canonique définie par \pr (A o U) = A o U(P) 
Ç»l ^1 

15-4. Reprenons le principe de trialité dans S0(8) (cf.6-2 p.16) : 

Vx,y ̂  Ca U(xy) = B(x) C(y) 

avec r = C( 1) et s = B(i) nous pouvons l'écrire : 

(7) Vx,y « Ca U(xy) = [u(x).r] [s.U(y)] (U(l) = s r ) 

c'est-à-dire : quel que soit U € S0(8), il existe un couple (r,s) d'élé

ments de S 7 , unique au signe près, tel que (7) soit vérifiée.. 
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Inversement à tout couple (r,s) d'éléments de S 7 correspond un 

élément U de S0(8) tel que (7) soit satisfaite : pour s'en assurer, on 

peut considérer l'algèbre de quaternions (H(r,s) engendrée par r et s 

et définir U par : 

U(x) = s x r pour x € lH(r,s) (cf. [BR] vol.2 p.59) 

U(x) = v x pour x € [tt(r,s)] 

où v est un élément quelconque de norme 1 de [fi(r,s)] . 

(7) est alors vérifiée, par associativité, pour x c fli(r,s) ; dans les 

autres cas les vérifications se font grâce aux formules (cf.(5) p.5) : 

x(vy) = v(xy) , (vy)x = v(xy), (vx)(vy) = -yx~ 

Trois sous-groupes de S0(8) sont ainsi mis en évidence (cf.8) : 

. S0(7) caractérisé par U (1) = 1» donc r = s 

U € S0(7)*—h ] r -e S 7 tel que U(xy) = [u(x).r] [r.U(y)] 

.(Spin 7 ) ^ caractérisé par s = 1 

U € (Spin 7)d«=i> ] r € S 7 tel que U(xy) = [u(x).r] U(y) 

. (Spin 7) caractérisé par r = 1 
g 

U*e (Spin 7) ] ! r € S 7 tel que U(xy) = U(x). [r.U(y)] 

L'intersection de deux de ces sous-groupes est le groupe exceptionnel 

G 9, groupe des automorphisme s de (ta et l'application \\) , qui à U € (Spin 7) 

fait correspondre r •€ S 7, définit 1'isomorphisme (cf.p.24) d'espaces homo

gènes Spin 7/Q 2 - S 7 . 

Proposition 3 : pour tout élément U de S0(8), il existe •€ (Spin 7) 
d ^ 

et U € (Spin 7)^ tels que : 

U = U g o U d . 

Démonstration : Soit (r,s) un couple d'éléments de S 7 associé à U tel que 

(7) soit satisfaite et soit Ug-€ (Spin 7) défini par : 

Vx,y€ Ca U g(xy) = U g(x) p . US(y)] 
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alors U g[(U g) 1(x).(U g) 1 ( y ) | = x.( s y) donne, en changeant sy en y : 

Vx,y € Ca (U g)~ 1(xy) = (U g)" 1(x).(U g)" 1(sy) 

d !où : 

( U ^ 1 o U(xy) = ( U 2 ) " 1 {[U(x).r] [s.U(y)]} 

= (Ug)"1(U(x).r).(Ug)~1(s.ïï.U(y)) 

= [(U 2)" 1 o U(x).(Ug)"1(sr)] .(U g)" 1

 0U(y) 

et donc ( U 6 ) " 1 o U € (Spin 7) . 

Cette décomposition n'est évidemment pas unique puisque 

©pin 7) H (Spin 7) = G 2 ; l'application qui à la classe de Ug(mod G2> 

fait correspondre la classe de S0(8) (mod.(Spin 7)^ qui la contient 

est un isomorphisme. 

15-5. Fibration S 1 5 » S 8 par S 7 ; "coordonnées homogènes" sur CaP 1. 

On a défini en 15-2 et 15-3 les deux espaces fibres principaux : 

(Spin 1)P * Spin 9 — — > S 1 5 

a ^1 

Spin 8 <^ + Spin 9 • • (TaP1 

Lesprojections canoniques sont données, pour u = A 0 U -e Spin 9, 

P a r : % ~ <\, 
îJV (u) = A o U(P) , 6(u) = A(E ) 

^1 1 

où P = (0,R) -e S^J , R 2 = Ç^l-Ç^ 

Pour A = exp(-03 G^) on a ( c f .p.57) 

f 0 0 2 0 - \ 

A(E ) = J 0 cos 0) a sinwcosw J 
l 0 asinwcosu) sin2o) / 

et d'après les relations (6) (15-3) : 
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( E>1 B(R) cos 0) B(R) a sinw ^ 

D ^ R 2cos 2u) R2asina)cos(x) (|B(R)|2=R2) 

B(R)cosa) — = ? 1 

1 1 / 
aB(R)sino) I^âsinoocosa) R 2sin 2(j / 

Cl ^ 1 
alors par définition de IL , A ( E 0 ) = IL (A 0 U(P)), et donc : 

ti 2 ^ 
0 = IL o i|̂ r 

Le diagramme ci-dessous résume ces résultats ; il illustre le fait 

que IIç fait correspondre à la classe d Tun élément de Spin 9 mod(Spin7)^ 

la classe de ce même élément mod.Spin 8. 

(Spin 7) Spin 9 

% / S p i n 8 e = nr o % 

S' 5 f > CaP 1 = S 8 

( x ^ X g ) € e s t u n "système de coordonnées homogènes" du point 

^ Ç ^ X 2 ' X 3 ^ «€ (taP1 ; un autre système (X^^X^) de coordonnées homogènes 

du même point est défini par : 

IIç (x 2,x 3) = ÏIç^X^X ) J > 3 A C S 8 et cl U G € Spin 7/G2 tels que 

( X 2 , X 3 ) = A o U g o A " 1 ( x 2 , x 3 ) 

A ne dépend que de IL (x ,x ) = A(E ) . 
>̂1 2 o Z 
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A = exp(- w fef ) a Vec a = — 2 — 1 _ tg o> = -I-2-!-
1 | * 3 | | * 2 | l x

3 l 

(pour = O, A = Id et pour = 0 , A = exp(- — G^ )) 

(X^^X^) est indépendant du choix de U g € (Spin 7) dans sa classe 

mod.G^. 

La fibre F X 2 j X 3 au-dessus du point ^^(x^,*^ = ^(u) = A(E^) = 

(2 X 3 * 2 , l X 3 l 2 " J X 21 2) ̂  CaP1
 k S 8 est ainsi : 

R R 

F = { A o U g o A~ 1(x 0,x.) / U
g € (Spin 7) / 6 } « S 7 • 

2 * 3 c. o g z 

On a donc une action de S 7 sur S 1 5 par : 

r.(x 2 >x 3) = A o U
ë o A (x 2,x 3) 

où A est comme précédemment et U appartient à la classe de (Spin 7 ) 

mod.G 2 définie par r -6 S
7 . 

Si V g •€ (Spin 7) est un élément défini par r 1 «€ S 7 , on a : 
g 

r \ (r.(x ,x )) = A o V g U g o A ^ x ^ X g ) 

c'est-à-dire r f .(r.(x ,x 3>) = r".(x2,x3) 

où rfT = r'.Vg(r).r' est l'élément obtenu par l'action de Spin 7 sur S 7 

donnée en 8-3 (haut de la p.26) . 
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16 - QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES DE CaP 2. 

16-1. Equation d'une droite 

( a 3 a 2 a i ) X 3 h X l 

\ 9 2 3 1 a 3 V X2 X'l h 

D'après le lemme 1 dire que le point X est sur la droite A, 

X 0 A = 0 , est équivalent à X(X Q A ) = 0 ; or : 

X(X o A) =[C 1a 1 + (a 3|x 3) + (a 2|x 2) ] + 

[Ç 2a 2 + (a 1|x 1) + (a 3|x 3) ] + 

^3 a3 + ( a

2 l
X 2 } + ( a i l x i } ] 

On peut supposer ot̂  t 0 (a^ t 1) ; pour les points de A qui se 

trouvent à "distance finie" (c.a.d non situés sur D ) on a ^ 0. 
oo i 

En multipliant X(X o A) par Ç et en utilisant les relations (1.1)-

(1.2)-(1.3), la troisième parenthèse devient : 

U 2|
2|x 2|

2 + Ç ^ U ^ x ^ + (â 3 â 2 | x 3 x 2) 

à l'aide de : 

( â 3

 X 3 X 2 } = ( a 2 a 3 | x 2 V = ( U 2 V ^ V 
"al 

^Tiff 2 ^ 2 a 3 ) x 3 ^ l ¥2 V 

Nous obtenons pour Ç [ÇgOtg + ^ 2 ^ 2 ^ + ^ a l ^ X l ^ l a ^ o r m e 1 

<Ç1°1 + ¥ 2 X 2 + J^\2 l(a2 9 3 ) X 3 ] I a 2 V 

De même la deuxième et la première parenthèse deviennent res

pectivement : 

¥ a 2 — 
(fS^ 2 ^ ( a2 a 3 ) x

3 ]
 + ¥ 2 X 2 + Çi ai I | ^ [ 2 [ ( a 2 a 3 ) X 3 ^ } 

— a 2 

(hai + a 2 X 2 + T ^ p [ ( a

2

 a3 )*3l Çi al ) 
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On obtient donc : 

( Ç ^ ) X(X o A ) = + ï 2 x 2 + a"
1 [(a 2a 3)x 3] |

2 

le changement : _ 

ïï-!iv--îi - _ ^ 3 - . ^2 
ai a i 4 4 

nous donne pour équation de la droite A : 

0 = 1 + 7 Y + y" 1 [(y x) x ] 

On retrouve le point de départ de l'étude de (CaP2 par J.TITS ; 

l'équation précédente représente la polaire de (x,y) par rapport à la 

conique d'Hermite (ensemble des points doubles x = X , y = Y) 

|x|2

 + |y|2 + 1 = 0 . 

Références : [TS l] p. 322 (I) et [B E] 3.69 et la suivante : 

16-2. Harmonicité 

On va voir que CaP 2 est harmonique, c'est-à-dire que dans CaP 2 

le théorème du quadrilatère complet est vrai. 

Par commodité on note [A B] la droite qui joint les peints A et B. 

Le théorème du quadrilatère complet s'énonce : 

E 

n Soient A,B,C trois points alignés, 

// Ĵ i E un point non situé sur la droite 
^iJ^l/ E A BJ e t x u n P°î n t s u r i a droite 

^ ^ / / l \ ÎE Al différent de E et A. 
i L J 

A' B A C 

Alors le point A' déterminé par la construction donnée par la 

figure ci-dessus est indépendant du choix de E et de X. Il ne dépend 

que des trois points A,B,C ; on l'appelle le conjugué harmonique de A 

par rapport à B et C. 
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On va tout d'abord démontrer cette propriété lorsque B = , 

C -- , E — E^ • 

f t1 *3 *2 \ 

Dans ce cas, si X = ( x J , par la propo-

\ x 2 x x k3 I 
sition 1 de 14-2 : / 0 0 0 \ 

X " El = ° hn~h -*in~h 
\ o - x y i - q Ç 2 /

1 - Ç i i 

c'est-à-dire la droite X coupe la droite E^ = D^ au point antipodal sur 

D^ de l'image du point X par II». (cf. 15-3). 

De même : 

/ 0 0 0 \ 

(Xv E 1 ) v E 1 = 0 V 1 ' ^ V ^ l = \ ( X ) 

\ 0 x1/l-Ç1 Ç3/l-Ç1 / 1 

c'est-à-dire l'intersection des droites |Ê X| et D est A = JIr (X) 
1 0 0 Çj_ 

(II- apparaît comme la projection conique sur D œ faite à partir du point E..). 

De la même façon (E^,E2,E3 jouent des rôles symétriques dans ) la 

droite [E X] coupe la droite [E E ] , qui est la droite E 0 au point : 

1 1 0 0 0 I 
\ x2/l-Ç2 0 V 1 " ^ 

et la droite [Ê  X] coupe la droite [E E^] , qui est la droite E^ au 

point : / 

2 " [ *3n<3 e2/i-e3 o 1 

0 0 0 ' 

Le point A f donné par la construction est alors : 
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( 0 o _ ° _ \ 

Il en résulte que pour : 

A = (2 r ^ - y f , ^ ) « CaP = S 8 (cf. (5) de 15-3) 
1 *1 ^1 

le point A' correspondant est : 

*3 *2 V Ç 3 
A' = (-2 -=—r-j— , — ) et donc ne dépend pas de X. 

7L~*1 1 _^1 

Les figures ci-dessous schématisent la situation : le quadrangle 

(E^jE^jAjA') est harmonique. 

^ ^ ^ ^ *3 

La démonstration de 1Tharmonicité dans le cas général résulte alors de 

la proposition suivante : 

Proposition: Trois points de CaP 2 étant donnés en position générale, il 

existe une collinéation (bijection de CaP2 sur lui-même qui transforme 

les droites en droites) qui envoie ces points sur E ^ E ^ E ^ . 

Démonstration : en utilisant des applications <j) du type : 

4> : X • P X P* 

(où P est une matrice dont tous les éléments diagonaux valent 1 et un 

seul élément non diagonal est un octave non nul), dont on constate par 

un calcul direct qu'elles conservent det X et par conséquent l'alignement 
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des points,Freudenthal montre ([FLJ 1 p.50) qu'il existe une collinéation 

qui envoie une droite donnée et un point donné non incidents respecti

vement sur la droite et le point E^. 

Soient alors E,B,C donnés en position générale (voir figure au dé

but de 16-2) ; on commence par envoyer le point E sur le point E^ et la 

droite [BC] sur le droite E^. Ensuite par un élément de Spin 9 - (Aut^)^, 

on peut amener C sur E^ ; reste à voir qu'il existe une collinéation 

conservant E et E et envoyant B sur E , ce qui se fait encore en uti-

lisant une application <J> . 

Remarque 1 : D'après [SR] , si on ajoute aux axiomes P^ P2, P̂  l'axiome 

\ '• 

P̂  : il existe une collinéation laissant chaque point d'une droite 

donnée invariant et transformant un point donné (non incident à la droite 

donnée) en un autre point donné (non incident à la droite donnée). 

le plan projectif considéré est harmonique. 

SPRINGER ( [SP]) montre que CaP2satisfait à P 5 mais dans notre pré

sentation ce n'est pas évident. 

Remarque 2 : FREUDENTHAL donne ([FL] 1 p.43,44) une démonstration directe 

de 1'harmonieité de CaP 2 en utilisant la droite réelle (resp. la droite 

complexe) définie par trois points (resp. quatre points) d'une droite oc

tave . 

Remarque 3 : Le théorème du quadrilatère complet est équivalent au "petit" 

théorème de Desargues (cas particulier où la droite des trois points, que 

le "grand" théorème dit alignés, passe par le centre de projection) d'après 

[MG] ; un plan affine est un plan de translation (ou plan de MOUFANG) s'il 

satisfait au petit théorème de Desargues (cf. [AEJ). 

^^^^^^ ^ 
. P Q~ 0 R 

petit théorème de Desargues théorème quadrilatère complet. 
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1 6 - 3 Courbure de ^ a p 2 • 

CaP 2 est l'espace homogène symétrique F^/Spin 9 ; les algèbres de Lie 

C^^ et o(9) sont telles que : 

= 1^9 o(9) avec 

7 ^e-; 7 A,e^ 7 ^e^ 
«*L= ( .9 I G 0

] ) M . » K G 0

D ) , o(9) = ( ff ) © 0(8) 
D -o 2 3-0 3 3=0 1 

On rappelle la table des crochets de Lie donnée en 12-7 p.62 : 

a € Ca, b € Ca , axb = Im ba = ~(ba-âb), [a,b] = ab-ba 

fè3, #| = D.(a,b) , [Û£a] = iï1'1^^ i = 1,2,3 
L 1 1 1 1 U € 0 (8) 

[^, ^j 1 = permutation circulaire de 1,2,3 

où : 

U l U > b ) = 2 { L[a,b] - ax b "
 R a x b ~K>\] > * °<8> 

U 2 ( a ' b ) ^ 2 { \ x b - [a,b] -
 [ L a ' ^ } € ° ( 8 ) 

U 3 ( a ' b ) = 2 { Laxb " } * ° ( 8 ) 

U l 9 U 2 5 U 3 S ° n t l î é s p a r : U l = X ° U 2 Z U 3 

L'algèbre de Lie *S étant identifiée à l'espace tangent à au point Id 

et la sous-algèbre o(9) à l'espace tangent à Spin 9 au même point, ̂ 1 représente 

l'espace tangent au point E^, origine de CaP 2 , défini par = 1. Identifions 

Cf^ à CaxCa ; deux vecteurs tangents à l'origine de CaP 2 sont notés : 

x = (x 2,x 3) Y = (y 2>y 3)-

CaxCa est naturellement muni de la métrique riemannienne : 

<(x 2,x 3) , ( y 2 , y 3 )
> z (*2ly2) + <

x

3|y 3> 

dont on démontre facilement qu'elle est invariante par Spin 9. 
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Dans ces conditions le tenseur de courbure R est donné par : 

R(X,Y)Z = - [ [ x , Y l , z ] ([K-N] vol.II p.231) 

et la courbure sectionnelle (X et Y orthonormés) par : 

a(X,Y) = <R(X 5Y)Y,X> 

A l'aide de la table ci-dessus et de l'identification de«rfV avec 

<Ca*(Ca, on obtient 

R((X 2,X 3 ) , ( y 2 , y 3 ) ) ( z

2'
z3 } = ( Z 2 ' V ' O Ù 

Z 2 = - [ ^ ( x ^ ) + A 2U 1(x 3,y 3)] (z2> + U ^ - y ^ Z g 

< 

• Z 3 = " f X u i ( x 2 ' y 2

) + U l U 3 ' y 3 ) l ( z 3 ) - ̂ 2 ( x 2 y 3 _ y 2 X 3 ) ' 

Par suite la courbure sectionnelle est : 

a(X,Y) = (U 1(y 2,x 2)y 2 + ^ ( y ^ x ^ + ( X 2 Y 3 ~ y 2 X3 ) y3 ' V 

+ ( * V y 2 ' X 2 ) y 3 + V y 3 ' X 3 ) y 3 " y 2 ( x 2 y 3 " y 2 X 3 } | X 3 ) 

c'est-à-dire : a(X,Y) = 2A + 2B + C + 2D + 2E , avec : 

A(y 2,x 2) = •|(U 1(y 2,x 2)(y 2) |x2) = (([y 2»x 2J- Y 2

X x

2

) y 2 " y 2

( y 2 * X 2 ) ' X2-^ 

B(y 3,x 3) =^U 1( y3 >x 3)(y 3)|x 3) = A(y 3,x 3) 

C(x 2,y 2,x 3,y 3) = (x 2y 3~y 2x 3)y 3|x 2) - ^ V V ^ V 1 V 

D(x 2,y 2,x 3,y 3) = \ ( X
2 ̂ ( y ^ ) (y2> | x2> = (y 2(y 3xx 3 -[y^xj) - { y 3 ,x 3 ,y2> | x 2) 

E(x 2,y 2,x 3,y 3) = ̂ ( X U 1 ( y 2 5

X

2

) ( Y 3

) l x

3 > r ( ( y 2 X X 2 ) y 3 " " ^ y 2 , X 2 ' y 3 ^ X 3 ) 

Pour faire certains calculs on remarque que le crochet et le produit en 

croix sont liés par : 

2 axb - [a,b] = t(b)a - t(a)b 
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et, comme ( fa,b] | a) = ( [a,b] |b) = 0, on a : 

( axb | [ a , b ] ) = y|[a,b]|2 

d'autre part : 2b x ~â = 2 Im aF = ab - ba donne •. 

axb - bxâ = [a,b] 

d'où : 

A(y 2,x 2) = ([y 2,x 2] - y 2xx 2|x 2y" 2) - (y 2xx 2|y 2x 2) 

= ( ty2>
x2^ " y 2 X X 2 ' I m X 2 ^ 2 ) " ( y 2 X X 2 J1"1 *2*2^ 

= ([y2'
x

2l " y 2 *
x

2 l
x

2

x y 2 - C v y J * + l x

2

xy 2l
2 

= 2 | X 2xy 2|
2 

et B(y 3,x 3) = 2|x 3xy 3|
2 

Ensuite C(x 2,y 2,x 3,y 3) = |x 2y 3 - y ^ T = |x 2|
2|y 3|

2 + |y 2|
2|x 3|

2-

2(x 2y 3|y 2x 3) 

D(x 2,y 2,x 3,y 3) = ( y ^ V V - { y ^ x ^ } | *J 

= (y2( \ y 3 x 3 - \ x373) - {y 3,x 3,y 2}|x 2) 

= (y 2

(i y 3 x

3

 + \ Va - x 3 y

3

) - t w V V 

= (y 2(x 3|y 3) - ( y 2

x

3 ) y 3 l
x

2 ) 

= (x 2|y 2)(x 3|y 3) - (y 2 x 3 | x ? y ^ 

De même : E(x 2,y 2,x 3,y 3) = D(x 2,y 2 >x 3,y 3) 

En rassemblant tous les résultats et en utilisant (2-1, identité (1)) 

l'égalité 2(x 2|y 2) (x 3|y g) = ^2

X3^y2y3) + ( X 2 Y 3 ' y 2 X 3 ' ° n o b t i e n t : 

o(X,Y) = H|x 2xy 2|
2 + 4|x 3xy 3|

2 + |x 2|
2 |y 3|

2 t |y 2|
2 |x 3|

2 

+ 2(x 2x 3|y 2y 3) - ^ y ^ x ^ ) 

( X = ( x 2 , x 3 ) , Y = (y 2,y 3)) | |x | | 2 = ||y||2 = 1 , <X,Y> = 0 ) 
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| axb | 2 = | a A b | 2 = |a|2 |b|2 - (a|b) 2 : on retrouve la formule 
donnée par Brown et Gray ([B.G] p.53) e 

En particulier : 

a((x 2,0), (0,y3)) = 1 

o((x 2,0) f (y2,0)) = 4 (y2t Xx 2 , Xc R) 

D!autre part, du fait que l'action de Spin 9 sur S 1 5 est transitive 
(cf.15) et que O est invariante par Spin 9, on peut supposer X = X q = (1,0) ; 
il vient, dans ce cas : 

* a(X Q,Y) = 4|y 2| 2 + |y 3| 2 = 1 + 3|y 2| 2 

ce qui montre que quels que soient X et Y (non colinéaires) : 

a(X,Y) € [l,4] 

La formule # est exactement celle de Besse ([B E] p.81) établie dans 
l'ouvrage cité pour K = R, G, »H . 
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