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DEFORMATIONS ET LOIS DE CROUPES FORMELS 

par R. BERGER 

Cet exposé t r a i t e des déformat ions d 'a lgèbres assoc ia t i ves d 'un type par 

t i c u l i e r : les a lgèbres de polynômes. I l v i se à c o n s t r u i r e e x p l i c i t e m e n t des d é f o r 

ma t ions , sans cons idé ra t i on cohomologique. 

1 . INTRODUCTION 

Pour i n t r o d u i r e les deux mots-c lés du t i t r e , revenons à l ' o r i g i n e physique 

de la t h é o r i e des déformat ions : 

Fonct ions d é f i n i e s sur Correspondance Opérateurs d 'un espace 

l 'espace des phases de Weyl * de H i l b e r t 

q » q 

p f p 

Lorsqu'on r e s t r e i n t l a correspondance de Weyl aux polynômes en p e t q , c ' e s t 

la s y m é t r i s a t i o n . 

Par exemple : 

q * p » \ (q P + P q ) -
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La r e l a t i o n de commutation de Heisenberg 

[ q , p ] = A (= i fi) 

permet d 'expr imer les opérateurs à l ' a i d e de symét r i sés . A ins i : 

1 1 
(1 ) q p = 2 (q P + P q) + ? A . 

Quand on t r anspo r te l a composi t ion des opérateurs par la correspondance 

de Weyl, on o b t i e n t un p r o d u i t * a s s o c i a t i f , non commutat i f , sur les polynômes en 

p e t q , appelé p r o d u i t de Moyal. La r e l a t i o n (1) donne par exemple : 

q * p = q p + - ^ X . 

Plus généralement, l e p r o d u i t * de deux polynômes quelconques a e t b es t 

o 

a * b = a x b + XC^(a,b) + X ( ^ ( a ^ ) + . . . , 

s i b ien que le p r o d u i t de Moyal es t une déformat ion (au sens de Gerstenhaber) du 
i 

p r o d u i t o r d i n a i r e . On notera que = ^ { , } où { , } es t l e crochet de Poisson  

c l ass i que . 

Ce que nous venons de f a i r e t rouve sa place dans un cadre conceptuel 

beaucoup plus l a r g e . So i t g l ' a l g è b r e de L ie de Heisenberg, de base q,p,X . Le 

crochet de g (qui v é r i f i e t q ^ p l ^ = X) se prolonge par d é r i v a t i o n en un crochet de 

Poisson, noté encore [ , ] , de l ' a l g è b r e symétr ique S . Par exemple, s i a e t b 

sont des polynômes en p e t q uniquement, on a : 

[ a , b ] = X{a ,b} . 

La s y m é t r i s a t i o n a de S dans l ' a l g è b r e enveloppante U de g donne, par 
S S 

t r a n s p o r t , une déformat ion * de S qui prolonge Moyal e t qui sera appelée 

déformat ion de Weyl. Pour a e t b dans , on peut é c r i r e : 

a * b = ab + F j ( a , b ) + F 2 ( a , b ) + . . . , 

où est d é f i n i par la c o n d i t i o n : 

164 



a homogène de degré p "î v F^Ca^b) homogène de degré 

b homogène de degré q J p+q-k. 

On d i t a l o r s que es t une déformat ion graduée. 

Mais i l es t c l a i r que la no t ion de déformat ion de Weyl s 'é tend à tou te 

a lgèbre de L ie complexe (en t re a u t r e s ) . C 'es t pour ces déformat ions de Weyl que 

Abel lanas e t Mar t inez Alonso (Quan t i za t i on from the a l geb ra i c v i è w p o i n t , J . o f 

Math. Phys. , 17, n° 8 , August 1976) ont démontré la formule : 

(2) a * b (z ) = exp(zg( ^ , A ) ) . a ( x ) b ( y ) | x = y = z 

dans l a q u e l l e g es t l a p a r t i e non l i n é a i r e de la formule de Campbel l -Hausdorf f . 

Cet te de rn iè re es t d é f i n i e comme s u i t . Une base de g é tan t donnée, l ' a p p l i c a t i o n 

e x p o n e n t i e l l e exp app l ique (Cn (n = d img) dans G (groupe de L ie d 'a lgèb re de L ie g ) . 

Pour (x..) e t (y..) dans C n suff isamment p e t i t s , on pose : 

f ( x , y ) = ( f . j ( x , y ) ) = exp ( e x p ( x i ) e x p ( y i ) ) . 

Les f ^ ( x , y ) sont des sé r ies en x e t y de la forme 

f . j ( x , y ) = x i + y^ + termes de degré 2. 

Plus préc isément , on a les r e l a t i o n s 

(3) f f ( x , 0 ) = x f ( 0 , y ) = y 

( f ( f ( x , y ) , z ) = f ( x , f ( y , z ) ) . 

Autrement d i t f es t une l o i de groupe formel ( d i t e , dans ce cas, de 

Campbel l -Hausdor f f ) . La p a r t i e non l i n é a i r e es t 

g ( x , y ) = f ( x , y ) - x - y . 
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2. LE THEOREME 

Mon o b j e c t i f es t d 'é tendre la formule (2) aux l o i s de groupes formels 

quelconques. Ceci permet t ra d ' a v o i r des déformat ions d i f f é r e n t e s de Weyl ; i l 

s u f f i r a , par exemple, de remplacer la ca r te canonique en l ' é lémen t neut re de G 

par une au t re pour o b t e n i r une l o i de groupe formel d i s t i n c t e de C H . 

Nous a l l o n s v o i r que les déformat ions graduées associées aux l o i s q u e l 

conques sont exactement c e l l e s qui respectent l e cop rodu i t na tu re l de , c ' e s t -

à - d i r e l ' a p p l i c a t i o n d iagonale A : + S g 8 S g ( v o i r l 'exposé de J , H e l m s t e t t e r ) . 

Les déformat ions respectant A ont é té i n t r o d u i t e s dans ma thèse de 3è cyc le 

(Lyon 1979) sous l e nom de codéformat ions. Je l e u r p ré fè re a u j o u r d ' h u i l e nom 

de A -dé fo rma t i ons . 

Les hypothèses du théorème seront les su ivantes : K es t un anneau commutat i f 

dans leque l les e n t i e r s sont i n v e r s i b l e s , V es t un K-module l i b r e de base ( z ^ ) ^ j , 

A es t l ' a l g è b r e symétr ique de V i d e n t i f i é e à K [ z . ] . Ceux que l a g é n é r a l i t é de 

l ' a l g è b r e rebu ten t penseront à K = R ou (C. I c i , l ' i n t é r ê t de c e t t e g é n é r a l i t é es t 

de deux o rd res . D'une p a r t , l a démonstrat ion es t indépendante de tou te t o p o l o g i e 

sur K. D 'aut re p a r t , e l l e es t va lab le en dimension quelconque, même i n f i n i e 

(aucune r e s t r i c t i o n sur I ) . 

Passons à l a d é f i n i t i o n de A : A A 8 A. En i d e n t i f i a n t A avec Ktz- j ] 

e t A 8 A avec K [x . , y . ] , on a 

A ( P ( z . ) ) = P(x. + y . ) . 

Déf in issons maintenant les A -dé fo rma t ions . Une déformat ion F de A é t a n t 

donnée, on d é f i n i t à p a r t i r de l ' a l g è b r e a s s o c i a t i v e ( A , * ) l ' a l g è b r e a s s o c i a t i v e 

" p r o d u i t t e n s o r i e l " (A 8 A, O . De même, à p a r t i r de la cogèbre ( A , A ) , on 
F 

2 
d é f i n i t na tu re l lement la cogèbre (A 8 A,A ) . Les p r o p r i é t é s su ivantes : 

( i ) * : (A 8 A,A ) -> ( A , A ) morphisme de cogèbres 

( i i ) A : ( A , * ) " M A 0 A , 0 morphisme d 'a lgèbres 
F r c 

sont équ i va len tes . Si e l l e s sont s a t i s f a i t e s , F es t appelée une A -dé fo rma t ion 
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THEOREME. - Pour toute k-déformation graduée F de A, il existe une seule loi de 

groupe formel f ( x 5 y ) = (f... ( x , y ) ) .. e j e n l e s indéterminées X = U..).. £ j 

Gt y - ( y ^ ) ^ ^ j e t à coefficients dans K telle que : 

(4) a * b (z ) = exp(z g( ^ , ^ ) ) . a ( x ) b ( y ) | x = y = z . 

où g e s t la partie non linéaire de f . 

Réciproquement, pour toute loi de groupe formel définie sur 

i l existe une seule A -dé fo rmat ion graduée de A vérifiant (4). 

La démonstrat ion de Abel lanas e t Mar t inez Alonso u t i l i s a i t la t ransformée 

de Fou r i e r . La mienne, dans le cadre général où j e me place es t basée sur la 

d u a l i t é de C a r t i e r (pour la d é f i n i t i o n de ce t t e d u a l i t é , consu l t e r J . Dieudonné, 

I n t r o d u c t i o n to the theory o f formai groups, Dekker) . Je va is j u s t e donner l ' i d é e 

e s s e n t i e l l e de l a preuve. 

Au K-module l i b r e A de base ( x a ) , a e K ^ , on associe l e K-module dual 

A' de pseudo-base ( x a * ) . Tout élément de A' se développe en s é r i e en les x a * , s i 

b ien que A' es t muni d'une t opo log ie n a t u r e l l e de K-module topo log ique complet . 

Par t r a n s p o s i t i o n , au p r o d u i t x de A correspond un cop rodu i t con t i nu *x de A ' , e t 

au coprodu i t A de A correspond un p r o d u i t con t i nu *A de A ' . Quand on déforme x en 

* , on o b t i e n t une (co ) -dé fo rmat ion de *x en . 

Remplaçons la pseudo-base (x ) par (z ) = (a !x ) . A l o r s , A ( resp . x ) 

s ' i d e n t i f i e au p r o d u i t usuel ( resp . au coprodu i t usuel ) de l ' a l g è b r e des sé r ies 

fo rme l les K [ [ z . ] ] . Le morphisme de cogèbres con t inu l * es t donc ent ièrement 
t 

déterminé par les * (z^ ) qui sont des sé r ies fo rme l l es en x e t y e t qui sont les 

f . j ( x , y ) cherchées, 

3. CONSEQUENCES DU THEOREME 

3 . 1 . On peut expr imer les c o e f f i c i e n t s F^ en f o n c t i o n de g. En e f f e t , (4) s ' é c r i t : 

a * b (z ) = I m -^T 9 a ( — , — ) . a ( x ) b ( y ) | 
F a e I T ' 3X ' 3 y ; v y / » x = y = z 5 
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a . 
avec g a = II g - 1 . S i g a , r es t la p a r t i e homogène de degré t o t a l r , on a 

i € I 1 

r _ z a

 n a , | a | + k , 3 9 A 

k ukk<k a - 9 x 8 y 

A i n s i , es t un opérateur b i d i f f é r e n t i e l . Par s u i t e , t ou te A - d é f o r m a t i o n graduée  

es t d i f f é r e n t i a b l e . 

3 .2 . La formule (4) permet de pro longer * à d ' au t res o b j e t s , f o n c t i o n s ou d i s 

t r i b u t i o n s . 

Prenons K = C e t supposons que les g^ sont des f o n c t i o n s e n t i è r e s 

( I é tan t f i n i ) . Pour des d i s t r i b u t i o n s T>| e t T 2 à support compact dans P n (n = dim V ) , 

on s a i t que leu rs t ransformées de Four ie r sont des f onc t i ons sur R n , p ro longeâmes 

en f onc t i ons e n t i è r e s sur (C n . D'après les p r o p r i é t é s de la t ransformée de F o u r i e r , 

Jx ' Jy ^ V x / ) ^ V y ^ x = y = z a P P a r t i e n t à ' ^ ' ( K n ) . En s u b s t i t u a n t les 

f onc t i ons en t i è res obtenues dans ( 4 ) , on v o i t que T. * T ? es t une f o n c t i o n 
F 

e n t i è r e . On peut d ' a i l l e u r s é c r i r e : 

(5) &T] * ^ T 2 = < T 1 8 T 2 , exp(z f ) > 

où v s i g n i f i e que l ' o n a remplacé x par -2 î r ix e t y par - 2 TT i y dans la s é r i e f . 

Mais , en géné ra l , SF'X ^ * ^ n ' es t pas dans ^ ' ( R n ) car i l ne v é r i f i e 

pas tou jou rs l a c o n d i t i o n du théorème de Paley-Wiener. Par c o n t r e , s i P es t un 

polynôme e t s i T es t dans ^ ' ( E n ) , a l o r s P * J ^ T e t J^T * P sont dans ^ ' ( R n ) . 

On a même des formules e x p l i c i t e s de ces p rodu i t s en f o n c t i o n des c o e f f i c i e n t s de 

la l o i de groupe f o r m e l . Par exemple : 

n v 
z . * ^ T = z . A ^ T + I z . j * ( C . . T ) , 

i F

 1 j = i J u 

où C_jj es t le c o e f f i c i e n t de x^ dans g j 
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La formule (5 ) permet de r e t r o u v e r les expressions i n t é g r a l e s du p r o d u i t 

de Moyal , a i n s i que d ' au t res p r o d u i t s u t i l i s é s en q u a n t i f i c a t i o n . Nous a l l o n s j u s t e 

donner les l o i s de groupes f o r m e l s , l a i s s a n t le so in au l e c t e u r d ' é c r i r e les 

expressions i n t é g r a l e s . 

Prenons pour g l ' a l g è b r e de Heisenberg de base x < | > - - - > x 2 m + i ( a v e c I e 

crochet h a b i t u e l ) . La l o i de groupe formel associée à Weyl a pour p a r t i e non 
W 

l i n é a i r e g d é f i n i e par : 

f g " = 0 pour 1 v< j v< 2m 

J w 1 m 

I l y a aussi l a A-déformat ion graduée standard ( resp . an t i s t anda rd ) d é f i n i e par 

l ' a p p l i c a t i o n de S dans U. qui associe à a , , x . . . x a , (a- € g e t k > 1 ) 

l ' é lémen t a^. . . a ^ ( resp . a ^ . - a ^ ) . La l o i de groupe formel associée es t : 

( g? ( resp . g J S ) = 0 pour 1 N< j N< 2m 

I S AS m m 

l 9 n ( resp . g n ) = I x j y . + m ( resp . - z x . ^ ) 

En remplaçant l a base ( x , , . . . ^ ) par ( x j + i x j + m , X j - i x ^ ) ^ . ^ , 

on o b t i e n t à p a r t i r de standard e t d ' a n t i s t a n d a r d les déformat ions normale e t 

an t inormale dont i l es t f a c i l e d ' é c r i r e les l o i s de groupes fo rme ls . 

3.3 Le théorème permet de repérer f ac i l emen t s i une A-déformat ion graduée eât un 

^ - p r o d u i t . Par d é f i n i t i o n , une déformat ion F es t un * - p r o d u i t s i 

V k >y 1 , F k ( b , a ) = ( - 1 ) k F k ( a , b ) . 

Par exemple, Moyal es t un ^ - p r o d u i t . Sous les hypothèses du théorème, notons 

f ^ ( x , y ) la p a r t i e homogène de degré t o t a l k de f ( x , y ) . On démontre que : 
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(6) F es t un * - p r o d u i t ^ > V k ^ 1 , f ( k ) ( y , x ) = (-1 ) M f k ( x , y ) . 

C 'es t grâce à c e t t e p r o p r i é t é que l ' o n prouve que tou te déformat ion de  

Weyl es t un * - p r o d u i t . 

4 . DES EXEMPLES NOUVEAUX. 

On prend K = R e t dim V = 1 . A lo rs g es t abé l ienne. Puisque A = S(V) = U 

t ou te A-déformat ion graduée es t cortimutati ve. I l es t c l a i r que les déformat ions de 

Weyl, s tandard e t an t i s t anda rd co ïnc iden t avec l e p r o d u i t o r d i n a i r e e t que l a l o i 

de groupe formel associée es t la l o i a d d i t i v e x+y. Dans ce cas, l a formule (4) 

n ' es t au t re que l a formule de Tay lor du polynôme a * b. 

4 . 1 . La c a r t e F —* F x en l ' é lément neutre du groupe m u l t i p l i c a t i f R x des rée l s 
x —* 1+x 

non nuls f o u r n i t l a l o i de groupe formel m u l t i p l i c a t i v e : 

f ( x , y ) = (1+x) (1+y) -1 = x+y+xy . 

D'après ( 6 ) , la déformat ion associée F n ' e s t pas un ^ - p r o d u i t . La formule (4) 

donne i c i : 

a * b (x ) - I i r ! l <4 . 
F n>0 dx" dx" 

I l es t f a c i l e de c a l c u l e r de proche en proche les x n : 

*2 2 
x = x +x 

*3 3 . 2 
x = x +3x +x 

*4 4 , 3 7 2 
X = X + D X + / X + X . 

Le l o i de fo rmat ion des c o e f f i c i e n t s es t s imple à o b t e n i r ( J . He lms te t te r 

m'a s igna lé que ceux-c i sont les nombres de S t i r l i n g de 2e espèce). 

Plus i n t é ressan t es t le ca l cu l du spect re de x , au sens de Bayen-F la to-
f n * 

Fronsda l -L ichnerowicz-Sternhe imer . Pour c e l a , on pose Exp( tx ) = x x n ( t £ I ) . 
n^O n < : 
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Et on cherche l e développement de D i r i c h l e t : 

(7) Exp( tx ) = I i u ( x j e X t 

Л € I 

dans lequel l e support I sera le spect re cherché e t les u^ sont les p ro jec teu rs 

assoc iés . Une conséquence f o rme l l e de (7) es t 

" x * и л = Аи л 

(8) J F 

Uy * и л = и л . 
V Л p Л л 

On est donc amené à résoudre l ' é q u a t i o n 

(9) x * и = Au , и non n u l l e . 

I c i , i l es t c l a i r que c e t t e équat ion es t 

x ( u + u ' ) = Au , 

de s o l u t i o n и = С x^e "^ . Reportant dans l ' é q u a t i o n и * и = и, on consta te que 

forcément A es t un e n t i e r na tu re l e t que С = ^ , 

On con jec tu re a l o r s que l e développement vaut : 

Exp( tx ) = I ( 7ГГ e " " x ) e n t , 
n>0 n -

ce qui se v é r i f i e aisément. A i n s i , l e spect re de x es t M e t l e p r o j e c t e u r associé 

x n -x à n es t u n = - ^ p e . 

REMARQUE. L 'équat ion (9) dans le cas Weyl es t x x и = Au qui n'a pas de s o l u t i o n 

non n u l l e . Le spect re de x ne peut donc ê t r e d i s c r e t . 

La formule #•+<» . 
t x = ô ( A - x ) e A L d A 

e J o 

(6 d i s t r i b u t i o n de D i rac ) montre que ce spect re es t con t i nu e t es t égal à 

[ 0 5 + «>[. En conclus ion, , l e remplacement (apparemment anodin) d'une l o i a d d i t i v e 
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par une l o i m u l t i p l i c a t i v e f a i t passer d'une s i t u a t i o n c lass ique à une s i t u a t i o n 

quant ique. 

Notons d ' a u t r e p a r t que T o n v i e n t d 1 o b t e n i r deux déformat i ons mathémat i -

quement équ iva len tes ( e t même toutes deux t r i v i a l e s au sens de Gerstenhaber) 

qui ont des spect res d i f f é r e n t s . 

4 . 2 . La ca r t e de 4.1 se généra l i se évidemment à GL(nJR ) . Mais, en géné ra l , e l l e 

ne conv ien t pas à un sous-groupe de L ie G de GL(n ,F) . C 'es t l e cas de G = S0(2 ) . 

Dans un t e l cas , on peut u t i l i s e r l a t r ans fo rma t i on de Cayley ( j e do is l ' i d é e de 

c e t t e u t i l i s a t i o n à A. We ins te i n ) . 

La ca r te " t r a n s f o r m a t i o n de Cayley" de g dans G es t d é f i n i e pour G = S0(2) 

par : 

( 1-a 2 - 2 a \ 

T+o? 7+c? 

2 a 1-a 2 J 
E l l e f o u r n i t l a l o i de groupe formel 

2 2 2 3 3 2 
C 'es t l a s é r i e x+y+(xy +x y ) + (x y +x y ) + . . . . I l es t c l a i r que l a dé format ion F 

*n 

associée es t un ^ - p r o d u i t . I c i , les x ont des c o e f f i c i e n t s p lus d i f f i c i l e s à 

o b t e n i r . On a : 
*2 - 2 

x = x 
* 3 3 

x J = x J +2x 

•4 4 2 
x H = x%8x^ . 

L 'équa t ion (9) dev ien t : x (u+u") = Au, dont j e n ' a i pas pu t r ouve r un 

système fondamental e x p l i c i t e de s o l u t i o n s . Je n 'a i donc pas le spect re de x. 
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4 . 3 . A t o u t groupe a lgébr ique G et à t ou te base de 8 , on s a i t assoc ie r na tu 

re l l emen t une l o i de groupe formel appelé sa f o r m a l i s a t i o n ( v o i r l e l i v r e de 

Dieudonné déjà c i t é ) . La f o r m a l i s a t i o n de G = S0(2) es t : 

f ( x , y ) = x / l - y 2 + y / l - x 2 i . e . 

f ( x , y ) = x+y - ] ( x y 2 + x 2 y ) - ^ ( x y 4 + x 4 y ) - - ^ ( x y 6 + x 6 y ) - . . . 

La déformat ion F associée es t un * - p r o d u i t . Et on a : 

*2 2 
x = x 

*3 3 
x = x - x 

x

 4

 = x - 4x . 

L 'équa t ion (9) donne l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e i n f i n i e : 

x ( u . 1 d 2 u _ 1 d 4 u ^ 1 d 6 u _ , 
x [ u 2 7 7 ÏÏ'~74 T6 T T A U . 

dx dx dx 

Dans ce cas, c ' e s t 1 'ex is tence même de la s o l u t i o n u ( f o n c t i o n ou d i s 

t r i b u t i o n ) qui se pose. Le spec t re de x es t encore p lus l o i n . . . 

5. CONCLUSION. Les c inq auteurs c i t é s à propos du spect re sont les i n s p i r a t e u r s du 

" p r o j e t dé fo rmat ion" de p résen ta t i on de la Mécanique Quantique. Leur a r t i c l e f o n 

damental es t : Deformat ion theory and q u a n t i z a t i o n , I and I I , Ann. o f Physics I I I , 

1978, 61-151 . Dans l 'exemple 4 . 1 , i l s e r a i t i n t é r e s s a n t d ' a v o i r une i n t e r p r é t a t i o n 

physique où les é t a t s quant iques s e r a i e n t e n t i e r s na tu re l s e t les f onc t i ons d'onde 

associées s e r a i e n t les u n -

A dé fau t d ' i n t e r p r é t a t i o n phys ique, i l y en a une p r o b a b i l i s t e puisque ( u n ) 

es t la l o i de Poisson de moyenne x. Si b ien que cet exposé a u r a i t pu p o r t e r ce t i t n 

"Du c rochet de Poisson à l a l o i de P o i s s o n ' . . . " . 
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