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I N T E G R A L E S D E M A R C E L RIESZ S U R 

U N C Ô N E S Y M E T R I Q U E 

J . F A R A U T 

Introduction. — L'intégrale de Riemann-Liouville d'une fonction / sur 

R est définie par 

J a / W = rTf [ X f y ) " - 1 dy 
r(«) Jo 

Cette intégrale converge pour Re a > 0 si / est continue, et les opérateurs 

Ia vérifient 

d jg ja-l 
dx 

Cette dernière relation permet de montrer que Iaf admet un prolongement 
analytique par rapport à a si f est de classe C°° , et 1° est égal à l'identité. 
Dans son mémoire "L'intégrale de Riemann-Liouville et le problème de 

Cauchy" [8], MARCEL RlESZ généralise cette intégrale en remplaçant la 
demi-droite ]0,oo[ par le cône de lumière. Dans R n considérons la forme 
quadratique de Lorentz 

Q(x) = x\ — x\ — ... — xn 

et le cône de lumière 

R n , Q ( z ) > 0,zi > o} 

Marcel Riesz considère l'intégrale suivante 

où 

D{x) = îîfl(i-fl) 

et 

Hn(x) = ̂  2 2«- 2r(«) T(a - ^ ) 

et il démontre les propriétés suivantes : l'intégrale converge pour 
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Re a > et vérifie 

A Ia = 

où 

A - — - — - - — 

Cette dernière relation est un cas particulier des identités de Bernstein, 

elle peut aussi s'écrire 

AQa = 4a(a + ^ - l ) Q a - x 

Cette relation permet de montrer que Ia f admet un prolongement analy

tique par rapport à a et là encore Io est l'identité. Ensuite G A R D I N G [2] 

considère le cône des matrices symétriques définies positives et aussi le cône 

des matrices hermitiennes définies positives. Comme le cône de lumière, 

ces cônes sont des exemples de cônes symétriques. Plus tard GINDIKIN [3] 

étudie ce type d'intégrales pour les cônes homogènes. Dans cet exposé je 

voudrais présenter ces intégrales sur les cônes symétriques et deux appli

cations qui peuvent en être faites : la première concerne le phénomène 

de Huyghens, la deuxième la relation fonctionnelle de certaines intégrales 

zeta. 

1 . Cônes symétriques et algebres de Jordan. — Soit V un espace 
vectoriel sur R de dimension finie, et soit il un cône ouvert convexe (non 
vide) dans V. On suppose que il ne contient aucune droite. Soit G (il) le 
sous-groupe de GL(V) des transformations qui conservent il globalement: 

G(il) = j<jr ç GL(V), gil = o} 

Le cône H est dit homogène si G (il) opère transitivement sur il. Supposons 
V muni d'un produit scalaire. Le cône dual il* du cône il est défini par 

il* = { s G V, Vy G Ù - { 0 } , (x,y) > 0 } 

Le cône il est dit autodual si il = il*. Le cône il est dit symétrique s'il est 

homogène et autodual. 

Exemples. — 1) Soit V — Sym(m,R) l'espace des matrices symétriques 

réelles m x m muni du produit scalaire 

(x,y) = tr(xy) 
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Le cône Q des matrices symétriques définies positives est symétrique. 
2) Soit V = R N muni du produit scalaire usuel, et soit Q le cône de lumière: 

il = {x, x \ - x \ x\ > 0, xi > 0} 

Le cône de lumière fi est symétrique. 

K O E C H E R [7] et VINBERG [12] ont établi le lien qui existe entre les cônes 

symétriques et les algèbres de Jordan. Une algèbre de Jordan réelle est un 

espace vectoriel V sur R muni d'un produit, c'est à dire une application 

bilinéaire 

V xV -* V 

vérifiant 

( J l ) xy = yx 

( J2) x\xy) = x(x2y) 

Notons L(x) l'endomorphisme de V défini par 

L(x)y = xy 

alors la propriété (J2) signifie que L(x) et L(x2) commuttent. Nous 

supposons que V est de dimension finie et possède un élément unité e. 

Considérons le polynôme minimal d'un élément x de V, c'est à dire un 

polynôme de degré minimum tel que p(x) = 0. On montre qu'il existe un 

ouvert dense VQ de V tel que pour x dans VQ le degré du polynôme minimal 

p de x soit de degré constant r. Notons p(À; a;) = p(A). Pour # dans V 0 

p(A; x) = A r - a 1 ( x ) A r " 1 + • • • + (~ï)rar(x) 

Le nombre r est appelé le rang de l'algèbre de Jordan F, a,j(x) est un 

polynôme sur V homogène de degré j , a i (x ) s'appelle la trace de x et 

ar(x) le déterminant de x : 

tr(rr) = a i (x ) 

det(x) — ar{x) 

Exemples. — 1) V = Sym(m ,R) muni du produit de Jordan 

xoy = - ( X Î ^ + Î / X ) 

Dans ce cas la trace et le déterminant sont la trace et le déterminant au 

sens usuel. 
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2) Soit E un espace euclidien. Posons 

V = R ® E 

et considérons sur V le produit 

(A, u)(fi, v) = (A// + ( u , v ) , À i ; + 

On a alors 

tr(À,u) = 2À 

det(À,u) = A 2 - | | u | | 2 

L'algèbre de Jordan V est dite formellement réelle si le produit scalaire 

défini sur V par 

(x,y) = tr(xy) 

est défini positif. 

Soit V une algèbre de Jordan formellement réelle. Posons 

fi = { x 2 , x e V,det(x) ^ oj 

T H É O R È M E 1. — ^KOECHER /7/ ; VINBERG [12]) L'ensemble fi un 

cône symétrique, et tout cône symétrique est obtenu de cette façon à partir 

d'une algèbre de Jordan formellement réelle. 

Dans les deux exemples ci-dessus V est une algèbre de Jordan formellement 

réelle. Dans le premier exemple fi est le cône des matrices symétriques 

définies positives. Dans le deuxième fi est le cône de lumière : 

fi={(A,«), A > | | « | | } 

2. Intégrales de Marcel Riesz sur un cône symétrique. — Soit V 

une algèbre de Jordan formellement réelle, de dimension n et de rang r. 
Nous supposons que V est simple, c'est à dire qu'elle n'est pas le produit 
direct de deux algèbres de Jordan. Soit fi le cône symétrique associé. La 
fonction gamma du cône fi est définie par 

r n (a) = / e ~ ' r ( x ) ( d e t x)a~^dx 

Dans le cas du cône des matrices symétriques définies positives cette 

intégrale a été considérée en analyse statistique multivariée par W I S H A R T 
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[ 1 4 ] , puis par SIEGEL [10] dans le cadre de l'étude des fonctions auto
morphes. C'est pourquoi cette intégrale est parfois appelée intégrale de 
Siegel. 

Elle a été étudiée dans le cas général par K O E C H E R [6] et GINDIKIN [3] 

qui l'a calculée : elle converge pour Re a > | ( r — 1 ) , où d est un entier 
dépendant de V vérifiant 

n = r + ~( r — 1 ) 

et on a 

r n (a ) = ( 2 7 r ) ^ T(a)T(a -^)...T(a- | ( r - 1)) 

L'intégrale de Marcel Riesz est définie par 

Iam = r~T~\ I /(V) d e t ( * - vT^dy 
r n ( a ) JD{x) 

avec 

D(x) = ÇlCl(x-Q) 

Cette intégrale converge aussi pour Re a > | ( r — 1 ) et vérifie 

Cette propriété est liée à l'intégrale eulérienne suivante 

/ (det * ) « - ? det(e - d* = r°(°> T°%> 
JD(e) M A « + P) 

où e est l'élément unité de V. De plus, si P(x) = det(x), nous avons 

P(A) r = / a " 1 

ce qui correspond à l'identité de Bernstein 

p (Jb p{x)a = p ( : c r _ 1 

avec ^ 

6(a) = a ( a + - ) . . . ( a + ( r - l ) - ) 

On déduit de cette relation que J a / admet un prolongement analytique 

en a, et on montre que 1° est l'identité. 
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Remarquons que Iaf est un produit de convolution 

I°f = Ra*f 

où Ra est la distribution définie par 

Cette distribution i ? a vérifie 

P{~^~) R(* — Ra-l 
ox 

où S désigne la masse de Dirac en 0 . Par suite 

c'est à dire que Ri est une solution élémentaire de P(~§^)-

3. Application au problème de Cauchy. — Soit P(j^) un opérateur 
différentiel d'ordre m sur R n à coefficients constants. Soit S une hyper-
surface non caractéristique pour P ( ^ ) , c'est à dire qu'en tout point de 
S 

P(iz) ^ 0 

où 1/ désigne un vecteur normal à S. 

Supposons que S divise R n en deux régions R+ et Notons ^ la 
dérivée normale de u dans la direction de R+. Le problème de Cauchy 
s'énonce ainsi : étant données une fonction h définie dans des fonctions 
/ o v î / m - i définies sur S, déterminer une fonction u définie dans R+ telle 
que 

dans R+ et 

?! - d m ~ l u -
OU O V m 1 

sur 5. 

Nous supposons que 5 est de classe C°° , ainsi que les fonctions / 0 , . . . , /m-i ? 

et que h et u sont de classe C°° sur l'adhérence de Soit u une 

solution. Prolongeons u et h en des fonctions w 0 et hQ définies dans R n 
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et nulles dans Puisque S est non caractéristique, la fonction u est 
solution du problème de Cauchy si et seulement si 

P ( ^ K = K + F 

au sens des distributions, où F est une distribution portée par S dépen

dant linéairement des fonctions / 0 v > / m - i - La distribution F est une 

multicouche d'ordre m — 1. 

Supposons que P(^) possède une solution élémentaire E à support dans 
un cône convexe fermé propre C (propre signifie que C PI ( — C) — 0) : 

Supposons que, pour tout x de (x — C) PI i2+ soit borné, et que, pour 
tout x de x — C ne rencontre pas 7?+. Alors le problème de Cauchy 
admet une solution unique qui est donnée par 

uQ = E*(h0 + F) 

Supposons que h soit nulle. On dit que le phénomène de Huyghens a lieu 

si la valeur u(x) en un point x de R+ de la solution u ne dépend que des 

valeurs de / o v - - ? fm-i s u r l'intersection 

S n (x - <9C) 

où désigne la frontière de C Le phénomène de Huyghens a lieu si et 

seulement si le support de la solution élémentaire E est contenu dans la 

frontière dC du cône C. 

Il est connu que le phénomène de Huyghens a lieu pour l'équation des 

ondes 

d2u d2u d2u 

dx\ dx\ dx\ 

si n est pair > 4. GÂRDING [2] a montré que le phénomène de Huyghens 

avait lieu pour l'opérateur d e t ( ^ ) sur l'espace Sym(ra,R) des matrices 

symétriques réelles et sur l'espace Herm(m, C) des matrices hermitiennes 

complexes. Ensuite GINDIKIN et VAINBERG [4] ont montré que les cônes 

homogènes fournissaient d'autres exemples d'opérateurs différentiels pour 

lesquels le phénomène de Huyghens avait lieu. 

Considérons une algèbre de Jordan formellement réelle V et posons 

P(x) — det(a;). Soit TQ la fonction gamma du cône symétrique associé. 

PROPOSITION 2. — Le phénomène de Huyghens a lieu pour l'opérateur 

différentiel P(j^) si et seulement a = 1 est un pôle de Tçi(a). 
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En effet E — R\ est une solution élémentaire de P( ¿ ^ ) , et son support est 
contenu dans iî. Si le support de (p est contenu dans iî, pour tout nombre 
complexe a nous avons 

R*(ip) = Y~\ \ v / (f(x)(detx)a~^ dx 

Par suite, si a = 1 est un pôle de Tçi(a), Ri(<p) = 0 . Réciproquement, 

si Ri(<p) = 0 pour toute fonction y> dont le support est contenu dans Í7, 

a = 1 est un pôle de T ^ a ) . 

Si V = Sym(m ,R), le support de la solution élémentaire E = R\ est égal 

à l'ensemble des matrices symétriques semi-définies positives de rang < 2 . 

Si V — Herm(m,C), il est égal à l'ensemble des matrices hermitiennes 

semi-définies positives de rang < 1. 

4. Application à la relation fonctionnelle de certaines intégrales 
zeta. — Nous allons considérer certaines intégrales zeta associées à 
des représentations d'algèbres de Jordan. Soit V une algèbre de Jordan 
formellement réelle de rang r et de dimension n. Nous supposons que V 

est simple. On note d l'entier défini par 

d , 
n — r + —r(r — 1 ) 

Soit E un espace euclidien de dimension N. Une représentation de l'algèbre 
de Jordan V dans E est une application linéaire 

p : V -> Sym(£) 

de V dans l'espace de endomorphismes symétriques de E vérifiant 

P(XV) = \(p(x)p(y) + P(y)p(x)) 

Exemple. — Soient V = Sym(m ,R), E — M ( m , fc;R) muni du produit 

scalaire 

où r¡' désigne la matrice transposée de rj, et définissons la représentation 

p de V dans E par 

Pour £ fixé l'application 
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est une forme linéaire sur V , il existe donc y dans V tel que 

L'élément y dépend de f de façon quadratique. Nous notons 

y = Q ( 0 

et Q e s * u n e forme quadratique définie sur E à valeurs dans V, plus 
précisément dans l'adhérence iî du cône symétrique O associé à l'algèbre 
de Jordan V. En effet 

( Q ( O , * 2 ) = I I P ( * ) * I I 2 > 0 

Dans le cas de l'exemple ci-dessus nous avons 

Q ( 0 = « ' 

Soit F une fonction définie sur ÍÍ. Nous lui associons la fonction / définie 

sur E par 

/ ( 0 = f(\q(0) 

Une telle fonction / sera dite radiale. Supposons N > dr2. La fonction 

radiale / est integrable sur E si et seulement si la fonction F(x)(det x)^~^ 

est integrable sur Çt et nous avons 

/ f ( 0 ^ = ^ Ç r Í F(*)(det*)*-*dx 
JE * Qv 27 J 

Soit V — Sym(m ,R) et p la représentation de l'algèbre de Jordan V dans 

E = M ( m , fc; R) définie par 

Une fonction radiale / , 

/ ( 0 = ^ ( ^ ( 0 ) 

est invariante à droite par le groupe orthogonal 0(k) et plus précisément 

nous avons 

PROPOSITION 3. — L'application qui à une fonction F de l'espace S (il) 

des restrictions à Í2 des fonctions de l'espace de Schwartz S(V) associe la 

fonction radiale f, 

/ ( 0 = h\q(û) 
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est un isomorphisme de S(£l) sur l'espace S(E)^ des fonctions de S(E) 

invariantes à droite par 0(k). 

a) D'après W E Y L ( [ 1 3 ] p . 5 3 ) , tout polynôme p sur E invariant à droite par 

O(Jfe) s'écrit 

K O = - P ( | Q ( 0 ) 

où P est un polynôme sur V, déterminé de façon unique. 

b) D'après SCHWARTZ ( [ 9 ] , theorem 1 ) , il en résulte que toute fonction / 

de classe C°° sur E invariante à droite par 0(k) s'écrit 

№ = F{\Qit)) 

où F est une fonction de classe C°° sur V. 

c) Pour tout x dans fi nous avons 

< tv(x) < y/m\\x\\ 

par suite, puisque 

nous avons, si x = ^QiOi 

< \ m \ 2 < y/à\\x\\ 

On en déduit que la fonction / appartient à l'espace de Schwartz 5 ( 0 ) si 
et seulement F appartient à S(V). 

(Le principal argument de cette démonstration m'a été communiqué par 
G. Barbaçon, je l'en remercie.) 
La transformée de Fourier d'une fonction radiale au sens usuel se traduit 
par la transformation de Hankel. Ceci se généralise au cas des fonctions 
radiales que nous venons de considérer. Pour v > 1 + d(r — 1 ) nous allons 
définir la transformation de Hankel 7i„ comme un opérateur unitaire de 
l'espace de Hilbert Z ^ ( 0 ) , 

Ll(Sl) = L2(Çl,(detxy-îdx) 

Sa définition repose sur le résultat suivant 

PROPOSITION 4. — Soit F une fonction de Ll(Q,). Posons 

/ e-(x>z)F(x)(detxy-*dx 
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La fonction $ est holomorphe sur le tube Çl + iV. On lui associe la fonction 
définie sur ce tube par 

Alors il existe une fonction G de L2(£l) unique telle que 

/ e-(*>z)G{x)(àeïxy-*dx 
Jçi 

et nous avons 

\\G\l = \\F\\„ 

où désigne la norme de l'espace L2

u(Çt): 

\\F\\l= f \F{x)\\àeïxy-ïdx 

Par définition la transformation de Hankel Hv est la transformation qui à 

la fonction F associe la fonction G. 

La proposition prédédente a été démontrée par HERZ [5] lorsque V = 

Sym(m, R ) . Les arguments sont les mêmes dans la situation générale que 

nous considérons. 

a) Pour a > ~(r — 1) et z dans le tube 0 + iV nous avons 

/ e-(x>z\detx)Q-?dx = TQ(a)(detz)-Q 

b) D'après la formule de Plancherel, 

/ mt + ir])\
2d71 = (27r)n [ e~2(x^\F(x)\2(detx)2l/-^dx 

En intégrant les deux membres par rapport à la mesure (det nous 

obtenons 

JU+iV 

= (2n)n J [J e - 2 < * ' « ) ( d e t O " ~ ' ^ # } \F{x)\2 (àetxf-^dx 

= (47r)n Tvr TQ(u--) f \F(x)\2 ( d e t x ) " - * d x 

r Jil 
Ainsi 

/ l*(É + «7)| 2 (àetOv-^d^ = cu\\F\\l 
JU+iV 

27 

file:////G/l


c) Considérons la transformation 

Ç + iri £' + iri' = U + iv)"1 

du tube fi + iV dans lui-même. Le jacobien de cette transformation est 
égal à 

J(t,v) = \*A(t + il)\=î!L 

et nous avons 

d e t f = | d e t ( f + û / ) | - 2 d e t £ 

Nous en déduisons 

/ | * t f + »i/) | 2 ( d e t O " - ^ ^ 
Jtl+iV 

= f mt + iv)-1)? \detU + tr1)\-
2»(detO''-2fLd(dT1 

JQ+iV 

= f №'+iri')\2 I d e t ^ + I I / ' ) ! 2 " 
Ju+iv 

| d e t ( £ ' + ^ ' ) | - 2 " + ^ ( d e t O " " ^ - | d e t ( ^ ' + t V ) r ^ d W 

= / |*(e ' + »i/')| 2(detn"-^W 
JQ+iV 

La proposition suivante généralise un théorème de T R I C O M I ([11]) à la 
situation que nous considérons. 

PROPOSITION 5 . — Supposons N — dim E > 2n. Soit f une fonction 

radiale sur Vespace E : 

№) = F(lQ(0) 

La transformée de Fourier f de f est aussi radiale 

fa) = F{±Q{0) 

et nous avons 

N 

avec v — 7T. 

La démonstration repose sur la relation suivante 
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qui est valable lorsque z appartient au tube ft + iV. 

Posons P ( f ) = det Q(£). Le polynôme P est homogène de degré 2r et 

P(0 > 0. Considérons l'intégrale zeta associée au polynôme P, 

z ( / , a ) = / p ( e r / ( o ^ 

où a est un nombre complexe, Re a > 0, et / est une fonction de l'espace 
S(E). 

THÉORÈME 6 . — La fonction analytique Z(f,.) admet un prolongement 

méromorphe à C qui vérifie la relation fonctionnelle suivante 

La démonstration utilise la transformation de Hankel et la relation 

/ e-(x>z\detx)a~*dx = r f i ( a ) ( d e t z ) - a 

JQ 

qui est vérifiée si z appartient au tube Çl + iV. 
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