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INTRODUCTION 

Une matrice carrée A = (A. ) <I ensemble fini 
t,j v,j €S I 

non vide) est une matrice de Cartan généralisée si: 

A. . * 2 f i « I 

A. . * -W , i * j 

A. . = 0 -+ A. . = 0 

Si, de plus, A est le produit d'une matrice diagonale et 

d'une matrice symétrique définie positive A est appelée une 

matrice de Cartan. 

On sait classiquement qu'il existe une bijection 

naturelle entre les matrices de Cartan et les classes à 

isomorphisme près d'algèbres de Lie semi-simples complexes: 

l'algèbre de Lie correspondant à une matrice de Cartan A est 

définie par des générateurs (X ,Y ,H ) soumis aux relations: 

CH ,H 3 » o 

[H ,X ] a» A. X , CH ,Y3 = -A. Y. 

CX ,Y. 3 = H. et CX.,Y3 = 0 , i * j 
V V t t J 

i-A. . i-A. . 
ad V'J(X> = ad V'J(Y> » 0 , i * j 
\ J yi J 

Pour toute matrice de Cartan généralisée A, l'algèbre de 

Lie 9(A) définie par cette présentation est l'algèbre de 

Kac-Moody associée à A. 

Pour toute algèbre de Lie simple complexe de dimension 

finie, de matrice de Cartan A, l'algèbre de Kac-Moody g(A), où A 

est la matrice de Cartan généralisée définie par le graphe de 

Dynkin complété de 9, est l'algèbre de Lie affine Q associée à 9« 

D'autre part, il existe une réalisation plus concrète de 

l'algèbre affine 9. En effet on montre que l'espace vectoriel 

H <9,C), où 9 est l'algèbre de Lie des applications régulières de 

C dans 9 (algèbre de lacets de 9), est de dimension 1. Ainsi 9 

possède, à isomorphisme près, une unique extension centrale qui 
'Vf 

est l'algèbre de Kac-Moody affine 9. 

A toute algèbre de Lie de dimension finie 9 est associé 

un groupe de Lie (simplement connexe) G et une application 

exponentielle exp : 9 • 6 de sorte que, pour toute 
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représentation de dimension -finie p* s 9 • 9Ï (V) de 9, il 

existe un unique mor phi sote de groupes de Lie p : 6 • 6L(V) 

tel que l'on ait s 

exp(pMX)) 3 3 p<exp (X) ) pour tout X e 9. 

Plus généralement, une algèbre de Lie 9 (de dimension 

éventuellement infinie) est integrable (KAC 121) si elle est 

engendrée par l'ensemble des éléments X e g tels que ad^ soit 

un endomorphisme localement fini de 9 et une représentations 

p' : 9 • 9Ï<V) 

est integrable si, pour tout X <s F , p'(X) est un endomorphisme 

localement fini de V. Il est alors encore possible d'associer à 9 

un groupe G et une application exponentielle exps F^ • 6 

de sorte que toute représentation integrable p' de 9 définisse un 

homomorphisme de groupes: 

p -G • GL<V) 

tel que exp(p'(X>) = p(exp<X)> pour tout X € F • 

Naturellement, dans le cas où 9 est de dimension finie 

on retrouve le groupe de Lie simplement connexe G d'algèbre de Lie 

9. On remarque d'ailleurs que cette méthode fournit une 

construction algébrique élémentaire et globale du groupe G. 

Lorsque l'algèbre de Lie 9 est semi-simple le signe des 

constantes de structure de 9 a été déterminé par TITS (Cil) en 

utilisant le fait, qui résulte de la théorie des groupes 

algébriques, qu'à toute racine a de 9 correspond un sous-groupe 6^ 

de G qui est isomorphe au groupe SL < 2, C) - La construction 

précédente fournit une démonstration élémentaire de cette 

propriété (cf C13 p 28 et appendice p 52). 

Une algèbre de Lie simple 9 de dimension finie possède 

une représentation linéaire de dimension finie fidèle 

g » 9I<V) telle que la représentation associée du groupe G 

soit elle aussi fidèle; on en déduit canoniquement une 

repr ésentat i on i nt égrable: 

9 • 9Ï<V) 

de l'algèbre de Kac~~Moody affine 9, où V est l'espace vectoriel 

des applications régulières de C à valeurs dans V. Si 6 est le 

groupe de Kac-Moody affine, associé À l'algèbre 9 par la 

construction esquissée ci-dessus, on obtient un homomorphisme 
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canonique de groupes: 

G » GL(V) 

dont l'image n'est autre que le groupe de lacets 6 de G, c'est à 

dire le groupe des applications régulières de €* dans G (on a 

aussi 6 « G(CEt,t 3), où G est le C-groupe algébrique tel que 

G(C) • 6). On montre alors, en utilisant la structure de système 

de TITS dont est muni le groupe G d'après KAC-PETERSON il 11) que 

1'homomorphisme précédent définit une extension centrales 

Cl> • C* » G > G • <1> 

ainsi qu'il est affirmé dans KAC 121 (p 209). 

Les notes présentées ici ont pour origine un cours de 

DEA fait au l*r semestre de l'année 1990-91 et consacré aux 

algèbres de Lie semi-simples complexes et aux algèbres de 

Kac-Moody affines. 

Dans la 1 partie (chapitres I à III), on se propose 

d'introduire le plus directement possible les principales 

propriétés des algèbres de Lie semi-simples complexes (ou plus 

généralement sur un corps algébriquement clos de caractéristique 

0) . En particulier9 au lieu de considérer les algèbres 

ni 1pot «Mites (resp résolubles) générales on s'est contenté du cas 

particulier des sous-algèbres strictement trigonalisables (resp 

trigonalisable) de l'algèbre de Lie des endomorphismes d'un espace 

vectoriel de dimension finie. Ensuite on définit les algèbres de 

Lie semi-simples g comme celles ne possédant pas d'idéal abélien 

non trivial et on démontre le critère de Cartan grâce à la théorie 

des répliques de Chevalley. Le théorème de semi-simplicité de Weyl 

est établi en mettant en évidence son aspect cohomologique. Enfin, 

les sous-algèbres de Cartan sont introduites directement comme les 

sous-algèbres diagonalisables maximales de 9. 

La 2 t A m * partie (chapitres IV et V) est consacrée aux 

propriétés des racines d'une algèbre de Lie semi-simple 0 

démontrées classiquement à l'aide de la théorie des 
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représentations de 8l(2,C). Ensuite on établit la correspondance 

entre les systèmes simples de racines et les chambres de Weyl et 

on introduit la matrice de Cartan de g. On termine cette partie 

par la définition par générateurs et relations du groupe de Weyl 

de g. 

ième 

Dans la 3 partie (chapitres VI à IX) on étudie la 

théorie des représentations finies de 9. Tout d'abord on introduit 

les algebres enveloppantes, puis les modules de Verma et on 

démontre, à l'aide de 1 *isomorphisme de Harish-Chandra qu'ils sont 

de longueur finie. Ensuite on établit que les classes 

d'isomorphismes des modules simples de dimension finie sont en 

bijection avec IN1, où 1 est le rang de g (dimension d'une 

sous-algèbre de Cartan). Enfin on explicite la structure du groupe 

de Srothendieck de modules de dimension finie et on conclut cette 

partie par une démonstration de la formule des caractères de Weyl. 

Dans la 4 V* W* partie (chapitres X et XI) on construit de 

manière purement algébrique, en suivant la méthode de Kac-Peterson 

pour la construction des groupes de Kac-Moody généraux, le groupe 

6 associé à l'algèbre de Lie g. On utilise cette construction pour 

établir directement le théorème de Tits déterminant les constantes 

de structures de g et on en déduit l'existence des bases de 

Chevalley de g. Enfin, on termine cette partie en montrant comment 

G est muni d'une structure de système de Tits (B,N). 

Dans la 5 v* m* partie (chapitre XII) on étudie les 

algebres de Lie affines que l'on définit directement comme 

extensions centrales des algebres de lacets des algebres de Lie 

simples de dimension finie g. On démontre ensuite la formule de 

Kac-Weyl (généralisation en dimension infinie de la formule des 

caractères de Weyl) pour les modules integrables à plus grand 

poids. Notons d'ailleurs que cette démonstration peut aussi 

s'appliquer au cas de dimension finie et permet d'éviter, si on le 

souhaite, le recours à 1'isomorphisme de Harish-Chandra. 

Enfin, on termine par la construction du groupe de 

Kac-Moody associé à une algèbre affine (ou plus exactement à son 
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algèbre dérivée, sinon on rajoute un -facteur € parasite), mais 

ici le groupe en question est muni de deux systèmes de Tits 

distincts (B+,N) et (B , N) avec le m&me groupe N, isomorphes par 

1'invalution de Chevalley. C'est seulement dans le cas de 

dimension «finie que les groupes B^ et B sont conjugués (cf Tits 

C33 p 544) et que l'on peut donc se contenter de ne considérer 

qu'un seul de ces systèmes. Comme expliqué dans le première partie 

de cette introduction, on montre pour conclure que le groupe de 

Kac-Moody est une extension centrale du groupe des lacets du 

groupe de dimension -finie G par un sous-groupe isomorphe à C . 
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CHAPITRE I 

ALGEBRES DE LIE DTMDOMORPHISMES 

1. M « M T N dm Lie. 

Une algèbre de Lim (complexe) est un C-espace-vector i el 

0 «uni d'une application C-bilinéaire alternée (appelée crochet de 

Lie)i 

0 x 9 > 8 

(X,Y) » EX,Y3 

vérifiant l'identité de Jacobi: 

CCX,Y3fZ3 + CCY,Z3,X3 + CCZ,X3,Y3 * 0 

pour tout X,Y,Z m g. 

exeeplei 

Soit V un C-espace~vectoriel; 1'applicationi 

(u,v) • Cu,v3 * u*v - v*u 

est un crochet de Lie sur l'espace vectoriel 0Ï(V) des 

C-endom3rphismes de V. 

Une sous-algèbre de Lie (resp un idéal) d'une algèbre de 

Lie 0 est un sous-espace vectoriel o de 0 tel que CX,Y3 m o pour 

tout X,Y m o (resp pour tout X e 0 et tout Y m o ) . 

exemples» 

i) Soit 0 une algèbre de Lie; le sous-espace 0' de 0 

engendré par les crochets CX9Y3 pour tout X fY m 0 est un idéal 0' 

de 0 (idéal dérivé de 0). 

ii) Soit 4> s V x V > C une forme bilinéaire; 

alorss 

0 « t X e 0 / *(Xvfv') • 0(v,Xv') * O V v,v' m V > 

est une sous-algèbre de Lie de 0Ï<V). 

iii) Une dérivation d'une algèbre de Lie 0 est une 

application C-linéaire: 

D s 0 • 0 

vérifiants 

D(CXfY3) » CD(X),Y3 + CXfD(Y)3 
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pour tout X,Y <e 0. Les dérivations de 0 forment un» sous-algèbre 

de Lie *>r<0> de 0Ï<0). 

Deux éléments )C9Y d'une algèbre de Lie 0 commutent si 

l'on a CX,Y3 « O. L'algèbre de Lie S est abélienne lorsque tous 

ses éléments commutent. 

exemple! 

Soient V un espace vectoriel de dimension finie n et 

<« i> i : S i : S n une base de V; le sous-espace t) de 0Ï<V) des 

endomorphismes X de V tels que X (Ce. ) « Ce. pour l<i<n est une 

sous-algèbre abélienne de 0l<V). 

Une algèbre de Lie g est simple si elle n'est pas 

abélienne et si ses seuls idéaux sont <0> et 0. 

Soient Q et p deux algèbres de Lie} une application 

C-linéaires 

f , ^ > p 

est un homomorphisme d'algèbres de Lie si l'on a: 

f(CX,Y3) - tf<X),f<Y>3 

pour tout X,Y € 9. Les algèbres de Lie et leurs homomorphismes 

forment une catégorie. Une représentation de 0 dans un C-espace 

vectoriel V est un homomorphisme d'algèbres de Lies 

p 1 t> • 0t<V>. 

Un 0-module est un C-espace vectoriel V muni d'une 

application C-bilinéaires 

0 x V • V 

<X,v> » Xv 

telle ques 

CX,Y3v « X(Yv) - Y(Xv) 

pour tout X,Y c 9 et tout v € V. 

Si V est muni d'une structure de 9-module 1'application! 

p s 0 • 0Ï<V) 

définie par p(X)v « Xv pour X e 0 et v m V est une représentation 

de 0 dans V et réciproquement, si p est une représentation de 0 

dans V, 1'applications 
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Ô x V • V 

<X,v) • p(X>v 

est une structure de g-module sur V. 

Soient V et N deux y-modules, un 9-homomorphi»me est une 

application C-linéaire: 

f s V • W 

telle quet 

f(Xv) « Xf(v) 

pour tout X € 8 tt tout v « V. 

exemples: 

i) La représentation adjointe est 1'homomorphisme* 

ad s 0 • gl<0> 

défini par ad x<Y) » CX 9Y3. L'identité de Jacobi exprime que, pour 

tout X «s 9 , ad^ est une dérivation (dite intérieure) de l'algèbre 

de Lie 9» 

Le centre de 9 est le noyau de la représentation 

adjointe de 9? c'est l'idéal s 

c » (X € g \ CX,Y3 = 0 pour tout Y « 9 > 

ii) Soient V et W deux 9-modules; on munit le produit 

tensoriel V # W d'une structure de 9~module en posants 

X<u • v) » Xu * v + u <* Xv 

pour X e 9 , u « V et v m W; de mtme l'espace vectoriel Hom(V,W) 

est munit d'une structure de 9-module telle que: 

(Xf ) (v) « Xf (v) - f (Xv) 

pour f « Hom(V9W) et v m V. Ainsi l'application canoniques 

V* • W • Hom(V,W) 

(où V ~ Hom(V,C), avec C muni de la structure de 9-module 

triviale) est un 9~isomorphi sme. 

2. Algèbre* de Lie d'endomorphismes. 

On considère un C-espace vectoriel V de dimension finie 

et Ql(V) l'algèbre de Lie des endomorphismes de V. On appellera 

algèbre de Lie d'endomorphismes de V une sous-algèbre de Lie 9 de 

Ql(V). NOUS dirons que 9 est diagonalisable (trigonalisable, 

strictement trigonalisable) s'il existe une base de V dans 

laquelle, pour tout X e 9 , la matrice de X est diagonale 
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(triangulaire supérieure, triangulaire supérieure stricte). 

Proposition 2.1 

Soit f) une algèbre de Lie d*endomorphisues de V; les 

conditions suivantes sont équivalentes: 

i) t) est diagonal i sable 

ii> t) est abélienne et tout X m t) est 

diagonalisable. 

# On «ontre ii) * i) par récurrence sur dim(V). On peut supposer t) 

non contenue dans le centre de QÏ<V); il existe donc X « t) qui 

n'est pas une homothétie et l'on a la décomposition de V en 

sous-espaces propres de Xs 

v ' 1
 vx 

Pour tout Z « t>, puisque X et Z commutent on a Z (V^) c or Z 

est diagonalisable donc Z|V^ diagonalisable, de sorte que, 

pour tout A, l'image de <) par l'application Z • Z est 

une sous-algèbre de QÏ(V^) vérifiant ii) donc diagonal i sable par 

l'hypothèse de récurrence de sorte que t) est diagonal i sable. • 

proposition 2.2 (Engel) 

Soit n une algèbre de Lie d'endomorphismes de V; les 

conditions suivantes sont équivalentes: 

i) tout X e tt est ni 1 pot en t 

ii) n est strictement trigonalisable. 

• 1) On montre d'abord par récurrence sur r = dim(tt) qui'il existe 

v m V\CO> tel que Xv « O pour tout X « n. 

Pour r « 1 on a n « CX et cela résulte de ce que O est 

valeur propre de X. 

Supposons le résultat vrai pour toute algèbre de Lie linéaire 

de dimension < r et considérons une algèbre n de dimension r. 

Soit o une sous-algèbre de Lie de n de dimension < ri 

pour tout X « o, ad^ induit un endomorphisme p^ de l'espace 

vectoriel quotient N « n/o d'où une représentation 

p : a * Ql<W) ; p<o) est donc une algèbre de Lie linéaire de 

dimension < r; d'après l'hypothèse de récurrence il existe Y m n\o 

tel que EX,Y] e o pour tout X e O; ainsi b » o # CY est une 
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sous-algèbre de n, o est un idéal de t> et dim(b) » dim(o) + 1» Il . 

est résulte que n contient un idéal l) qui est un hyperplan. 

Soit W « C v e V / X v = 0 pour tout X e t». C'est un 

mous-espace vectoriel de V non nul d'après 1'hypothèse de 

récurrence. 

On as 

9 « t) # CY 

avec CX,Y3 « £ pour tout X m fc. Alors W est stable par Y 

CXYv * CX,YJv+YXv * O pour X e § et v « N) et Y induit un 

endomorphisme nil potent de W de sorte qu'il existe v e W tel que 

Yv » Of on a donc Xv « O pour tout X m n. 

2) On procède ensuite par récurrence sur d * dim(V). 

Soit v «i V\CO> tel que Xv = O pour tout X m tt| on pose 

M * V/Cv de sorte que chaque X m tt induit un endomorphisme 

nilpotent p(X) de W } d'après l'hypothèse de récurrence la 

sous-algèbre pin) de QÏ(W> est strictement trigonalisablef si 

(e. ) , est une base de W telle que s 

p(X).e. * ) a (X) e. 2<jSd, X e n. 

En posant e^ « v on obtient une base («^«-«^ **• v telle quei 

Xe. « ) a. (X) e l<j£d, X « n # 

Soit g une algèbre de Lie; on définit par récurrence la 

suite décroissante d'idéaux s 

D°<9> * 9 

DNg) « (D*~*(g>)' pour i > 1; 

et on dit que g est résoluble si D*(g) » COÏ pour i assez grand. 

proposition 2.3 (Lie) 

Soit r une algèbre de Lie d'endomorphismes de Vf les 

conditions suivantes sont équivalentes 

i) t est trigonalisable 

ii) r est résoluble. 

# 1) Montrons d'abord qu'il existe v e V qui est vecteur propre de 

tous les X e r. On procède par récurrence sur dim(r>» 

On a r' * r (si r * £0>)? tout sous-espace vectoriel o tel 
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que t9 c o c r est un idéal de r de sorte qu'il existe un idéal l> 

(nécessairement résoluble) de t qui est un hyperplan. On a donc 

t « l) e CZ. Montrons que le sou s-espace W formé des v e V qui sont 

vecteurs propres de tous les X et), non nul d'après l'hypothèse de 

récurrence, est stable par Z : 

Soit v m W (de sorte que Xv » Xv); considérons le 

sous-espace de V engendré par les vj * **v* J2t0« On a 

X(O^) c pour tout X « En effet on voit par récurrence sur j 

que s 

Xv^ e Xv^ + 2*̂ Vi pour tout X e 

o<i<j- 1 

(Xv. - XZv. » ZXv. + EX,Z3v. e Xv. • YCv. + YCv. en 

0<i<j- 1 0<i<j- i 

appliquant l'hypothèse de récurrence à Xv^ et à CX, Z3v^). 

Mais O a une base de la forme (v. ) _ .... de sorte 

quel 

tr (Xln ) - (d+l)X. 
1 V 

Appliquons ceci à CZ,X3s on a doncs {CZ,Xlv » jjCZ,X3 
tr(CZ,X3|n ) • (d^l)M 3 8 O 

(puisque tr(AB) » tr(BA)) donc /j = O et CZ9X3v * O. 

D'ods 

XZv « ZXv - EZ,X3v 

« ZXv » ZXv» XZv 

et par suite Zv e W. Ainsi W est stable par Z. 

Alors Z |W possède un vecteur propre v e W donc v est un 

vecteur propre commun à tous les X e r. 

2) On procède ensuite par récurrence sur d « dim(V)• 

Soit v m V un vecteur propre commun à tous les X « r; on pose 

y «» V/Cv de morte que chaque X ® r induit un endomorphisme p(X) de 

W; mais pC*> est résoluble donc, d'après l'hypothèse de 

récurrence, la sous-algèbre pif) de gt (W) est trigonal i sable; si 

<«M * #st une base de M telle que s 

p(XKe. - > a (X) e. 

pour 2Sj<d et tout X m r. 
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En posant e^ » v on obtient une base ( e r ) ^ ^ de V telle que s 

Xe, « )i, (X) e. 

l<j<d, X m r. # 

Soit V un C-espace vectoriel de dimension -finies on 

considère sur gï(V) la forme bilinéaire symétrique (forme trace)s 

t s gï(V) x gï(V) • C 

(X,Y) » tr(XY) 

La forme trace t est invariante c'est à dire que: 

t(CX,Y3 fZ)+t(Y,EX f21) » 0 

pour tout X 9Y fZ e gï(V) (ie les dérivations intérieures de gï(V) 

sont an t i symétr i ques ). 

Une algèbre de Lie g, de dimension finie, est 

semi-simple si el le ne possède pas d'idéal abél ien non nul. 

proposition 2,4 

Soit g une algèbre de Lie semi-simple d'endomorphismes 

d'un C-espace vectoriel de dimension finie Vf tout idéal o de g 

est régulier pour la forme trace t et l'orthogonal 0 X de O est un 

idéal.• Considérons un idéal o de g; l'invariance de t montre que 

Q X est aussi un idéal de g. 

Posons T * o n a x et montrons que tout X « r' est ni 1 pot en t. 

D'après le critère de Cheval ley il suffit pour cela de vérifier 

ques 

t(X,R) « O 

pour tout X « r' et toute réplique R de X. 

On as 

X » ̂  * V Z k 3 ( avec Y k,Z k e r) 

de sorte ques 

t(X,R) » ^ t(CYk, Zk3,R) - | t(Zk,CR,Yk3) 

On a évidemments 
ad (r) c r 

x 
mais ad est une réplique de ad de sorte ques 

ad (r) c r. 
a 
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Il en résulte que: 

CR,Yk3 « r pour tout kj 

par suite t <X,R) « 0 et X est ni 1 pot «rit. 

D'après le théorème d'Engel, r' est strictement 

trigonalisable donc résoluble* par suite r est résoluble. 

Supposons r * Oj si i > 1 est le plus petit entier tel que 

Dv(r) « 0| on voit que DL""4(r) est un idéal abélien non nul de 9} 

puisque 0 est semi-simple on a nécessairement r * O et ainsi o est 

régulier. • 

proposition 2.5 

Soit g une algèbre de Lie d"endomorphismes d'un C-espace 

vectoriel de dimension finie V telle que la restriction à O de la 

forme trace t soit régulière; alors on a la décomposition 

orthogonales 

0 * c # g* 

où c est le centre de g et g' est semi-simple. 

# Pour X,Y,Z <s g; on a: 

t(Z,CX,Y3> * t(CZ,X3,Y) 

d'où: 

Z m c <+ CZ,X3 • O * Z m (g')"1 

Z « <g') X + t(CZ,X3,Y) » O pour tout X,Y c g. 

Puisque t est régulière sur g on a [Z»X3 * O pour tout X m g donc 

Z e c. Ainsi on a c « < g a ) x . 

Considérons un idéal abéllien o de g; montrons que X est nilpotent 

dans l'un des deux cas suivants: 

i) X e g* n c 

ii> X c ta,g]. 

D'après le critère de Chevalley il suffit de montrer que: 

t<X,R> * O pour toute réplique R de X. 

On ai 

X » 7 CZ fY. 1 ( avec (i) Z. ,Y « g 

(ii ) Z. e o et Y. c g) 

de sorte ques 

t<X,R) » £ tCCZ.jY.a^R) * ^ t (Y i 9CR 9Z il). 
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Cas (i > s Puisque X « C on as 

adx<Q> - €0> 

mais «cî  est une réplique de ad^ de sorte ques 

adm<ô» » <0> 

d'oui 

CR, 1^1 =» 0 pour tout i 

et par suite t<X,R) » O. 

Cas (ii)s Puisque X m o et que a est abélien on a 

ad (O) » toy 
x 

mais ad R est une réplique de ad^ de sorte ques 

ad «*> » CO> 
M 

d'oùs 

CR, Ẑ 3 * O pour tout i 

et par suite t(X,R> « O. 

Soit X « 9* n c, X est nilpotent de sorte que XY est 

nilpotent pour tout Y i g d'oùs 

t(X,Y) « 0 pour tout Y e 9 . 

Alors X •* O puisque t est régulière sur 9; ainsi 0 0 9 ' « {0>. 

Ainsi 9 ' est un sous-espace régulier de 9 et l * o n a 9 « c # g ' . 

Soit O un idéal abélien de 9 de sorte que Co,9] est 

formé d'endomorphismes niIpotents. Soient X « 9 et Z e Of 

considérons la sous-algèbre r « o + CX de 9 ; comme r' « Co,X3 est 

formée d*endomorphisme* niIpotents les théorèmes d'Engel et de Lie 

montrent que t est trigonalisable. 

Soit, de plus, Y « 9; comme CY,Z3 est nilpotent il en est de 

mfme de XCY,Z3 (puisque X et CY,Z3 sont simultanément 

trigonalisables) d* oui 

t(CX,Y3,Z) « t(X,CY,Z3) » O 

alors Z est orthogonal à 9 ' donc Z e cj ainsi o c c. 

Hais comme tout idéal o de 9 ' est encore un idéal de 9? il en 

résulte que 9 ' est semi-simple. # 
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APPENDICE I 

REPLIQUES D'UN ENDOMORPHISME 

Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et X 

un endomorphisee de V; le ni1-espace de X est le sous-espace 

vectoriel de V i orme des v e V tels qu'il existe k>l avec Xkv « O. 

On désigne par <y(X) l'ensemble des valeurs propres de Xf 

pour chaque X e c<X>, soit V - le nil-espace de X-XI ; on a alors 

la décomposition de V en somme directe: 

Xeoxx> 

De plus la dimension de V . est égale à la multiplicité 

de X dans le polynSee caractéristique %X<T> « det(X-TIy) « CCT3 de 

X| V . est stable par X et (X-XI ) |V est un endomorphi«»e 

nil potent de V . dont le degré de nil potence est égal à la 

multiplicité de X dans le polynôme minimal p^ de 1 *endomorphisme 

X (décomposition canonique de V selon X). 

proposition 1̂  

Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et X 

un endomorphi sme de V; les conditions suivantes sont équi valentesi 

i) X est diagonal isable (ie V a une base formée de 

vecteurs propres de X) 

ii) le polynôme minimal p de X est separable (ie toutes 

ses racines sont simples) 

iii) tout sous-espace vectoriel de V stable par X 

possède un supplémentaire stable par X. 

corollaire 

Soit X un endomorphi sme diagonal isable de V; pour tout 

sous-espace M de V stable par X. la restriction XjW de X à M est 

diagonal isable» 

proposition 2 (décomposition de Jordan) 

Soit X un endomorphisme de V ? alors X s'écrit de 

manière unique X » X * X avec X diagonal i sable. X nil potent et 
D N D N 

CX ,X 1 * 
D N 
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De plus il existe f ,g « CCT3 avec f (O) » g (O) « O tels 

que X « f(X) et X « g(X). 

# Soit V » Y ^ la décomposition canonique de V selon X} par 

définition X IV . « XI pour tout X « a(X> et X « X-X . La 
* X,X 

dernière partie résulte du théorème chinois. • 

corollaire 

Soit X un endomorphisme de V; on a: 

ad = (ad ) 
X X D 

D 
ad ** (ad ) . 
x x N 

N 

# i) Supposons d'abord que X est diagonalisable; soit *vi*i<i<n 

une base de V formée de vecteurs propres de X de sorte ques 
Xv. « X v l<i<n. 

v i V 

Soit (E. .) .̂ ̂  la base correspondante de ft~.(V)9 on a alors: 

» - i \ « m 
k5n 

de sorte que: 
ad « Y 

i<F<n k,k 
mais: 

ad E » E E - E. .E « 6. E - 6, E. ̂  
*k k 1L'J v,kk#j j 9k v,k 

d'où: 

ad E . = Y X<6 JE., r .E. * (X.-X.)E. . 

de sorte que ad^ est diagonalisable. 

ii) Supposons maintenant X nilpotent; on a ad^ » *~x"~ (où 
L Y * XY et R Y « YX) de sorte que: x x 

ad 2'" 1 = T V (-U1^1-11 L k R 2 ^ « O 
X X X 

si X n « O donc ad^ est nilpotent. 

iii) Finalement9 X étant quelconque, il suffit de considérer sa 

décomposition de Jordan: X *= X^ + X^ pour conclure. • 

Considérons un endomorphisme diaqonalisable X de V et la 

décomposition canonique de V selon X: 

V - ï V x A 
X<sotx> 

Soit E le sou s—Q-esp ac e vectoriel de C engendré par 
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c(X>| un endomorphisme diagonalisable R est une réplique de X s'il 

existe <p m £ Q(E,C) tel que R|V x x « *(X) I y pour tout X ai a(X) 
* x f X 

Soit X un endomorphi sine quelconque de V; une réplique de 

X est un endomorphi sme de V appartenant à la sous-algèbre 

abél ienne $(X) de fll(V) engendrée par les répliques de la 

composante diagonalisable X^ et par la composante ni 1potente X^ de 

X. 

proposition 3 

Soit X un endomorphisme de V; toute réplique R de X est 

de la forme R - fCX) avec f e CETJ et f(0) « O. 

# On peut supposer X diagonal!sable. Considérons de nouveau E le 

sous-O-espace vectoriel de € engendré par <?<X)$ on a R » £<X) avec 

4> m ft^(E-C). Soit (X, ) . . une base de E formée de valeurs 

propres de X; il existe alors un polynôme f m CCT3 tel que 

f (Xi>
 m ^(XJ pour lSi<r et la condition supplémentaire f (O) » O 

si X est inversible; on a alors R * f (X). • 

proposition 4 

Pour toute réplique R de X, ad R est une réplique de ad^. 

# On a ad » (ad > et ad * <ad ) de sorte que l'on peut 
x x D x X N 

D N 

supposer X di agonal i sable. Soit ( v ^ ) ^ ^ une base de V formée de 

vecteurs propres de sorte que Xv. - X.v. et Rv. » #(X. ) v. mais 

on as 

ad E, . - (X.-X.)E. . 

X t,j t j v,j 

ad E « (*(X. )-*(X.))E. 2 

donc ad R est une réplique de *dx« 

proposition S (critère de Chevalley) 

Soit X un endomorphisme de V) les conditions suivantes 

sont équivalentes: 

i) X est nilpotent 

ii) tr(XR) * O pour toute réplique R de X. 

# i) + ii) R e t X commutent de sorte que XR est nilpotent donc 

tr(XR) * O. 

ii) i) On a R * X' + cX où X » X + X est la décomposition de 
D H D N 
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Jordan de X et X' une réplique de X de sorte que tr(X X') « O. On 

est ramené à montrer que si X est diagonalisable et si tr(XR) » O 

pour toute réplique R de X on a X » O. Soit E le sous-O-espace 

vectoriel de C engendré par l'ensemble <?(X) des valeurs propres de 

X; pour toute forme linéaire <P m E* on a donc s 

tr<*<X)X> » J nx*<X>X * O avec n x £ 1 d'où* 

\eotx> 

*<tr<*<X>X>) » J n x^(X)
2 * O. 

X«scoc> 
ainsi ^ « O donc X » O. # 
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CHAPITRE II 

ALOEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES 

1. Le critère de semi-simplicité de Car ten. 

Soit g une algèbre de Lie complexe de dimension finie* 

la forme de Killing de O *«t la forme bilinéaire symétrique sur gr 

K s g x g • C 

<X,Y) • t<ad x,ad y) 

La forme K est invariante c'est à dire que s 

K(CX,Y3fZ) + K(YfCX,Z3) » O pour tout X,Y,Z m g. 

proposition 1.1 (critère de semi-simplicité de Cartan) 

Soit g un algèbre de Lie de dimension finie. Les 

conditions suivantes sont équivalentes! 

i) g est semi-simple. 

ii) la forme de Killing K de g est régulière. 

# i) * ii) ad s g • ad (g) c gl(g) est un isomorphisms 

d'algèbre* de Lie; ad(g) est une algèbre de Lie semi-simple 

d'endomorphisme* de g donc la forme trace t est régulière sur 

ad(g) et par suite K est régulière. 

ii) •» i) Soient o un idéal abélien de g et Z m o. Four X,Y m g on 

a i 

(ad ad )*Y « CZCX,CZ,CX,Y3333 - O (pour tout Y « g) 
s x 

de sorte que ad ad est nilpotent donc K(X,Z) » O pour tout X m g; 
SB X 

alors Z « O donc O » O. • 

corollaire 1_ 

Soit g une algèbre de Lie semi-simple; 

i) On a g » g'. 

ii) Tout idéal o est régulier pour la forme de Killing 

K, 1'orthogonal ox est l'unique supplémentaire de o dans g gui est 

un idéal. 

iii) Toute dérivation de g est intérieure. 

# i) On a g « g' e (g') x et (g') X est un idéal abélien de g de 

sorte que (g') x » CO}. 
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ii) Compte tenu de la fidélité de la représentation adjointe, ox 

est un idéal de Q tel que Q « o # o . Soit O un idéal de Q tel que 

g « a # b; on a b » « CQ 9bl « CO
X,b3 c 0 X d'où b » o X . 

iii) Soit O une dérivation de 9 ; on at 

CDX,Y3 « D<CX,Y3> - CX,DY3 pour tout X 9Y m 9 

de sorte ques 

ad m CD,ad 3 pour tout X « 9 . 

Puisque la forme de Killing K est régulière, il existe X m 9 

tel ques 

tr<D ad y) « K(X,Y) pour tout Y « 9 . 

Alors D* » D - ad est une dérivation telle ques 
x 

tr<D'ady> *» O pour tout Y m 9 . 

Puisque pour tout Z e 9 on as 
tr(ad CD',ad 3) « -tr(D'Cad ,ad 3> 

Y SB Y 95 

il en résulte ques 

K<Y,D'Z> * tr<ad ad ) 

« - trCD'ad ) « O. 
IY,» 

En utilisant de nouveau la régularité de K on obtient D* « O ie 
D - ad . # 

x 

corollaire 2 

Soit 9 une algèbre de Lie semi-simple* on as 

9 * 9 # . . . .# S 
i r 

où < ^ i

)

1 £ i < r

 m % t famille des idéaux non nuls minimaux de 9} 

chacun de ces idéaux est une algèbre de Lie simple de dimension 

finie. 

De plus chaque idéal Q de 9 est somme d'une sous-famille de 
<« ) ̂  - donc: est semi-simple, 
i t<i<r 

# Soit (9. ), la famille des idéaux non nuls minimaux de 9 ; 
* un 

puisque 9 est semi-simple les 9̂  sont non abéliens. 

D'autre part soit o un idéal de 9̂ ; a est un idéal de 9s en 

effet on as 

9 « 9. # 9 X et C9 ,9 X 3 » O 

d'oui 

C9,03 C C9.,Ol c o. 

Par minimal i té on a o » <0> ou o » 9. donc 9. est simple. 
t v 

Pour i * j on a C9,,9 3 c 9. n 9 « {0>; il en résulte que 9. 

et 9̂  sont orthogonaux pour la forme de Killing de 9s soient 
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X, e et X, e es comme a. « 8' on a X » CY.Z1 avec Y fZ m S. 

d'oui 

K(X-X.) « K(X. EY.Z1) « K(CX ,Y3,Z) « O. 

Soit O la somme des • p i e I (I est nécessairement fini). O 

est un idéal de 9 ; supposons a * 9» alors 9 » a # <*x et a x est un 

idéal de sorte qu'il existe 0. c o donc a. c O n Q 1 • CO> d'où une 

contradiction. 

Enfin, soit Q un idéal de 9; comme ci-dessus on voit que tout 

idéal b de o est un idéal de o de sorte que o est semi-simple et 

est somme directe des 3. tels que a z> 8.+ 

2. Le théorème de semi-simplicité de Meyl. 

Soient 9 une algèbre de Lie et P « 9 • $I(V) une 

représentation; on appelle forme trace de p la forme bilinéaire 

symétrique invariante sur 9s 

t * 0 x 9 • C 

<X,Y) • t(p(X),p(Y)> 

proposition 2.1 

Soient 9 une algèbre de Lie semi-simple et 

p t 9 • 9Ï(V) une représentation; l'orthogonal p de Ker(p) 

pour la forme de Killing de 9 est régulier pour t^. 

• i) Considérons l'idéal t » C X e 9 / t (X,Y) « O V Y e 9> de 9 
P 

et montrons tout d'abord que. pour tout X m C9,tl, p<X) est 

niIpotent. 

Il suffit de montrer quel 

t(p(X),R) m O 

pour tout X e C9,t3 et toute réplique R de p(X) (critère de 

Chevalley). 

On a X « ^ C Yj c»
z

k

: i
 { *vmz

 Y

k • O •* z

k

 m * } d m m o r t m ***** 

t(p(X),R) « J t(Cp(Yk).p(ZJe)3fR) 
» 2 t(p(Zk).tR,p(Yfc)3>. 

Comme ad , , <p<9>) c p (9) on a ad <p<g)) c p (9 ) puisque ad 

«st un. réplique d. ad^ ( x ). 

ii) Soit p « <K«r<p>>J"; p est un idéal de 9 .t on ai 

g » K«r<p> • p (donc CKer(p),pJ - O ) . 

D'après i) p(X) est niIpotent pour tout X « rP,*1 où s 
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t -> С X « p / tp(X,Y) - О V Y m p>. 
D'après 1» théorème d'Engel, l'idéal о * p([p9t]> d* l'algèbre 

p(p) est (strictement) trigonalisable* supposons о * О et soit ifci 
le plus petit entier tel que D'(n) « 0| alors D H ( n ) est un 
idéal abélien non nul de p(p); or l'algèbre p(p) est semi-simple 

donc о * p(£p,tl) » О et comme p|p est fidèle on a Cp,*3 « 0| 

ainsi f est contenu dans le centre de l'algèbre semi-simple p| on 

a donc f • О ie p régulier pour t^.# 

proposition 2.2 

Soient 9 une algèbre de Lie semi-simple, 

p s О • ol(V) une représentation et p l'orthogonal du 
noyau Ker(p) de p; il existe un unique endomorphi sme C^ de V 
(opérateur de Casimir de p) tel que s 

a 
pour tout couple (X.), et (X > de bases de p duales relativement 

m 
à la forme i (ie telles que t <X -X. ) * 6. .| on a donc 
tr(C^) » dim(p)) 

De plus on a Ep(X)9C 1 « О pour tout X e g. 
# Soit (X ), et (X*). un couple de bases de p duales relativement 
à la forme t (rappelons que la restriction à p de m t 

régulière). On a pour tout Z m ps 

* a 
de sorte que si (X' ). et (X' ). est un autre couple de bases 
duales de p on as 

p(X')p(X'*) * У p(\ t (X'fX*)X )p(X'*) J J £ £ P j i i J 
» t р(х.)р<| t p(x; > X;)x;*) 

Ainsi l'opérateur est bien défini. Pour tout X « О on «s 
Cp<X),C 3 » p<X)C - С r>(X) 

p p p 

» ) (p(X)p(X >p(X*> - p(X.)p(X*)p<X) ) 
« > (р(СХ,Х^З)р(Х*) + p(X.)p(CX, X*3) 

- У <Р<У t <CX,X3,X*)X.)p(X*) + р(Х.)р(У t <X1,CX,X*3)X*> 
A. £ P j i v j j £ p t j i 

-7<t (CX,X],X*) + t <X -CX,X*3>p<X>p<X*> « o. • 
l » J 
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Soient 0 une algèbre de Lie et P s 0 » QÏ(V) 

une représentations 

a) on dit que p est simple (ou irréductible) si 

V * C0> et si les seuls sous-espaces vectoriels W de V stables par 

p (ie tels que p(X)« c M pour tout X e 9) sont <0> et V. 

b) on dit que p est semi-simple si V est somme 

directe d'une famille <*f K de sous-espaces vectoriels stables par 

p tels que les représentations pJŵ  s 0 • 9!(tf) soient 

simples. 

proposition 2.3 (lemme de Schur) 

Soient 9 une algèbre de Lie et p s 0 * 0Ï<V) 

une représentation simple de rang fini} tout endomorphisme T de V 

tel que» 

p(X> • T » T • p(X> pour tout X e 0 

est une homothétie. 

m Supposons T * Of Ker(T) <resp Im(T)) sont des sous-espaces 

vectoriels de V stables par p de sorte que T est un isomorphisms; 

si X est une valeur propre de T, T - XI v n'est pas inversible donc 

est nul de sorte que T est 1'homothétie de rapport X. • 

On poses 

C°<0 fV) « V 

C*<0,V) » & C«0*V) 

C*<0,V) « Alt*<0x0fV) 

et s 

C°(0,V) — — - » C*<0,V) - - • C*<0,V) 

avec s 

dvCX) « p<X)v 

pour v m C°<0fV) et X « 0 

et s 

dd>(XfY) « p(X)u>(Y) - p(Y)o>(X) - o><CX,Y3) 

pour <*> e C A<0 PV) et X fY m 0« 
On vérifie que d*d » O de sorte ques 

Bâ(0,V) « Im(d) c Z â(0 fV) « Ker(d). 

On pose alors* 

H*<0,V) * Zi«0,V)/B1(0fV) 
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de sort» que, pour tout sous-espace W de V stable par p on a la 

suite exacte de cohomologies 

O • M 9 V 0 • (V/W) 9 H*<0vW> • H*(0,V) t H*<©, 
V/W) 

• Il suffit d'appliquer le lemme du serpent au diagramme 

commutâtift 
O -» W > V • V/W • O 

i 1 i 
O Z 1 (0.W) — • zNg.V) — — — * zNq.v/w) 

Si v «s V tel que v « <V/W) d i» p(X)v « W pour tout X « 9; alors 

0<v) est la classe de X -» p<X)v modulo B*(g,V). # 

proposition 2,4 demote de Hhi tehead) 

Soient o une algèbre de Lie semi-simple, pour toute 

représentation de dimension finie p s g «— • gï<(V> on as 

H*(g,V> « C0>. 

# i) L'opérateur de Casimir C^ se prolonge en un endomorphi mm» T ^ 

de C^g, V) (pour p - 0,1 ou 2) tel que» • d * d • de sorte 

que r induit un endomorphisme de H^g, V) • 

Pour co e Z* (g, V), posons h(co> * ^ p(Xi>w(X*) « Vf on a alors 

pour tout X m gs 

dh(<o) (X) » p(X>h(co> 

» y p(X)p(X.)a>(Xll,> 

« > p<x >p(x><o(x*> 4. y p(£XeX.3)«o(x*;> 

- r^o><X) •*• J£ pCX^o^CX, X*3> + ^ p(CX,Xt3)»<X*> 

Mai ss 

\ p<X. )w(CX*.XJ) « y p<X. )w<y t (X -CX*,XJ>X*> 
R R. T. P J 

- > p(XJ )w< ) t (CX.,X*3,X)X*) 
& i £, P i 1 i 

• ) p<y t <tX .X*l,X)X,)to<X*) 
X f p ' J 

- > P<> t <CX,X 3,X*)X.)w<X*> 

« Y p(tX, X J)w(X*) . 
Y 1 

On a finaissents 

dh<co> <X) » T <oCX) 
P 

de sort» que l'endomorphisme de H <8,V) induit par r est nul. 
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ii) Soit n « dim(V) | si n » 1 on a p(X) v * 0 pour tout X m g <ie p 

w t trivial») puisque 9* » 9. Supposons, par hypothèse de 

récurrence la résultat vrai pour toute représentation de rang < n 

(n > 2)| si p est simple l'opérateur de Casimir C est 
P 

l'homothétie de rapport X; comme p n'est pas triviale on a X * 0 

puisque trCC ) « dim<9) donc C est inversible mais 

1 'automorphisme induit par sur *T<9,V) est nul ce qui n'est 

possible que si M*<9*V> * <0>. Si p n'est pas simple il existe un 

sous-espace vectoriel non trivial W de V stable par p de sorte 

que, par hypothèse de récurrence on a H 1 (9 ,W) » H^g, V/*i> » {0> et 

la suite exacte de cohomoloqie: 

•/(9,«) » H*<9,V) — • H*<g,V/W) 

implique que H*<0fV) « C0>. 0 

proposition 2.5 (théorème de semi-simplicité de Weyl) 

Soit 9 une algèbre de Lie semi-simple, toute 

représentation dm dimension finie p s 9 u • • » gI<V) est 

semi-simple. 

# Soient pt s 9 - — — • 0l(V > et P 2 * 9 • d*<Vt> deux 

représentations de 9} on définit la représentation 

p - 9 9Ï<fe€<Vt,V2)) 

par p(f)X * Pt<X) • f - f • P t<X). 

Soit U un sous-espace de V stable par p; alors &£<V/M,tf> est un 

sous-espace vectoriel stable de £^.(V/W,V) et l'on ai 

)&€<V/W,V> / «LCCV/W,V) 2* ftc(V/W,V/W). 

On a alors la suite exacte dm cohomologi es 

E c c y / W f V )
f i — » E c < V / W y V / W )

d — * H 1(9,RC(V/M,W)) 

• Comme H* <gf E^CW/fei, W> > « 0 d'après le lemme de Mhitehead, il .existe 

f m <U<V/W 9 V>® tel que n»f « id de sorte que p « f on est un 

projecteur de V, d'image -W9- qui commute avec p» Ainsi, W -possède 

un supplémentaire stable par p ce qui entraîne que p est 

semi-simple. # 

3« La décomposition de Jordan. 

Si X est un endomorphisme d'un Oespace vectoriel de 

dimension finiss* on désigne par X sa composante diagonalisable et 
t> 

par X sa composante ni 1potente* 
M 
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proposition 3.1 

Soit 9 une mous-Algèbre de Lie se*i-simple 

d'endomorphismes de Vf pour tout X e 9, on a X et X m 9. 

# Le théorème de semi-simplicité de Weyl montre que V est somme 

directe d'une famille (IIM^ de sous-espaces vectoriels stables 

tels que les représentations: 

0 • gI(W> 

X — • xlw. 

sont simples. Soit d la sous-algèbre de Lie de QÏ(V) formée des 

X m 9*(V> tels ques 

i) £X,93 с в 
ii) X(W. ) с W. et tr (X|W.) « О pour tout i « I; 

Alors 9 с 9 (puisque 9 » 0* ) de sorte que 9 est un idéal de 9. 
Soit о l'orthogonal de 9 dans 0 (pour la forme trace t de 9KV)), 
alors 9 п о est un idéal de 9, donc une sous-algèbre semi-simple 

de 0Ï<V>„ sur laquelle la restriction de t est nulle; on a donc 

9 П О * CO> de sorte ques 
9 » 0 • a 

Soit Z e Of le lemme de Schur montre que Z |W » XI On a donc 
i 

X. » О d'où Z * О et ainsi 1 
9 * 8 -

Soit X « Qî on a ad - <ad > et ad « (ad ) d. sort. 
X X D X X N 

D N 

que X et X (resp ad et ad ) sont des polynSnes sans terme 
N X X 

constant en X (resp en ad >s ainsi X 9 X e 0 » 0. # 
x 0 wr 

Soit 9 une algèbre de Lie semi-simple complexe} nous 

dirons que ï € 9 est diagonalisable (resp nilpotent) si ad x est un 

endomorphisme diagonalisable (resp nilpotent) de 9. 

proposition 3.2 (décomposition de Jordan) 

Soit 0 une algèbre de Lie semi-simple) 

i) tout X « 9 %pécrit de manière uni quel 

X « X 4-Х 
avec X diagonal i sable, X nilpotent et CX *X 1 *» O. 

D N D N 

ii) soit X « 05 les conditions suivantes sont 
équi valentesi 
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a) X H t diagonal i sable (resp nilpotent) 

b) il existe une représentation fidèle 

p f g _ » gl(V) telle que p(X) est diagonaiisable (resp 

ni 1potent) 

c) pour toute représentation 

p s g —* gï<V), p(X) est diagonaii sable (resp nilpotent). 

• i) pour X e g considérons la décomposition de Jordan i 

ad * (ad ) + (ad ) 
X X D X N 

de ad « 
x 
Puisque ad s g • gt(g) est un isomorphisme, ad (g) est 

une sous-algèbre semi-simple de gl(g> de sorte que (ad ) et 
X D 

(ad ) « ad (g). Il existe X „X m g (uniques) tels que ad m 

X N D M X 
O 

(ad > et ad * (ad ) . 
X D X X N 

N 
ii > c) «#• b) évident 
b) * a) On peut supposer que g est une sous-algèbre de gl(V); X 

est alors un endomorphisme diagonalisable (resp nilpotent) de V) 
< v> 

ad^ est un endomorphisme diagonalisable (resp nilpotent) de 

gl(V) de sorte que ad^®* « ad^V>|g est encore un endomorphisme 

diagonaiisable (resp nilpotent) de g. 

a) c) On a la décomposition g » Ker (p) • p où p est l'orthogonal 

de Ker (p) pour la forme de Killing de 9; c'est un idéal de g } on 

peut supposer que X m p; on a ad^^ « ad^®* jp de sorte que l'on 

est ramené au cas où p est fidèle donc au cas où g est une 

sous-algèbre de gï(V) et ad^^ diagonalisable (resp nilpotent). 

Considérons la décomposition de Jordan de Xs X a + X^s puisque 

g est semi-simple on a X et X e g$ alors ad*® « ad*®** ad ^ ^ s t 
9 D N X X X 

D N 

la décomposition de Jordan de ad * ®* de sorte que ad**** « O (resp 

ad****** O) t puisque ad***> est fidèle on a X « X (resp X * X ) donc 

X est diagonaiisable (resp nilpotent). # 
proposition 3.3 

Soient g une algèbre de Lie et p s g • gï(V) 

une représentation telle que la forme t soit régulière} alors on 

a la décomposition orthogonales 

g * c # g' 

où c est le centre de g. 



24 

De plus O' est semi-simple. 

# a) La représentation p est fidèlei en effet si X « Q et p<X> = O 

on ai 

t (X,Y) « t<p<X),p<Y>> « O 
P 

pour tout Y m Q. 

Comme est régulière on a X « 0. Ainsi on peut supposer que $ 

est une algèbre de Lie d*endomorphismes d'un espace vectoriel V et 

que la restriction de t à 9 est régulière. • 
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CHAPITRE I I I 

SOUS-ALOEBRES DE С A R T AN 

1« teufl-Algèbrtt dt Carter* 
Soit g un® algèbre de Lie semi-simple complexe) une 

sous-algèbre de Car tan t) dt 9 est une sou «-algèbre diagonal i sable 

maximale de 0. 

proposition 1»1 

Soit о une algèbre de Lie seuil-simple (complexe) ; 

l'ensemble û des éléments diagonalisables de Q\tO> est non 

vide. Tout H « û est contenu dans une sous-algèbre de Cartan 

ъ. 
# Si l'on avait о » С О , tout élément de d serait ni 1 pot en t 

diog 

(d'après la décomposition de Jordan) et ad(g) serait strictement 

trigonalisable dans ôl<ô> d'après le théorème d'Engel de sorte que 

la -forme de Killing К de О serait nulle d'où 9 ж <°> d'après le 

critère de semi-simplicité de Car tan. Ainsi pour tout H m 9 

CH est une sous-algèbre diagonalisable de 9. • 

proposition 1.2 

Soient £ une algèbre de Lie semi-simple et t) une 

sous-algèbre de 9$ les conditions suivantes sont équivalentes! 

i) f) est une sous-algèbre de Cartan de 9 

ii) Ь *st une sous-algèbre diagonalisable et on a 

# Considérons une sous-algèbre diagonalisable t) de Q| pour tout 

a m t)* on poseï 

0^ * { X « fl / [H,X] » a<H)X V H « t) > 

de sorte que l'on a la décomposition en somme directes 

où d est le centralisateur Z (t>> àe Ь dans g et comme Ъ M t о 0 
abélienne on i l) с в Z^ <t)> -

a) La restriction de К à в est régulière. 
Soit О la somme directe des 9^ pour a « t) \C0>ç c'est un 
sous-nespace supplémentaire de ô DS soient X € 9 o et Z с 9^ (a * 0) 9 
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il existe H m f> tel que ot<H> * Of posons H' * <a<H)>~*H « t) de 

sorte que CH',Z3 » Zj 

on « alorsi 

K(X,Z) * K<X,CH' fZ3) * K<CX,H'3,Z) - 0 

de sorte que o c (g )* L. 
° x 

Considérons Z « d o n <C0> ? pour tout X € fl on i X « X o + X' avec 
X m g et X* e o d'où K(Z,X) * 0 et Z » 0. 
o w © 9 

b) On a la décomposition orthogonale 0 o

 9 c # tt£ o ù c 

est le centre de fio et est semi-simple. 

La forée trace Kl ^ de la représentation 

ad | 0 Q » 0 o • 9l(0> est régulière. 

c) Pour tout X m ô o , on a X p € J o et X H • © o-

ad w - (ad ) et ad„ » (ad > sont des polynômes sans teree 
X x D X X N 
o N 

constant en ad^; or on a Cad^ ad^l « O pour tout H « t> d'où 

Cad v ,ad^3 * O et Cad v ^ad^J » O d'où CX^ H3 - O et CX .H3 « O 

pour tout H « l). 

d) c est une sous-algèbre diagonalisable de &• 

Boit X « c ; o n a X « X + X et X ,X m g et coeee ci-dessus on 
9 D N D N O 

voit que X ,X « c; ainsi pour tout Y m û , ad v a d w est un 
D N O À Y 

endomorphisme ni 1 pot en t de 0 de sorte que K(X ,Y) * O donc, cm a 
Fm 

X » O et X « X est diagonal i sable. 

i) * ii) Prenons pour t> une sous-algèbre de Cartan de g de sorte 

que l'on a t) » c. Supposons que Q o ne soit pas abél ienne, donc que 

O' i* C0>i g9 contient une sous-algèbre diagonal i sable ? non nulle 
o o 
(puisque 0* est semi-simple) de sorte que t) e t est une 

o 
sous-algèbre diagonalisable de Q et t> est n'est pas maximale. 
Ainsi g est abél ienne d'où O * c * 

o o 

ii) * i) Supposons que 9 Q

 œ t)J soit f)^ une sous-algèbre 

diagonal i sable de 0 contenant f); comme est abél ienne on ai 
de sorte que est maximale. # 

Soit t> une sous-algèbre de Cartan de 0; on a alors la 

décomposition radicielle de g relativement à t)i 

« - • l »« 
où on a posés 
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9 - < X « 0 / tH,Xl - a(H>X V H « t) > 

pour tout ot m t) et où 

• » { a « t)*\<0> / a * <0> > 

H t l'ensemble des r t c i n t i de 9 r e l i t i v M w n t * 

proposition 1,3 

Soit 9 unt algèbre de Lie smi-sinpl» complexe de 

dimension n| considérons pour tout X * 9, le polyndme 

ciractéri st ique de ad a 

X <T) s- det<T-ad ) x x 
i) Pour tout X m 9 on «s 

* (T) « T % a <X)T n~ 4+ <•«•- + . J L < X > T 1 

X n—i i 

où « i (15i£n-l) est une fonction polynomials homogène de degré 

n~i mur Q et â  * 0. 

L'entier 1 ainsi défini est le rang de 9« 

ii) On i 1 < M n~l 

iii) L'ensemble 9 » t X « 9 / a, <X) * O > des éléments 

réguliers de 9 est un ouvert dense dans 9 pour la topologie de 

Zariski. 

iv) Pour tout élément diagonal i sable X de 9 on ai 
dim(Z <X) )£1 et de plus X est régulier si et seulement si 

9 
dim<Z <X>) « 1. 

0 

# i) Il suffit d'appliquer la formule de développement du 

déterminant, ii) Comme 0 est valeur propre de ad^ on a 1 £ 1; si 

on avait 1 « n tout élément X de 9 serait nilpotent. 

iii) * i est un polynôme de degré n~l * 0. 

iv) Si X est diagonal!sable, l'ordre du polynôme caractéristique 

Xx de * d x est égal à la dimension de Z^<X) <sous-espace propre de 

ad^ relativement à la valeur propre O ) . # 

proposition 1,4 

Soit 9 une algèbre de Lie senti-simple; tout élément 

régulier X de 9 est diagonal!sable et t) 3 5 Z g < X ) M t l'unique 

sous-algèbre de Car tan t) de 9 contenant X 

• Soient X G 9 et t) * Z <X) | considérons la décomposition de 
rmg 9 

Fitting de ad x« 
9 « n m i 

x x 
A) Hontrons quel 
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en ,n 3 c n 
X * X X 

[n ,i ] c i 
X * X X 

Puisque u « 0 . on a dim<tt ) « i. Pour X « C, soit 0 . * 
X cul X oui , \ 

x,o X 
1« ni 1-espace de ad -XI de sort» que: 

X 

**> c 0 ^ * »0 3 C 0 ^ * 

La propriété i) résulte de ce que g est le sous-espace proprm 
x' 

de (ad > relativement à la valeur propre X et la propriété ii) 
X D 

résulte de la relations 

(ad ~X-/u>n CY,ZJ » > C k I (ad -X> kY, (ad_-*i>n"kJ 
x k»b n x 

que l'on vérifie par récurrence sur n. 

B) En particulier est une sous-algèbre de Lie de 9- Montrons 

que: 

ad Y|t* x est nilpotent pour tout Y e n^. 

Soit U (resp V) l'ensemble des Y « tels que ad y|tt x soit non 

nilpotent (resp tels que *«*Y|*X soit inversible) • Ce sont des 

ouverts de pour la topologie de Zariski et V * 0 <V contient 

X ) . Supposons que U * 0 de sorte que U n V * 0. Alors soit 

Y « U n Vf puisque Y « V on a 0^ o c et puisque Y «s U on a 
Y' 

d » die Q < 1 * die(tt ) ? mais d est la multiplicité de la 
~ady,o x 

valeur propre 0 de ad y d'où une contradiction. 

C) Montrons que: 

N <n > * n 0 x x 

Soit Z « N (Ht ) de sorte que CZ, X3 e n ; ainsi il existe k £ 1 tel 

que: 

ad k CX,Z3 » ad k* â Z * O 
x * x 

ie Z « n^. 

D) Montrons que l'algèbre de Lie est réductive. 

Il existe k > 1 tel que n » Ker(ad k) et i « Im(ad k)| soient 
X X X X 

Z e n et Y m i | on a Y « ad k (Y ) d'où: 
x x' x o 

K(Z fY) « K(Z,ad
k(Y ) « K(ad k(Z),Y ) » O 

9 9 X O X * o 
de sorte que la décomposition: 

O » n m i 
x x 

est orthogonale et est un sous-espace régulier. 
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E) L'algèbre est abélienne et t) » n^. 

Puisque est réductive on as 

n » C # n ' 
x x 

où C «et le centre d e n . O n a C c b c n . 
x ' x 

Si €0> f puisque est seei-simple, il existe Z « n£ tel que 

«d In' soit diagonal i sable; mais ad In ' est ni 1 pot en t donc 

s» • x Z * X 

ad In* « 0 et par suite Z « 0. Ainsi c « t) = n . 

SB 1 X X 

F) t) est diagonalisable. 

Soit Y e $j puisque ad y et ad y sont des polynômes sans terme 
D N 

constant en ad y on voit que « t) et e f). Pour tout Z e t)f 

ad ad est nilpotent de sorte que K(Z,Y > » 0 d'où Y - 0 et as Y N ^ m « H N 
Y « Y D est diagonalisable. • 

On désigne par Aut^(Q) le sous-groupe de Aut<0) engendré 

ad 
par les automorphismes e où X est nilpotent. 

2. Le théorème de conjugaison. 

proposition 2.1 

Considérons une algèbre de Lie semi-simple 9 de rang 1| 

i) Soient t) est une sous-algèbre de Car tan et # 

l'ensemble des racines de 0 relativement A t>ï on poses 

£ * { H 6 l) / Z (H) « t» 

Alors on a H « l) si et seulement si a(H) * 0 pour tout a e ff| 

mn particulier t> u n ouvert dense de t) pour la topolpgie de 

Zariski. 

i i > Soient |) et Y deux sous-algèbree de Cartan de 

l'algèbre semi-simple 0$ alors il existe u m Aut^<Q) tel que 

u<£> » t. 

iii) Pour toute sous-algèbre de Cartan t) de Q on a 

dimit» • 1 et t) = Q n t). 

• i) Soit Z e t) ; pour a e t on a CH,X3 « ct<H>X pour tout X c û 

et tout H « t). Si on avait a(Z) « 0 on aurait CZ,XJ « 0 ie X m $ 

pour tout X m 9^ donc 0 a * C0> ; ainsi ot<Z> * 0 pour tout ex « #. 

Réciproquement, soit Z e t) tel que a<Z) 0 pour tout a e #f on a 
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évidwwent t) c Z &(Z). Considérons alors X e Z Q<Z> <ie X « 0 tel 

que CZ,X3 • 0 ) ; on as 

X * H + I X a avec H « t) et X q « pour a « # 

aeft 

d'où 

CZ,XJ - J c z , x A3 - J« < z > x a - O 

Cte* CMBi 

du sort* que = O pour tout a « f et X =* H e t). On a donc 

O 

i i ) Soit ff * ia 9 . . . . 9 a >. montrons que 1 * application* 
F^i & x 0 a x x 9 a • Ô 

1 N ad ad 
x x 

«H.X., , . . . , x ) t m * e N < H ) 

est polynomiale dominants. Connus chaque X s g <ot e §) sst 

nilpotent <car si Y s on a «d^Y e S * ^ ^ * » l'application F est 

évidsesent polynomiale. 

Prenons m $ p posons u «• DF^(H o,0, . •. •, O) ; pour montrer 

que «Kit dominante il suffit de montrer que u est surjective. 

Pour H e f) on as 
9 o 9 9 9 o 

donc u<H,0. ....O) » H ce qui montre que t> c Ie(u). 
Pour X « Q U < i < N) on as 

i a. 

F. (H ,0,..,X.,..0> * e VH 

donc u<0,...,X.,...9Q> « CX f H 3 * - a (H ) X. donc 0 <= I«<u) 

(1 < i < N) ce qui établit que u est surjective. 

Comme f) e s t un ouvert non vide de t), on voit que 

F- ih x n Q ) contient un ouvert non vide U de Q ; de mtme 

ocet 

F (t x n O ) (où * est l'ensemble des racines de 0 

relativement à t) contient un ouvert non vide V de Q de sorte que s 

F. <l) x n © ) n F*<t x n O ) i* 0 

a e i a € « 

On a donc u (H) » v(K) avec H «e $ , K e f et u, v e Aut (Q) $ 

mais on a t) * 1 (H) et t * Z CK> donc u(t» - v(t). 
9 O 

iii) Pour toute sous-algèbre de Car tan t) on a dim<f>> * 1. 
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Soit Z m g n b; Z (Z) n t donc une sous-algèbre de Car tan de 

g contenant t) de sorte que t) a Z^CZ) d'où Z m t) 

Réciproquement soit Z m l) | comme Z_(Z> * t) est une sous-algèbre 
r#9 g 

de Car tan on voit que Z est di agonal i sable et que dim(Z^(Z>> m 1 

de sorte que Z est régulier. # 

corollaire 

Soient 9 une algèbre semi-simple, t) et t des 

sous-al g èbr es de Car tan, • (resp *) l'ensemble des racines de g 

relativement à t) (resp à t) et u m Aut^(g> tel que f « u(ï>). 

i) on a t » lu<*> 

ii) On a di1*8» u(gl f >> pour tout ft e » 
ft ft*KÂ 

où g a I) m J (resp g « t # J d / 9 * > * s t l a décomposition 

cml ft*№ 
radicielle de g relativement à t) (resp "f ). 

# Soient /? « • et Y « 3^** D* «orte que CK,Y3 * tf(K>Y pour tout 

K m t . 

Hais on a de manière unique K * u(H> avec H m et Y » u(X) avec 

X m g. 

Il en résulte que CH,X3 * /?»u(H)X donc ^*u « t et X m g^ # >. # 
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APPENDICE I I 

T O P O L O G I E DE ZARISKI 

Soit E un €-espace vectoriel de dimension -finie n| on 

désigne par €><E) la €-algèbre des fonctions polynomiales de E dans 

C. L'algèbre €><E> est isomorphe à une algèbre de polynSmes 

€CX . ...,X 3 (si <e ) . - est une base de E et si (e*> ^ 1 - r est 

la base duale f l'application f » f f où 
* m 0 
f (x) « fCe (x) f..•,e^(x)) pour tout x e E est un isomorphism* de 

CtX ,-..,X. 1 sur ©(E)). 
I n 

Une partie F de E est fermée s'il existe une famille 

( f i ) i 4 n d'éléments de O(E) telle que v pour tout x e Et 

x « F «è f (x) « 0 pour tout i e I. 

On définit ainsi la topologie de Zariski sur E. 

Pour tout idéal I de €>(E), on désigne par T(I) 

l'ensemble des x m E tels que f (x) =* 0 pour tout f e I; c'est un 

fermé de E (évidemment tout fermé de E est de cette forme et , 

d'après le théorème de la base finie de Hilbert, il existe 

f ...... f e ©(E) tels que x e F si et seulement si f, (x) •* O pour 
i r i 

l<i<r). 

Pour tout f e O(E), D(f) « tx e E/f (x) * 01 est un 

ouvert de E (ouvert principal défini par f% les ouverts principaux 

forment une base de la topologie de Zariski). 

Soient E et F deux C-espaces vectoriels de dimension 

finief on a 0(E x F) a* O(E) » c ©(F) (en effet si f e O(E) et 

g e ©(F), on définit f e g m €>(E x F) par f e g(x,y) « f(x)g(y)| 

on obtient ainsi un système générateur de l'espace vectoriel 

€>(E x F) ) * 

proposition 1_ (lemme de normalisation de Noether) 

Soient K un corps commutâtif et A une «-algèbre commutative 

intègre de type fini; il existe des éléments z ^ . . . , Z r e A tels 

que s 

i) z^,... , s o n t algébriquement indépendants sur K| 
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ii> A est entière sur KCz ,.. . , z 3. 
t9 9 r 

• Puisque A est de type fini sur K on ai 
A * KCx , . . . ,x 3. 

i' m 
Si x ne sont pas algébriquement indépendants, il existe un 

1 m 
^ a a 

polynôme non nul f » Y a^X^1.... X^ m « KfcX , .... tX J tel que 

f (x ,...,x ) « O. Posons, pour 2 £ i : £ m , x ' « x . - x* où s est 

t * m 9 ^ ' v i l 
un entier tel que les #(ot) = a + a s 2 + . . . + a s m soient deux A 

1 2 ffl 
deux distincts. On a alors* 

a 2 a m a 
> a x *(x' «• x* ) 2... (x* • x* ) m » O 
Z a 1 2 1 m l 

Soit a tel que # < a ) soit maximal; on as 
a x + > P (x*,...,x')x 3 0 O 

a i K 2 ' m l 

cie sorte que x est entier sur KCx*, -.. ,x' 3. Il en résulte que A 
1 2 m 

est entière sur KCx*,...,x"3. On conclut alors par récurrence sur 
2 m 

m. • 

On désigne par: 

Spm(0(E)) l'ensemble des idéaux maximaux de 0(E) 

Mor^(0(E) ,C) l'ensemble des morphismes d'algèbres de O(E) 

dans C 

l(M), où H est une par-tie de E, l'ensemble des f « 0(E) tels 

que f <x> * O pour tout x e H; c'est un idéal radiciel de 0(E) (ie 

un idéal I tel que I « rac(I) où rac(I) est l'idéal des f « 0(E) 

tels que f r « I pour r assez grand). 

proposition 2 (théorème des zéros de Hilbert) 

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie) 

i) Les applications! 

E • Mor €(0(E),C) 
•V 

X • X 

Hor C(0(E),C) • Spm(0(E)) 

X • W 

(où x (f ) « f (x) et t»x » Ker(*)) sont des bijections. 

ii) Pour tout idéal I de 0(E), on a t(T(I)) » rac(I). 

En particulier, on a une bijection F • i (F) entre l'ensemble 
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des parties fermées de E et l'ensemble des idéaux radiciels de 

©<E> (la bijection réciproque étant I • r<I>). 

• i) Soient (§....,• ) une base de E et <JP > la base 

dualef on a alors un C~~isomorphismet 

e s CtX f....,X 3 • O(E) 
i n 

défini par d<Xi> « s pour 1 < i < n. Il en résulte que pour tout 

X m Hor c<C><E>,C>, x « J X ' V i *** I ' u n i c * u * *l*««nt de E tel que 

x - *. 

D'autre part soit m un idéal maximal de 0<E>; K » €><E)/m est une 

C-algèbre de type fini. D'après le lemme de normalisation, il 

existe des éléments z^,...,z^ e K algébriquement indépendants sur 
C tels que K soit entier sur CCz^,... ,z^3. Mais K est un corps} 

soit x un élément non nul de CCz ,..., z 1; x~* e K est entier sur 
1 r 

CCz , . . . ,z J d'oùt 

( —4. d . *~£. d— 1 —JI _ 

X ) + C ( X > + C X + C « O 
d-1 1 O 

et 
-1 , ^ A d-2 A d - i . 

X «= - (c, + + c x + C X ) 
d-i 1 O 

de sorte que x~A e CCz^, . . .,2^3- Il en résulte que r « O donc que 

K est une extension algébrique de C et K * € . Par suite si X est 

le morphisme canonique de €><E) dans K * C on a m œ t»^. 

ii) Soit f m O(E) tel que f (x) « 0 pour tout x e T(I); soit J 

l'idéal de €>(E)CT] (s* CCX^ ' X

n '
T : i 211 ° < E x C ) } •n««n*"é par I 

et par 1 - Tf| on a T(J) » O (si (x ft) e T(J) on a d'une part 

f (x> - O et d'autre par tf (x) » 1) et par suite J » 0(E)CT3 ie 

1 e J. On a doncs 

1 = 7 g.(T)f. • g(TMl - Tf) 
f J 1 

avec f « I| dans le corps des fractions de €><E) (a* C (X^r. •. •, X^> > 

on as 

1 » Y g.(l/f ,X f f X )f.. 

Le second membre est une fraction rationnelle dont le dénominateur 

est une puissance de f et dont le numérateur un élément de I. • 

corollaire. 

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie} on a 
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M « r<t(M)) pour tout partie H de E. 

# L'adhérence de H est égale à l'intersection des fermés contenant 

H; alors M c T U ) (avec I radiciel) * i<T<I)> « l e i<M> de sorte 

que r<i<H>> c T(I) et l'on a H * T<i<H)).# 

proposition 3 

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie «uni de la 

topologie de Zariski} alors E est irréductible c'est à dire 

vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes! 

i) E n'est pas réunion de deux fermés distincts de E. 

ii) L'intersection de deux ouverts non vides est non 

vide. 

iii > Tout ouvert non vide est dense, 

iv) Tout ouvert est connexe. 

• Supposons que E soit la réunion de deux parties fermées T<i> et 

T<i) de E où i et ji sont deux idéaux de €><E). on a donc: 

E « r<i) U <r<i> « T(i.i> 

Il en résulte que i.i « 0. Supposons qu'il existe un élément non 

nul f dans i.i de sorte qu'il existe x e E tel que f <x) * 0 ie tel 

que f m m où m est l'idéal maximal de €>(E) formé des fonctions 

polynomial es nulles en x. Il en résulte que ne contient pas i.i 

ie que x m T<i„i) d'où une contradiction, comme i.i * O on a i « O 

ou i * O puisque O(E) est intègre donc » E ou <T<i) « E.# 

proposition 4 

Soit u i E • F une application polynomials, où E et F 

sont des C—espaces vectoriels <munis de la topologie de Zariski); 

les conditions suivantes sont équivalentes! 

i) u(E) est une partie dense de F <ie f est dominante) 

ii) le morphisme u 3 €><F) • €>(E) est injectif. 

De plus, s'il existe x e E tel que l'application dérivée 

Du(x)i E • F soit injective, u est dominante. 

+ Comme u(E) » T<i(u(E))> on voit que u(E) » r<Ker(u)) 

(y m 7(Ker(u) si et seulement si g (y) * O pour tout Q e ©(F) tel 
•Vr 

que gtu a O ie pour tout g e i (u (E) ) ) et V<Ker (u) ) » F si et 

seulement si Ker(u) * <<». 

On se ramène A x m o et à u(x) = O? si la partie homogène de degré 
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I de u (ie Du<0>) est iniective, alors u est injectif.e 

proposition 5 (Chevalley) 

Soit u s E • F une application polynomiale dominante, 

où E et F sont des C-espaces vectoriels (munis de la topologie de 

Zariski)| alors, pour tout ouvert U de E 9 u(U) contient un ouvert 

non vide de Y. 

# Soit u s ©<Y) • €>(X) le C-morphisme définissant u| 

puisque u est dominant u est injectif. On peut supposer que U est 

un ouvert principal XHf ) ; on pose B « €>(E)f < •» €>(E) CT3/ (f T-l ) ) et 

on désigne par A l'image de O(Y) dans B. 

Soient K (resp L) le corps de fractions de A (resp B) ; KB est 

alors une K-algèbre de type fini et, d'après le lemme de 

normalisation, il existe des éléments z 9».. 9z de KB, 

algébriquement indépendants sur K tels que KB soit entière sur 

KCz ,...,z3.(3r on a B » CCx ,.. •,x 3 de sorte que les x. sont 
t9 9 r t9 9 m i 

entiers sur KCz , . ..,z 3 donc vérifient: 

x / + ) P. L (z ,... fz )x.
v « 0 

k.So i 
V 

où les P. sont des polynômes à coefficients dans K. Puisque K 
v ' \ 

est le corps des fractions de A il existe s e A tel quel 
n . - i . 

(sx.) 1 • > Q. % (sz ,...,sz ) (sx.) v * O 

V 

où les t. » sz. e B et où les Q. , sont des polynâmes à 
v 

coefficients dans A. Naturellement, les t^ sont algébriquement 

indépendants sur C e t les sx. sont entiers sur 

ACt .....t ] s * A * Ctt , , t 3 de sorte que l'algèbre B est 
t9 9 r t9 9 r m 

entière sur ACt , . . • , t 3 âcACt,.«.,t3. 
i ' r m mi. r 

II suffit alors de montrer que tout C-morphisme n : A • C tel 

que r)(s) * O se prolonge en un C-morphisme Ç s B • C (si t est 

l'unique élément de €><Y) dont l'image dans A est égale A s, 

u(S(f)) contiendra l'ouvert D(t) de Y ) . 
Evidemment 7) se prolonge en un C-morphisme 

f s A Ct , , t 3 • C et l'existence d'un prolongement Ç de 
O • i r 
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? à B résulte de ce que S * B est entière sur o • • 
R « A Et . ... ft 3s en effet m « Ker(Ç ) est un idéal maximal de R; 

on a «.S ^ S sinon on aurait 1 • > x y avec les xs m ta et les 
Là v i i 

y. m S de sorte que M « RCy , ...,y 3 serait un R-module de type 

fini non nul tel que ai.M « H ce qui contredirait le lemme de 

Makayama. Soit tt un idéal maximal de S contenant m .S; on a 

n n R « W et £ est un C-morphi suie de noyau n . • 



39 

CHAPITRE I V 

RACINES D'UNE ALGEBRE DE L I E SEMI-SIMPLE 

i. L'alçfttore dm Lia el<2,C> et ses représentations. 

On design* par e!<2»€) 1» sous-algèbre de dieension 3 de 

qI<2,€> foreée des «atrices d'ordre 2 de trace nulle} les 

«atricess 

H " U - ? ) v - ( ? ô ) 

constituent la base canonique de el<2,€) et vérifient les 

relétionss {CX,Y3 * H 
СН.ХЭ * 2X 
tH,Y3 * -2Y 

proposition 1.1 
i) L'algèbre de Lie aï<2,C> est simple de rang i| CH est 

une sous-algèbre de Cartan 

ii) Pour chaque entier s > O, il existe, Д un 
isomorphisme près, une unique représentation irréductibles 

p^ t 9l<2,€> • OÏ<Le> 

de el<2,€) de rang s • 1. 

L'espace vectoriel possède une base < * i

)

0 < i < e telle que: 

p'<H>e » <s-2i>e О < i < s 

{o i « о 

<s-i+l>e. 1 < i < в 
i-i 

{ (i+l>e О < i < s-1 
... 

О i - s 
(le vecteur e^ est primitif de poids s) 
# i) Soient О un idéal non nul de eï(2,C) et Z e o\CO>ç si Z = aH 

on a CZ.X3 « 2aX e О et CZ.Y3 * -2aY e о tandis que si 
Z « aH • bX + cY avec Ы*0 ou c*0 on a: 

CH.ZI * 2bX - 2cY e О et 
CH.CH,Z3 3 * 4bX «- 4cY e О 

donc dans tous les cas on a X.Y.H e о d'où о = al(2,€)• 
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D'autre part comme CH est une sous-algèbre 

diagonal i sable de 9l<2,€> telle que ^ 9 j < 2 € >
< C H > m C H 0 0 v o i t ***** 

CH est une sous-algèbre de Cartan donc que *l<2,€> est de rang 1. 

ii> En posant « i = O pour i < 0 o u i > s o n a : 

£p'<X)fp'<Y)3e. * p* (X> <<i + l>e. ) - p' (Y) < (s-i + l)e. ) 

* <<i+lMs-i> - (i-i + D D e , 
v 

» (s - 2i)e. 
t 

» p' <H)e. 

CpMH),pMX)3e. » p' <H) < <s-i+l>e ) - p'<X><<s-2i>e. > 

* <<s-i+lMs-2i+2> - <s-2i> <s-i+l>>e. 

» 2<s~i+l)e. 
v-t 

« 2p' (X)e. 

Cp» <H) fp'(Y)3e ~ p M H ) < <i+l)e. ) - p'(Y) < <s-2i )e. ) 

« ( <i«-l> <s-2i-2> - <s-2i> <i+l)>e. 

* -2<i+l)e. 

=-2p' (Y)e 

de sorte que l'on a bien défini une représentations 

p^s 0l(2,C) 0l(L^) 

de sl<2,C>. 

Cette dernière est irréductibles en effet L est de 

dimension s+1 et les valeurs propres de p M H ) sont 

s,s~2, • • • . - , -s+2, -s avec les vecteurs propres associés 

e , e , e ,e donc chacune de ces valeurs propres est de 

multiplicité i| maintenant si W est un sous-espace non nul de 

stable par p^ , p M H ) |W est diagonal i sable donc W contient l'un 

des e. donc tous de sorte que W œ L . 

iii) Soit ps eï(2,C) • gl<V> une représentation 

irréductible de dimension finie de et(2,C)$ p(H) est un 

endomorphisme diagonalisable de V tandis que p(X) et p(Y> sont des 

endomorphismes ni 1potents de Vç soit v un vecteur propre de p(H) 

et \> le plus petit entier tel que p(X) v = O; alors e^ » p<X) v 

est un vecteur propre de p(H), de valeur propre ¿1 (si p(H)v * Xv 

on a p(H)p<X) kv « (X + 2k)p(X) kv pour tout k > 0 et fj • X + 2v> 

tel que p < X ) e^ « 0- Pour tout i > 0 on pose: 

p<Y) v 

e, * : ; e i i ! o 
et l'on a les formules: 
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p(H)e - </j-2i>». i > O 

{0 i » O 

<K-i^l>« i £ 1 

pCY)e » <i+l>e i > O 

CoMie les e^ «ont des vecteurs propres de p(H) associés 

A des valeurs propres distinctes, ceux qui sont non nuls sont 

linéairement indépendants et si e, = O on i •.̂  « O pour i * £ i. 

Puisque V est de dimension finie, il existe un plus 

petit entier s £ O tel que e ^ « O de sorte que la famille 

< e ^ ) D < i < s est libre dans V et que e^ » O pour i* > s+1. On as 

p<X>e * </L*-s>e * O 

de sorte que ¿1 = s. 

Le sous-espace vectoriel de V engendré par ( e ^ ) ^ ^ ^ est 

stable par p donc est égal à V; et p est isomorphe à p*. # 

corollaire _1 

Soit pi 8Ï<2,C) > QÏ(V) une représentation de 

el(2,C) dans un espace vectoriel de dimension finie Vj p(H) est 

diagonal!sable et ses valeurs propres sont des entiers £ O tandis 

que p(X) et p(Y) sont nilpotents. 

corollaire 2 

Soit ps 9l<2,C) • 0Ï(V) une représentation de 

SÏ (2,C) dans un espace vectoriel de dimension finie V telle que: 

i) toutes les valeurs propres de p<H) sont simples 

ii) si X et sont deux valeurs propres de p<H) on a 

X r M « 2Z 

Alors p est irréductible. 

e p est somme directe de représentations irréductibles de sorte 

que la condition i) implique que p est irréductible ou que p « p^ 

# p^, avec s pair et s' impair et la condition ii) implique que p 

est irréductible. • 
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Soit SL(2 fC> le groupe de» matrices g * £ * J d'ordre 

2 telles que ad - bc * 1. 

Le groupe SL(2,C> est engendré par les matrices* 

avec t « C. L'hontoeorphisnei 

C* • SL<2,€> 

t . M t , - ( l » - , ) 

est injectif et son image est le sous-groupe T de SL(2,C) formé 

des matrices diagonales. Soient N le normalisateur de T dans 

BL<2,C> et M * N \ Tj alors 1'applications 

C* • N 

t > q<t> l ) 

est bijective et l'on a, pour tout t c C s 

q(t) » x<t>y<-l/t)x<t> 

h<t) - q(t)q(-l> 

q<t>~* - q(-t) 

proposition t.2 

Pour tout entier s 2: O, il existe une unique 

représentations 

p i SL(2,€) • 6L<«_ ) 

telle que, pour tout t e € on aitz 

p <x<t)> » exp(tp' (X)) p <y(t)> » exp(tpMY)) 
• • m m 

Soit (e, ) la base canonique de L , on a, pour tout 
t e C » 

p (h(t)>e. • t*" 2 V 
• v t. 

p (q(t!)e « <-l) , - vt 2 l"*e . O < i < s 

• Considérons les dérivations: 
V » U — -

x «V 

y *U 

7 - U — - V-*-

de l'algèbre de polynômes CHU,VU; on a: 

x' V M 
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CV ,7 3 » 2V 
M ' X X 

t7 ,7 ] « -27 
M ' Y Y 

de sortit «tue l'on en déduit une représentations 

V s dl<2 9€> • gl<CCU,V3> 

Pour chaque s > O, le sous-espace CCU,V3 des polynômes 

homogènes de degré s est stable par 7 et si l'on considère la 

bases 

m t * C II V O S i S s 
i • 

de CCU 9V3 on as 
V e ( e > - (s-2i)e < s > O S i S s 

H v x 

{ O i » O 

(s-i*l)e^ 1 S i S s 

i-I 

{ <i+l)«'*> O S i < s-1 

... 
O i - . 

de sorte que l'on peut identifier et CCU,V3^ pour tout s 2: O. 

On définit une représentations 

p s SL<2 9€) -< • 8L(CCU,V3) 

en posants 

p(g).P(U,V) * P<aU+cV fbU+dV> 

pour tout g m SL<2,€) et tout P m CCU,V3; chaque sous -espace 

CCU,V3^ est stable pour cette action. 

On as 
f de'*' pour O < k < i 

(V ) k e ^ - i k *~k 

X l O pour k > i 
avec s 

. f 1 pour k a O 

l <s-i+l> <s-i+k) pour 1 < k < i 

de sorte que l'endomorphisme 7 x de CCU,V3^ est ni 1 pot en t et l'on 

peut calculers 
•xp(tV ) • - J "ÎCÏ~ X * i 

k=0 

m \ d e 
Z kl k i-k 

k?0 

k 4 k f k • 
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* CiÙ*"i(tU + V ) 1 

* p(x <t)>e . 

De mtme on as 

f d'e?' pour O < k < s-i 
(V > V > - J k ** k 

Y i I 
^ O pour k > s-i 

avec s 
d , m f 1 Pour k * O 

k l <i+l> <i-Mc> pour 1 < k < i 

de sorte que l'endomorphisme V y de CCU.Vl^ est ni 1 pot en t et l'on 

peut calculers 

exp(tV Ym™ 
Y 1 k 4 k t Y 1 

k 4 ici * u „ 

k 4 k l k • 
« c l v l 7 ck u*~i~k<tv>k 

» . Là v 

C l ( U +tV)*~ l v l 

= pty<t))e. 

Il suffit alors de prmndrm p^ = p|CCU,V3^ pour tout s £ O. # 

corollaire 

Soit v un vecteur de poids -1 de la représentations 

p ' s e ï<2 f C ) • 9Ï(L ) 

Alors s est iepair et on as 

p ' ( X)v * (-1) 2 <^i-) p (q(l))v. 

• On a s-2i * -1 donc s est impair et l'on est ramené à vérifier 

que s 

pMX)t! § > * ( —1 >i"ti p ( q d ) ) » ^ 

Or on as 

p'<X)e. = <s - i + l>e. » ie. 

p <q<l))e. « <-l) e * (-1) e . . # 
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2* Racines d'une algèbre de Lie «Mi-simple complexe. 

Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe et t) 

une sous-algèbre de Cartan; on pose pour tout ex « 9* 

0 - i X m g / CH,X3 » a(H)X V H * t) >. 
a 

Les racines de g (relativement * t)> sont les 01 « 0 tels 

t|ue 9 a * t0>. On a t) = g^ et 9 se décompose en la somme directes 

» - * # I *« 
CMSff 

idécooposition radici.lle d* O rcUtivwiwnt à t)) où i est 

1 ' anseabl. drnn racinai d« £ r.lat i ve*«»nt à t). 

proposition 2.1 

**<x+/? p o u r t o u t <*t/* « * 1 

ii) 9^ et 9^ sont orthogonaux pour la forme de Killing K 

1 or que <x+ft * O; 

En particulier 1ers sous—espaces g^ # g _ a pour a m ft sont 

hyperboliques et t) est régulier. 

iii) a € I -t-aeft 

# i) Pour H «s ï), X e g^ et Y e g^, l'identité de Jacobi s'écrits 

CCH,X3,Y3 -«- CCX,Y3,H3 + CCY,H3,X3 - O 

de sorte que 

<ct<H) • /?(H))CX,Y3 • tCX,Y3,H3 » O 

ii) Soient X m g^, Y m 9^ tt H « t)j par invariance de K on a s 

K(CH,X3,Y) + K<X.£H,Y3) « O d'où 

i<*+fl) <H) K<X,Y) ~ O 

de sorte que l'on a la décomposition orthogonales 

o - * • 2 <°« * 9_a> 

et chaque terme est donc un sous-espace régulier. 

iii) Supposons que l'on ait a m # avec -ce m ft; en aurait donc 

OH-/? * O pour tout /? « » donc 9^ serait orthogonal à 9^ pour tout 

p m • et comme g est orthogonal à t) on obtiendrait que g^ est 

orthogonal À g donc g^ « C0> d'après le critère de semi-simplicité 

de Cartan ce qui contredit le fait que a est une racine. # 
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proposition 2.2 

Pour tout X m t)* soit l'unique élément de t) tel que s 

X(H) » K(H fh x> pour tout H e t) 

i) On a CX,Y3 = K(X,Y)h a pour tout X e 0 ,̂ Y m g_a et 

a « # . 

En particulier t) « [9 , g 3 est un sous-espace de dimension 1 de 

fc. « a - « 

ii) Pour tout a m #, <*|§a * 0| en particulier il existe 
un unique H et) tel que a (H ) » 2. 

a ok a 

# L'existence et l'unicité de résultent de ce que t) est un 

sous-espace régulier pour K. 

i) L'invariance de K montre quei 

K(H 9CX 9Y3) « K(CH 9X3 9Y) * <x(H)K(X9Y» 
« K(H 9K<X 9Y)h > a 

pour tout X m 0^, Y e 9_^ et a e ff et puisque t) est un sous-espace 

régulier pour K on a CX 9Y3 = K(X 9Y)h a. 

ii) Il suffit de vérifier que otCh^) * O ie que n'est pas 

isotrope. Choisissons X e 0^ et Y e tels que K(X,Y) « i (ce 

qui est possible puisque 9^ e 9 ^ est régulier et 0^ totalement 

singulier). On a doncs 

CX 9Y3 * h 

Supposons que a(h^) » 0 de sorte que Ch^, XD « 0. Soit R une 

réplique de ad 9 on as 
a 

t<ad 9R) - t(Cad 9ad 3 9R) * tCad 9CR 9ad 3 ) . h 9
 X * Y F Y X 

a 
Hais Cad. ,ad 3 = O donc CR 9ad 3 « O puisque R est un polynBme 

n X X 
OC 

sans terme constant en ad w . On a donc tCad. 9R) «• O de sorte que 
n n 
01 a 

h^ est nilpotent d'après le critère de Chevalley9 comme h^ est 

diagonal i sable on a =* O et 01 *= O donc une contradiction. Ainsi 

a (h ) * O. e 
a 

remarques L' isomorphi saies 

f>* • t) 
X • h. 

permet de mumir l'espace vectoriel t) d'une forme bilinéaire 

symétrique non dégénérée K telle que: 

Ki\9fj)
 3 8 K ( K 9 h ) pour tout X,/i « t)* 
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Ainsi les racines et m # sont non isotropes et l'on as 
2h 

H -
a K ( o t , a ) 

proposition 2.3 

i) Pour tout a e § et tout X m Q \C0>, il existe un 
a ot * 

unique élément Y e 9 tel que CX ,Y 3 « H . 
OC —Ot et et et 

On a alors: 
CH ,X 3 - 2X et 

or a a 
[H ,V 1 * -2Y 

a a a 
de sorte que 6 » CX # CH # CY est une sous-algèbre de Lie de Q 

ot ot ot ot 

isomorphe A sl<2,€). 

ii) dim(û ) • 1 pour tout et m #. 

En particulier on a K<H,H') » Y «<H>ot<H') pour tout H,H' m t. 

otef 

# i) Soit X un élément non nul de 9 , puisque g est totalement 
et et et 

singulier et que 9^ # Q_a »»t régulier, il existe au moins un 

élément non nul Y de 9 tel que K(X f Y ) - 2 / K(ot,ot) et on a 
et ~—et ^ or et * 

alorss 
CX ,Y 1 » K<X f Y )h « 2h / K<ot,ot) » H 

or ot et' ot a a a 
CH ,X 1 » ot<H )X - 2X et 

a* et ot ot ot 
W f Y 1 • a(H >Y * -2Y 

or 01 a a a 
de sorte que e est une sous-algèbre de Lie de 9 isomorphe A 

et 

el<2,€). 

ii) Supposons que dim(Q^) > 1 et donc aussi que dim<9_^) > 1} 

l'hyperplan de 9 d'équation K<X ,Y) * O aurait avec 9_ a une 

intersection non réduite A {0> et il existerait un élément non nul 

Y de 9 tel ques 
^-ot 

CX fY3 « O et 
et' 

CH ,Y3 » -2Y 
or 

de sorte que pour la représentations 

e 2» *t<2,€) • 9*<Ô> 
ot * 

Z • ad_ 
Y serait un vecteur primitif de poids -2 ce qui est 

contradictoire. On a donc nécessairement dim 9 » 1 pour tout 
et 

ot m » . # 
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propositi on 2.4 

i ) # engendre t) et # = CH^ / a e #> engendre t) 

ii) Pour tout <x9ft € #, le nombre 

• ftiH ) « 2K(a,/?)/K(a,a) 

est un entier rationnel. 

iii) Pour tout et,/? e # on a ft—** a e f 

iv) Pour tout a e # on a Ca n # « Ca, —a> 

v) Soient a et /? deux racines non proportionnelles et p 

(resp q) le plus grand entier tel que /?-pot (resp ft+qa) soit une 

rmcinm (de g relativement à t)) 

a) pour tout k e C-p.q] c Z, /?+ka est une racine 

b) a » p-q 
/*,a 

vi) Si <*9ft9<*+ft m • on a Cg^Q^J » Q a 

# i ) Soit X « t)* tel que X(H ) « 0 pour tout a e • ; on a alors: 
a 2h 2 

X(H ) » K(H f K ) * K( - — f h . ) « K(h f h % ) - O 
a a X K(a fa)

 X K(a,a) a X 

d'oùs 

K<h ,hJ » K (h. , h ) * a ( K ) » O pour tout « e t . 
a' X X* a X 

La décomposition radicielle de 9 relativement à t) montre que h^ 

est dans le centre de 9 donc est nul; ainsi X « o d'où i ) . 

Soient a et ft deux racines non proportionnelles! 

°ft ÇL * ' ̂ fM*a u n • w * ~ " I B * P a c : * **• Ô stable pour la restriction 

à 8^ de la représentation adjointe; on a ainsi une représentations 

ft9a <x ft9a 
Z • ad 

SB» /?,a 
Les valeurs propres de aA (H ) sont les <ft+k<x) (H ) « a A -«-2k pour 

fi 9 Ci Ci OL py(X 

les entiers k e Z tels que ft+kcx e # et chacune de ces valeurs 

propres est simple (puisque dim (g~ ) « 1 pour ft+k& m • ) . Par 

suite la représentation a„ est irréductible de dimension p+q+1 
p9a 

d'où les assertions ii) et v) • 
On 1 -p < q-p * -a- < p de sorte que ft~*~ a e t d'où iii). 

p9a fs9a 
Si <x+ft « I on i dim(g ~) - 1 et o„ (X )X^ * O d'où vi ). 

Montrons iv) pour terminer. Soient a et ft » ta e f on a 

alors: 
2t « ta (H ) - f?(H ) e Z 

a a 

En échangeant a et ft on a aussi 2/t « Z de sorte que 

t e <±1/2,±1,±2>. 



49 

C o i — l'opposé d'une racine est encore une racine, quitte à 

échanger a et ft on peut supposer que t » 2. Soit Y e de sorte 

ques 

CH ,Y3 « 2a<H )Y « 4Y 

M i s 3a n'est pas une racine donc CX^,Y3 « 0$ ainsi on ai 

CH ,Y1 » CCX ,Y 1,Y] » CX ,CY ,Y33 
a* a' « * a" or 

M i s CY .Yl « a d'où CH ,Y3 « 0 (puisque ôi«(£ ) - 1 et que le 
Cl oc et et 

crochet est alterné) et Y * O donc 9 * CO> et 2et n'ttt pas une 
z<x 

racine, m 

proposition 2.5 

i) Pour tout et m §, r s X—>• • X - X(H >ot est l'unique 
Cl et 

symétrie de vecteur et laissant stable ft| c'est une isométrie de 

ii) Le sous-groupe M de 6L(f) > engendré par <r / a e #> 
et 

est fini} c'est le groupe de Weyl de o (relativement à t)>. 

De plus W opère canoniquement sur t) par l'action contregrédiante 

(définie par X(«(H>> » «"'(X) (H) pour tout m e W, H m f> et X e t)*) 

de sorte que W s'identifie au sous-groupe de 6L(t)> engendré par 

les symétries H • r c i < H ) * H ~ A ( H > H

A P O U R T O U T A. • *• 
Enfin, pour tous <x9ft m • et * m H tels que * t*(ot>9 on a 
H- « H(H ) . 

ft a 

iii) Soient t) et t des sous-algèbres de Car tan. # (resp 

*) l'ensemble des racines de 9 relativement à l) (resp à 

u e Aut^(ô> tel que t » u(l>>. W*' (resp W c*> le groupe de Weyl 

de O relativement à ï) (resp relativement à t ) . Alors on a 

V * * *f*> iu. 

e i) Pour X9/i « 9 , on as 
... ... # %. 2K(X9ot) 2K(ti9ct) % 

K(r (X) fr (*i>> « K(X- 2— « f f c z — a> 
a 0 1 K(a.a) K(et9et> 

. . . 2K(X,ot)i,._ % 2K ( l i e C t ) „ / < k % 

K(a,a) K(et9et> 
K(a,a) 2 

Ainsi r est une isométrie pour tout a e t. 
a 

Puisque a(H ) » 2 on a r <ct> - -et; d'autre part r laisse fixe 
a ex « 

l'hyper plan orthogonal à et <K(X,a) » 0 équivaut A *'<H

a> " 0 > d o n c 
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r est 1a symétrie orthogonal» par rapport A cet hyperplan. 
et 

Pour tout ft « ff on a r ift) » /? - a^ a « f donc * est stable par 

la symétrie r . Si r' est une autre symétrie de vecteur a laissant 

f stable on pose s « r r' et l'on a 

s ( a ) = a 

s(X) - X « C a 

s<»> e • 

Puisque ff est fini, il existe k tel que s k ( a > * a pour tout a m ff 

et comme ff engendre t) on a s * I; d'autre part on ai 
s(X) =- X + f <X)a pour tout X e ff 

m 

où f est une forme linéaire sur t) . 

On a donc: 

s k(X) « X + kf<X)a pour tout X e » 

donc f * O, s = I et r' = r . 

ii) W s'identifie A un sous-groupe du groupe des permutations de ff 

donc est fini. 

Pour tout H e t) et X e t)* on as 
XCr (H)) » r (X)<H> 

et et 
* X<H) - X(H )a<H) 

a 
= X<H - a(H)H ) 

a 

Soit « w(a) avec ot,|? e f «t M c H; pour établir que = w(H^), 

il suffit de le vérifier lorsque M * r^ avec y m •• On as 

zh^ r < a ) a-acM >y 

H * P » 21 » L _ 
^ Kift.fto K < a , a > K< ou*> 

= H - — ? ( i ^ ^ V < H ))h 
a a y 

K<a,oo K<y,y > * 

= H - y(H )H « r (H ) 

iii) Soit a e ff; on a et = f?*u avec ft m *j on voit que 

H** « u<H <* >). Or on a pour X e f)*s 

r ^ X ) * X - X<H >ot 
a « a 

mais X » p*u avec / n e f de sorte que: 

r <u#u) « LIOU - iiou<H )ct 
a ^ ^ ^ a 

< • > 

* r <p>»u 

et finalement! 
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<#> t <f» . 
r • u » u^r^ d'où: 
et 

r^ * ( u) T • u. # 

remarque! 

Soient a,/? « #, on a a * y*u et * 6«>u avec r,6 e *j alors 

<#) <•) 
p9a 69r 

• a l # > « f?(H c # >) - <5.u<H<#>> « 6(H<*>) « a i ™ . * 

propos!tion 2,6 

A) Soient g une algèbre de Lie semi-simple, et des 

idéaux de 9 tels que 9 « • t)^ (resp t)̂ ) une sous-algèbre de 

Cartan de o (resp o ) , # (resp t ) l'ensemble des racines de o 
1 2 1 2 1 

relativement A t) (resp de o relativement * t) > et W (resp W ) 
'l 2 ^ 2 1 ^ 2 

le groupe de Weyl de a & relativement à f>& (resp de relativement 

à t>2> S alors: 

i) =* t) e t) est une sous-algèbre de Cartan de 9 
a 

i i ) ff^ et # 2 sont orthogonaux dans t) rt i * ^ u 1^ est 

l'ensemble des racines de 9 relativement à ï)-

iii) w

4

 x w

2 s'identifie canon i quement au groupe de Weyl 

M de 9 relativement à l). 

B) Réciproquement soient 9 une algèbre de Lie 

semi-simple, t) une sous-algèbre de Cartan de 9, ff l'ensemble des 

racines et W le groupe de Weyl de 9 relativement A t)| on suppose 

que * « § u #^ avec #^ et # s orthogonaux dans t)* alors: 

i) 9 se décompose en 9 = e où et des idéaux. 

ii) t (resp f ) est l'ensemble des racines de Q (resp 
1 ^ 2 i 

o ) relativement à une sous-algèbre de Cartan f) dm o (t) de a > 
2 1 1 2 2 

iii) W se décompose en W ai W x W^ où W f (resp W^) le 

groupe de Weyl de relativement à t)^ (resp de relativement à 
'2 
# A i) et ii) Puisque to ,û ] «= CO> on voit que t) est abélienne et 

1 2 
que si H « H • H on a ad » ad # ad de sorte que t) est 

1 2 M 
diagonal i sable. Soit X « JZ^ifc), on a X - X 4 + X 2 d'où on conclut 
que X « Za <fe > « t)t»t que X^ e .Z Q <t>a> • ^ donc que X « fc-

1 2 
Ainsi t) est une sous-algèbre de Cartan de 9. On a alors* 
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o » h # y o 
t -'t L i,a 

a e* 

1 i 

Q = t) • T O 
a a# 

2 2 
Mais puisque o et o commutent et que ot |a » O on a °« ̂  c d~ 

1 2 4 2 l#Ot̂  Ot^ 

et comme ce sont: des sous-espaces de dimension i on a o » 9 
1 # ai i 

et de mtme O m 9 • Ainsi on a f * § u t . 
2,a 1 2 

2 2 
La restriction de K à <resp O^) est égale A la forme de Killing 
de O resp Q > et l'on a: 

i a 
K(ct s,ot ) « K(h ,h ) * a (h ) 

1 * 2 a * a 2 0 i 
1 2 1 

mais h et) donc Mot ,ot ) « O; ainsi f et # sont orthogonaux, 
a Jt i f 2 * 1 2 
^ a a a 

B i) et ii) Considérons t>i (resp ï>2> le sous-espace de t) engendré 
par • (resp par # 2> et s 

t) « (t>*)X « { H « Ç / o t ( H ) ~ 0 pour tout a e t > 
1̂ 1̂ ^ 2 ^ 2 2 

b * ( $ * ) X » < H e ^ ) / a ( H ) = 0 pour tout a m ft > 
a 2 m 9 1 4 I 

Comme t>â et t)^ sont des supplémentaires orthogonaux dans t) , on 

voit que >̂ et t)^ sont des supplémentaires orthogonaux dans t). On 

pose alors: 

otef 

o « t) • y o 
2 2 £ ~Ot 

a d 
2 

de sorte que 9 =» a # o s montrons que Q et o sont des idéaux de 
^ m 1 2* ^ 1 2 

Os considérons deux racines a,/? « #^ telles que et. + m #| 

supposons que a • ft e on aurait alors: 

K(ot,ct + ft) » K(/?,ot + /»> * O 

et ot + serait isotrope donc ne serait pas une racinef ainsi 

a + 0 m #^ et est un idéal de 9) de mfme est un idéal de g» 

de plus o & et sont nécessairement orthogonaux. 
Soit X e 2: (t) ) | on a donc CH fX3 « 0 pour tout H m $ . Comme o 

a •'i * 1* 1 ^ 1 i 
i 

et commutent on a CH,X3 » o pour tout H c t) de sorte que X e t) 
donc X c t) et ainsi t) est une sous-algèbre de Cartan de o . De 

i i i 
mtme t>2 une sous-algèbre de Cartan de o^. 

Maintenant soit X » X + X « g ; on a alorss 
i 2 or 
CH + H ,X + X ] « a(H + H ) (X + X ) pour 

1 2 ' 1 2 1 2 1 2 
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tout H « H + H e t ) 
1 2 

On i, par exemple, a e #^ de morte que: 
C H f X 1 + tR,X ] » a(H )X + a(H )X « a (H )X 

i* i « ' 2 1 1 2 2 1 1 
CH ,X ] « a(H )X pour tout H e t) i* i 1 1 ^ i yt 
[H ,X ] » 0 pour tout H « t) 

2 2 2 2 
Ainsi X_ m fo e t ) donc X_ « O et X m o donc o c a et comme 

2 2̂ ^ 2 i,a a i,a 
ce mont des sous-espaces de dimension 1 on a g » o pour a m t 

v a i,a ^ i 
et § est l'ensemble des racines de o relativement A f) • De mffme 

i i 'i 
on a g_ " ° pour a e * et • est l'ensemble des racines de O 

01 2,Ot 2 2 2 
relativement A t> . 

2̂ 
A iii) et B iii) Soit M & (resp W^) le sous-groupe de W engendré 
par les r pour a m i (resp pour a m # ) . 

a* a * a 
Soit a m ff i alors t) et t) sont stables par r i r |b est la 

t* î 2 ^ g r a 1 î 
symétrie de vecteur a laissant stable f & et r ||) « I de sorte que 

M & (resp tfg) s'identifie au groupe de Weyl de relativement A 

(resp de relativement A t>2> • D« plus les éléments de W & et 

commutent et l'on a W » W W $ enfin si s e W n H, s laisse 
a a * * 1 • 1 

stables t) et t) et induit l'identité sur chacun de ces 
^1 ^2 

sous-espaces de sorte que s * I. Ainsi W est produit direct de ses 

sous groupes H1 et W^. • 

corollaire 

Soient g une algèbre de Lie semi-simple, t) une sous-algèbre 

de Car tan, f l'ensemble des racines de g relativement A §j alors g 

est simple si et seulement si • est irréductible (c'est A dire t 

n'est pas la réunion de deux parties non vides orthogonales). 
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CHAPITRE V 

SYSTEMES SIMPLES D E RACINES - GROUPE D E WEYL 

1. Systèmes simples de racines. 

Soient 9 une algèbre de Lie semi-simple, t) une 

sous-algèbre de Cartan f * l'ensemble des racines de 9 relativement 

à t). La forme de Killing K de g définit un isomorphismei 

>t> 

X • h. 
K

 m 

tel que X(H) » K(H fh^> pour tout H e t) et tout X c t) ; on pose 

alors* 

K < \ , / j> « K(h f h > pour tout X , / j e t)*-
x p 

Chaque a e t est non isotrope et l'on a définis 
2h 

M - 2L_ 
a K(a,a) 

proposition 1.1 
o a 

Soit t)^ (resp f)̂ > le sous-espace réel de <resp t) ) 

engendré par f » CH / a e #> (resp par • ) ; 

i) Toute base Cet ĉ > c t de t) sur € est une 

base de t)^ sur R. 

ii> (resp t)̂ > est une R-structure de t) (resp t)*) 

et t)^ s'identifie canoniquement au dual (t)^)* de t)^-

iii) La restriction df K 1 (resp t)̂ > est une 

forme réelle définie positive. 

# Pour a9ft e S , on a: 

K (H ,H^> » 7 f (H >r(Hya) « T a a „ e Z 

de sorte que la restriction de K à t) R est à valeurs réelles. 

De plus on as 
2 a n 

K(«,/?) » i a K (ot,a) « 2 ^ m « 

2 /?,« K(H a,M a) 

et ainsi la restriction de K i ^ est aussi réelle. 

Notons que: 

t)* •t) 
X Mi 

m 
induit un isomorphisme de ^ sur t ) R | de sorte que l'application: 
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e£ > < V * 

x • X j ^ 

est elle aussi un isoMorphisee. 

Soit t e r , . . . . ,<Xj> c C un® bast d® t) (sur C) ; on a alors pour 

0( € Is 

a * > c,a. avec c « C d'où: 

K(a,c*,3> « > c.K<a. ,a.) pour tout j 

On a donc un système de Cramer à coefficient réels de sorte que 
a a 

c i e K. Ainsi Co^, «... f o^l e s t une base de (sur* R) et f)^ est 
donc une R-structure de t)*. De plus on voit que <H , ,H ) est 

une base de t) <sur C ) et de § ^ (sur R ) et est une R-structure 

de t). 

Enfin soit H « J c a H a e t)^; on a K(H,H> « J /?(H>* avecs 

" < H ) - I ^ " V - I * * 
cteft œft 

de sorte ques 

K(H,H» » O «# piH> » O pour tout ft e ft 

et comme ft engendre t) on a H « O. La restriction de K <à t) est 

donc définie positive. + 

Ainsi, ^ muni de la restriction de la forme de Killing 

K est un espace euclidien (on posera <K\fj) «= K<\.^) pour tout 

corollaire 

Soit g une algèbre de Lie de dimension finie; alors g 

est simple si et seulement si g est semi-simple et si la 

représent at i cm W ~* GL. (î) ) est irréductible. 

m Supposons qu«» ft » ft u ft avec ft et ft orthogonaux dans t)*; on 
* 2 * * a a a 

a alors la décomposition orthogonale t) = f)i • ^>2- Comme 

W c 0(t)*,K) on voit que la représentations 

W • GL (t)*) 

est réductible. 
^a 

Réciproquement, supposons que la représentation W • BL(9 ) ne 

soit pas irréductible. D'après le théorème de Maschke, on a 

t)* a U mil où U et U sont deux sous-espaces vectoriels de t)* 

' i 2 1 2 
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stables par M. Soit et « •; alors les sous-espaces et sont 

stables par la symétrie r^ et ne peuvent pas fctre contenus tous 

les deux dans l'hyper plan Ker (r^ - I ) . Si n'est pas contenu 

dans cet hyperplan, il existe X m tel que r

a

< x ) * M alors 

X' « f"a<** - X € rt r^(X') * -X'; ainsi X' est proportionnel A 

a donc a m U . On a donc • c U u U s on pose # * # n U et 
1 i 2* ^ t i 

f » • n U • Soient a « t et /? € I ; /? - a n'est pas une racine 
2 2 t ' 2* ' 

donc <ot|/}) S O (si C-p.qD est l'intervalle des k e Z tels que 

ft + ka soit une racine on a p « O de sorte que a^ - p - q < O 

d'où (<x\ft) » a^ alcxl /2 5 O ) ; comme -ft m # 2 on a (ot|-/?> S O d'où 

<ot|/?) » O et par suite 9^ et sont orthogonaux et * n'est pas 

irréductible. # 

Si a,/? sont deux racines on désigne par l'angle des 

racines et et ft dans l'espace euclidien de sorte que: 

• /*<H > = 2(ot|/?>/lotl* » 2 <!/?!/loti >cos<0 0 ) PfC» a ou/? 

proposition 1.2 

Soient a et ft deux racines; 

a) On a les propriétés équivalentes suivantes 

i) ot et ft sont orthogonales 

i i ) a^ » 0 

iii) a ^ * O. 

b) Si a et ft ne sont pas orthogonales on ai 

*ot./? <• loti J 
et en prenant a et ft non proportionnelles et > loti les seuls 

cas possibles sont les suivants: 

(1) a „ = m O e ^ = n/2 

(2) a , » a^ * 1 e ^ « n/i l/?l * lal 
a./? fret a î̂ 

< 5 > » -1 *ft,a " " 2 * W ' * n / 4 " ^ , C , , 

( 6 ) « « ^ " 1 *fia ' 3 " n / « ' ^ "a" 
<7> « _ » -1 a„ = -3 e _ = »n/« l/?l « Jï" lal 

oc/j fs,a cv' 
• a _ et sont des entiers tels que 

OLJi ft.OL 

« « 4COS W J> 
n ri n rt rt.M 
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de sort» que a ^.a^ prend le» valeurs 0 ,1,2,3 ou 4; la valeur 4 

correspondant au cas où a et ft sont proportionnelles c'est à dire 

au cas où ft * et ou ft * -a. # 

corollaire 

Soient et,/? deux racines telles que <x+ft m ff et 

^a</?> « « /*-p«, , f t 9 f t+a f ,f*+qct > 

la a-chaîne de racines définie par ft (de sorte que l'on a p£0, 

q«tl)| 1) On a la relation. 

f lot+ftl I 2

 m p+1 

l lf?l J q 

2) Posons f (a,/3) * p+l; on ai 

f (ct,/?> * f (J?,etK 

3) Soit y « -<<x+ft) ; on a alors: 

f (ct,/?)Hy + f (/?,r>Hc| + f (y,ot)H^ » O. 

4) Les conditions suivantes sont équivalentes! 

ftiH ) * -1 (ie r (/?> * <*+ft) 

loti > max(l/?l,lct+/?l>. 

• On ai 

» /?(H ) « 2(a|/î)/lal2 * p-q 

et, ft-pa étant l'origine de T^ift)9 on a r^t/^pa) « (f*-*per>«H.et où 

L « p+q est la longueur de J^(/?>j on a L * ~a^-poi a* 

Comme ft-pa et a ne sont pas proportionnelles (sinon on aurait 

ft « ±ot> et que q > 1 on a 1 < L < 3. 

Les cas possibles sont alors: 

il L * li f^lft) =* ift9ft+c*> d'où p » O, q * 1 et a ^ a * - 1 . 

a) loti = tfti a ^ » -1 9^ft »-fL 

e = 0 » « 
ftpft^ck ft+(x.a 3 

l/î+al * l/?l 

b) loti » V? I/?I m - -2 © ^ * -52-
1 OL.ft (X^ft 4 

1/3+otl * îft* 

c) lal « V7 !/?l a , » -3 0 ^ = 
' et,# a,/? 6 

ft,ft+c* 3 * ft+cx,cx 5 

l/?+ctl « l/?l 
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ii) L » 2j 

a> r ift) = tft,ft+a,ft+2cx> d'où p « O, q = 2, a_ » -2 
ex fi,a 

Iftl = VT l a i a = -1 Ô ^ =-|îL 

0 s* 0 at 0 *" ? 

ftfî+a ft+a,fi+za fi*za,a ~ 4 

l/î-Kal - (1/vT) * lo t i . 
b) «^a<^> - ift-a,ft,ft+ay d'où p - 1, q « 1, a ^ Q - 0 

a _ = O 0 « " 
a,/? cxji 2 

C an posant fi* •» ft-a on a m W » f + a » f + 2 a > d e »art« quai 3 

' ft~c*,ft ft,ft+cL ft*a,a 4 

IfJ+al « V? 1^1. 

iii) L = 3; 

a) f^P* " ft*2.a,ft+Zay d'où p «= O, q « 3, a ^ a » -3 

e « î l e « EL e « e » -
P,P+OL h9 fi+OL,fî+ZCi 3* ft+2C*J3+9CL /3+80t,Ot 6 

l/?+otl » (I/-/») 1/91. 

b) «T ip) « lp-a9p9p+c*9p+2c*> d'où p =* 1, q * 2, a- * -1 

ci f*,ot 

«M - 1 . 1 •»,,--« Bajt "TT" 

G m n G m n G = G =s n 

p-<x.p S* p,p+OL 3' p*o/?+2a /?**o,ot £ 

l /?+al » 1/91. 

c) ^(/?) * t/3u-2a,/*-ot,/?,/M-ot> d'où p = 2, q » l f a ^ « 1 

l/?l « loti a ^ « 1 e ^ »4L 
' ot,/? <x,fi 3 

ô « H a ^ IL g m g ~ n 

p-zatp-ci h9 fl-ck.p Z9 /?,/?+« /?+ot,ot S 

l/?+otl » Vl 

1) On constate que la relation 1) est vraie dans tous les cas. 

2) Comme p~a est une racine si et seulement si ot-/? est une racine 

on voit que f ( a , / ? ) « i o» i </?,a) * 1. On peut donc supposer que ot+/? 

et et-/? sont des racines de sorte que l'on a seulement 3 cas 

possibles: 
ii-b) </» - ip-oi,p,p+<xï (p « 1 et q * 1) 
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iii-b) «Ta<Y*> » tß-<x,ßmß+ct9fi+Zoü (p » 1 et q « 2) 

iii-c) <Ta(ft>
 m lß-2<x9ß-<*,ß9ß+cxj (p * 2 et q * 1) 

et dans cet 3 cas on a loti » l/?l et a A = a Ä . Si 
f*,ot ce,/* 

^ ( a ) » € ct-p'/?, •. . .. ,a, ot+^,.. - . 9a+q'ft > 

est la ̂ -chaîne définie par a on a P q t * 3 8 P * * et p* -q' * p-q 

d'où (compte tenu des 3 seuls cas possibles) p* » p et q 9 = q. 

3) On remarque q » f (-af/?)-l et f <a9ft-ai> - f (a,/?)-l de sorte que 

l'on a q * f(-oif/?+a) « f (-a,-y) = f (a,y) d'où finalement! 
II! 2 « 
i^i 1 f i a - r ) 

ou encore» 
2 _LÎ£Li£> h - 2 * i a ' r ) h - O 

•ri* r Iftl* r 

et aussi Xen permutant a et y) s 

2 ± l r i £ > h - 2 îiZISL» h - o 

lal 2 a lf?l2 a 

en ajoutant on a (compte tenu de ce que •f(et,y> = f(r,ct>): 

f<ct,/?)H - 2 * < ^ > o t > <h + h > + f<y,f?>H « O 

d'où le résultat puisque h + h = — h Ä . 
^ a ß 

4) Les cas possibles sont: i-a,b,c et iii-b. # 

Une partie n = <a . •... 9e^} c 4 est appelée un système  

simple de racines sis 

i ) n est une base de t)^ (ou de t) ) 

ii) pour tout a e #, les coordonnées de a dans la 

base n sont des entiers tous du m?me signe. 

Une partie P de t est appelée un système positif de  

racines si: 

i) (P,-P) est une partition de # et: 

ii) a9ß e P et a • ?̂ «s * * a + ß m P. 

Un hyperplan P de t)^ est singulier s'il est orthogonal à 

l'une des racines. Le complémentaire f)* de la réunion des 

IK,r»g 

hyper plans singuliers est un ouvert de t)^ (pour la topologie 

euclidienne) dont les composantes connexes sont appelées les 
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chambres de Weyl de t)^ (relativement À ft). 

exemples 

Soit n c * un système simple de racines; l'ensemble 

ff*(n) des racines dont les coordonnées dans la base n sont 

positives est un système positif de racines. 

proposition 1.3 

Soit C une chambre de Weyl; 

a) l'ensemble ft*(C) des racines a e ft telles que 

(X | a ) > O pour tout X e C est un système positif de racines. 

b) L'ensemble 1(C) des éléments indécomposables 

(pour la somme) de ft*(C) est un système simple et on a 

•*(C) » »*(I C O ) . 

m Notons d'abord que. si a est une racine, on a a e ft*(0 si et 

seulement s'il existe X «s C tel que (aIX ) > O. En effet 
o o 

l'applications 

C • «R* 

X • (X | a ) 

est continue donc son image est connexe. 

Il en résulte que (ft* (C),-ft*(C) ) est une partition de ft. 

Considérons d'autre part l'ensemble « des a e ft*(C) tels que 

a ne soit pas combinaison linéaire à coefficients entiers positifs 

des éléments de 1(C) et soit X e Cs si * est non vide, il existe 
o 

a «h • tel que (a|X^) soit minimal. On a c* = ft +y avec ft9y e ft (C) 

et <«|X o) *
 (/*l x

0>
 + < ^ J X o ) a v e c <«|X o>, </?|Xo>, l>̂ 0> >° c « qui 

contredit la minimalité de (c*|X ) . Ainsi * « 0 et tout a e ft est 
o 

combinaison linéaire des éléments de 1(C) avec des coefficients 

entiers tous du m8me signe. 

Puisque ft est un système générateur de t)^, il en est de même 

de I ( O . 

Ensuite, remarquons que ic*\ft) < O pour tout cxJS e I CO s car 

si on avait ( a | / ? ) > O, y œ <* - ft serait une racine (si t-p,q3 est 

l'intervalle des k e Z tels que ft + k a e ft, on a 

f?(H a) « 2 ( a | / ? ) / ( a ) a ) = p~q > O de sorte que p > q > O) ; on aurait 

Y e ft*(C) et a serait decomposable ou bien y «s -ft*(C) et c'est ft 

qui serait decomposable. 

On en conclut que I (C) est une partie libre de t)Rs supposons 
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quel 

ctel <C) 
Puisque (a|/?> S O pour tout <V? e I (C) on at 

i• 2 , C « , A H * i i 2 v u - 0 

oel (C) ctel (C) 

de sorte quel 

l |cj« - O 

ot«I(C) 
et finalement: 

< X o ' 1 » c«' a ) 38 I l c J ( X o , a ) » ° 
CWSKC) oel(C) 

Mais (X oJa) >0 pour tout a ce I (C) donc c^ «= O pour tout a e I (C) 

•t I (C) est un système si impie de racines. 

Enfin on a t*(MC>) c »*<C) et -V<MC>> c -V<C>; comme 

<t*<I<C)),-**<I<C>>> et (**<C),-**<C>> sont des partitions de t on 

a #*<KC>> » #*<C>. m 

proposition 1.4 

Soit n = <.a^9.... ,a^> un système simple de racines; 

alors: 

Ch<m » i X <e t)* / <X|cO > O pour lSi<l > 

est une chambre de Weyl et l'on a n * I(Ch(n>). 

# On a évidemment! 

Ch(n> » i X e f)* / (X|a> > 0 pour tout a « #*<n> > 
de sorte que Ch (ïl) c t)^ 

De plus ChCII) est un cône convexes soient X , / L I m Ch (FI) et 

s,t£0 avec s+t>0£ pour tout ot « #* on as 

(SX + tfj\€x) » s<X | a ) + t ( / j | a ) >0 

d'où sX + tfj m Ch<n>. 
a 

Ainsi Chili) est un oui vert connexe de donc il existe 

une chambre de Weyl C telle que Ch<n> c C. Mais si X e C on a 

(X|ct) > O pour tout a ce **<n) (car la fonction X • (X|a) est 

strictement positive sur C) et par suite X e Ch (II). On a donc 

Ch<f1) » C et Ch<n> est une chambre de Weyl. 

On a #*<n> c »*<Ch<n>> et -»*<n> c -»+<Ch<n>> de sorte que 

ff*<n> • »*(Ch<n)>. Il en résulte que n c I(Ch<n>): soit a € n, 

supposons que a ft + r avec ft,r %s #*(Ch<n>) = »*<n>; puisque ft et 

r sont des combinaisons linéaires à coefficients positifs des 
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éléments de n on voit qu'alors ft ou y est nul ce qui est 

contradictoire; dk^nc: <x est indécomposable dans ff*(Ch(n>) ie 

a e I(Ch(ll)). L'inclusion opposée est immédiate et on a 

n » I<Ch<n>. # 

corol laire 1̂  

Les applications C — — — • I (C) et n — 1 Ch(11) sont 

des bijections réciproques entre l'ensemble des chambres de Weyl 

de l)-^ et l'ensemble des systèmes simples de racines de ff. 

# On a vu que n - I <Ch (T!) ) pour tout système simple de racines n. 

Soit C une chambre de Weyl $ Ch (X (C) ) est une chambre de Weyl 

contenant C (si X <s C on a (ot j X > > O pour tout a « I (C) c ff* (C) de 

sorte que X e Ch(I<C)))| on a donc Ch(ï<C>> « C e 

On définit une relation d'équivalence 5t sur t)^ par: 

yt(X9fj) <h> pour chaque hyperplan singulier S 

<e S ou bien X et fj sont strictement 

d'un mfme coté de S 

Les classes d'équivalence de la relation Jt sont les 

facettes de r>_. 

Soit F une facette, pour tout hyperplan singulier S on a 

F n S 3 S 0 o u F c S ç le support de F est le sous-espace Supp(F) de 

t)jp, intersection de hyper plans singuliers S contenant F. 

Les chambres de Weyl sont alors les facettes qui ne sont 

contenues dans aucun hyper plan singulier. Soit C une chambre de 

Weyl, les faces de C sont les facettes F telle que: 

F e C 

Supp(F) est un hyperplan 

et les murs de C sont les hyperplans qui sont les supports des 

faces de C. 

corollaire 2 

Soient C une chambre de Weyl et M l'ensemble des murs de 

C, pour chaque mur Ii e M on désigne par l'unique racine 

orthogonale à Ii située du mfme coté de M que C, alors 

n = ta / H € v/K> est le système simple de racines tel que 

C » Ch<n>. 
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# Soit fi » ta ,....,«> l'unique système simple de racines tel que 
* a 

C • Ch<n) de sorte que C est l'ensemble des X m t)jp tels que 

<X|oO > O pour l<i<l. 

Pour l<i<l, soient 1 ' hyperpl an orthogonal à et 

l'ensemble des X e M. tels que (X lot ) > 0 pour j * i; alors F. est 

une face de C de support fi: on a évidemment F c C; d'autre part 

soit et une racine telle que 1'hyperplan orthogonal à a contienne 

F - or on a a « n.ot. + }n.cx. avec les coefficients entiers tous 

V I I L J J 

i*i 

du mfme signe de sorte que « O pour j * i et a * ±o^ et ainsi 

M est l'unique hyperplan singulier contenant F^. 

Soit F une face de C, comme F c C on a <X|a > £ O pour l<i<l 

et pour tout X e F et comme F est contenu (ie rencontre) un unique 

hyperplan singulier, il existe i tel que, pour tout X e F, 

<X|cO * O tandis que (X |oO > O pour j * i de sorte que F « F^. • 

2m Natrices dm Cartan. 

Soient C une chambre de Weyl et n = {o^,.... ,o^> le 

système 

simple de racines correspondant; on a: 

(otjot) < O pour l<i,j<l,i i*j. 

Autrement dit, l'angle entre deux racines simples est obtus. 

Pour l<i,j<l on pose A . = a (H) (on pose H. « H et 
i ,j j i i 

r. * r l£i£l ). La matrice A = (A. .) - _ m est appelée la t a. t,j i£t,jSi 

matrice de Car tan de 9 (relativement à C ou à n) . 

Pour l<i , jSl, on désigne par m^ . l'ordre de r jr. dans 

le groupe de Weyl W. La matrice H ~ (m .) - - est appelée la 
x,j l<i,j<l 

matrice de Coxeter de g (relativement À C ou à fi). 

proposition 2,1 

1) La matrice de Car tan A = (A ) . ... de a possède 

les propriétés suivantes: 

i) A = 2 pour ISiSi 

ii) A. . est un entier négatif pour l<i, j<l, i*j 

iii ) A. . =* O ** A. . - O 

2) La matrice de Coxeter H « (m ) _ _ est donnée 
V,J l<i,J<t 
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par m. . » 1 (l<i<l) et, pour l<i,j<l, i*js 

A. A O 1 2 3 

m. 2 3 4 6 
^ J 

9 -IL g » n g n 
V_j 2 a 4 4 

où, pour l<i,j<l, i*j, O , est l'angle de a. et a., de sorte que 

1'on a: 

i.j e, . 

e Pour l<i<l, soit It l'hyper plan de ^ orthogonal à a.^ Le 

sous-espace Ra. e Ra. de t£ engendré par a. et a. <i*j) est 

l'orthogonal de 11 n M de sorte que 

t £ = (Ra. e Ra.) # (M. n M.) 

Les sous-espaces Ra. e Ra. et M. n M. sont stables par r.r.; on a 
V j t j V J 

r.r IH. n M. * I 

et, dans la base (a.-a.) de Ra. e Ra., la matrice de 

i j t J 

r.r l(Ra. e Ra.) est: (-i + a. a., a, :» 

-A -1 J 

Le coefficient e. . est donc égal à l'ordre de la matrice M. . et 

le produit A . A.. prend l'une des valeurs 0,1,2 ou 3 et l'on 

sait que l'angle ©. . est obtus, m 

proposition 2.2 

a) Pour l<i<l, #*<n> \ <a> est stable par r . 

b) Pour l<i.j<l on a a. * w(a. ) r. = w«>r. . 
J V J V 

c) f - W(n> 

d) W est engendré par * r

i* 1< i< l* 

# a) Soit p e »*<n>\{a >; on a: 
fi = I VSc a v e c nk - ° 

i<k<l 
et il existe j * i tel que n. > O. Alors: 

rip) = ft - /?(K)ai « + < n

i " ^«H i>)a i 

de sorte que p * a. et tous les coefficients de r, sont de mSme 

signe donc on a ri<p) € * (fl). 
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b) Puisque et. * w(oO, on a H. * w(K) (ce qui signifie que. pour 

tout X e t)* f on a X(H.) * t*"
1 (X) (H. ) ) • Il vient alors: 

i v 
r (X) « X -X(H >a. 
a j j 

- X -w~*(X> (H. )w(a. > 
V X 

«= w(w"1(X) —w""1 (X) (H, )a. ) 
V t 

- HT. uTâ<X> ) 

d'où r. = w»r, «uTÎ 

L'ensemble des parties ¥ finies et symétriques de 

t)*\CO> telles que a 

i) H c * 

ii) r. (*) c * 1 < i < 1 
v 

contient t et est stable par intersection donc possède un plus 

petit élément 9 . 

On a évidemment t c ». Supposons qu'il existe a e ff\ft ; on 
o o 

peut prendre a e *^ et ht (a) minimale, liais il existe i e <1... 91> 

tel que ht(r i(a>) < ht (a) t supposons que htCr^a)) > ht (a) pour 

tout i. iSiSl. comme a * a. on a r (a) « t de sorte que a (H) S O 

ie <a|a >£0 pour l£i<l d'où finalement lal < O et a « 0. Mais 

r. (a) «s # \ff ce qui contredit le choix de a. Ainsi on a # « #• 

c) Désignons par le sous-groupe de W engendré par les r^9 

l<i^li l'ensemble * * W (H) vérifie les conditions i)-iv> de sorte 
* o 

que l e * d'où t * W (n ) . 
d) Montrons enfin que W » W; soit a e # on a a * w(a ) avec 

w e W d'où r * wr.w" e W pour tout a e *. e 
o a i o r 

corollaire 1̂  

Soit p = -~- J a la demi-somme des racines positives; 

o«ff4 (n> 

on a r (p) 5 0 p - r. , l<i<l. 

# Soit p. la demi-somme des racines positives distinctes de a. de 

sorte quel 

p = p • a^/2 

Puisque ff*(fl)\Ca.> est stable par r., on a r. (p. ) » p.. Il en 

résulte que r. (p) = p. - a / 2 » p - a.. • 
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corol1gire 2 

Soit Q est le sous-groupe de t) engendré par les pour 

a e *; pour tout système simple de racines n = i a / l<i<l >, 
v 

n » € H / l<i<l 1 est une base du Z~-«*odule Q . 

# Soit 0^ le sous—groupe de t) engendré par la base <K ) ^ < ^ < ^ de t); 

or on a: 
r ( H ) ~ H — A H 

j i i i,j j 
de sorte ques 

r CQ ) e Q pour l<i<l t o o 
et comme W est engendré par Cr ) ̂  ^ 9 Q est stable par W. 

Soi t a e #, on a a = **<a > et par suite H = w ( H ) de sorte que 
% a i 

H e Q s ainsi Q « q". e a o o 

remarque: 

Soit a <es #, on a a = > o a où les coefficients n., 

l<i<l, sont des entiers tous de même signe. On a alors: 

2h 2 r> _ n Id. I 
H « — - \ — L - h - î v v H 

a « a l 2 i<f<i l a l 2 a i ±<£<l l a l 2 V 

n. l a l 2 

de sorte que les coefficients — — ~ — , l<i<l, de H dans la base 

l a l 

fi sont aussi des entiers tous de même signe. 

Soit W un groupe engendré par une famille S = <r^)^ x 

d'éléments d'ordre 2; la longueur /(w) d'un élément w e W est le 

plus petit entier k tel qu'il existe une décomposition de w de la 

formes 
h ~ r ...... r avec i ,. . . , i e I 

v v i k 
* k 

Une décomposition de de longueur minimale k * £(w> est dite 

réduite. 

proposition 2.5 (condition d'échange) 

Soient w «e W et a <@ O tels que w~ 4 (a, ) e $ ; pour 
i v 

toute décomposition réduite <r, . . ,r. > de H, il existe 

i k 
j e {1,..,k> tel ques 

r — r . . . r r . , . . r. . 
i i i. t. v, i j~i j*i k 

# On a w"1 = r . . . . r . Posonss 

v i 
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p. =* r. . . • r. (a. ) pour 1 < j < k 
j i 

On a donc fi « a. « * et /? » w""1 <ot. > « • . 

Soit j le plus petit indice tel que fi^ e #_ ( de sorte que 

fi. m t . ) . Puisque fi. * r. </?. > on a /? =* a. . 
J-i + j i. j-i j-i i. 

J J 
Ainsi: 

a. » r. ...... r. (a. ) 
J J-i i 

d'où a. =* n(aa ) avec n « r. ...r. de sorte que: 
J i J-i 

r. =* n»r. on 
J 

d'où: 

Tî » r. «ffor. 

J 
et enfin on a: 

r, . . . . r. r. . . . . r. » r.w. • 
1 j-i j+i k 

corollaire _1 

On a w""1(a. ) € * si et seulement si l(r.w) < /(w). 
v — V 

# La condition d'échange implique que si w"1 (oO e #_ on a 

Réciproquement si w" 1(a i> e f f on as 

<r. « w"4<r. (a.)) 
t V V V 

= —w" 4 (a ) € # 

de sorte que /(r.2*#) » £(w) < /(r w ) . # 
X V 

corollaire 2 

Soit n un système simple de racines; pour tout * e M 

l'ensemble # = * n w""1 <-* ) possède Kw> éléments. 
V • • 

# On procède par récurrence sur /(w) ; pour l<i<l on a *^ » 
i 

Soient H « W tel que Card<* ) » / ( M ) et r. telle que 
V t 

liwr ) > /.(w) ; on a donc a. m # . Pour e » on a deux 
i ' v v wr. 

possibilités: 
i) r (/?) € -* donc fi - a. 
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ii) r. € # de morte que /? » r (a) avec a e # 
t • v v 

d'où Card<* ) = Card<* ) + 1. # 
vr. V 

t 

proposition 2,4 

1) Pour toute chambre de Weyl C on ai 

t £ » U w(C) 
WCrW 

2) Le groupe de Weyl W opère simplement 

transitivement dans l'ensemble des chambres de Weyl de t)^ et dans 

l'ensemble des systèmes simples de racines de #. 

# 1) Soient C une chambre de Weyl, fl = <.cn^9.... ,a l> le système 

simple de racines correspondant, r^, l<i<l, les symétries par 

rapport aux murs de C et p = -i- J a 1 a demi -somme des racines 

positives; pour tout X <s t)^, il existe w « W tel que <w<X> |p) soit 

maximal; on a donc, pour l<i<l: 

ir^iX) |p> * <w<X)|r.<p>> 

= (w<X) |p ~ oO 

< (w(X>|p) 

Par suite: 

<w(X>|<x) > O pour tout i (l<i<l) 

de sorte que w<X) e C. 

2) Pour tout w e W, puisque w est une isométrie on a 
41 * 

) * t)jp ̂  et si C est une chambre de Weyl, l'image w(C) 

est aussi une chambre de Weyl Soient C une chambre de Weyl et 

X' e C ; il existe w e W tel que X * w(X') e C e t X est régulier 

donc X € C. Ainsi w(C') est une chambre rencontrant C donc 

w < C ) « C. 

3) Supposons que l'on ait w (C) — C avec w e W; on a alors 

w<£ ) = * - où * est le système positif défini par C; mais la 

longueur /(w) de w est égale au nombre de racines positives et 

telles que w(a) € -* de sorte que l*on a /(w) «= O ie w = 1. • 

corollaire 

Soient g une algèbre de Lie semi-simple, t) une 

sous-algèbre de Cartan, * l'ensemble des racines de 9 relativement 

à t) et n un système simple de racines de *; alors la matrice de 

Car tan A » (A ) ̂  ^ de g relativement à n est indépendante (à 
v,j lS\,ïSl 

6 9 
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une permutation de <1,..„,1> près) du choix de la sous-algèbre de 

Cartan t) et du choix du système simple de racines n. 

• Fixons d'abord une sous-algèbre de Cartan t) de 9. Soient 

Il = { o » t , . . . . , c^} et n ' =• i a ^ > deux système simples de 

racines (relativement à $>. Il existe w e W tel que w<o. ) - a* 
V V 

pour i<i£l (à une permutation près). On a alors: 

( 2 r V 1 <a'|a') 
î:— » 2 . ,J , x. 

<ap«j ) j 

(a |a ) f 2"a "J 

< a v , a i > 4<« i«>J 1 * V-J 

Soient t) et t deux sous-algèbres de Cartan de 9, • (resp 40 

l'ensemble des racines de Q relativement à t) (resp à Y) et 

t (ff ) 
u e Aut^(Q); on sait que # = u (40 . Soi cm t n une partie de C et 

(40 t (40 (9) ( f ) n une partie de * telle que u(Jl ) « n ; alors n est un 

(40 

système simple de racines relativement à t) si et seulement si n 

est un système simple relativement à puisque si ai = y»u et 

(ff) (40 
/? = 6«u avec a,/? e ff et y*6 € 4* on a a_ * a* on en conclut à 

(ff) (40 
l'égalité des matrices de Cartan relatives à fi et n . • 

3. Définition du groupe de Weyl par générateurs et relations. 

Un groupe D est diédral s'il est engendré par deux 

éléments s et s' d*ordre 2. 

Pour k £ O, considérons les deux suites de longueur k: 

» k = (s,s' ,s, ) 

m>k = <s',s,s', ) 

et s % (resp s') le produit des termes des suites s % (resp s* ) • 
k k k k 

proposition 3 .1 

Soit D un groupe diédral; on pose n = ss' • Alors: 

i) D est engendré par s et n. 

ii) Le sous-groupe <n> de D engendré par n est 

distingué d'indice 2 et l'on a snrs * = rr *. 

iii) si rr est d'ordre infini; on a: 
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D » -Ce> U Cs, / k>l> U Cs' / k>l> 

et chaque élément de D possède une unique décomposition réduite. 

iv) si n est d'ordre fini m, alors D est d'ordre 

2m: 

D = Ce> U <s / l<k<m~l> U <s' / l<k<m~l> U Cs > 
k k m 

et les éléments s^ et s£. 13k<m~l, possèdent une unique 

décomposition réduite tandis que l'élément s » s' en possède 

deux. 

# On a s' « sn. D'autre part <n> * D sinon D serait abélien 

d'ordre 2 (on aurait o(n) =* 2) alors qu'il est au moins d'ordre 3. 

On a sns~ â * s 2s's » n"1. Il en résulte que D est produit 

semi-direct de <s> et de <n> donc <rc> est d'indice 2 dans D. 

On a: 
k . -k 

s B » n s't » n 
2k 2 k 

k , -k , -k-i 
S = n 5 S ' 4 = 1T S ' = fT S 

2k+l 2 k + i 

Cas il Supposons n d'ordre infini; les éléments de D sont les s^ 

pour k £ O et s£ pour k > 1 qui sont deux à deux distincts. On a 

/(s ) = /(s; ) - k pour k > 0 
k k 

de sorte que s, (resp s') est l'unique décomposition réduite de s, 
k k k 

(resp de s£). 

Cas 2s Supposons tt d'ordre fini m de sorte que D est d'ordre 2m; 

il en résulte que les éléments de D sont les pour O < k < 2m-1. 

liais on a s. » s' , pour m < k < 2m-1 de sorte que D est formé 
k 2 m—k 

des éléments suivants: s^, s k pour l<k<m~l, s£ pour l<k<m-i et 

s » s'. 
m m 

Ainsi. pour 0<k<m-l, s k (resp s*) est l'unique 
décomposition réduite de sfc (resp de s£) tandis que l'élément 
s » s' de D possède les deux décomposi t i ons réduites s et s p . • 
m m m m 

Soit Ii = (m ) ̂ . ,.t la matrice de Coxeter de W, ie 

t,J i < V , J < l 
m. . est l'ordre de r.r. dans W. v,j t J 
proposition 3.2 (lemme des mots de Matsumoto) 

Soit T un monoïde; pour toute application f : S • T 

telle que: 

i) f (r.) 2 = 1 pour tout i e I 

ii) f (r. )f (r )f (r ) - f<r.)f(r.)f (r.) 

V J ». J «• J 
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avec m, . termes dans chaque membre pour tout (i, j) tel que 

m. . * od, il existe une unique application F s W • r telle 

que pour tout N e M et toute décomposition réduite (r , ,r > 

de w on ait: 

F(w) » f (r ) f (r. >. 
1 k 

• Soit & l'ensemble des décompositions réduites des éléments de W 

et pour chaque w e W soit D 1'ensemble des décompositions réduites 

de w. On définit une application : 

F : D • T 

M » (r ..r > • F (H) - f(r ) f(r. ) 
1 k 1 k 

Il suffit de montrer que F est constante sur D pour tout w e W. 
V 

On procède par récurrence sur k «= /(w) : 

- C'est vrai pour k « O, 1-

- Hypothèse de récurrence: F est constante sur pour 

tout H e W tel que /(w) < k. Prenons alors *,w' e X>v avec 

/(w) » k. 

On pose: 

H » N ' * (r. , . . . . ,r. ) 

i k 

m = w = <r. ,. „.. ,r. ). 
1 k 

Supposons que F ( w

D

) * F < W i > et appliquons la condition 

d'échange: 

puisque 

w » r . .....r. = r. . . . - r. 
1 k 1 k 

on a /<r ww) < /(w) de sorte que: 
i 

*• = <r. ,r. ..... 9r. ,r. ,.... 9r. ) e D 
i i j-i j+1 k 

avec 1 S j < k. 

Compte tenu de la définition de F et de l'hypothèse de 

récurrence on a F(w ) = F ivê >. 
2 o 

Pour les mimes raisons si on avait j * k on aurait F<*# ) » F(w ) 
2 1 

ce qui n'est pas possible donc j = k . 

Ainsi : 
•* = <r. 9 r r. > e D 

2 i' t vm v 
1 1 k-l 

et F <« ) * F (« ) . 
1 2 

En continuant de la sorte on construit pour O ^ j £ k un 
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suite d'éléments de D s 

"•.,,r ,...,r ,r ,r f r , . . r )jimpair 
V V V v V V V 

1 1 1 1 1 1 k - j 

tels que F<w ) * F(%#, ) . 

J j+i 
Finalement les deux suites (de longueur k) de D^s 

(r. ,r, ,,r. ,r., , ) 
V t V t 

1 1 1 1 

(r, . r. »r. «r. ••••••«••(•) 

1 1 1 1 

ont des images par F qui sont distinctes; ces deux suites sont des 

décompositions réduites dans le sous-groupe diédral de W engendré 
par (r. ,r ) du même élément w de longueur k; on a donc 

i i 
k = m. mais l'hypothèse montre qu'alors ces deux suites 

doivent avoir la mime image par F. On a donc une contradiction et 

par suite on a F (H) = F(t*'>. e 

proposition 3,3 

Le groupe W est défini par les générateurs r i e I 

soumis aux relations: 

i ) r = I pour t O U t i € I 

ii) r.r .r........ = r.r.r. - («. . termes) 

V J t J V J t , J 

ie W est un groupe de Coxeter. 

• Soient 6 un groupe et f s S • G une application telle que: 

i) f (r^) = 1 pour tout i e I 

ii) f (r )f (r )f (r ) * f (r.)f (r.)f (r .) 
i j i J t J 

avec m. . termes dans chaque membre pour tout (i, j) tel que 

mi j * d'après le lemme de Matsumoto, il existe une unique 

application: 

F : W • G 

telle que pour tout w e M et toute décomposition réduite: 

H <r. , ,r. ) 
\ 

de H on ait: 
F(w) « f (r ) f (r. >. 

1 k 
Il s'agit de montrer que F est un homomorphisme de groupes. Comme 
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6 est engendré par les r., i e I, il suffit de montrer quel 

F(r.w) » f<r.)F<w>. 
V t 

On a deux cas: 
a) tir.H) * /(w) + 1» 

X 

Si w s (r. , ,r ) est une décomposition réduite de w, alors 

(r ,r , ,r ) est une décomposition réduite de r w. 
i k 
b) /(r.w) - /(w) - 1. 

x 

Dans ce cas posons w' = r w de sorte que l'on peut appliquer a) A 

H' d'où: 

F(w) • F(r.w') * f (r.)F(w') 
X X 

donc: 
F(r.w) « f (r )"tFi¥ê) = f (r. )F(w). # 

V V X 
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APPENDICE III 

LA CLASSIFICATION DE CARTAN-KILLING 

1* Diagramme* de Dynkin. 

Soit 9 une algèbre de Lie semi-simple de dimension 

finie, on considère: 

t) une sous-algèbre de Car tan de 9 

* l'ensemble des racines de 9 relativement à t) 
a 

W le groupe de Weyl de 9 (avec W c: GL(t) )) 

n = ia^9.... 9o^y un système simple de racines de * 

A » (A .) _ . la matrice de9 

M = <m. .) - la matrice de Coxeter de 9 

On sai t que 

A. . = 2 pour l<i<l 
VA 

A_ € C0,-l,-2,-3> pour l<i,j<l, i*j 

A = O «* A = 0 
v,J JA 

et que la matrice de Coxeter M est déterminée par la matrice de 

Cartan A puisque: 

m = 1 l<i<l 
VA 

et que, pour l<i, j<l, i*j, m. . est donné par: 
~A A | O 1 2 3 

V , j JA 
m 2 3 4 6 
v, j 

0 JL 2 n a n g 71 

i,J 2 a 4 <5 

où, pour l<i,j<l, i*j, O, = 7T — —IL. est l'angle de a. et a. 
v,j m.. v j 

J 

dans l'espace euclidien t)g-, et l'on a: 

A . = -2<lla.B/«a.l)cos(n/m. > l<i,j<l 
V,J J t V,J 

Le graphe de Coxeter de 9 est le graphe dont les sommets 

sont les racines simples a 01̂  et dans lequel deux sommets 

distincts c*. et a. sont reliés par A. .A.. arêtes. En particulier 
v J v,j JA 

l'algèbre 9 est simple si et seulement si son graphe de Coxeter 
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est connexe. 

Ce graphe ne détermine pas entièrement la matrice de 

Cartan: dans le cas où A A = 2 (resp 3) on sait que l'un des 

deux rapports la .I / la I ou Ha. l/lot.R est égal à <̂ 2 (resp fs) mais 
J V V J 

le graphe de Coxeter n'indique pas laquelle des deux racines ou 

a. est la plus grande. Pour cette raison on le complète en 

plaçant, sur les 2 ou 3 traits qui joignent deux sommets 

correspondant à des racines et a. de longueurs différentes, un 

signe > orienté vers la racine de la plus petite longueur. On 

obtient ainsi le diagramme de Dynkin de Q. 

2. La classification de Cartan-Ki11ing 

On se propose de montrer que le diagramme de Dynkin 

d'une algèbre de Lie simple de dimension finie est (à un 

isomorphisme près) l'un des diagrammes suivants: 

( 1 1 ) O O O « • • • • • o O O 

( 1 >2) O O O O O > o 

C (1>3) O O • o < O 

O 

D t (1>4) «. O 

• 
£ O • • O O — — — — — O • O 
<5 

O • ' ' o — — — — — — o O • O • P 

I 
£ O o o — - - — — — o o o e 

4 

© = — _ > O 

«m 

Remarquons que si dans l'espace euclidien E := 9^ on 

considère la base (e. ) - - avec e. = a. /Ha. R (l<i<l) le produit 
v l^vSl t x v 

scalaire est 
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donné pars 

= -Ycos (n/m. .)X fj 
i j 

x - 2 x i e i e t " 8 8 2 M v e i * 

On va classifier, en fait, les graphes de Coxeter 

sous-jacents aux diagrammes de Dynkin (on notera que les 

diagrammes de Dynkin et C ont des graphes de Coxeter 

sous-jacents identi ques). 

Pour cela on va considérer une matrice symétrique 

M - (m. .) _ telle que: 
t , j 1<V,J<1 

i) m. . - 1 l<i<l 

ii ) m = 2,3,4 ou 6 

On considère alors le graphe de Coxeter dont les 

sommets sont e ......e. et dans lequel deux sommets distincts e. 

et e. sont reliés par 0,1,2 ou 3 traits selon que m. . = 2,3,4 ou 

6 (d'ailleurs tout graphe de cette -forme définit une unique 

matrice M ) . 

On suppose de plus que: 

iii) r est connexe. 
M 

On munit l'espace réel E de base canonique ^^«q/^ d e 

la forme bilinéaire symétrique ft^ telle que: 

ft. . = /?(e. ,e.) = -cos(7T/m. .) 

On suppose enfin que: 

iv) ft est définie positive. 

(1) Le graphe de Coxeter r de 9 est un arbre. 

# Sinon ce graphe contiendrait un circuit (e. , ,e. ) (r>3); 
t r 

on pose m. = m. . pour l<j<r-l et m = m. . et l'on a m. £ 3 

pour l<j<r. 
Soit v = e. +....+ e. s on a: 

X t 

Mais: 

Ycos(n/m. . ) £ Y cos(n/m.) £ l.cos(n/3) = 1 / 2 
j v k j k j 

d'où: 

Iv» 2 < 1 - 21/ 2 = 0 
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et v » 6 ce qui est contradictoire. • 

Si e. est un sommet de r on note J(i) l'ensemble des 
v M 

indices j tels que C e ^ e ^ soit une ar§te et î (i) = Card(J(i))$ on 

a: 
VA 

ft. . = O «*> j 0 J(i) et j ^ i 

/3. . * 1 / 2 , / 2 ou jl / 2 pour j € J(i) 

(2) Pour tout i on a J/^j < 1 

j€:J<i > 

• Si j et k e J(i), Ce.e > . n'est pas une arête (sinon 
j ^ 

(e 9e. 9e. ) serait un circuit) de sorte que e. et & sont 

orthogonaux. Si on désigne par F le sous-espace de E engendré par 

j e J<i) 9 on voit que (e.) . est une base orthonormée de 

F de sorte que la distance 6 de e. à F est donnée par: 

6 * 8 8 1 " J = 1 " J^ij > °- # 

j€Jf ( i > j€J<i > 

(3) Pour chaque sommet e^ on a vii) < 3. Si v>(i) = 3 on a 

m. . = 3 pour tout j e J(i). 

# Pour tout j e J(i) 9 on as 

ft. = -cos(rr/m ) < - 1 / 2 

de sorte que: 

J/îJ > v(i)/ 4 

J4EJ<i > 

et l'on a v(i) < 3. 

Supposons que v>(i) = 3 ; s'il existait j e J(i) avec m.̂  * 4 ou 6 

on aurait: 

- + * / 4 +({z/Z) 2 = 1 
j€J<i > 

ce qui est contradictoire. • 

(4) S'il existe une arête {e ,e> telle que m. . = 6 on a 

nécessairement 1 = 2 (iele graphe est de type G^) 

t Si on avait 1 > 2 on aurait un troisième sommet e^ tel que 

te ,e î soit une arSte (puisque le graphe est connexe). On aurait 

alors: 



79 

J ff . > 1/4 4- (|i/2) 2 = 1 

ce qui est contradictoire, e 

On suppose dorénavant que le graphe n'est pas de type G 

2 
de sorte que pour chaque sommet e on a m = 3 ou 4 pour tout 

i i,j 
j € J(i). 

<5> Pour chaque sommet e. il existe au plus un sommet e . 
* i 

j €= J(i), tel que m. . = 4. 

# Sinon on aurait: 

Y pZ . > 2. <JÏ / 2 > 2 = 1 

jê < i> 
ce qui est contradictoire. # 

Ainsi selon que e^ est relié à 1, 2, ou 3 sommets on a 

les possibilités: 

o # (A ) 
2 

o m (B ) 
2 

o m o <A) 
a 

o — e o (B ) 
a 

o 
c (D4> 

e 
Pour 1 = 2 ou 3 on a énuméré tous les cas possibles. On peut donc 

supposer 1 > 4. 

Soit €e ,e > une arête du graphe r telle que m _ = 3: on définit 

un nouveau graphe T en identifiant les sommets e et e, de r . 
M s i M 

m Puisque est un arbre, chaque sommet efe distinct de e^ et de 

e^ ne peut pas être relié simultanément à e^ et à e^ de sorte que 

T = T- où M est une matrice vérifiant les conditions i) et ii> 
M M _ 

ci-dessus. Le graphe est connexe (iii) donc il suffit de 

vérifier la condition (iv): considérons l'ensemble quotient 

{!,....,s = t, ....,!> de sorte que: 
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{ p. . si i * s et j * s 

P + PA . si i * s etj * s 
*,J 131 J 

avec 1 < i < j < 1 de sorte» que (puisque p. . = -1/2) on a: 
v,j 

/?(x,y) = ^(x,y) 

pour tout x,y e E avec, par exemple, x^ * x- pour i * s et t et 

x = x. = x- . e 
s i s 

(6) Le graphe de Coxeter r vérifie l'une des conditions 
M 

suivantes: 

a) T est une chaîne et i 1 y a au plus une arête Ce , e > 

telle que m. . = 4. 

b) possède un unique point de ramification et toutes 

les arêtes Ce ,e> sont telles que m = 3 . 
i i i,j 

# Le résultat est vrai pour 1 < 4. On procède par récurrence sur 

1. 

a) Supposons que le graphe F^ soit une chaîne (c'est à dire que 

i->(i) = 1 ou 2 pour tout sommet e. ) et soit Ce. ,e.> une arête telle 
V V J 

que m = 4; il existe une arête Ce. , e > (par exemple) et l'on a 
v,j v k 

nécessairement m. = 3 . On conclut en appliquant l'hypothèse de 
i,k 

récurrence au graphe de Coxeter F^ obtenu en identifiant les 
sommets e. et e % du graphe F . 

t k ^ r M 
b) Supposons que le graphe P possède un point de ramification e. ; 

Ml V 

on a donc viï) =: 3 et m. . = 3 pour j e J(i). Puisque r est 

connexe, il existe j e J(i) tel que e. soit relié à un sommet e, 
J k 

(k * i et k «r J (i ) ). Soit F^ le graphe de Coxeter obtenu en 

identifiant les sommets e^ et e^ du graphe r^; d'après l'hypothèse 

de récurrence e. = e. est l'unique point de ramification de T et 
v j M 

toutes ses arêtes ont un coefficient égal à 3 de sorte que toutes 

les arêtes de T ont un coefficient égal à 3 et n'a pas de point 

M 

de ramification distinct de e et de e : mais si e. était un point 

de ramification de r^, e^ appartiendrait à 4 arêtes dans F^ ce qui 

est contradictoire. # 

(7) Si T est une chaîne. T est de type A..B, ou F . 

• Supposons que F^ soit une chaîne, quitte à changer l'ordre des 

sommets on peut supposer que les arêtes sont 
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•Ce4,e2>, ̂ e^, e ^ > < e i 4 , e t> - Alors, ou bien m = 3 pour 

tout j et dans ce cas est de type A^ ou bien il existe i tel 

que m. . = 4 et m. . = 3 pour tout j * i ; si i = 1 ou 1-1 le 

graphe est de type B ; supposons que 2 < i <l-2 et posons: 

u = e + 2e +•....+ ie, 
1 2 i 

v = )e + 4 2e + e 
v+i l-i l 

On a: 

lu» 2 = ( J re r| J 8 B 8 ) = J r 2 - 2 Y r (r+l)/2 

= i 2 - <i-l)i/2 = i(i + l>/2. 

De mime on a: 

«v» 2 = (1-i)<l-i+l>/2. 

De plus: 

(u|v) = i(l-i)(e. |e ) = - | 2.i(l~i>/2 
1 \ ' t + l 

On a donc: 

2i (1-i ) < (i + i> <l-i+l) 

(i-1) C (1-i < 2 

Puisque 2 < i <l-2 on a i-1 > 1 et (l-i)-l > 1 le seul cas 

possible est i = 2 et 1-i = 2 ie 1 = 4, autrement dit T est de 

type F 4- # 

(8) Si T n'est pas une chaîne, T est de type D . E , E ou 

E . 

# Alors possède un unique point de ramification et les arêtes 

te.e> ont toutes un coefficient m. . = 3. Soit e. le point de 
t j * 

ramification de sorte que J (i ) = Ci ,j ,k >. Le graphe T \Ce. > a 
1 1 1 M v 

trois composantes connexes F~̂ , et de type A^, A^ et A^. Les 

arêtes de ces graphes sont: 

r i 2 C V V > ^ V V * - - - - " r - i ' V 

r : {k ,k >, ik ,k > f...,{k ,k > 
a i* 2 ' 2 ' a * * t-i* 1 

On supposera que r > s > t > l e t o n pose: 

u = e. ^ 2e + . + re. 
V t v 
r r - l 1 

v = e + 2e. 4 .......... + se. 
« «-i 1 

w = e 2e ^ +te, 
k k k 

i i - î 1 

de sorte que: 
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Mu» 2 = r<r+l)/2, HvM 2 = s<s+l)/2 et Hw» 2 = t<t+l>/2 

tandis que: 

(u|v) = (v|w) = (u|w) = O. 

Puisque e^ n'appartient pas au sous-espace F de E engendré par u,v 

et w on a: 

d ( e , F ) 2 = 1 - C(e.|u)/lul] 2 - C (e. | v) /Ivl l 2 - C (e. |w)/« 
t t V t 

N I 3 2 

= 1 - r/2<r+l) - s/2(s+l) - t/2(t+l> 

• (-1 + l/(r+l> + l/<s+l> + l/<t+l>>/2 > O 

Puisque r > s > t > l o n a 3/<t+l) > i donc t = 1 donc 

l/(r+l) + l/<s+l> >l/2 d'où 2/(s+l) > 1/2 et s = 1 ou 2. 

Si s = 1 le graphe T est de type D ; supposons que s = 2: on a 

alors l/<r+l> > 1/6 donc r = 2, 3 ou 4. • 
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CHAPITRE VI 

ALGEBRES ENVELOPPANTES 

1« Algèbree enveloppantes. 

Désignons par Jfty^ 1* catégorie des C-algèbres 

associatives unitaires et par Xie^ la catégorie des C-algèbres de 

Lie- On a un foncteur canonique: 

^ € • x u c 

qui, à une algèbre associative unitaire A associe l'algèbre de Lie 

ayant A comme espace vectoriel sous-jacent et dont le crochet est 

donné par Cx,y3 = xy — yx pour tout x,y € A. 

proposition 1,1 

Le foncteur canonique • ***c P o s s * d e u n 

adjoint à gauche: 

U : XUC • J*l»c 

• Soit 9 une algèbre de Lie; on pose: 

tt<9> = T < 9 ) / ^ 

où r<0) est l'algèbre tensorielle de 9 et $ l'idéal de T(Q) 

engendré par les éléments X * Y - Y * X - CX,Y3 avec X,Y e 9 (on a 

identifié 9 avec le sous-espace T 1 (9) de TiQ)) de sorte que l'on a 

une application linéaire canonique: 

s : 9 • «(9) 

telle que: 

*(CX,Y]> = *<X)*(Y> - £<Y)e(X) pour tout X,Y e 9. 

Considérons alors une algèbre associative unitaire A et une 

application linéaire f : 9 • A telle que: 

f(CX,Y3) = f(X)f(Y) - f(Y)f(X) pour tout X,Y e 9; 

il existe alors un homomorphisme d'algèbres associatives 

f : J*(9> • A tel que f |g = f. Puisque f (<?> = C0> on en déduit 

un homomorphisme d'algèbres associatives F : W(9> • A tel 

que = f. Puisque l'algèbre est engendrée par l'image de s 

un tel homomorphisme est unique. • 

En particulier, pour toute représentation 

p : 9 • 9Ï(V) de 9, il existe une unique représentation 

p : %1<Q) • End(V) telle que p = p*e de sorte que l'on a un 
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isomorphisme entre la catégorie de 9-modules et celle des 

U (9)-modules. 

2. Le théorème De Birkhoff-Poincaré-Witt 

proposition 2.1 (Birkhoff-Poincaré-Witt) 

Soient 9 une algèbre de Lie. %(g) son algèbre 

enveloppante et e s 9 • ^¿(9) l'application canonique; 

i) s est injective (ce qui permet d'identifier 9 à son 

image dans U{Q))m 

ii) Soit (X). une base de Q, telle que l'ensemble I 

soit bien ordonné; alors les monômes X. X. n avec n £ O et 
i n 

i < . . . . < i forment une base de £¿(9). 
i n 

• Soit 3 l'ensemble des suites i = ii ......i ) d'éléments de I 
i* ' n 

telles que i^ < .... < i^, n > O; on pose liï) = n. 
Pour i e I e t i e 3 o n écrira i < i si l'on a i < i < . . . . < i 

1 n 
et l'on notera i+i la suite (i.i ......i ) e 3 . 

* 1 n 
Pour i e 3 on pose X. = £(X. )....<£ <X ) et il s'agit de montrer 

1 n 
que u n e base de 9XiQ) . 
1) Une construction préliminaire; 

Soit V « CCT. J. ; on désigne par V le sous-espace de V des v vei d 
polynômes de degré < d et on pose T. = T. ....T. pour tout i e 3 

i n 
de sorte que (T) . ~ est une base de V. 

4, *e3 
On se propose de? construire? une représentation: 

p : 9 • 9Ï<V) 

telle que: 

i) Pour tout polynôme P de degré d et tout i e I on a: 

p(X.)P s T.P (mod V ) 

ii) Pour tout i e 3 et tout i e I tels que i < l on a: 

p(X.)T. = T . 

Il suffit évidemment de définir piX^T^ pour tout i e 3 et tout 

i e I. 

On a nécessairement: 

p(X.)T-k = T. pour tout i e I. 
v KM \ 

Il s'agit de définir p(X)T (d = tii) > 1) sous l'hypothèse de 

récurrence suivante: 
a) p(X)P est défini pour tout X e 9 et tout P e V 

d—i. 
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b) p<X )P est défini tout P € V, et tout j < i. 
j « 

Posons i = i+j de sorte que / e 3 et j < /; alors: 
Fi+i si i < j 

p ( X i ) T i * |p(X.) <p(X )T ) +p([X.,X.])T.si i > j 

On définit ainsi une application linéaire p : g • gt(V). 

Il s'agit de montrer que c'est un homomorphisme d'algèbres de Lie. 

On doit vérifier la propriété: 

*><X,Y,P): p<X)p<Y)P - p<X)p(Y)P = p(CX,Y3)P 

pour X,Y e g et P e V et il suffit de vérifier 5><X.,X.,T.) pour 

tout i,j € I et tout <f e 3. 

i) J><X.,X.,T ) est triviale 

ii) J><X.,X.,T.) «» J»<X.,X.,T .> 

iii) ^(X^X .T^) e 5 t vraie; on peut prendre i > j alors on a: 

p(X.) (p<X.)T/3l) = p(X.)T 

= p(X )p(X )T t t + P<CX , X.DT-

iv) 5>(Xi,X^,T^) est vraie pour i < > ou j < ¿1 

Supposons d'abord que i > j et que j < > de sorte que: 

p(X.) (p(X.)T ) = p<X.MT ) 

= p(X )p(X )T + p(CX.,X 3)T 

De même la propriété est vraie pour j > i et i < ^ et on conclut 

grâce à i) et ii). 

On procède alors par récurrence: soit ^ e 3 tel que tij) = d > 1 

et l'on suppose (hypothèse de récurrence) que 5><X,Y,P) est vraie 

pour tout X,Y e 0 et tout P e V . 
Ci— x 

Il suffit de considérer le cas où J = k + A avec k < A9 k < i, 

k < j. 

On a alors: 

p<X.)T » p(X.) <p<X )T A) 

mais 5><X ,X ,T A) est vraie par hypothèse de récurrence d'où: 
J K TV 

p(X.)T = p(Xt ) (p(X.)TA) + p(CX.,X.3)TA ) J k j A j k A 
or on a : 

pi*.)TA = T . + P avec deg(P) < d 

5><X , X ,T .) est vraie parce que k < j et k < A 
i k j+A 
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^<X , X fP) est vraie par hypothèse de récurrence 

Il en résulte que 5><X., Xt ,p(X.)Tâ) est vraie. 

* k j A 

D'autre part ^(X^, CX^, Xfc J, T^) est vraie par hypothèse de 

récurrence. 

On a alors: 

p<X.)p<X.)T. = p(X.)p(X ) (p(X.)T.) + p<X.)p<EX.,X. 3)T A 

V J ^ V K J TV V J K TV 

- p<X. >p(X. > <p<X.)T A> + p([X.,X ])p(X.)T. 
ÏC v J T v V JC J TV 

+ p<EX.,X. 3>p<X.)T A + p<CX.,CX.,X. 1)T. 
J K v f v V J IC f v 

De nfme on obtient que: 
p(X.)p(X.)T. - p(X )p(X.) <p(X.)T A) + p<CX.,X 3)p(X.)T A 

J V £ JC J 1» f v J IC V T v 

+ p<CX , X 3 > p < X > T A + p<CX.,CX.,X. 3 ) T A 

v K J Tv J v IC T v 

d'où: 
p(X.)p(X.)T. - p(X.)p(X.)T. 

= p<X. )p(X > <p(X.)T A) + p(CX.,X. 3)p(X.)T A 

le v j f v v le j TV 

- p(X, )p<X ) (p(X. )T.) - p(CX.,X, 3)p(X.)T A 

Je j v A ^ y k t A 
+ p<[X.,X,])p(X.)T t + p<CX.,CX.,X, J)T-j k v A v j k A 

- p(CX.,X. 3)p(X.)T A - p(CX.,CX., X ] ) T . 
v Je j TV j v le TV 

En utilisant l'hypothèse de récurrence PiX^X^T^) on a: 

p<X.)p(X.)T. - p(X.)p(X.)T. == p(X m )p(CX. ,X.3)Tâ 

+ p(CX.,CX j fX k3)T A + p(CX j,CX k fX.3)T A 

En appliquant l'identité de Jacobi on trouve que: 

p(X.)p(X.)T. - p(X.)p(X )T. == p(X )p(CX. ,X.])TA - p(X .[X,,X.])TA v j ^ j * ^ k ^ v' j TV ^ k* j A 

Enfin, l'hypothèse de récurrence PiX ,CX., X.19TA) montre que: 

le v j TV 

p<X.)p(X.)T. - p<X.)p<X.)T • p<CX.,X.])p(X, ) T A 

= p(CX.,X.3)T .. 

Ainsi J><X.,X.,T.) est vérifiée. 

2) La famille < X ^ > i e 3 est libre dans «<Q) 

La propriété universelle de l'algèbre enveloppante M<Q) montre 

qu'il existe un unique homorphisme d'algèbre associatives: 

p :«(9> • End c<V) 

tel que p»« = p. 
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Une récurrence immédiate montre que: 

p(X.)T n = T. pour tout i e 3 

de sorte que J c^X^ = 0 + £ C iP ( X ^ ) T 0 ~ 0 J ci Ti 5 5 0 

donc c^ = O pour tout i e 3 . 

3) La famille < x ^ ^ ^ est une base de UiQ). 

L'application £r : 9 • ^(9) est injective. On identifie 9 à son 

image dans . 

Désignons par %i (9) le sous-espace vectoriel de ^(9) engendré par 
n 

les produits Z^, O < r < n, Z^.-.Z^ <E 9, d'au plus n 

éléments de 9. 

et montrons, par récurrence sur n, que U (9) est engendré par les 
n 

tels que tii) < n (c'est trivial pour n = O ) . 

On sait que la famille t * ^ ^ engendre l'algèbre «(9) (puisqu'il 

en est ainsi pour l'algèbre tensorielle T<Q)). 

Considérons alors un mon S me X. . ....X. avec n > 1 et 
t V 

1 n 
i , , i e I. Il existe une permutation a e <5 telle que 
i = (i , , i ) e 3 : mais on a X. - X .....X. e U (9): 

i n 

en effet il suffit de décomposer a en un produit de transpositions 

a » T . . . . . T . où T . (1 < j <n-l) est la tranposition (j,j+1); on 
a alors pour Z Z € 9 : 

1 r» 

z Z - Z z 
T .<i > T .<n> i n 
J J 

= Z..Z Z. ZZ Z - Z ..Z Z.Z. Z. z 
1 J-i j+i J J+2 n i J-i J J+ i J+2 n 

= Z ..Z. CZ ,Z 3Z Z e n (9). • 
1 j-i j+i' j j+2 n n-i ̂  

3 . La filtration canonique de l'algèbre enveloppante. 

Pour tout n>0, soit ^n<9* l e sous-espace vectoriel de 

^(9) engendré par les produits d'au plus n éléments de 9 et 
U (9) « C0> pour n < O. On a: 
n 

U (9) = Cl 
o 

^ ( 9 ) = Cl $ 9 
(9) c « (9) 

n-i n 
U « <9> = «<9> 
n>o 
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U <Q>U (0) c U <©) 
m n m+n 

de sorte que (0)) > est une -filtration de l'algèbre tt(0). 

Le produit de W<0) induit sur l'espace vectoriel 

S*<î*<0>>, somme directe des 2?A.N<^<0>> = U <0)/tt (0), n 2 O, une 

structure d'algèbre telle que: 

Puisque pour X , , X e 9 et a € © on a: 

1 n n 
X .... X - X X <= %C (9) 
oxi> oxn; i n n-i 

on voit que l'algèbre ISiCUiQ)) est commutât i ve. Par suite. il 

existe un unique homomorphisme d'algèbres: 

P ; J*<9> • ^ ( « < 9 > ) 

prolongeant l'inclusion canonique 9 = <^<9> ) • £ 4 ( ^ ( 9 ) ) . 

proposition 3.1 

L'homomorphisme canonique: 

i> ; J^C9) • »4 , (^ (9 ) ) 

est un isomorphisme d'algèbres graduées. 

# Soit (X.). une base de 9 , telle que l'ensemble I soit bien 

ordonné de sorte que les monômes X. X. avec i < .... < i 
l k 

et v + + v < n forment une base de %L ( 9 ) . 
i k n 
Les monômes X 1 X. , calculés dans ^ ( ^ ( 9 ) ) , avec 

i k 
i < . . . . < i. et v + . . . + v = n forment une base de Ç i T i t t i Q ) ) 

1 k 1 k 

et sont les images par f> des mon S mes analogues calculés dans J^<9>. 

or ces derniers forment une base de . )" n (9) . • 

corol laire 1_ 

i) L'algèbre ^ ( 9 ) est intègre 

ii) Si l'algèbre de Lie 9 est de dimension finie, 

l'algèbre est noethérienne. 

• i) <>*<9), donc l$i(%tiQ) ), est intègre. Soient u,v des éléments non 

nuls de tUQ) et m (resp n) le plus petit entier tel que u e %t (9) 
(resp %l ( 9 ) ) de sorte que les images de u et v dans J?t(W(9)) sont 

n 
non nulles de sorte m+n est le plus petit entier tel que 

uv e %C (9) et en particulier uv est non nul. 
m+n 

ii) Supposons 9 de dimension finie; ^ < g ) , donc $1 ( ^ 1 ( 9 ) ) . est 

noethéri en d'après de théorème de la base finie de Hilbert. Soit 3 
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un idéal (à gauche, par exemple) de % ( Q ) ; pour n £ O, posons 

3 = 3 n ̂  (9) de sorte que la somme directe £ M 3 ) des 

S*n<3> = 3 / 3 est un idéal gradué de J?*<^<0)>. Si 3 et 3 sont 

deux idéaux de UiQ) tels que 3 c 3 et S*<3> • S*<3> on a alors 

3 = 3 d e sorte que toute suite croissante (3 ) ̂  d'idéaux de %1<Q) 

est stationnaire. • 

On munit l'espace vectoriel UiQ) G^UiQ) d'une structure 

d'algèbre en posant: 

<u#v)(u'#v') = (uu')^(vv') pour u,u',v,v' € t*<0) 

Le co-produit de $¿(0) est l'unique homomorphisme 

d'algèbres: 

A : ̂ (0) • <U{Q) * c^<0> 

tel que A(X) = Xfcl + IttX pour tout X € 0. Un élément u € UiQ) est 

primitif s'il vérifie la relation: A(u) = u^l + lfcu. 

corollaire 2 

0 est l'ensemble des éléments primitifs u de ?l(0).+ 1) 

Supposons d'abord l'algèbre de Lie 0 abélienne; si i € 1

 e s * u n e 

base de 0, ^<0) = J^<0) s'identifie à l'algèbre de polynômes 

CCX 3 tandis que <^(0) « ^ ( 0 ) s'identifie à CCU..V.3. et l'on 

a, pour tout f € CCX 3 , A<f)<<U.,V>. ) = fMU.+V.). ) de 

sorte que f est primitif si et seulement si: 

f ( (U -«-V ) ) = f < (U ) ) + f ( (V ) ) 
i i i€I i i<EI i v€=I 

ie f est homogène de degré 1. 

2) Revenons au cas général. Posons, pour n > O: 

<<UiQ) * c MiQ))^ = (J ^p<9> * ^ <9>> 
p+ q=n P q 

ce qui munit l'algèbre UiQ) *W(0) d'une filtration et permet de 

considérer l'algèbre graduée associée ^ tl(0>), somme 

directe des espaces: 

S* n<^<0) <*c UiQ)) = <t*<0> «>c ̂ < 0 > W < ^ <0> ^ c ^ ( 0 ) ) ^ 

de sorte que l'on a un isomorphisme: 

$*<tt<Q) * c «(0)) * $*<«<0)> * c S*<«<0>) 

On a: 

A(^(0) ) c (^(0) <&V ^(0)) 

de sorte que A induit un homomorphisme d'algèbres: 

$ 4 < t t<0>> • 3?*<W<0) ) ̂ c ÇiilCiQ)) 
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qui, par l'intermédiaire de 1 ' isomorphisme f> s'identifie au 

coproduit: 

Soit u e U <g) un élément primitif; sa classe 
n 

û e S*n<^<0>> est alors un élément primitif de 3?*<t<<9>> ac .T<9> de 

sorte que u « O si n * 1. On a donc u = O si n = O et u e (9) 

si n > 1 de sorte que u e ^ ( 9 ) ie u = X + s l ^ ^ ; alors 5 = 0 et 

u = X e 9. • 
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CHAPITRE VII 

REPRESENTATIONS DE DIMENSION FINIE 

t- Modules de Verma. 

Considérons une algèbre de Lie semi-simple complexe 9, l) 

une sous-algèbre de Cartan de 9 et * l'ensemble des racires de 9 

relativement à t). 

Soit n = {<*V 1-Si51> un système simple de racines; le 
m 

sous—Z—module Q de t) engendré par $ est libre de base II tandis 

que le sous-Z-module P de t) -formé des X € t) tels que ^*^ a^
 € ^ 

pour tout a e * (il suffit que ^<K) «s Z pour l<i<l) est libre de 

base (A ) ̂  - (où (À ) - - est la base duale de la base 
i l<i<l i i<i<l 

(H.) _ t de t)). On a Q c P. 
V 1<V<1 ^ 

On définit une relation d'ordre sur t) en posant X > p 

si et seulement si X - fj € = J IN c*̂ . 

Un 9-module V est d i agonali sab1e si l'on a la 

décomposition en somme directe: 

411 

X€l) 

où V. = <v e V/ Hv = X(H)v V H <E t)>. On désigne p*r P(V) 

l'ensemble des formes linéaires X e t) telles que * W> (ie 

l'ensemble des poids de V ) . Un vecteur v V^, avec X e F (V), est 

dit isobare de poids <X. 

exemple: La représentation: 

9 — > QliU(Q)) 

X • ad : (u • Xu - uX) 
x 

est diagonalisable. 
# Pour tout X, X' € Q, on a: 

X X ' X -*>X ' 
^(9) -^(9) c ^(9) 

où, pour tout X <s Q: 

UiQ)K = iu <E «(9)/CH,u3 = X(H)u pour tout H € t>>-

Posons # - W 9 ,r > et considérons une base de {I de la 
*• 1 © 

forme: 
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CZ , Z / l<k<s> U W./ l<i<l> 

avec Z e Q , Z « g e t C Z . Z D = H pour l<k<s 

Pour yi,v € W B et a e IN1 on pose: 

v v 
Z (v) = Z 1 Z 8 

a o 
H(c) - H * H, 

Z ifu) = Z Z 

D'après le théorème de Birkhoff-Poincaré-Witt, les éléments: 

Z<u,<y,jjO * Z (i>)H<a>Z^<jj> 

= z 1 z s H 1 H,lZ 1 z • 
-rt -r9 * i r t 

forment une base de î/<9> et l'on a: 

de sorte que: 

XeQ 

Proposition 1,1 

Soit V un Q-module diagonalisable; tout sous-module W de 

V est diagonalisable et l'on a la décomposition en somme directe: 

W = l W n V x 

# Soit v e W; on a v = ) w \ avec v € pour tout X. e 9 . 

Xet) m 

Considérons l'ensemble CX^, - - - -,X^> des X € l) tels que v^ * O; on 

a, pour tout k € W: 

H kv = 7 X (H)kv. <E M pour tout H € t>. 
l < f < r V \ 

On pose, pour H e t): 

A(H) det (X (H) J l) - ^ 

= n <x. (H) - x.(H) ) 
i<i<j<r V J 

Soit H € t) tel que A(H) * = 0; considérons l'inverse (C. .) ̂. 

de la matrice (X. <H) J~ ) ̂ . - de sorte que: 

) C H v = ) X (H) J C v^ 
1 S j S r l S v , j < r v 

= v e W pour 1 < k < r. • 
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Considérons la sous-algèbre de Borel b de & définie par 

le système simple de racines II; on a h = l> m n avec 

« = J 0 a - b>. 

Soit À e t) ; le module de Ver ma M (A) associé à À est le 

g-module: 

M(A) = W < 9 ) * W ( b ) C A 

où C^ est le b-module ayant C comme espace vectoriel sous-jacent 

et tel que, pour tout c € C: 

Hc = A(H)c pour tout H e t) 

n c: ann <C^) -

Proposition 1,2 

Soit v^ = l<mQ) • 1 e M(A), alors: 

i) Vyy est isobare de poids A et engendre M(A) 

i i) n e ann(v^) 

iii) (Z (v)v^) est une base du C-espace vectoriel 

M(A) 

iv) Z_(v>)v^ est isobare de poids 

A -v r - -v y 

v) M(A) est diagonalisable, A est le plus grand 

élément de P<M(A)> et l'on a, pour tout X <~ P<M<A>): 

dim h(AK = 5>(A-X). 

(où, pour X € t) , 5>(\) est le nombre de familles 

u = ii> ) e IN8 telles que X = ) x> v ) . En particulier on a dim 

k l<k<e ¿1 k' k 
M ( A ) A = 1. 
# Le t*(Q) -module M (A) est engendré par est l'on a: 

7 / v f v A si = O 
v O sinon 

H ( c r ) v A = A(H ) 1 A(H) v A 

A i l A 
et pour toute famille à support finie (c ) d'éléments de C, on 

a, puisque (Z <v>))^ est une base du Uih) -module à droite W(Q): 

Y c Z (v>)vA = 0 =* y Z (v) • c = 0 =» c = 0 pour tout u e W 8 

£ v - A L v 

Il en résulte que (Z (v)v A) est une base du C-espace vectoriel 

M(A). 

On a alors, pour tout H -e t): 
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HZ (i^)vA = CH,Z <:^)3vA + Z <v>)HvA 

= i~%> y - r > <H)Z (v)vA + A(H)Z (v)vA 

= (A y - y > <H)Z (v>)vA 

r i » © A 
de sorte que Z (v)v. est de poids A —v> y ...... —v y . 

^ - A ^ i* 1 S 8 
Il reste à calculer ^(O) . Supposons que ^y^y ~ ®* mais on a 

yt = \ n,,a. avec n > O d'où \ n, ,^ = 0 pour l<i<l. S'il 
k t,k v v,k t,k k 

existait k avec v> * O on aurait n. , = 0 pour tout i d'où y% = O 
k t,k k 

ce qui n'est pas possible puisque y^ est une racine et par suite 

5>(0) = 1. • 

Soit A € t) ; un Q-module V est dit à plus grand  

poids A s'il existe un vecteur non nul v « V tel que: 

i) H.v = A(H) v pour tout H e t) (v isobare de poids A) 

ii) n c ann(v) (v est primitif) 

iii) %i(Q) . v = V (v est un générateur du ^(g)-module V ) . 

(le module de Ver ma h (A) est donc à plus grand poids A ) . 

Proposition 1.3 

Soit V un Q-module à plus grand poids A; 

i) pour tout v « V^, il existe un Q—homomorphisme 

uni que. surjectif: 

f : M (A) • V 

tel que f(v^) = v. 

En particulier. V est diagonalisable, A est le plus grand élément 

de P (V), V est de dimension finie pour tout X «ê= P (V) et 
A. 

dim(V A) = 1. 

ii) End 0 / (V) = CI . 

En particulier V est indécomposable, 

e L'application: 

f : C A • V 
o A 

c • cv 

est un %iih) -homomorphi sme, donc se prolonge en un 

%CiQ)-homomorphi sme: 

f s M (A) • V 
tel que f(v A) = v. Puisque v engendre V, f est surjectif et comme 

A 

f(Z (î^)v A) = Z (î )v 

pour tout f est unique. 



Soit T un élément du commutant de V; on a: 

HT<v) = T(Hv) » A(H)T(v) 

de sorte que T(v) = cv. On a alors: 

T(Z_(Wv) = Z (i^)T(v) * cZ <v)v 

de sorte que T est 1'Nomothetic de rapport c. • 

Proposition 1 , 4 

i) L'ensemble des sous-modules de M(A) distincts de 

M(A), possède un plus grand élément M (A). 
max 

ii) Le Q-module quotient L(A) = M (A) /M (A) est simple 
mOX 

à plus grand poids A (on désignera encore par l'image dans L(A) 

du générateur canonique de 11(A)). 

• Soit N un sous-module de M(A); on a: 

N = J (N n M(A) X) 

X<A 

Ainsi N est distinct de M(A) si et seulement si v^ m N de sorte 

que la somme de tous les sous-modules de 11(A), distincts de 11(A) f 

est un sous-module 11 (A) de M(A) distinct de M(A). • 
max 

Proposition 1,5 

Soit V un 9-module à plus grand poids A; les conditions 

suivantes sont équivalentes: 

a) V est simple 

b) tout vecteur primitif de V est de poids A. 

c) L(A). 

Ainsi l'application A • CL(A)3 est une bijection de 

t) sur 1'ensembles de classes à isomorphisme près de g-modules 

simples à plus grand poids. 

# a ) * b) Soit v un vecteur primitif non nul de poids X; on a donc 

X < A; d'autre part tl(9>v = V puisque V est simple de sorte que V 

est à plus haut poids X et l'on a X > A ie X = A. 

b) a) Soit V un sous-module non nul de V; P(V') est majoré par 

A donc possède un élément maximal X; si v e V ' ^ on a 
Xv e V' = iOy pour tout a e * de sorte que v est primitif: on 

X+a + 
a donc v e V A = C v A d'où v A «= V et V = V. 

c) * a) puisque L(A) est simple. 

a) * c) soit v e V^; il existe un unique Q-homomorphisme 

surjectif: 

95 
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f : M (A) • V 

tel que f* V A^ s v" Comme V est simple Ker(f) est un sous-module 

maximal de M ( A ) , donc égal Ii (A), e 
max 

2. Représentations de dimension -finie. 

Pour tout ot « choisissons un élément non nul X de g 

et soit Y l'unique élément de g tel que CX ,Y ] = H ; puisque 
a ^ -a ^ a* a or ^ ^ 

X^ et Y^ sont des éléments nilpotents de 9 on peut considérer 

1'automorphisme de 9 défini par: 

6 = exp(ad v )exp(-adv/ )exp(ad v ) 
OT A T A 

c* a a 

Proposition 2,1 

Pour toute racine a € 1'automorphisme 9^ laisse t) 

stable et l'on a e |t) = r . 

• En effet on a: 
t) = CH * Ker(a) a 

(décomposition orthogonale pour la forme de Cartan—Ki11ing K ) ; 

comme le résultat est trivial lorsque a(H) = 0 , il suffit de 

considérer lecas où H = H . On a alors: 
01 

exp(ad )H = H - 2X 
x ot a ot ot 

exp<-ad ) <H - 2X ) = H -2X -2Y -2H + 2Y = -2X - H 
Y ot ot a a a a ot a a 

a 
exp(ad )<-2X - H ) = -2X - H + 2X = -H . • ^ x ot a a a a a ot 

Un g~module V est intégrable s'il est diagonalisable et 

si les endomorphismes: 

(X ),, : v • X v 
a V ot 

(Y )„ : v • Y v 
ot V ot 

soient localement nilpotents pour ot € on peut alors considérer, 
pour toute racine ot € 1'automorphisme de V défini par: 

e V = exp((X ) )exp(-(Y ) )exp((X ) ) a a v a v a v 

Proposition 2.2 

1) Un g-module diagonalisable V est intégrable si et 

seulement si les endomorphismes (X )„ et (Y ),, sont localement 

nilpotents pour tout ot € n. 

2) Soit V un 9-module intégrable; on a alors, pour tout 

poids A. <= P(V) : 



97 

a \ r <\> c* 
de sorte que l'ensemble des poids P(V) de V est stable par le 

groupe de Weyl W. 

• Tout d'abord, remarquons que si S et T sont deux endomorphismes 

d'un espace vectoriel V avec S localement nilpotent, alors 

ad = L - R est localement nilpotent et l'on a (en appliquant la s s s 
formule du binôme): 

exp(ad s>T = exp(S)Texp(—S) 

Soit a € * tel que les endomorphismes (X ) 1 B et (Y ),, soient 
a V v a V 

localement nilpotents de sorte que 1'automorphisme B de V est 
défini; on a alors, pour tout X € 9: 

V V - i 
(© )X <e ) = a v a 
exp((X ) )exp(-(Y ) )exp((X ) )X exp(-(X ) )exp((Y ) )exp(-(X ) ) 

a v a v a v v a v a v a v 
* exp<ad < x } )exp(-ad ( y } )exp(ad ( X } )X y 

a v a v a v 
== (exp (ad )exp(-ad )exp (ad )X) 

A T A V 
a a a 

= (& (X)) . 
a v 

En particulier, on voit que si est localement 

nilpotent- il en est de même de iB (X)) • 

D'autre part, soient X € P(V) et v € V^; on a donc 

Hv = X(H)v pour tout H e t); si a (H) = O (de sorte que H commute 

avec X et Y ) on a: 
°* a V V V V 

H£ (v) = e (Hv)) = \(H)0 v = r (\)(H)0 v 
a a a a a 

Il reste donc à établir que: 
H e Vv = r (\)(H ) e Vv a ot a a a 

V V 
= -\(H )© v = -e (H v) 

a a a a 
c'est à dire que (puisque V est diagonalisable)s 

(S v) (H ) (e v) = -(H ) a a v a a v 
Or on a, d'après la formule ci-dessus: 

( e v ) (H ) ( e v v ) - 1 = (e (H )) = (r (H )) = - ( H ) . 
a a v a a a v a a v a v 

Ainsi, pour tout \ € P(V): 
V 

S (V. ) = V . a X r <\> a 
En particulier on voit que, pour tout € * on a: 

W = ô r ^ 

Soit alors a e *: on a a = w(cx, ) et w = r. 0 . . . . . 0 r. et 
1 k 

tout Y € 0 s'écrit Y = e o o e (X) avec X e 9 de 
a a a a. 

i v, v 
1 k 
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sorte que si X v est localement nilpotent, Y v l'est aussi. # 

Proposition 2,3 

Soit V un 8t <2,C>-module; les conditions suivantes sont 

équivalentes: 

i) V est intégrable 

ii) V est réunion de sous-modules de dimension 

-finie 

iii) V est somme directe d'une famille de 

Si(2,C)-modules simples de dimension finie. 

# i) =* ii) Dans l'algèbre U<9t(2 fC>) on a les relations: 

CH,X n3 = 2nX n 

CH,Y n3 = -2nY n 

CX,Y n3 = -n (n-1 ) Y n" 1+nY n" 1H 

Il en résulte que pour X e P(V) et v € on a: 

X V Y V V = n ( X ( H ) " h l ~ n ) Y J J * v +
 Y5xvv 

Par suite, le sous-espace de V: 

W = l € Y v X v V 

est un sous-SÏ(2,C)-module de V de dimension finie contenant v, 

ii) •» iii) Soit (L ) une famille maximale de sous—modules 

simples de V telle que la somme = VL. soit directe et 

supposons qu'il existe v € V\V^; il existe donc un sous-module W 

de dimension finie de V tel que v e W et par suite, un sous-module 

simple L de W non contenu dans de sorte que la somme + L est 

directe. On a donc V = V. 
o 

iii) =» i ) Tout module de dimension finie est intégrable. • 

corollaire 

Soit V un 0-module intégrable avec V. de dimension finie 

pour tout X € t) ; on a P(V) c P. 

• Pour tout poids X e P(V) et toute racine c* e *, an a une 

représentation intégrable de 9Ï(2,C): 
! *« * 6 Ï ( 2 ' C ) 8\̂ W 

de sorte que l'ensemble des k € Z tels que X + ka € P(V) est un 

intervalle C-p,qD de Z et p - q = X(H^). • 
Proposition 2.4 
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0 
Soit L ( A ) le 9~module simple de plus grand poids A e t) ; 

les conditions suivantes sont équivalentes: 

a) L ( A ) est integrable 

b) L ( A ) est de dimension finie. 

c) A «s P n C (ie A ( K > €= W pour l<i<l) 

L'application A —* CL (A)3 est une bijection de P n C 

sur l'ensemble des classes à isomorphisme près des Q-modules 

simples de dimension finie. 

• a) b) Soit X € P ( L ( A ) ) ; on a f puisque A > X: 

X = A -- Y m a avec les m. <E W 

Il existe w e W tel que w(a ) = a pour l<i<l avec a € €5 : on 

a, puisque P ( L ( A ) ) est stable par W: 

w(X) ™ A - > n ot avec les n. e W 
V 

de sorte que: 

X — w 1
 ( A ) + } n c* 

i 
et finalement: 

) < m • n ) ex = A w 1
 ( A ) = ) p a 

¿i i i i LA V V 
t V 

On a donc m < p pour 1<I<1 et l'ensemble P ( L ( A ) > est fini; par 

suite L ( A ) est de dimension finie-

b) c) Pour a e soit 8 la sous algèbre de 9 (isomorphe à 

9<(2.€)> engendrée par X et Y ; on a X v A = O et H v A = A ( H )v A 

* ^ r et a a A a A a A 

de sorte que v^ est primitif de poids A ( H ^ ) pour le 8^-module 

L ( A ) ; par suite A ( H ) IN . 
c) =* a) Pour l<i<l, on a, pour tout n>l, la formule: 

X Y nv A ^ n(A(H ) n>1)Y° ^v A. 
1 ï A 1 t A 

avec X = X et Y = Y . 
i a v et i \ 

En l'appliquant à n = A<H>+1, on obtient: 

A <h >+I 

X Y 1 v A - o. 
\ 1 A 

A <h m i 

Comme [X ,Y ] = O pour i * 1, si v Y 1 v A n'était pas nul ce 
j v » A 

serait un élément pr i mi t 1 f de t < A) ce qui n'est pas possible 

(puisqu'il est de poids A ( A ( H >+l)o« >. On a donc 
A<H >+i 

Y v v A = O. 
i A 

Soit Z l'un des éléments X ou Y. de 9; dans IliQ) on a: 
t 1 
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Z a ~- > C (ad a) / 
0 < k < 0 

(on applique la formule ciu binôme à t ad • R ) ; il en résulte 
que pour v = av A <e V (\ e V , a <f ?/<9> ) on a Z a = O pour n assez 

A A À. 
grand. Ainsi X A et Y A sont des endumorphismes localement 

v,L,<A> t,L.<A> 
nilpotents de L(A). # 
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CHAPITRE VIII 

L ISOMORPHISME D'HARISH-CHANDRA 

1. L* isomorphisme canonique de 9-module» entre U(Q) et <^<9>. 

Pour X ̂  9, on désigne par ad^ l'unique dérivation de 

l'algèbre Ш&) (resp <^<9> > telle que ad^Y = CX,Y3 pour tout Y €= 9; 
on munit ainsi l'espace vectoriel IliQ) (resp ^(9)) d'une structure 
de 9-madule. 

proposition 1,1 
Il ex i ste un uni que 9isomorphisme: 

V s ^ < 9 > — * Шц) 
tel que: 

y < X . . . X > — У * . . . X 
n 

pour X ...... X <E 9 et n > O, 
1 n 

# On a un diagramme commutatif: 
T 

r N < 9 > — — * г/ <9> 

I N 

I П 

I n 

P * 
«Tn < 9 > — » S r n < ?/ < 9 > > 

où о et T proviennent de ce que <У*<0> et: sont des quotients 
n n 

de l'algèbre tensoriel1e* n est 1 *homomorphisme canonique de 

V, <9> dans 9*RI<U<9>> - Г* < Я > / ^ <9> 
p : Г<9> * У?**?-/(9) ) 

est 1 ' i somorphi sme canonique ci" algèbre. graduées de 9 dans 

5/1(^(9)) . 
Soit Ъ*п<9> ~ ! ( r n <Q>>; on a la décomposition en somme 

II «T y M 

directe: 
V. <Q) - ?/п<9> Ф W <9> 

et puisque СУ induit une hijection linéaire de T (9) sur (9) , 
1'application 1inéaire: 

П О Т : Tr% ( 9 ) — — - ~ > J?*n<«<9> ) 
n n eym 

est bijective de sorte que l'application linéaire т induit une 
bijection de T n (9) sur ?in<9>. 

eym 
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Finalement, on a le diagramme commutâtif de bijections 

1inéaires: 
T 

T (g) » (g) 
• y m . 

1 
J * n < 9 > - • J ? r n ( « < 9 ) ) 

d'où l'application linéaire bijective: 

y/ : J * n < 0 > • ^ n ( g ) 
n 

telle que: 

V (X ...X ) = JL- 7 X ...X 
n i n n! L OXi> <7<n> 

n 

et le 0-isomorphisme: 

y/ s *>*<9> — * ^(g> 

y(ad (X ...X )) = y( Y (X ...(ad X )...X )) 
^ X 1 n L i X v n 

\ 

= Y — Y X ... (ad X ) . . .X 
£ ni £ a<±> x cy<v> cy<n> 

n 

= - V y y (X ... (ad X ) . . .X ) 

<7<E<5 V 

n 

= — y ad (X ...X ...X ) 

ni L X Cy<l> <7U> <7<n> 

n 

= ad ( - V y ( X ... X ... X ) ) 
n 

= ad <y(X X ) ) . # 
X i n 

2. Invariants dans l'algèbre symétrique. 

Pour tout X e 9 , on désigne par ad^ la restriction à 

# t * * 

J"(0 ) de l'endomorphisme - ( a d

x

) d e < J P ( 9 > > de sorte que J"(0 > est 

muni de la structure de 0-module définie par: 

ad*f (X ,...,X ) == ~y f (X ,..,X ,ad X ,X ,...,X ) 

X 1 n L 1 v-1 X v ' v + i ' n 
pour f € J ^ n ( 0 * ) , X . ..X es Q et n > O . 
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proposition 2«1 

Soit f <e (g ) f les conditions suivantes sont 

équivalentes; 

i ) f <E .r <9 ) y 

ii) f <u(X >,..„,u<X )) = f CX ,...,X ) pour tout 

X , . .. X € 9 et tout u Aut (g) « 

N * 

• Soit f <E <?* <9 ) ; puisque © est engendrée par ses éléments 

ni 1potents* la condition i > équivaut à: 

i 7 » f Cad X ?...,K > + „ .. 4- f C X , . . .,ad X ) = 0 

pour tout X , . „ . X e g et tout élément nilpotent X de 9 tandis 

que, d'après îa définition du groupe Aut^CQ), la condition ii) 

équivaut as 

ii') f Cexp Cad ) (X > , . . . 9exp Cad ) CX >) = f (X ,...,X ) 

pour tout X , «... 9 et tout élément nilpotent X de 9. 

Pour tout t C on a alors: 

f (exp Cad M X >,..., exp Cad ) (X ) ) - fCX , ...,X ) 

« f(exp(tad M X ) , . . . , exp C tad ) CX )) - fCX ,...,X ) 
X i X n i n 

« t (f Cad X f...,X ) -H . . . 4- f (X ,...,ad X )) + o(t). 
X i * y n 1* * X n 

D'autre part on as 

fCexpCad ) CX > « . . .,exp Cad ) CX )) = expCad*)f CX ,...X ) 
X î " X N X i n 

puisque, ad* *® * étant localement nilpotent sur J^Cg) , expCad*^®*) X x 
est i'unique automorphi sine de l'algèbre J^C9) prolongeant 

1'automorphisme expCad®) de 9« L'équivalence des conditions i*) et 
x 

ii') en résulte. # 

L'algèbre symétrique ) Cresp J"Ct) )) s'identifie à 

l'algèbre des fonctions polynomial es de 9 Cresp t)) dans C. 

proposition 2.2 

L 7 homomorphis me de restriction: 

i : <̂|>/*> _ _ _ _ _ _ » <T(t)*) 

indui t un i sorco* nh i sme de (0 ) sur Ĵ C 9 ) 

& Soient f € (9*)® et w « i l existe u e Aut^(9) tel que 

u j t) - comme f *u ~~ f on a que i (f ) «w - iCf). 

Soit f ^ .P<9*>® tel que i (f ) - comme f «u = f pour tout 

u «E Aut <9> on voit que f s'annule sur toute sous-algèbre de 

Cartan de 9 , donc sur i * ensemble des éléments réguliers de 9 qui 
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est dense dans g pour la topologie de Zariski donc f = O., 

Ainsi on a un homomorphisme injectif: 

i : ng*)® • R<l)*) W 

Pour la surjectivité de i, il suffit de montrer que: 

a) X • tr(p(X) n) appartient à *>*n<9*>9 pour toute 

représentation de rang finie p de 9. 

b) les fonctions H • tr(p(H) n), pour p représentation de 

dimension finie de 9 engendrent T <t) ) 

a) Posons g(X ,..,X ) = tr(p(X )...p(X )) de sorte que: 
I N I N 

-(ad g) (X X ) 
X I N 

= Y tr(p(X )...(ad p(X > >.. .p(X ) ) 
Là 1 £XX) v N 
t 

= tr(p(X )...p(X>p(X.)...p(X )) - tr(p(X ) . . .p(X )p(X) . . .p(X )) 
I V N I v N 

= O 

On a donc ad*g = O et g(X, ,X> = tr(p(X) n>. 

b) Les fonctions X n sur t), avec X € P engendrent l'espace 

vectoriel <Tn<t)*). 

Pour tout f € «^(t)*) soit f # = J f O W . Puisque toute orbite de W 

dans P rencontre P n C il en résulte que les fonctions <Â n) avec 

À <s P n C engendrent J"n <t)*> 

Soient A e P O C et l'ensemble des X «E P n C tels que X<A; si 

p^ est la représentation irréductible de dimension finie de 9 de 

plus grand poids A, la fonction H • g(H) = tr<p^(H)n> est 
N # 

combinaison linéaire à coefficients non nuls des (X ) pour les 
— N # 

poids X de p. qui appartiennent à P r» C de sorte que (A ) est 
N # 

combinaison linéaire de g et des (X ) pour X <E E^. On conclut 

alors par récurrence sur Card(E^) que les <A n) avec A e P n C 

sont des combinaisons linéaires de fonctions de la forme 

H • tr(p(H) n). # 

proposition 2 . 3 

Soit J l'idéal de .^(9) engendré par u n , on a: 

FIQ) = .r<t» * J 

et la projection 

j : r(Q} • <T(t)) 

induit un isomorphisme de .J"(g) sur Ĵ (t)) 
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• On a le diagramme commutatif: 
j 

• 1 1 « 
où: 

a : R<9> • FIQ*) 

est 1 ' isomorphisme de 9-modules induit par la -forme de Killing K 

tandis que 

ft : <T(t)> • <>"<*)*> 

est 1'isomorphisme de W-modules induit par la restriction de K à 

t>. 

Soit X € 9; pour tout H € t) on as 

i(a(X))(H) = a(X)(H) 

= K<X,H> 

= K(j(X),H) puisque t) est orthogonal à tt+ è tt 

= fti J (X) ) (H) 

On a donc: 

(i O a)(X) = ift O j)(X) pour tout X € 9, mais i O a et ft © J sont 

des homorphismes d'algèbres d'oui © a = ^? O j. m 

3. L fisomorphisme d'Harish-Chandra. 

On désigne par n un système simple de racines de 9, d'où 

des sous-algèbres u + et u de 9. 

proposition 3,1 

i) On a la décomposition: 

<Ui&) = ICify m in %CiQ) + ^<9>n +> 

ii) 3 = t*<9>u^ n ^<0>° = ttUiQ) n <UiQ)a est un idéal 

bilatère de %liQ)° 

iii) %liQ)° = ^<t)> * 3 

m i) (Z iu9a9fj) est une base de UiQ)n^ et (Z (v,<7,^) est une 

base de njjCiQ). 

ii) %liQ)° est une sous-algèbre de ^(9) contenant Uif)) et: 

Ziu9a9fj) € W ( 9 ) ° «» J v k r k = J M k r k 

Le sous-espace vectoriel 3 de ^<9>° engendré par les 

Ziu9a9fA) avec J iy f c = J Mkrk et J p

k + J *\ * 0 e s t u n 

supplémentaire de %Cit)) dans ^(9)° et l'on a: 

3 = tt<9>n+ n ^(9)° = n UiQ) n W<9>°. # 
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La projection canonique de ^<0)° sur *>"<t)): 

5e : UiQ)° • J"<t>) 

est un homomorphisme d'algèbres. 

On peut identifier Ĵ (l)) à l'algèbre des polynômes sur 

9 , de sorte que pour tout Q-module diagonalisable V on a: 

s v = s(X)v 
v 

tout v € V x et \ e P(V). 

proposition 3 . 2 

Soit V un V. (Q) -module de plus grand poids A e t) ; 

i) il existe un unique homomorphisme d'algèbres: 

* v : ^(0) • € 

tel que Z y V = # v<z)v pour tout z «s &iQ) et tout v e V. 

<# v est le caractère central de V) 

ii) Pour tout z € 3CiQ) on a: 

# v<z) = ar<z) ( A ) . 

# Soit v e V^; on a: 

z = 5f(z) + y u,Z 

de sorte que: 

z vv = flf(z)vv = *r<z ) (A)v. # 

On considère 1 ' automorphisme c de «̂ (t)) tel que 

c(X) = X - p(X) pour tout X € Q. 

proposition 3 . 3 

L'application 

c o gç s ^<0)° > <r<t)) 

induit un isomorphisme d'algèbres de 3T<0) sur .y<t)) indépendant du 

système simple n. 

# • Montrons que. pour tout A tel que A + p e P n C et pour tout 

w € W, M ( w ( A + p ) - p ) est isomorphe à un sous-module de h ( A ) . 
A<H.>+I 

Supposons d'abord w = r̂  et posons v = Y^ v^; on a v * O 

puisque M ( A ) est un ïlin )-module libre de base et on a 

v e M < A ) A A . Mais on a r < A + p ) = A + p - ( A ( H )+l)a de 
V V 

sorte que v *= M < A ) k - Pour j * i- on a EX-Y. 3 = O et 
r.<A+p>-p ' j v 
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X^v^ = 0,d'où X.v = O tandis que pour j = i on a: 

A<H>+± 

X.v = X. ( Y .
 v v A ) 

A<H.>+i A < H > 
= Y . v X.vA - < A ( H.)+1> Y . v (H -A(H.))v A = O 

(on peut supposer A (H) > O puisque le cas A(H ) » -i est 

immédiat). Alors on en conclut que le sous-module de M ( A ) engendré 

par v est isomorphe À M(r ( A+p) -p) ). 

On procède alors par récurrence sur /(w): on a w = r\w' avec 

/(w') < /(w) et w ,~ 1(a. ) € * de sorte que: 

w' ( A+p) ( H . ) = ( A+p) ( H ) > O 
v <ot > 

i 

et M(r.w' (A+p)-p) = M(w (A+p)-p) est isomorphe à un sous-module de 

M(w' (A+p)-p) tandis que, par hypothèse de récurrence M(w' (A+p)-p) 

est isomorphe à un sous-module de M ( A ) . 

1) Pour tout z € ZiQ) on a: 

c * 3?(z) € .T(9>W 

• Pour tout \ € P n C et tout w <s W, M(w(\)-p) est isomorphe à un 

sous—UiQ)-module de M(X-p) de sorte que: 

3C(z) (w(\)-p) = HT(z)(\-p) 

pour tout z € ^(9) (puisque # v<z) = Jf(z) ( A ) lorsque V est à plus 

haut poids A ) . On a donc: 
c o K<zMw<\>> = c o *T(z)(X) 

—- 41 
Mais P n C est dense dans t) pour la topologie de Zariski de sorte 
que: 

c O ar(z) OW = c O gç(z) 

pour tout w € W. On a donc c * Sf(z) € <>"(t)) • • 

2) L*homomorphisme d'algèbres: 

c o se : ^(9) • J*(t))W 

est indépendant du choix d'un système simple de racines U 

• Soit V un Q-module à plus grand poids A € P n C relativement au 

système simple ri; si II' est un autre système simple, on a 

n* = w ( n ) avec w € W est le plus grand poids de V relativement à 

n* est w ( A ) de sorte que l'on a, pour tout z «s Z(Q)z 

* v(z) = 9f(z ) ( A ) = S T(z)(w ( A ) ) 

d'où, pour tout X € P n C + p, puisque p' = w(p): 

c'oST(z)(\) = c' o r ( z ) (w(X) ) 

= ST' (z) (w(X)-p' ) 
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= flf(z) <X-p) 

= c«a?(z) (\> • 

3) L'application: 

c » X s XiQ) • r<Q) W 

est un isomorphisme d'algèbres. 

• La bijection canonique: 

tUQ) > <T<9> 

est un isomorphisme de Q-modules et induit un isomorphisme 

d* algèbres: 

9 : «(g) = ^ ( Q ) 9 » «Mo,) 9 

On a le diagramme (non commutatif): 

y>iQ)Q—j > <r<l))v 

Soit z € ^<Q) n ^ <0); on a donc: 

| v | . | cr | . | , i |Sn 
de sorte que: 

<9(z> s S c S<v,a,^) mod <9> 

d'où: 

i(e<z)) s Y c S(0,a,0) mod r (9) 

M -

= se<z> 

Les filtrat ions canoniques sur ^(9) et sur <T<Q) induisent des 

filtrations sur ^ (9) , J^(9>w et «/'(t)) et les isomorphismes © et i 

sont compatibles avec ses filtrations donc induisent des 

i somorphi smes: 

Gr(i o e) : Br<^<9)) • Gr ( r<t))) W 

Or on a : 

Gr(i o 0) = Gr(*r> = Gr(coSlf) 

donc c©flf est un isomorphisme. • # 
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proposition 3.4 

Pour tout X « t) , soit * x le caractère central du module 

de Verma M < \ > ; 

i) L'application: 

T>* • narciZ(Q> ,€> 

X > * x 

est surjective 

ii) on a, pour X,p e t) s 

X* = X,. W<X+p) = W<^+p) 

# i) Puisque l'algèbre <T<t» est entière sur J"<£) W tout 

homomorphisme Ç : .)"<t)) • C se prolonge en un homomorphisme 

Ç : Ĵ (t)) • C de sorte qu'il existe X e t) tel que Ç (s) = s(X) 

pour tout s € soit * « Horçi&iQ) , C ) , il existe X € t) tel 

que: 

*<z) = ic:*X) (z) (X) 

= flf<z) <X-p) 

= * x <Z> 
X-p 

pour tout z e J£(Q). 
ii) Soient X,̂ i e ç tels que ~ X ï on a alors pour tout 

X (J 

z e ^(Q) : 
< (COFLF) <z) ) (X+p) = <ar<z))(X) 

= * M<z) = <*<z)) <a*) 

= ( ( C O S F ) (z) ) <^+p) 

Il en résulte que les homomorphismes Ç : s • s(X+p) et 
w 

f : s • s(u+p) de .^(9) dans C coïncident sur ^(9) d'où 
le résultat. # 

Posons, pour X e t)*, D M A ) = DCA) n <W(A+p)-p). 

proposition 3,5 

Soit V un 9-module à plus grand poids A e t)*; 

i) tout sous-quotient simple de V est de la forme 

L(X) avec X e D'(A). 

ii) V est de longueur finie. 

• i) Soient N et N' des saus-9-modules de V tels que N' c N avec 

N/N' simple;on a la décomposition en somme directe: 
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de sorte que P(N/N'> c P(V) et par suite P(N/N'> possède un 

élément maximal \ < A de sorte que tout v e <N/N')^\CO> est 

primitif; ainsi N/N' est isomorphe à L(X) et l'on a x^ ==: Xj^> 

ii) L'algèbre ZtiQ) est noethérienne. Comme le Q-module V est de 

type fini, il est noethérien donc tout sous-module N de V contient 

un sous—module N' tel que le quotient N/N' soit simple. 

Si V n'était pas de longueur finie il existerait donc une 

suite infinie décroissante (N ) de sous-modules de V telle chaque 

sous—quotient N./N. soit simple de sorte qu'une infinité de ces 
t, v+l 

quotients seraient isomorphes entre eux ce qui contredirait le 

fait que tous les poids de? V sont de multiplicité finie. • 
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CHAPITRE IX 

LA FORMULE DES CARACTERES DE WEYL 

1. Lm groupa de Qrothendieck d n Q-modules dm dimension -fini». 

On désigne par Z<t) > le groupe abélien des applications 

-f de t)* dans Z dont le support est contenu dans une réunion -finie 

de parties de t) de la -forme DCA) = tX e t) / X < A}. Pour 

f,g e Z<t)*>, on pose: 

(fg) (X) = J f(/u)g(X-/u) 

0 0 

pour tout X <E t) de sorte que Z<t) > est muni d'une structure 

d'anneau commutâtif et unitaire. 
X 

Pour chaque X e t) , on note e l'application 

fj • 6. ; c'est un élément de Z<t) > (on notera 

symboliquement J f (X)« X l'élément i de Z<1)*». On a « ^ V = 
41 4* 

pour X , / L I € t) de sorte que le sous-groupe de Z<t) > engendré par 

les e pour X e t) (resp pour X e P) est un sous-anneau Z<t) > 
0 

isomorphe à Ztt) 3 (resp à ZCP3). 

Proposition 1.1 

Soit p la demi-somme des racines positives; on a: 

£> = e p f] (1 - e~ a) € ZCP3 
4-

0 
De plus Z> est inversible dans Z<t) > et l'on a: 

3D"1 = e" p( J ^>(r)e""r). 

y<=Q 
4* 

(où, pour ^ € t) , 5>(^) est le nombre de familles 

^ * ( *V i : < k < s

 €
 W° telles que y = J£ i y k avec 3 + = t^, *^B

})-
• Pour l<i<l, ^ t<p) = p - a, de sorte que: 

r. (p) (H. ) = p(r. (H. ) ) = -p(H. ) 

= p(H. ) - a. (H.) = p(H. ) - 2 
t V V t 

0 
d'où P<H) = 1. D'autre part, on a, dans Z<t) >: 
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l P<r>*~r - Il (1 + •-01 + .-20* + ) 

+ 

Un 9-module V possède un caractère s'il vérifie les 

conditions: 

i) V est diagonalisable 

ii) est de dimension finie pour tout X e t) 

iii) P(V) est contenu dans la réunion d'un nombre fini 

d'ensembles de la forme D(À) avec A e t)*. 

Le caractère de V est alors défini par: 

ch(V) = J dim(V x)e
X e Z<t)*> 

Proposition 1,2 

Soit A e t) , le module de Ver ma MCA) possède un caractère et 

l'on a: 
A+p 

ch(M(A) « -5 

• Posons * = {}',.....,}'}; pour chaque k, 1 < k < s, soit Z_ 

un élément non nul de 9 de sorte, pour tout X < A, les 
~rk 

vecteurs: 

Z (v)vA = Z
 1 Z 8 v A 

A -y -Y A 
tels que ) ^k^k = ^ "~ ̂  forment une base de M(A)^, On a donc: 

l<k<e 

ch(M(A)) = J PiA - X)e X = e A( J JP<r)e~ r). # 
X<A r&Q 

Le groupe de Weyl W opère sur l'anneau Z<t) > en posant 

w.e^ = e v <^ } pour w e W et X e t)*- Les sous-anneaux Ztt)*l et ZCP3 

sont stables pour cette action. 
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Proposition 1.3 

i) On a, pour tout w «E W: 

w.£> = * <w)E> 

(où on pose £(w) = det(w)). 
A v 

ii) (S(e ^y^,-^ est une base du Z-module ZCP3 

(avec S(e^) = J #

v <*> p o u r tout A. € P) 
v € V 

• i) Il suffit de vérifier cette relation pour w = r., 1 < i < 1. 

On a: 

r .£) = r . (e p fi (1 - e~ a) ) 

V t 

+ 

P~a. a. _ -r.<oo 
= e \ l - • l) Il <1 - • v ) 

• v 
= £<r.)X) 

v 
puisque f^XCcO est stable par n et que sir Ì = -1-

ii) Si f = ) n^e e ZCP3 , on a = n^ pour tout A e P et tout 

AeP 
w e W; de plus toute orbite de W dans P rencontre P n C en un 

V A 
unique point de sorte que f = } n^S(e ). • 

A*=pnc 

Désignons par X(©) le groupe de Grothendieck de la 

catégorie des Q-modules de dimension finie; le produit tensoriel 

défini par X(u <6> v) = (Xu) # v + u # (Xv) pour X € g, u e V et 

v e M induit sur JliQ) une structure d'anneau commutatif (et 

unitaire). 

Proposition 1.4 

i) L'application 

X(0) • ZCP3 W 

CV3 • ch(V) 

est un i somorphi sme d'anneaux. 

ii) L'homorphisme d'anneaux 

<p s ZET f... fT 3 • Jt(0) 

tel que <p(T. ) = EL(A. )3 pour l<i<l est un isomorphisme. 

# Si V est un Q-module de dimension finie on a ch(V) e ZEP3. 

Puisque l'on a dim(V . ) = dim(V. ) pour tout A e P et tout w e W 
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on a: 

w(ch(V>> = J dim(V x)e
w ( X ) = J dim(V w-i ( X )>e

X = ch(V). 

Considérons deux modules V et V de dimension finie tels que: 

ch(V) = ch(V') 

et montrons par récurrence sur dim(V) = dim(V) que V et V* sont 

isomorphes. On peut naturellement supposer que V et V sont non 

nuls. Soient X un élément maximal de P(V) = P(V') et v (resp v*) 

un vecteur non nul de (resp V^>; W = t*(0)v (resp W* = W(0)v') 

est un sous-module de V (resp de V*) à plus grand poids X. Comme 

et W* sont des 0-modules indécomposables et semi-simples, ils 

sont donc simples et isomorphes (à L(X)) donc ch(W^) = ch(WM. Or 

on a V = W e W (resp V = W e W ) de sorte que l'on a 
1 2 R 2 2 ^ 

ch(W^) = ch(WM; mais et IAT sont isomorphes d'après l'hypothèse 

de récurrence donc, finalement, V et V sont isomorphes. 

Ainsi l'application CVD • ch(V) est un homomorphisme 
v 

injectif d'anneaux de Jt(0) dans ZCP3 . 
v 

Montrons que (ch(L(Â))^^^ est une base de ZCP3 . On sait 

que ^ S * 1 8 ^ * * / ^ , ^ e s * u n e b a s e d u Z-module ZCP 3 W et que l'on a: 

ch(L(À)> = S(e A) + J n xS(e
X) 

X<Â, XepOc 

pour tout A #= P n C ( i e S ( e ) est le plus grand terme de ch(L(A)). 

De plus, toute partie non vide de P n C contient un élément 

minimal (en effet l'ensemble des X « P n C tels que X < A est fini 

pour tout A € P n C : cet ensemble est discret et borné puisque 

l'on a (A-X|X) > O et (A-X|A) > O d'où HXH 2 < (A|X) < HAH 2) . 

Pour toute partie E de P n C, soit I_ le sous-Z-module de 
v A -

I = ZCP3 de base (S(e > > A € E ? l'ensemble des parties E de P n C 
telles que: 

i ) A e E e t X € = D ( A ) n P n C * X <E E 

ii) (ch(L(A))^^. est une base de 1^ 

est inductif et possède donc un élément maximal E. Supposons que 

E * P r> C et soit X un élément minimal de P n C \ E. Alors E u {X> 

est une partie de P n C vérifiant i) et ii) ce qui contredit la 

maximalité de E. 
v 

Ainsi (ch (L(A) > A € p n £ ®
s t u n e base de ZCP3 ; d'autre part 

( C L ( A 3 ) ^ € p ^ est un système générateur du Z-module ^t(Q) (d'après 
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le théorème de semi-simplicité de Weyl puisque l'application 

A • CL(A)3 est une bijection de P n C sur l'ensemble des 

classes à isomorphisme près de g-modules simples de dimension 

finie). Il en résulte que <CL(A3) A e p n£ est une base de Jt<g) et que 

CV3 • ch(V) est un isomorphisme de ^l<g) sur ZCP3 W. 

A 

Puisque, pour tout i, l<i<l, S(e v) est le plus grand terme 

de ch(L(A. )), on voit que, pour toute famille (n ) ̂  _ e W 1, e 

est le plus grand terme de chi<f>iT^ ...T ) , avec 

A = J n i \ € P n C " 0 n conclut comme précédemment que 
t 

n rv 
i l W 

<ch(#(T ...T )) «.i est une base de ZCP3 donc que <p est 
i n <n> _... <=(N M 

t 1<V<1 
un i somorph i sme. # 

2« La formule des caractères de Weyl. 

Proposition 2.1 (formule des caractères de Weyl) 

Soit A e P n C; on a: 

V . . w(A+p) 
y £:(w)e ^ 

ch(L(A) ) = — ^ 

£> 

m Pour A e P n C, l'application: 

W • D' (A) 

w • w(A+p)—p 

est bijective, où D M A ) = D(A) n (W(A+p)-p). L'application est 

surjective et si w<A+p) = A+p, puisque A+p € C et que W opère 

simplement dans l'ensemble des chambres de Weyl on a w = 1. 

Pour tout X e D M A ) , le module de Verma M(X) est de longueur 

finie et les sous-quotient s simples de M(X) sont de la forme Lifu) 

avec y e D' (X) de sorte que l'on a: 

ch(M(X)) = J n^ch<L<M)) 

/LMED' (X) 

avec n e IN, u € D M A ) et n % = 1. Il en résulte que: 

ch(L(A)) = ) k xch(M(X)) 

X<sD' (A) 
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avec € Z et k A = *" 

En multipliant cette égalité par £> on obtient: 

3D ch<L(A>> = J k x 3D ch(M<\>> 

\eD'(A) 

X«D'<A> 

avec € Z pour tout w € W. Or on a pour tout w* e W: 

w<£» = eiviy )X> 

w'(ch(L(A))) = ch(L(A)) 

d'où: 

k _ = £<¥*9)k pour tout W , W * € M. 

On a donc: 

3D ch(L(A)> = k J £:(w)e W < A" ," p ) 

W€W . 

avec k e Z et comme le coefficient de e dans D ch(L(A)) est 

égal à 1 on a finalement k = 1. # 

corollaire 1^ (formule du dénominateur de Weyl). 

On a: 

3D = 2e(p)e
W(p> 

# C'est le cas particulier A = O de la formule des caractères. # 

corollaire 2 

Pour tout A € P n C, on a: 

dim(L(A)) = H <**p|a) 

+ 

• Pour \ e t) posons: 

J(e X) = J ^(w)e W < X > € ZCT3 

w^W 
et pour tout € P soit: 

f : 2CP3 • [RECTI] 

1 * uni que homomorphi sme d * anneaux tel que 

f^(e X) = exp<(X|m>T> 
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On a alors: 

f^<J(eX>> = J ¿p(w)exp<w(X) |^) = J s Ы ) exp (X I*/"1 ifu) ) =f x<J<e M>> 

Il en résulte que: 
fp<J<eN> = F X ( : E > ) = ( G X P ( X | P ) T ) П <1 - exp<-<X|c*>T> 

•f 

= t n П < X | « > + T N + 1h 

avec N = Card<$ ) et h € RCCT3 3. 
+ 

Il résulte de la formule des caractères de Weyl que: 
П <A+p|«) = f (ch(L(A)) П <X|ot> + Th(T) 

P 

et dim<L(A)) est le terme constant de la série f (ch<L(A)). # 
P 
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CHAPITRE X 

GROUPE ASSOCIE A UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE 

1- Groupe associé à une algèbre de Lie semi-simple complexe. 

Considérons une algèbre de Lie semi-simple complexe 9, t) 

une sous-algèbre de Cartan et $ l'ensemble des racines de 9 

relativement à t). 

Proposition 1,1 

1) Il existe un groupe G et une application: 

exp : U 9 • G 

uniques à un isomorphisme près, tels que: 

i) exp( U 9 > engendre G 

ii) pour toute représentation p' : 9 • 9Ï(V) 

de 9 dans un espace vectoriel de dimension finie V, il existe un 

représentation (nécessairement unique) p : G GL(V) de G dans 

V telle que: 

p(exp(X)) = exp(p'(X)) 

pour tout a e $ et tout X e 9^. 

iii) si g ^ G est tel que p(g) = id^ pour toute 

représentation p' : 9 • 9Ï(V) de 9' dans un espace vectoriel 

de dimension finie V on a g = e. 

2) Soient p* et p' deux représentations de dimension 
i 2 

finie de 9, p^ et p^ les représentations associées de G; alors 

p^ e p z (resp p^ # p^) est la représentation associée à p^ e p* 

(resp p* # p ^ ) . 

3 ) Soit n un système simple de racines; la 

r epr ésent at i on : 

p : G • GL(V) 

associée à la somme directe des représentations fondamentales: 
Py : 9 • 0Ï<V) 

est fidèle. 

• Soit T (9) la somme (dans la catégorie des groupes) de la 

famille des groupes additifs * Ô a * a € $
 e t pour tout a € S, soit 

le morphisme canonique; toute représentation de 9 dans un C-espace 
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vectoriel de dimension -finie: 

p" : 9 • 9*<V> 

définit un homomorphisme 

P * : R*(Q) > GL(V) 

tel que P © j (X) = exp <P' (X)) pour tout a e $ et tout a e g . 
* a a 

Soit N (Q) l'intersection des noyaux de ces homomorphismes; alors 

S = R*<0)/ N*(g) et si p : R*(g) • G est 1'homomorphisme 

canonique on pose, pour tout ex e $ et tout X e g^: 

exp(X) = p O j. (X). 
a 

Soient N un système simple de racines, (À ) < t < la famille 

de poids fondamentaux relativement à N , P ' : Q • 0Ï(V) la 

somme directe des représentations irréductibles de plus grand 

poids A t, P^ : Q • gKLCAJ) et P : G • GL(V) la 

représentation associée à P ' ; si P<g) = e avec g e G on a 

P. (g) = e pour :t<i<l et comme toute représentation de dimension 

finie est une somme directe de produits tensoriels des 

représentations P^, l<i<l on a g = e. 

Ainsi P induit un isomorphisme de G sur le sous-groupe de 

6L(V) engendré par les exp(P'(X)) = P(exp(X)), X e U 9 d'où 
ote$ 

l'unicité de G à un isomorphisme près. • 

Proposition 1.2 

Soient G le groupe associé à l'algèbre de Lie 9 et 

Ad : G • GL<9> la représentation de G associée à la 

représentation adjointe ad : 9 • gt<9> de 9; 

i) pour toute représentation P ' : 9 • 9Ï(V) de 

9 dans un espace vectoriel de dimension finie V, on a, pour tout 

g e G et tout X e 9: 

P'(Ad(g)X) = P(g ) P ' (X )P(g)~ 1 

ii) Pour tout g e G, Ad(g) est un homomorphisme 

d'algèbres de Lie. 

iii) Le noyau de Ad est égal au centre ZiB) du 

groupe G. 

# Notons que si S et T sont deux endomorphismes d'un espace 

vectoriel V de dimension finie avec S nilpotent, alors 

ad = L - R est nilpotent et l'on a (en appliquant la formule du 
s s s 

binôme): 
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exp(ad w)T = exp(S)Texp(-S) 

de sorte que pour X « 9 et Z e U 9 on a: 

p'(Ad(exp(Z))X) = p'(exp(ad z)X) 

= exp(ad , p'(X)) 
p* <zr 

= exp(p' (Z) )p'(X)exp(p'(Z) ) " 1 

= p(exp(Z) )p' (X)p(exp(Z) ) " i 

d'où le résultat puisque G est engendré par exp( U 9 ) . 

Pour X,Y e 9 et g e G on a: 

p'<Ad(g>CX,Yl> = p(g)p'(CX,Yl)p(g)" 1 

= Cp<g)p' <X)p(g)"1,p(g)p' (Y)p(g)"13 

= CpMAd(g)X) ,p' <Ad(g)Y) 1 

= p' (Ad(g)X,Ad(g)YD 

pour toute représentation p' : 9 • 9 l(V). 

Enfin, pour g e Ker(Ad) on a pour tout X e U 9 et toute 

représentation p': 

p(g)p'(X) = p'(X)p(g) 

de sorte que: 

p(g)exp(p' (X)> = exp(p'(X))p<g) 

d'où: 

p(gexp(X)) = p(exp(X)g) 

ie g € ZiG). 

Réciproquement si g € C(G), on a: 

exp(p'(X)) = p(g)exp(p'(X))p(g)" 1 

= exp(p(g)p' (X)p(g)"1) 

= exp(p'(Ad(g)X)) 

pour tout X € U 9 et toute représentation p'- Comme p'(X) est 

nilpotent, il en est de même de p'(Ad(g)X) de sorte que: 

p' (X) = p' (Ad(g)X) 

et finalement g «s Ker(Ad). • 

remarque 

Soient g € G et <x « $ tels qu'il existe ft e S vérifiant: 

Ad<g>9 a = 

alors on a, pour tout X € 9^: 

exp(Ad(g)X) = gexp(X)g"i 

• Pour toute représentation p' : 9 • 9l(V) de 9 dans un 
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espace vectoriel de dimension finie V,on a: 

p<exp(Ad(g)X) = exp<p'(Ad(g)X)) 

= p(g)exp ( p ' (X) ) p(g)~* 

= p(gexp (X) g"1) # 

2. Les sous-groupes SL(2,C) associés aux racines. 

Pour tout ot € on désigne par G^ le sous-groupe de G 

engendré par exp(9^ u Ô > • 

Proposition 2 .1 

i) Pour tout ot € $ et tout X «E a \{0>, il existe 

un unique homomorphisme de groupes: 

p : SL(2,C) • G 

tel que, pour tout s € C: 

p (x(s)) = exp(sX) a,x 

(y (s) ) = exp (sY) 

où Y l'unique élément de 9 tel que C X, Y J = H ; 

ii) Pour tout t e C on a: 

FA bl F A T B L 

^a,ix (c dl J ôt,x ̂ -*c 

pour tout g = ^ bJ e SL(2,€). 

iii) Pour tout (3 e tout X' e g^\{0> et tout 
g € SL(2,C) on a Ad (q ) (0^> = 9 ^ et: 

* a,x ^ f t r <f?> 
p ^ , ( 9 ) = q *p n (g)q 
r (/?>,AD<Q KX') \a,x 7?,x- ôt,x 
OC Ot,x 

où q = exp(X)exp(-Y)exp(X). 
ct,x 

iv) Pour tout a € f et tout X € 9 \{0> 
a 

f> : SL(2,C) • G 
a,x 

induit un isomorphisme de SL(2,C) sur G^. 

De plus, 1'homomorphisme (injectif): 

C • G 
H 

t • t a = p (h(t)) 

a,x 

ne dépend pas du choix de l'élément X € 9^\£0> et l'on a, pour 

toute représentation de dimension finie: 
p ' : 9 > 9<<V) 

pour tout v <s et tout \ <s P(V): 
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H \ < H > a. ol 
pit ) V = t V 

v) Pour <*,ft « S, X « Q ^ " » et X" « Ô^\«» on a: 

fa "eu" 1 * t b 

pour tout g = <E SL ( 2,C). 

• i) On pose, pour tout s € C: 

x (s) = exp(sX) a,x 
y (s) = exp(sY) 

m ax 
et, pour t € C 

q (t) = x (t)y (~t~1)x (t) a,x a,x a,x a,x 

h (t) = q (t)q (l)" 1 

a,x a,x c*,x 

Alors les relations suivantes sont vérifiées: 

x (s+t) = x (s)x (t) a,x cx,x a,x 

q (t)x (s)q (t)" 1 = y <-st~2) 
a,x a,x ot,x a,x 

h (st) = h (s)h (t) ct,x ot,x a,x 

Soit p' : Q • 0Ï(V) une représentation de dimension 

finie de Q et p : G • GL(V) la représentation de G 

associée; on a donc: 

p(x^ x(s)) = exp(sp'(X>) 

p<y a x<s)> = exp(spMY)) 

Soit d'autre part 8 = CX e CH e CY la sous-algèbre de Q 

engendrée par X et Y; 8^ est isomorphe à 8 l (2 ,C) d'où une 

représentation: 

p ' : 8Ï(2,C) • Ql(V) 

qui a pour homomorphisme associé une représentation: 

p : SL (2,C) • GL(V) 

telle que: 

p (x(s)) = exp <sp' <X>) a,x 
P a x<y<s)> = exp(spMY)) 

et l'on a alors: 

p <q(t)> = p(q (t)) a,x ot,x 
p (h(t)) = p(h <t)) 

Par suite, grâce à la définition par générateurs et 
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relations du groupe SL<2,C) on en conclut qu'il existe un unique 
homomorphi soie de groupes 

P : SL<2,C) • G 
tel que, pour tout s € C: 

p < X < S ) > = X (s) cx,x a,x 
p (y (s) ) = y (s) a,x 7 7ot,x 

On a encore: 
p <q(t>> = q (t) oc,x a,x 
p (h(t)) = h it) ^ot,x a,x 

ii) Puisque les deux membres sont des homomorphismes de 
SL(2,C) dans G il suffit de montrer l'égalité pour g = x(s) ou 
y (s) : 

p (x(ts))= p (x(s)) <x,x c*,tx 

P (y(t~is))= p (y (s)) <x,x 7 a,tx 7 

Puisque 9 est de dimension 1, on voit que 1'homomorphisme: 
H 

t • t a = p <h<t>> 
a,x 

ne dépend pas du choix de X € 9^\{0> et l'on 

a: 
H pit a)v = pip (h(t)))v a,x 

= p(h (t))v a,x 

= p (h(t))v a,x 
\ < H > 

= t v 
iii) Posons: 

q = q (1) 
a,x a,x 

on a alors: Ad(q ) = Ad(exp(X)exp(-Y)exp(X)> cx,x 
== exp(ad^)exp<-ady)exp(ad^) 

= e 
a,x 

On sait que & It) = r et que © <9^> = = 9 A pour toute racine ^ a ,x 1 ^ c* a,x 

a € S. 
On a alors, pour tout g € SL(2,C) et tout X' € 9^ 
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% < ^ , e a x < x ' > < g ) = V x % ^ } < x 

Il suffit encore de démontrer cette égalité pour g = x(s) ou y(s). 

P r>.& <x(s>> = exp(s£ (X')) r </?>,© <x-> ^ a,x 

= exp(Ad(q )<sX')> a,x 

= q expJsXMq" 1 

a,x a,x 

= q f>0 (x(s))q - 1 

et de m@me pour y(s) puisque l'on a: 

ce <x ' ) , e < Y ' ) D = e < c x ' Y'3> 
ct,x ' ot,x a,x ' 

= 6> <H0> = r <H 0) = H . 
ot,x & ft Tcx^ 

iv) Soient n » / l<i<l> un système simple de racines et 

( X ^ ) ^ ^ une famille d'éléments non nuls de Q avec X̂  #= ; on 
i 

pose = f>̂  . Il suffit de démontrer que: 
i' i 

Pi : SL(2,C) • G 

est injectif pour l<i<l. 

Soit A . e t) défini par A . (H.) = 6. .: le Q-module L < A . ) est de 

dimension finie et l'on a: 
H. A . < H > 

(-1) v-v A = (-1) x v v A = -v A A A. A. 

de sorte que h(-l) «r KerC^). Or Ker (f.) est un sous-groupe 

distingué de SL(2,C) donc égal à SL(2,€) ou contenu dans son 

centre; il en résulte que est in jectif. 

v) Il suffit de démontrer l'égalité pour g = x (s) ou yn ,<s>-

Il vient 9 pour tout Q-module de dimension finie V, X e P(V) et 

v e V^: 
H H -1 H - \ < H > 

t a x r t (s) (t a ) v = t a x^ (s) (t a v ) 

- \ < H > H 

= t t x^ (s) (v) 

- \ < H > H _ k 

- \ < H > k \ < H >+k/?<H > 

= T A | A ° V K V 

\ < H > 

= x 0 (t a s > 

et de m@me pour g = yn • 
f x 
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remarqué 

Pour tout a « S. on a G = G ; pour X € û \{0>« soit Y 

l'unique élément de 0 tel que LX,Y3 = H ; on a alors B (X) = -Y 
oc ot xi 

de sorte que l'on a: 
fa b"| = fa -b"| ( } -i 

^ -a ,Y (c d J ̂ «,x ĉx,x |̂ -c d J ^a,x 

Pour tout a «E $, on désigne par l'image de 

1'homomorphisme in jectif: 

C* — • G 
H 

t —-> t 

par N le normal isateur de T dans G et on pose M = N \T . 
ot a a a a a 

(on a T = T et par suite IM = N et M = M > 
-ex a -a a -a a 

Puisque 1'on a q (t) = q (st ) , l'application: 
a,sx a,x 

0 \CO> — — M 
a a 
X _ • q 

cx.x 
est une bijection et l'on a, pour a,/? € $ et X € 0^\CO> : 

M = q T 
a a,x a 

H ^ = q M 0 <q >~\ 
r

a<f?> a,x fi a,x 
On a encore une bijection: 

0 \C0> — — — ~ + M 
-oc a 
y q 

-a, Y 

et si Y € 0 \{0> l'unique élément tel que CX,Y1 = H , on a: 
q = q ~ (q ) ~1 

-a, Y cx,~x cx,x 

On désigne encore par T le sous-groupe de G engendré par 

{T^ / a € 1} et par N le sous—groupe engendré par <!N̂  / a e $>. 

D'autre part , étant donné un système simple de racines 

N = ta / l<i<l>, pour chaque i <E 11,...1), on choisit X un 
i i 

él ément non nul de 0^ et on désigne par Ŷ  1 ' uni que élément de 
i 

0 tel que LX ,Y 3 = H.; on pose f> = <p , q = q et 
-CX. v v v t CX ,X v d ,x 

v i i i i 

v a,x 
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Proposition 2.2 

1) L'application: 

(C*) 1 > T 
H. 

( T - > < • < . *• N T . V 

est un isoiitorphisme de groupes. 

2) Soit W le sous-groupe de G engendré par ^ T * ^ ^ E *" 

T le sous-groupe de W engendré par (q 2)^ < f alors: 

i) W est défini par les relations: 

2 - 1 2 - 2 A . 
Q J Q I Q J = Q T Q J L ' J 

q q q . . . = q q q ... (m. termes) 
I J I J V J V,J 

où m est l'ordre de r r dans le groupe de Weyl W. 

ii) T est un sous—groupe distingué de W; il est 

égal à l'ensemble des éléments d'ordre < 2 de T et est isomorphe à 

(Z/2Z) 1. 

iii) La représentation adjointe induit un 

isomorphisme de groupes: 

rr : W / f • W 

qf • Ad(q)|t) 

3 ) Le groupe N est engendré par les sous-groupes T et W, 

normalise H et la représentation adjointe induit un isomorphisme 

de groupes: 

rr : N / T • W 

nT — • Ad(n) \ t) 

# 1 ) Puisque pour tout Q-module de dimension finie V, tout v e 

et tout X <= P(V) on a: 
H X<H > 

pit ) v = t v 

on voit que le groupe T est abélien et que, pour l<j^l et toute 

racine c* € $: 
H H -a.<H > H. 

t v00
 = t a <t J a > J 

d'où il résulte, par récurrence sur la longueur des éléments de W, 

compte tenu de ce que * = W< n ) , que l'application: 
H. 

(t ) • n t v 

H. 

est surjective. Enfin , si l'on a j] t. = e, on voit que: 
i < I < l v 
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A.<H. > 

nV ^ A = v A l<j<l 
i < v < l j j 

où (A.) - _ est la base de P duale de la base (H) - _ de Q ; on 

a donc t. = 1 pour l<i<l. 
H. 

2) On a q. = ( - 1 ) v de sorte que: 
V A. . 

[ O (-1) V'J"Ï 

A. . 

= p.i (-1) t , J q(l) ) 

1-2A . 1-2A . 

= *>.<q(l) V'J) = q. V'J 

Posons: q = q q q . - - (m. termes) 
i j i I.,J 

q* = q q q . - . (m termes) 
j i J 

et k = j si m est pair ou k = i sinon de sorte que 

q' = q. q q""1. Puisque nia.) = r , nia) = r. et que m. . est 

l'ordre de r.r. dans W on a rr(q) = rc(q') et r. = rc(q) r <n(q)) 1 

V j J K 

d'où cv = rr(q)(a^). On a alors: 
-i -i -i . -t. 

q' q = q q q q «s q (q M q > 
k 

Mais q M q = M = M et ainsi: 
a, — ot. 
k n<q>a, j 

k 
q' q 1 « q. M = T 

j o( a . 
j J 

On montre de même que q' q 1 c T mais T n T = Ce> ie q = q'. 
i i j 

Soit W le groupe engendré par 1 générateurs q ^ q ^ soumis aux 

relations: 
- 2 A 

q q q. = q. q 
j v j t j 

^ SS. S*. 

q q q . . . . - q . q. q.... (m termes) 
t J V J t j V , J 

^ / s ^ 2 ^ 2 

On déduit de la première relation que q, = e et que (q.,q.) = e de 

sorte que le sous-groupe T engendré par (q ^ 1 < i < l

 e ^ abélien et 

distingué dans W, et on a un unique homomorphisme: 

n : W — * W 
tel que 7T<q. ) = q. pour l<i<l. De plus n induit un isomorphisme de 

T sur T: en effet si t € T\Ce> on a t ~ q. q. . . . q. avec: k>l de 
V l V 2 Vk 
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sorte que, pour tout 9-module de dimension finie V, tout X « P(V) 

\ < H . >+\<H. >+. . . + \ < H > 

et v € on a ir(t)v = (-1) 1 2 v et par suite 

rr(t) * e. 

Or on a, puisque t) = 9Q* T <= Ker(n) d'où un homomorphisme de 

groupes: 

^ ^ rr — — 77 

f : W / T - • W / T > W 

tel que f (q.T) = r. pour l<i<l. 

D'après la définition de W par générateurs et relations, il existe 

un unique homomorphisme: 

g : W • W / T 

tel que g(r.) = q.T pour l<i<l, de sorte que f et g sont des 

A 

isomorphismes réciproques. Il en résulte que n et n sont des 

isomorphismes. Enfin, puisque ÎT | T et n sont des isomorphismes, il 

en est de m@me de rr. 

Soit T , l'ensemble des éléments de T d'ordre <2: on a T c T . 
(2> <2> 

Réciproquement soit t «E T : on a, de manière unique, 
H. 

t = |"| t. de sorte que t. = 1 pour l<i<l. 
i<i<l v 

3) N est engendré par T et les M , a e S; mais on a 
M = q M q"1 et M = q T donc N est engendré par W et T. 
r.<oo i ot i ot. i ot, 

Pui sque 1'on a: 

q t 1 (q ) = t ot ôt,x ct,x 

on voit que T est un sous-groupe distingué de N. On a T e Ker(rr), 

puisque t) = 9^, d'où un homomorphisme surjectif: 

TT : N / T • W 

tel que n(nT) = Ad(n) |t) de sorte que, pour l<i<l on a n(q.T) = r. 

et on voit comme ci-dessus que rr est un isomorphisme. • 

3. Bases de Chevalley. 

Soit n = {or / l<i<l> un système simple de racines et 

pour chaque i e Cl,..,l>, soit X un élément non nul de 9 ^ , on 
i 

pose q = q 
i ot ,x 

Soit W le sous-groupe de G engendré par ^^«ct/ci e * T 
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le sous-groupe abélien distigué de W engendré par les éléments 
H. 

q̂  = (-1) l<i<l ; on a un isomorphisme de groupes: 

7T : W / T • W 

tel que ^(qj = r pour l<i<l. 

proposition 3«1 

Pour tout ex <E $, on pose M = M n W; on a: 
^ ex ex ' 

_ H. 

D M = Cq,<~1> v q > pour l<i<l 
CX V V ^ 

i 
2) M- = q M q 1 pour tout q e W e t e x e S . 

7T<q>a ex 
3) M est formé de deux éléments inverses l'un 

a 
de l'autre. 

4) Si m e M on a n(m) = r 
a a 

_ _ H . 
# On a effet M = q.T et T = T n W = {1, <-l> de sorte 

ex. t a a a. 7 

t t v v 

- - H H 

que M = q.T = {q,(-1) vq> et comme q z = (-1) v, ces deux 
v t 

éléments sont inverses l'un de l'autre; d'autre part on a: 

M = q M (q.)"1 

r. <cx> v a \ 
pour l<i<l de sorte que: 

M = q . . . q M (q. )"1...(q. ) ~ 1 

r. . . . r. <ex> \ v, ex l \ 
t v, i k k i 

1 k 
d'où M— = q M q 1 pour tout q e W ce qui montre que M est mq>a ^ ex ̂  ^ ^ M ^ ex 

formé de deux éléments inverses l'un de l'autre. Si m est l'un des 

_ H 

éléments de M , on a m~ = (-1) m. 

On a rr (q^) = r^. On a ex = w(a ); soit q e W tel que rr (q) = w de 

sorte que M = q M q 1 et m = qm. q 1 d'où n(m) = wr.w 1 = r . • ^ ex ^ ex ^ i a 
i 

proposition 3.2 

Pour chaque m € M , soit X l'unique élément de 9 \t0> 
CX CX,m CX 

tel que q = m. On a donc: 
cx,x 

a, m 
X = X l£i<l 

v v 
X = -X 

-i a,™ 
CX,m 



CX ,X 1 = -H 
<X,m -a,m O» 

Ad<q)X^ = X M pour tout q « W et 
7T<q>CX,qmq 

tout c* <= $ et m € M . 
a 

En particulier on a Ad(m)X = X pour tout m e M . 
OL,m -C*,m a 

H H 
• q_ = (-1) q = (-1 ) m = m . 

OL,m Ot,m 

Soient X € 9^\<:0> et Y l'unique élément de g ^\{0> tel que 

CX,Y3 = H , on a vu que q = (q )"4s de sorte que. si l'on 

pose m = q on a Y = X = -X # 

a,x -i -cx,m 

Ainsi (X > - est la réunion d'une base de Y g 

et de son opposée et, pour a,/?e *, m € M^, n e on a: 

6 
f(-i> m' n H . _ n 

CX x 3 = J a sia+/? = O 

Il reste donc à déterminer les constantes de structure de g 

lorsque <x+ft e *; on a dans ce cas Cg^,g^l = 9 a +^- On peut donc 

poser, pour a9fi9y € * telles que c*+ft+y = 0, m e M^, n <s et 

p e M : 

EX ,X 1 = *<<a,m«/?,n,r,P>* <«,^>X 

avec: 

é: : U (M x FL x M ) • C* 
a fi y 

cx+ft+ y-o 

et f <<*,/?) le plus petit entier f € W tel que f?~f c* er $. 

proposition 3.3 

La fonction de Tits s est caractérisée par les trois 

propriétés suivantes , où a,fi et y sont trois racines telles que 

<x+ft+Y = 0 e t m e h , n € M 0 et p € M : 
1 ' or fi Y 

i) (a,m,^3,n,^,p) = (^,nf ^,p,a,m) 

ii) é:(a,ro,/?,n,^,p S = -^(a, m9fi9n9y9p} 

... „ ^ ~it , « * f«x,fi)+t 
m ) é: (a,m,f?,n,^,mn(n ) = (-1) si 

fi<H ) = - 1 . 
1 a 
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x 
En particulier, la fonction s est à valeurs dans Z = {.—1,1>. 

* Tout d'abord on a: 

CX , Xrt 1 = ^<ot,m,/?,n, y, p)f ia,(3) X 

= ^(a,m,/?,n,7^,p *) f (ot, /?) X 

= —s (a, m 9 /?, n, ̂ „ p ) f (a,/?) X 

d'où il résulte que: 

^<c*?m, ̂ f n ??%P ""*> - ^(a,fn,f?,n,^,p) 

Ensuite, l'identité de Jacobi s'écrit: 

CCX ,X„ ],X 1 + CLX^ ,X 1, X 1 + CCX , X 3,X^ 3 = 0 
ot,m f?,n ,̂p /?,n ^,p ot,™ a, ni /?,n 

d'où: 

£ (a,ip,/?,n,^¥p) f (a,/?)H + ^(/?,n,f fp,a,rn)f (f?,^)H 

+ c <^,p, a,m,/?,n) f (^,a)H^ = O 

Or on as 

f (a,/?)H + f (/9,R>H -F- f <R,a)H = O 

d'où il résulte que: 

£<a9III,f?f n,}",p) = ^<^n,^,p,a ,FL I ) 

Supposons que /?<H^) = -i (ie HotH > max ( Hf?H , lir• > > - Soit 

9 la scus-algèbre de g engendrée par 9 ^ et Q_ a*
 l a 

représentation: 

8 « > 0 t < £ < W } 

Z » a d J ^ 

est irréductible de rang d+1 = dim<^ 9^ + k a

> ~ P^Q4^1 ? °& C~p, ql est 

l'intervalle des k €= Z tel que /?+ka € # et l'on a /*<H > =: p~q = -1 

de sorte que d = 2p+i. 

On a alors, pour X e 0 ^ et Z e 9 ^ 

ad Z = (-l)p(p+i)AdCq )Z 

avec Ad ( q ) Z <e= 9 = 9 ce qui donne, pour m « M et n e M 0: 
ot 

CX , J = <-l>p<p+l>Ad<m>X-

- (-l)p(p+l)X t 

On a donc: 
, 0 - 1 . , . . f <ct,/9>+i ^ 

«:(a 9 IN 9 ^ 9 N,^ ,NINFI I ) = (-1) • 
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corollaire 

Pour <*9ft9r « * telles que <x+ft+y = O, m <= M , n e M - et 

p e M : 

é:(c*,m,/?,n,r,P> = -*</?,n,<x,m,r,p) 

é:(-a,m,~/?,n,-y,p) = s (a, m,f?, n,y9 p) 

• L* anti symétrie de la fonction provient de celle du crochet de 

Lie et du fait que f (ex,/?) = f </?,cx) si ex,/? e f et a + e S. 

Pour la deuxième propriété, posons: 

<cx,m,/3,n,^,p) = (-a,m,~^3,n,~^,p) 

On a alors les propriétés: 

s9 (a,m,^?,n,^,p) = £<-a,m ,-Y?,n,-T,p) 

= *?<-/?, n , - 7SP* -a, m) 

= -*:' (^?,n,^,p,a,m) 

*' <a,m,/?,n,}",p~1> = ér<-a,m.-7?,n,-r,p~1> 

= < ~ot, m, -f?, n, ~r, p ) 

= -*:' (a,m,/?,n,r,p) 

£:' (a,m,/?,n,?",mnm *) = (-a, m,-/?, n,-j', mnm *) 

= <-i ) f ( ~ a ' " / 9 > * 1 

= ^(a,m ,^ î,n,y,p) si BaH > max ( H/?H , M̂ H > # 

Proposition 3 , 4 

L'unique élément co de GL(0) défini par: 

co(H) = -H pour tout H € t) 

00 (X ) = X pour tout a e * et m e M 
a, m -a,m a 

est un automorphisme involutif de 9. 

(involution de Cheval ley associée à n et < x

i

)

1 < i < l

) 

# Puisqu'on a la décomposition en somme directe 9 = t) m J 9^ et 

que X et X sont deux éléments opposés de 9 \{0>, co est 
CX,m 

défini et 

on a: 

Co>(H) ,co(X ) 3 = C-H, X 3 

= -a(-H)X 

= a(H)co(X ) 
cx,m 

= co(CH,X 3) 
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Soient a9ft e $, m € M et n € M-: 
* EX /? 

i ) ft = —a et n = m ou m"1 

Cco(X ),A><X )3 = CX ,X 3 

6 
= -(-1) m' n H 

a 
6 

= (-1) m' n co(H ) 
a 

= A>(CX , X 3) 

i i) a+f? = O 

A>(CX ,X^ 3) = O 

Cto(X ),w(X 0 ) 3 = CX ,X - 3 = O 

iii) a+/? € $ et p € M -

Cto(X ),co(X0 ) 3 = CX ,X 0 3 

= ( - a , m, -/?, n, a+f?, p) f (-a, -ft) X_ a_^ p 

= ^<a,m,^,n,-cx-7?,p)f (a,^)«(X a +^ p) 

= co(CX , X^ 3 
de sorte que co est un automorphisme de l'algèbre de Lie 0. • 

Soit * l'ensemble des racines positives relativement à + 
$; posons m^ = q̂  pour l<i<l et pour chaque ex € *^\n soit m^ l'un 

i 
des deux éléments de M et m = m~ : on pose alors X = X 

a -a a a a,m 
a 

pour tout a e $ de sorte que ((X ) -, <H. ) ̂ .^m) est une base de 

Cheval ley de Q c'est à dire telle que, pour tout a e $: 

CX ,X 3 = H 
ex ~a a 

<A>(X ) = "X 

a -a 

En posant, pour deux racines a,/? «E * telles que ex+/? € $: 
CX ,X 1 = N X _ 

on a la relation de Weyl: 
N == -N rt -ex,-/? a,/? 

et la relation de Chevalley: 

l N c ^ l - P + 1 

où p est le plus grand entier naturel tel que ft-pex e *. Le signe 
s _ de N _ étant déterminé par la fonction de Tits sz 

a,ft a,ft 
s = sic*, m , /?, m_, -ex-/?, m 0 ) . 
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CHAPITRE XI 

SYSTEME DE TITS ASSOCIE A UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE 

1. Groupes munis d'une donnée radicielle. 

On considère une algèbre de Lie semi-simple complexe 9, 

l) une sous-algèbre de Cartan de 9, $ l'ensemble des racines de 9 

relativement à t), n = / l<i<l> un système simple de racines, 

$ l'ensemble des racines positives relativement à n et (r. ) _ -

le système générateur correspondant du groupe de Weyl W. 

proposition 1,1 

Soient G un groupe, (T,(U ) _) une famille de 
* CX CX€$ 

sous—groupes de G; on suppose que les conditions suivantes sont 

vérifi ées: 

1) T normalise U et U * £e> pour tout ex € $ 
ex ex 

2) G = < T, U / ex € $ > 
9 ex 

3) On désigne par U + (resp U ) le sous-groupe de G 

engendré par les avec ex € $^ (resp a e - $ + ) , alors 

1'application: 

U x T x U • G 

(u ,h,u ) • u hu 

est injective-

4) Pour l<i<l, il existe q. e <U ,U > tel que: 
' v a. -ex ^ 

t V 

q normalise T 
i 
q U q 1 = U pour tout ex € $ 
\ a v r. <cx> ̂  

Soit N le sous-groupe de G engendré par T et les q̂  

l<i<l; alors T est un sous-groupe distingué de G et il existe un 

unique homomorphisme de groupes: 

rr : N / T • W 

tel que nU n"1 = U pour tout n e N et tout a «s On 

suppose de plus que: 

5) n est un isomorphisme 

6) Pour ex,/? €= * + telles que / ? ( H

a

) - 0 ( d e sorte que 

(W*a + W*/?) n f c {cx+/?>> on a: 
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{U n si CH+ft € S 

•Ce> sinon 

7) U \ £e> c U q T U 
-a. a. v a. 

v v V 

Soit B le sous-groupe de G engendré par T et Ll̂ ; alors 

(B,N) est un système de Tits de groupe de Weyl W dans le groupe G. 

# lemme 1̂  

Soient a9ft e $ + telles que ft^^) > O; alors: 

<W*ot + W*7?> n $ = <a+^> 

• Soit ^ = aa + b/? € * avec a,b <E IN*. On a r<H^) > 2a; soit C-p,qJ 

l'intervalle des k « Z tels que ̂ +ka € * de sorte que p-q > 2a et 

ĵ -aa = h ft € J d'où b = 1 et de même a=l et y = ct+ftm • 

lemme 2 

Pour tout w € W, il existe n € N tel que nU n 1 = U 
OU w<00 

pour tout a e $. 
• Si w = r. r. , il suffit de poser n = q. q. • 

I k 1 k 

lemme 3 

Si <x9ft € $ et a * f?, on a U * U 0 

" f 9 et fi 
• Il existe w e W tel que w(cx) et w(/?) ne sont pas simultanément 
dans * : il existe w € W tel que w (a) e n , si w (ft) e -* on 

prend w = w sinon on prend w = r © w d'où w(ot) e -n et 
^ i v <oo i 

i 

e * . 1 1 existe n € N tel que, par exemple, nU n = U 

et nU^"" 1 = U ^. On a U c U et U ^ c V d'où U c U^. • 
ft \fift> w<00 w</9> Ol ft 

lemme 4 

II existe un unique homomorphisme de groupes: 

n : N / T • W 

tel que nU n"1 = U pour tout n € N et tout a e *. 
a mnxoo 

• On a hll h" = U pour tout h € T et q.U q~ = U pour et et ^ % a ir.<oo r 

V 

l<i<l. Soit n e N il existe w € W tel que nU n~ = U pour tout 
M et vcoo 

a e S et cet élément w est unique: sinon il existerait w' e W tel 

que nU n"1 = U de sorte? que l'on aurait w(cx) = w'(a) pour 

tout a e $ donc w = w'. On pose w = n(n) d'où une application: 

n : N • W 
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caractérisée par la propriété: nU n"1 = IT* pour tout n *= N 
ex n<nxoo r 

et tout ex *= $ de sorte que n est nécessairement un homomorphisme 

de groupes. On a T e Ker(n), n < c * i

) = r

i pour l<i<l et n est 

surjectif. • 

a. 
Pour l<i<l, soit U le sous-groupe de engendré par 

I es uvu 1 avec u e U et v e U pour ex e $ \ Ccx. > : 
i 

lemme S 
a. 

Tout m. *~ TT (r ) normalise U v 

v i 
oc. 

• Il suffit de montrer que m.uvu m. «s U où u e U et v e U 
v v d. CX 

v 
avec a € * \ {a. >. 

Supposons d'abord que a(H ) > O; si cx̂ +a n'est pas une racine 

on a (U ,U ) = {e> de sorte que: 
ex. a 

V 

a. 
m uvu m. = m vm. € U c U . t t v t r <cx> 

v 

Par contre si cx+cx. est une racine on a (U ,U ) = U 
V ex ex cx+cx. 

i V 
ex, 

d'où, comme précédemment m.uvu m. € U U c U . ' ^ v v r.<cx+cx.> r.cco 
V V V 

Considérons maintenant le cas où cx(H. ) < 0; si u = e on a 
t, 

ex. 
ffl.vm." € U c U v tandis que si u * Ce> on a m u = u m u hm. 

v v r.<CX> v 1 v 2 v 
V 

avec u.u *= U , h € T de sorte que: 

-i -i . -t. -i -i -i -i -i -i -i 
m.uvu m. = u m u hm.vm. h u m. u € u m u U u m. u 

v v l v Z v v 2 v 1 1 v 2 r.<00 2 v 1 
v 

• I - 1 - 1 -1 

e u m u U u m. u 
1 t 2 r.(CX) 2 v 1 

i 
CX. 

II suffit donc de montrer que m u v'u m. c: U avec v' «s U ; 
^ V 2 2 v r.CCO 

or on a r (a) (H ) = (a - a(H >a > (H. > = -a (H ) > O. • 
i v v i t t 

lemme 6 
CX. 

U normalise U v et l'on a la décomposition en produit 
ex. 

semi-direct: 
ex. 

U = U II * 
+ ex, 

• Comme U est engendré par les U , ex e $ et que U normalise 
4- CX •*- CX. 
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a. a. oc. 
U v on a U + = U v. D'autre part, puisque r normalise U v on a 

oc. r. v a. r . a. r. 
U v c U n U v donc U O U v c U v n U v c ( U n U > v = le>. • + a -ot 4-

lemme 7 
a. r. 

u = u n u 
4- 4» 

r. OC. 
v t i V 

• Soit u «s U n U , on a u = u.u avec u. € U et u € U . 
4» + ' v v ot. 

r. r. Alors u = u<uv>~* e U v n U = (U n U ) v = <!e> donc i + a + -oc. 
V V 

a. 

u = u € U . • 

lemme 8 
U = U n U v 

a. + -t 
r. r. 

• On a U v = U c U de sorte que U c U n U v. D'autre part 
a. -a. - a. + -

on a 
oc. 

U = U U v de sorte que l'on a: 
4- oc. 

V 
r. OC. r. r. r. 

U n U v c ( U U v ) n U v c ( U U v ) n U v 

4- a - a. 4. 
r. r . c ( ( U U ) n U ) v c U v = U • -a 4- - -a a 

i V V 

lemme 9 
U U n N = Ce> 

4- -
• Soit n = uv avec n e N, u € U et v € U ; on a alors: 

un n u = u v n u = (U n U ) v = <:e> 
4- - 4- 4-

et, en particulier U n n U = {e>. Puisque L ) n = U on a 
i t n<n >oc. 

V 

n(n""1)a '« f + pour l<i<l; on a donc rcCn) = e ie n e T et n = e. • 
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lemme 10 

Br.BwB <r Br w«Jw 

v v a . 
v 

r. w 
Br.BwB e Br.w U Bwll v 

v t a . 
v 

a. 
• Br.BwB = Br.TU wB = Br. U VU wB c Br. (r U r7 ±)U wB c Br wU v B 

t v + v a. v v + v a. v a 
V V V 

a. r. 
Br.BwB c Br. U *U wB c BU 1 r wB c B(fe> U U r U )r.wB 

t v a . a v a v a v 
v v i V 

r. V 

c Br.wB U BU r.U r.wB <z Br.wB U BwU v B • 
v a v a v v a 

V V V 

B U N engendre G et B n N = T. 

• On a évidemment T c B n N; réciproquement soit g e B n N; on a 

g = uh avec h € T et u e U d'où gh" 1 = u € U n N = «Ce> ie 

g = h e T. D'autre part G est engendré par T et les U^, a e f ; or 

T et les U avec a € $ engendrent B et on a U = mU m 4 avec 
a ^ -a a 

m € N. • 

Br BwB c BwB u Br wB pour l<i<l et w € W. 
V V 

• Si U v c U on a Br.BwB c Br.wB tandis que si U v c U on a 
a + v v a. 
v v 

r. v 
w (a ) e HÊ comme (r w) (a ) = —w (a ) on a U c U de sorte 

i + v v v a. + 
v 

que Br BwB c Br wB U BwB. • 
V V 

r. 
B v * B pour l<i<l. 

r. r. r. r. 
• U n B t = U n U t n B L = U n ( U n B ) t = <e> mais on a 

a. + + 
V 

*e> * U c B • # 
a 
i 

corollaire 

On a les conditions équivalentes: 

U v c U 
a. • 

V 

w 1 (a. ) € $ 
v + 

/(r w) > /(w) 
V 

et l'on a Br BwB c Br.wB sinon on a Br.BwB c Br.wB U BwB. 
v v V V 



140 

proposition 1,2 

Pour tout w e W on a U v = <UV n U ) <U V n U ) 

# Pour w = r. le résultat provient de ce que l'on a: 

c*. r. r. 
U = U V U = (U n U v) (U n U v) 
+ ex + + 

v 
r. r. ex. 

et l'on a aussi U v c U U v puisque r normalise U v. Par 
4- CX V 

i 
récurrence sur k = /(w) on a alors, avec w = r. ...r. : 

1 k 
r . . . r r . . . r 

U V c U U U 2 U 1 

4- 4- ex a ex 
k i i 

2 1 
V . 

Posons w = r . - . r ; on a tir w ) < /(w ) de sorte que U J c U 
j v i i i j ex. -

V W V , 

tandis que /(r ww~*) > /(ww~*) d'où U J c U ie U J c U v. Il 
i j j ex ex 4-
j J J 

en résulte que U v c U (Uw n U ) - # 
^ 4- 4 - 4 

proposition 1 . 3 

i) Tout g € G s'écrit de manière unique g = nuv avec 

n N, u <E U n n 1 U n e t v ^ U . 

• U NU est une partie de G contenant U et N, stable par 
4- - 4 

multiplication à gauche par U^, par T (puisque T normalise U + et 

T c N) , et par les q., 1 < i < 1 (d'après le lemme 10) donc par N 

(qui est engendré par T et les q ) et finalement par G (engendré 

par et N) ; on a donc G = U NU . 

Soit g ^ G; on a g = unv avec u «s U ,n e N et v e U de sorte 

que g = n (n 1un)v; mais n 1un = u ?v J avec ixy e U n n *U+n et 

v * ^ U n n 1 U n et 1'on a q = nu" (v'v). 
4-

Supposons que l'on ait deux décompositions g = nuv = n'u'v'; 
on a u = n *u n et u' = n y ^'n' avec u ,u' <s U , d'où 

o o o o + 

u nv = u'n'v'. On a donc n3' = u nv avec u U et v c U et 

finalement, en reprenant le calcul du paragraphe précédent on a 

n' = nu'v*. Mais N n U U = Ce> donc n = n' et uv = u'v'; comme 
1 1 + -

U n U = Ce> on a u = u' et v = v' . • 
4- -
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proposition 1,4 

On a: 

p| nU^n"1 = <e> 

p| nBn"1 = T 

(ie le système de Tits (B,N) est saturé). 

• Soit g € p| n'U^n' 1; on a g = nuv avec avec n e N, 

u € U n n^U n et v € U ; on a n - ign € U d'où uvn e U ; mais 

U U n N = te> donc n = e et on a g = uv e U mais U n U = te> 

donc u = e e t g = e. 

On a évidemment T c p| nBn considérons alors g e p| nBn" 1; 

en particulier on a g € B; de sorte g = hu avec h € T et u e U +; 

pour tout n e N on a n~*gn = (n~*hn) (n^un) € B et n~*hn e T de 

sorte que n *un € U + d'où u = e. • 

2m Le système de Tits associé à une algèbre de Lie semi-simple. 

Soit G le groupe associé à l'algèbre de Lie semi-simple 

9; pour tout a € $, rappelons que G^ désigne le sous-groupe de G 

engendré par exp ( 9 ^ u 9 >; que T^ est l'image de 1'homomorphisme 

H 

injectif t • t , que N est le normalisateur de T dans G 

et que M = N \T . 
a a a 

Soit T (resp) N le sous-groupe de G engendré par les T^ 

(resp N^) pour a e $; la représentation adjointe de G induit un 

isomorphisme de groupes: 

n : N / T • W 

tel que rc(q) = r^ pour tout q e M^. 
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proposition 2,1 

Pour tout a € *, posons = exp(9^); alors ( T , * U a * a € $ * 

est une donnée radicielle sur le groupe G. 

#1) T normalise U et U * Ce> pour tout c* e *. 
a a 

• On a U * Ce> et nU n"" = U pour tout n € N. En particulier 

T normalise pour tout c* <E $ . • 

2) G = < T, U 
c* 

• Par construction , G est engendré par les U^, a e f. • 

3) Soit U + (resp U ) le sous-groupe de G engendré par les avec 

c* € * + (resp a € - * ^ ) , alors l'application: 

U x T x U • G 
4- -

(u , h.u ) • u hu 
+ y * - 4- -

est injective. 
• Soient u e U , h € T et u € U tels que u h = u . Pour tout 

4- 4- ' - ^ 4- -

g-module de dimension -finie V, tout \ € P(V) et tout v € on a: 
(u h).v - v = u~*v ~ v € \ V n \ V = ÏOJ 

* - L v L v 

de sorte que u_ = e. On vérifie de même que u^ = e, donc h = e. • 

4) Pour l<i<l. il existe q. e <U .U > tel que: 
i i 

q. normalise T q.U q7 = U pour tout en e * 
i 

5) On a un isomorphisme de groupes: 

n : N / T • W 

tel que nU n 1 = U pour tout n e N et tout ot € $. 

6) Pour OL+ft € $^ telles que tf*H > - G? on a: 

{U ^ si € * 

{e> sinon 

• Soient u = exp(X) et v = exp (Y) avec X «= 9^ et Y € 9^; pour 

toute représentation rationnelle p : G • GL(V) on a: 

p(uvu""1) = expCp' (X))exp(p ' (Y))exp ( -p ? (X)) 
= exp(exp(ad , ) ( p ' ( Y ) ) 

^ p ' <x> 
= exp (p'(Y) + ad , ( p ' (Y))) 

= exp (p'(Y) 4- p'(CX,YJ>> 

= p(exp(CX,Yl)exp(Y)) 

de sorte que: 

uvu^v" 1 = exp(CX,Y3) <E U 
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remarqué: si S et T sont deux endomorphismes nilpotents d'un 

espace vectoriel de dimension finie on a: 

exp(S)exp(T)exp(-S) = exp(exp(ad &)T) 

On a en effet: 

exp (ad )T = exp (L 4- R )T 
s s -s 

= exp(L )exp(R )T 
s -s 

= L R T 
exp(S) #xp(-S> 

= exp(S)Texp(-S). • 

7) U \ <e> c U q T U 
- o c . a . v a . 

v v v 
r. 

• On a U = U : soit X. € Q \t0> et posons p. = p . O n a 
oc. - o c . t **ol. ^ * \ oc.,x. 

alors, pour t e C*: 

p <y<t>> = f>i(x(t
-1))^>i(h(-t""

1))f>i(r(l))f>i(x(t""
1)) • • 

proposition 2.2 

N est le normalisateur de T dans G 

• Soit le normal isateur de T dans N; alors Jf vérifie les 

propriétés suivantes: 

i) Jf z> N puisque T est un sous-groupe distingué de N 

ii) si g = uv € Jf avec u € U^, v € U o n a u , v e ^ f ; pour tout 

h € T on a (h 1u~ 1h)u = h *v(g 1hg)v 1; comme g *hg € T, que T 

normalise U et que U + n TU_ = Ce> on a que hu = uh d'où u e Jf et 

v €: Jf. 

iii) / D U = <!e> pour l<i<l; soit g «s Jf n , pour tout 
i j 

h € T on a h" gh = g J = U et par suite: 

ghg = hg'g <E T n TU^ = T 
H. 

d'où g = g'. Mais g = x^(s) et en prenant h = t v on a 

A. . 

g' =» x.(t v'Js) de sorte que s = O i e g = e . 

iv) Jf O U = Ce>; tout d'abord N normalise Jf n U^; comme N est 

engendré par T et les q̂ , l<i<l, et que T normalise il suffit 

de montrer que les q̂  normalisent Jf n U +: soit g e Jf n U^; on a 

q.gq 1 = uv avec u € U + n q^L^q^1 et v € U_ n q^U^ 1; comme 
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q.gq. € Jf on a u,v e Jfm liais alors q. vq <E Jf n U (q. vq. e Jf 
i 

r. 
car q. ,v e N c Jf et q7 vq. e U n V v = U ) donc q7 vq. = e ie 

v * \ + ex v 
i 

v = e et q.gqT e r» U . On a alors ^ n U c n nil n""1 = ie>. 
n<EN 

On a de même ^ n U = {0> 

v) ^ = N; soit g € ^f; écrivons g = nuv avec u € U + et v € U ; 

on a uv e Jf donc u € V ^ e t v € ^ r ' d 3 , o ù u : = v = e- # 

proposition 2«3 

T est égal à son centralisateur dans G. 

# 1 1 suffit de montrer que T est égal à son centralisateur dans N; 

soit n € N tel que nh = hn pour tout h e T; soit w € W tel que 
* H H 

n(n) = w; pour tout ex € * et tout t <E C on a nt = t n. Pour 

tout g-module V de dimension finie et tout v e V on a donc: 
A. 

H H 

nt a-v = X (H )n. v = t a n.v = w(X) (H )n. v 
CX CX 

d'où w(\) = \ ie w = 1 et n e T. • 

proposition 2,4 

Soit 2(G) le centre de G; 

1) On a 2(G) = |p| gBg~% en particulier 2(G) c T. 

g€=o 

2) 2(G) est isomorphe à Hom z<P/ Q,C ). 

# 1 ) 2(G) étant un sous-groupe distingué de G, on a 2(G)B = 6 où 
s 

S c {1,..,1> et G^ est le sous-groupe de G engendré par B et les 

avec i e S (n(q ) = r^). Supposons que C ne soit pas contenu 

dans B ie que S * 0: on alors q = cb avec c e 2(G) et b e B. 
Pour tout b e B on a alors q b q 1 = cb bb^c" 1 = b bb" 1 € B de 

l V O O O O 
sorte que q. normalise B. Mais on a U = U t c B v c B d'où une 

\ -ex. ex 
t v 

contradiction et 2(G) c B. On a alors 

2(G) e p| gBg~* <= p nBn"1 = T. 

geo n€N 

Posons C = p) gBg *; alors C centralise U, on a en effet: 

g€o 

c ' u c ' V 1 <= C n U = Ce> 

donc C centralise gUg 1 pour tout g € G. Comme G est engendré par 
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les conjugués de U, on a C e &<G). 

2) Considérons 1'isomorphisme de groupes: 

(C ) • T 
H. 

<t ) > n t 1 

V 

H. 

Soit t = fl t. v « T; on a t € &iG) si et seulement si Ad(t) = id -
i v 9 

Cette dernière condition signifie que, pour tout a e $ et tout 
X € a on a: a 

a<H> 

Ad(t)X = (f] t, v ) X = X 

OKH. > * 

ie n*-i V - 1- D'autre part, les poids fondamentaux 

1 < i < 1, forment une base de P et l'on a a, = \ A, A de sorte 

i 

que pour un homomorphisme f : P • C on a f(Q) = {1> si et 

seulement si on a: 
n. 

f (a) = f (Y n.a) = n f <«.) J 

j j 
A. .n. £ A. .n. 

= n * ( V V ' J J = n f < A i ) J V'J J 

i, j v 
CMH> 

= n f v = i. •> 
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CHAPITRE XII 

ALGEBRES DE LIE ET GROUPES DE KAC-MOODY AFFINES 

1. Algèbre» de Lie affine*. 

A, Construction des algèbres affines. 

On considère une algèbre de Lie simple de dimension 

finie f) une sous-algèbre de Car tan de 9 , * l'ensemble des 

racines de 9 relativement àt), n = { a / l < i < l > un système 

simple de racines et l'ensemble des racines positives de * 

relativement à n. 

Puisque 0 est simple, la représentation adjointe: 

ad : 0 • 9Ï<9> 

est irréductible de sorte l'ensemble $ U {0> de ses poids possède 

un plus grand élément S (la plus grande racine). 

On munit dorénavant 9 de la forme bilinéaire symétrique 

non dégénérée invariante (forme de Killing normalisée): 

9 x 0 • C 

( X , Y ) • ( X | Y ) = - ~ - K ( E , © ) K ( X , Y ) 

2 n 
de sorte que l'on a (X|/u) = K ( X,p) pour X,p € t) et, en 

K(©,0) 

particulier i0\6) = 2-

# Soit c e C; on considère sur 9 la forme bi linéaire symétrique 

non dégénérée définie par ( X | Y ) = cK ( X , Y ) pour tout X , Y e 9 . On a 
m 

alors, pour tout H € t) et tout X € t) : 

X ( H ) = K ( R U , H ) = JL<h | H ) . 

X ' c X 1 

L'isomorphisme d'espace vectoriel de t) dans t) correspondant 

à la forme (.1.) est donc X • — h . . 
c X * 

La forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur t> obtenue 
par transport de structure est donnée par: 

< X | M ) = (i-h |i-h ) = — K (h. , h ) = — K ( X , M > 
™ c X'c p c X /j c * 

On doit donc prendre c = ^-KW,e) pour que (©j©) = 2. • 

Le sous-espace vectoriel de C(t) (corps des fractions 

rationnelles à une indéterminée à coefficients dans C) de base 

(t est une sous-algèbre CCt,t 1 de C(t) (algèbre des 
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polynômes de Laurent, c'est aussi l'algèbre des fonctions 

régulières sur C ) . 

Le résidu Res(f ) d'un polynôme de Laurent f «s CCt,t ±1 

est le coefficient t"1 dans la décomposition de f sur la base 

<tk> 
keZ 

On munit le C-espace vectoriel: 

LQ = CCt.t" 1} * c 9 

de l'unique application C-bi1inéaire: 

C.,.l i : Lg x L9 • L9 

telle que Cf Q> X,g * Y3 t == (fg) <s> CX,Y3 pour f,g <= CCt,t - 13 et 

X,Y € g de sorte que LQ est une algèbre de Lie de dimension 

infinie sur C (loop algebra). 

Une dérivation D de CCt,t - i3 est une application 

C-linéaire D : Cttpt" 1] • CCtjt""1] telle que: 

D(fg) = (Df)g + f (Dg) pour tout f,g <s Ctt.t" 1] 

On prolonge D en une dérivation de l'algèbre de Lie L9 en posant: 

D(f * X) = Df «> X 

pour tout f € CCt,t i3 et X <E 9 . 

Enfin on considère l'unique application C-bi1inéaire: 

<.,->t s L9 x L9 • CCtjt^î 

telle que (f «> X,g <8> Y) = (X |Y)(fg) pour f,g <E CCtpt" 1! et 

X,Y e 9 . 

La forme C-bi1inéaire: 

o> : LQ x LQ —¥ C 

définie par o>(x,y) = R e s < — x | y ) pour x,y € LQ est un 2-cocycle 
dt 

c'est à dire que la forme <co est alternée et vérifie la condition: 

co(Cx,y],z) + co(Cy,z3,x) + co(Cz,x],y) = O 

pour tout x,y,z € LQ. 

Le 2-cocycle co définit une extension centrale: 

0 • CC • Q' • LQ * O 

avec Q' = LQ e CC et Cx + cC,y -1- c'C3 = C X j Y ^ + co(x,y)C pour tout 

x,y e LQ et tout c,c' e C. 

d 
La dérivation D de LQ définie par la dérivation t — de 

dt 
- 1 

CCt,t 1 se prolonge en une» dérivation D de Q' en posant D(C) = O. 
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L'algèbre de Lie affine 9 associée à 9 est le produit 

senti -direct: 

9 = 9 * * CD. 

On a donc finalement: 

9 = L9 $ CC e CD 

avec le crochet défini par: 

Cx + cC + dD,y + c'C 4- d'D3 = Cx,y3 t + (dDy - d'Dx) + w(x,y)C 

pour tout x,y e Lg et tout c,c',d,d' e C ou encore, plus 

explicitement: 

Ct m X + cC + dD,t n <8> Y + c'C + d'D3 

= t m + n *> CX,Y3 + (ndt n * Y - md't™ *> X) + 6 m<X|Y)C. 

En particulier on voit que 9' est l'algèbre dérivée de 9 

et que l'application 

9 • 9 
X • 1 <8> X 

est un homomorphisme injectif d'algèbres de Lie permettant 

d'identifier canoniquement 9 à la sous—algèbre 1 ^ 9 de 9. 

B. La forme invariante. 

On munit 9 de la forme bilinéaire symétrique invariante 

(forme canoni que): 

(x + cC + dD|y + c'C + d'D) = Res(t~* (x |y)t) + (cd' + c'd) 

pour tout x,y e L9 et tout c,c',d,d' e C ou plus explicitement: 

(t™ * X + cC + dD|t n <* Y + c'C + d'D) = 6 (X|Y) + (cd' + c'd) 
1 m,-n 1 

On pose t) = t) e CC e CD; on a: 

(H + cC + dD JH' + c'C + d'D) = (H |H' ) + cd' + c'd 

de sorte que t) est somme directe orthogonale de t) muni de la forme 

de Killing normalisée et du plan hyperbolique CC e CD. Ainsi la 

restriction à t) de la forme canonique est non dégénérée. 

On identifie alors t) au sous-espace des X € t) tels 

que \(C) = \(D) = 0 et on considère les formes linéaires 

6,A « t) définies par: 

6\f>* = Ajt)* = O 

6(C) = O et <5<D) = 1 

A (C) = 1 et A (D) = 0 
o o 
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de sorte que: 

b * = t)* $ Ci e €A . 
' o 

La forme canonique définit donc un isomorphisme 

X • de ? * sur t) tel que X (H) = (h£ |H) pour tout X e t> * 
et tout H e t). 

En particulier si X € l) , h est orthogonal à C et D 

donc € t) et T o n a X(H) = (h^|H) pour tout H € t) de sorte que 
*\* 2 *%» *v 
h. = h. tandis que h, = D et h A = C. Finalement on 

trouve: 

de sorte que la forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur t) 

obtenue par transport de structure est donnée par: 

( X + d6 + cA |M + d'<5 + c'A ) = ( X | M> + cd' + c'd o 1 o 1 

Ainsi t) est somme directe orthogonale de t) muni de la 

forme de Killing normalisée et du plan hyperbolique Cô * ^-^0-

C. La décomposition radicielle. 

On a la décomposition en somme directe (décomposition 

radicielle): 
*v ^ r» k 

9 = • 2 t * 9 a 

avec (k,a) e (Z x (* U C0>)) \ C(0,0)>. 

De plus on a: 

k ~ 

t # 9^ <z 9a4>Jc<5 pour c* € * et k « Z 
t <8> t) c 9 ^ pour k <s Z \ £0> 

et comme la somme S Q est directe, les trois inclusions 

précédentes sont des égalités de sorte que t) est une sous-algébre 

diagonalisable maximale de 9 (on dit que t) e s t une sous-algébre de 

Cartan de 9)-

L'ensemble des racines (de Kac-Moody) de 9 (relativement 

à f» est: 

A = i a + kô /(k,a) € (Z x (J u C0>)) \ C(0,0)> > 
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D. Racines réelles et imaginaires. 

On a une partition: 

A ~ A 11 A 

où: 

A r* = i ot + kô / (k,a> € Z x * > 

est l'ensemble des racines réelles (ou racines de Weyl) et 

A i m = (Z \ C0>)6 

est l'ensemble des racines imaginaires. 

Pour toute racine réelle ex + kô € Ar* on a: 

(ot + k6 ja + k6) = (ex|ex) e <Û* 

et: 

de sorte que dim<^(Q^ ^) = 1 tandis que, pour toute racine 

imaginaire kS <= A t r n on a: 

(k6|kô) = O 

et: 

9 k 6 « t * * 

de sorte que dim^Cg^) = 1. 

Enfin les sous-espaces 9^ et 9^, sont orthogonaux pour 

^ +y ' * O; tandis que, pour y & L le restriction de la forme 

canonique à 9^ e 9 est non dégénérée; ainsi la forme canonique 

sur 9 est non dégénérée. 

E. Systèmes simples de racines. 

Soit ex = < 5 - A < s b * ; alors: 

n=-Cex. / 0 < i < l > 
i 

est un système simple de racines de A (ie c'est une partie libre 

de t) et toute racine s5* écrit comme combinaison linéaire des ex̂ , 

O < i < 1, à coefficients entiers tous de même signe). 

# Tout d'abord on a Q = X a a avec a > O pour 1 < i S 1 . 

l < i < l 

On a naturellement 9 e $ ; soit I l'ensemble des i e < 1 , . . , 1 > 

tels que a. * O; puisque, pour tout j €= Cl, . . , 1 >, © + a n'est pas 

une racine on as 
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(Sic* ) = y a (ot lex ) > O 

de sorte que (a. |a.) = O ie A. . = O pour i € I et j e { 1 , . . , 1 > \ I . 

Comme le diagramme de Dynkin de 9 est connexe on a I = 1>. 

On pose a = 1 de sorte que 6 = } a a. • Considérons 
O £4 i i 

o < i < l 

alors une racine réelle ex + k<5; on a alors: 

a + kô = ) (n + ka ) a + ka -
LU x i i O 

1<V<1 

Supposons k > O; si n^ > 0 pour i e tl,..,l> on a 

n^ + ka^ > O tandis que si n^ < 0 pour i € { 1 , . . , 1 > , -ex est une 

racine positive de sorte que a + B > O et on a encore 

n + ka > O. Ainsi tous les coefficients de et + k<5 sont des 
i i 

entiers du signe de k. # 
Les racines positives (relativement à n) sont donc: 

les racines réelles ex + kô avec k > O et a e $ ou 

k = O et a e $ 

les racines imaginaires kô avec k > O. 

F, Bases de Chevalley. 

Soient <(H ) - « , (X ) _) une base de Chevalley de 9 
v i<i<l ex cx€$ 

associée au système simple de racines n = l<i<l> et 00 

l'involution de Chevalley qu'elle définit; on pose: 

X o - t * y s € 0« 
o 

Y = t"1 <8> X^ €= 9 d'où: 
o G ~~cx 

o 
H = CX ,Y 3 = CX ,Y ] + o>(X ,Y )C 
o 0 0 o o i 0 0 

= - » 9 + <x e|Y e >c 
mais on a: 

ex y 1 = h = Z _ 
9 6 e K(0|0) 

= ««X e,Y e)h e 

d'où <X_|Y_) = 1 et finalement: 

H = -H + c 
o e 
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Plus généralement on pose: 

*c*+r>6 = *-n ® * a pour a € * et n « Z 

X**:' = t n « H pour n e Z\{0> et l<i<l 
n O i 

alors ((H) . .,D, (X x ) ^ X ' ^ ) . ) est une 

base de 9 appelée encore base de Chevalley et l'involution de 

Cheval ley a> correspondante est donnée par: 

w(f(t) <* X + cC + dD) = f (t"1) <& o>(X) - cC - dD) 

G, Matrice de Cartan, 

La matrice de Cartan de 9 (ou matrice de Cartan affine) 

est la matrice A = (A. ) .̂ - avec A. = a ( H ) . On a: 

A = 2 
LA 

A est un entier négatif pour i * j 

A = O A = 0 

+ On a: 

a (H ) = (-© + <5) (-H_ 4- C) = 2 ; 

a (H ) = -a (H > = -a < O et 
i o i © a.,© 

i 
a (H ) - —© (H ) = -a^ < O 

i 
puisque <©|«i> ^ O pour 1 < i < 1- # 

H, Groupe de Weyl. 

Pour O < i < 1, on considère la symétrie de t) définie 

par: 

r : t) • t) 
V 

X • X - X(H )ot 
t t 

Le groupe de Weyl (affine) est le sous-groupe W de 

GL (t) ) engendré par {r / 0<i<l>. Le groupe de Weyl W de 9 

s'identifie au sous-groupe de t) engendré par les r^, l<i<l. 

L'ensemble des racines A est stable par W puisque: 

r ( a + k6) = r ( a ) + kô 1<Î<1 
i v 

r ( a 4 k6> = r f l ( a ) + (a « + k)6 
o © a,© 

r (k6) = kô 0<i<l. 
i 

de sorte que l'on a: 
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A \{cx. > est stable par r. 

a. = w (a ) =» r = w°r ©w 
J v j *- *V 

• Supposons que = w(oO; il existe un automorphisme © w de g tel 

que © (9 ) = 9 pour tout ^ € A . On a alors C X . Y ] = H d'où 

C© X.,© Y 1 = wH = sH et 2s = sa.(H.) = w ( a )w(H.) = a (H.) = 2. 
W v W v v j J J v v v v 

On a donc H. = w(H. >. # 

On sait que W est alors un groupe de Coxeter e»t que 

l'ordre de r r est donné par: 
v j 

A A 1 O 1 2 3 > 4 

m | 2 3 4 6 oo 
v'J H 

De plus w â(a. ) «= - A si et seulement si tir v*) < ^(w) . 
V + v 

Il en résulte que si w € W et w(ot) = a pour tout a e A on a w = 1. 

• Supposons que w * 1 et considérons une décomposition réduite 

w = r r de w avec k > 1; on a tir w) < /(w) de sorte que 
i i, i 
1 k 1 

w 1 ( a ) = —a € - A d'où une contradiction et w = 1. # 
i i + 
1 1 

Pour <x+n<5 «s A on définit r ^ ^ e W par 

2<X | n£ ) 
r ^ ( X ) = X — ,—r X 
a+n6 <ot | o< ) 

pour tout X € t)* et on pose t = r . O r . On désigne par 2E le 
^ a,N a+NÔ ot 

sous-groupe de W engendré par les t avec a € $ et n € Z. Alors 

1'application: 
—• X 

Y c H — • n t 

est un isomorphisme de groupes et W est produit semi—direct des 

sous—groupes W et S et l'on a, pour w e W, a € $ et n € Z: 

wt w 1 = t 
^ C*,N v<OC>,N ^ 

e On peut identifier W à un sous-groupe de GL(t) e C6) (puisque 

w(cx. ) = a. pour 0<i<l implique que w = 1 et que a = 6 - ©) et on 

a, pour X € t) et k € Z: 
r , <X+k<5> = r (X) + (k-na, )6 
a+nô a X,cx 

avec a. = X(H ) de sorte que: 
X,OT ex 

t (X+k<5) = X+(k+na, )6 
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On a alors: 

t • t , = t t t 

a,k CX,k' a,k+k' 
t = id a,o 
T O T = t O t 

a,k /?,k' (3,W a,k 

Ainsi le sous-groupe S est engendré par l e s t = t , a € S 
a a,± 

et est abélien. De plus, X est normalisé par W puisque l'on a: 
r O t O R = t _ 

a /?,k CX r </?>,k a 

Ensuite est engendré par les l<i<l: soit a = J ni ai' o n 

i 
n.<a. | a > 

a alors H = ) n ' a . avec n' = — — \ - — de sorte que 
a Jj t l t <a|a> 

a. = ) n'a. et ainsi t = t t . Enfin 
X,a Lt v X,a. a a ,n' a. ,n; 

v i i i l 

supposons que l'on ait: 

t O O t = 1 
a , c a . c 
i i il 

On a alors: 

\ c a, = 0 pour tout X e b* 
£, v X,a 

i 
de sorte que ) c.H. = O ie c. = 0 pour l<i<l. 

la \ \ V 

On a W = W.S- Supposons que w € W n 2E; on a donc: 

w(X) = X + y c.\(H.)6 pour tout X € t)* 
mais w(\) € b* d'où y c H = O et w = 1. • 

la V V 

2. Modules simples à plus grand poids. 

A. Modules de Verma et modules simples à plus grand poids. 

Un 9-module V est diagonalisable si l'on a la 

décomposition en somme directe: 

v = 2> 
Xet)* 

où V. = iv c V/ Hv = X(H)v V H <= t)>. L'ensemble des X c t)* telles 

que V * €0> est l'ensemble P(V) des poids de V. 

On pose n + = y 9^ et b = t) e n + . Pour A e t) ; le module 

aeA 
4-

de Verma M(A) associé à A est le ^(9)-module: 
M(A) = 1«9> • U { ^ € A 

où C A est le b-module ayant C comme espace vectoriel sous-jacent 
A 
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et tel que, pour tout c € C: 

Hc = A(H)c pour tout H € ? 
A» 

n <= ann <C A) . 

Alors le %C(tt )-module M (A) est libre de base 

Un Q-module V est à plus grand poids A e t) si V est 

engendré par un vecteur non nul v <E tel que c ann(v) . Un tel 

module est un quotient du module de Verma M(A). De plus, il existe 

un unique Q-module L(A) simple à plus haut poids A: c'est le 

quotient de M(A) par son plus grand sous-module. 

Un 9-module V possède un caractère s'il vérifie les 

conditions: 

i) V est diagonalisable 

ii) V. est de dimension finie pour tout X e t) 
A. 

iii) P(V) est contenu dans la réunion d'un nombre fini 

d'ensembles de la forme D(A) = {X <E t) / X < A> avec A € t) . 
Le caractère de V est alors défini par: 

ch(V) = J dim(V x)e
X «s Z<t)*> 

X<st) 

où Z<t) > est l'anneau des applications f de f) dans Z dont le 

support est contenu dans une réunion finie de parties de t) de la 

forme D(A).Pour f,g € Z<t) >, on a: 

<f g) <X) = y f <M>g (X-^> 

proposition 2.1. 

Soit A <= t) , le module de Verma M (A) possède un 

caractère et l'on a: 

A+p 
ch(M(A) - — 

£> 

avec: 

h = e p II (1 e" a) a 

a<~A 
4-

où m = dim(Q ) (ie m = 1 ou 1 selon que a est réelle ou 
c* a a 

imaginaire). 
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• Posons = ( R 4 , R 2 , >; pour chaque К > 1, soit (Z ) ± < I K ^ 

une base de 0 (où m est la multiplicité de la racine r > de 
~rk k 

sorte, pour tout X < A, les vecteurs: 

1,1 1 , m 2,1 2 , m 
Z . . . Z ±1 . . . Z 2 v A 

1 1 ' 2 ' 2 

avec v + . . . + v + v + + . = Л - X 

forment une base de M(A) . On a donc: 

ch(M(A)) = J dim(M(A)^)e 

= J dim(M(A> A x ) e " X 

\ < E Q 

A n . . -a. a ^ = e II (1 - e ) . • 

corollaire. 
Soit V un Q-module; les conditions suivantes sont 

équi valentes: 

V est simple et possède un caractère 

V est isomorphe à L(A) pour A e t)* 

• Soient A un élément maximal de P(V) et v € V A\CO>; on a 

tl̂ v = €0> et, puisque V est simple V = 1jCíQ)v de sorte que V est à 

plus grand poids A. • 

B, Modules integrables. 

Un Q-module V est integrable s'il est diagonalisable et 

si les endomorphismes X et Y , O < i < 1 sont localement 

nilpotents- L'ensemble P(V) des poids d'un Q-module integrable V 

est stable par le groupe de Weyl W. 

proposition 2,2. 
*\* 

1) Un Q-module V à plus grand poids A est integrable si 
Лен. >+i 

et seulement si A(H. ) € IN et Y. v v A = 0 pour O < i < 1. 
^ v i A 

2) Le Q-module L(A) est integrable si et seulement si 
A(H ) e W, O < i < 1. 
• 1) Tout d'abord, notons qu'un Q-module V à plus grand poids A 
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est integrable si et seulement si = O pour n » O et 0 < i < 1 

où v^ €'V^\{0>: en effet les endomorphismes ad^ et ad y sont 

localement nilpotents sur Q et la formule du bin&me appliquée à 

L — ad -R montre que: 
V V V 

Z n X = S C k (ad kX) Z n" k 

v v L r> Z V V 

En prenant Z = X. ou Y., on voit que si Z nv = 0 pour n » O , on a 

encore, pour tout X € Q, Z v X vv = O pour n' » 0 donc 2^ est 

localement nilpotent sur V. 

Soit 8̂  la sous-algèbre de 0 (isomorphe à 8Ï(2,C)) engendrée 

par X. et Y ; on a H v A = A (H. ) v A et: 

t, t t A v A 
X.Y nv A = n ( A(H >-n+l) Y n _ i v A 1 v A t t A 

de sorte que si V est integrable on a nécessairement A(H. ) € IN et 
A <H. )+ I 

Y. v v^ = O, la réciproque étant évidente. 

2) Prenons V = L ( A ) et supposons que A(H ) € IN pour tout i. La 

formule précédente montre alors que: 

A<H. >+i 
X Y L v A = O 

I V A 
Comme CX.,Y. 1 = O pour J * i et que X v A = O on a finalement: 

A<H.>+I 

X Y x v A = O pour 0 < J £ 1. 
J V A 

A<H.>+I ^ 

Supposons que v = Y v v^ soit non nul; alors W(0)v est un sous 
*\# 

g-module à plus grand poids A - (A(H. ) +1 ) ex. de L ( A ) et comme L ( A ) 

est simple on a L ( A ) = %CiQ)v d'où une contradiction et v = 0. # 

C. Opérateurs de Casimir, 

Pour chaque racine positive ot € A + , soient 
< i > _ < I > 

OC OT 
(X ) _. _ une base de û et (X ) -. ̂  la base duale de 

a a a a 

0 : de plus on considère deux bases duales de t): (H.) et -OR V o<V<Ui 

(H ) ^ . Pour tout a-module V possédant un caractère , on 

définit l'opérateur de Casimir de V, pour tout v € V, par: 

C v= 2h~ v +2 S ( S X a X a)v + ) H'H.v 
v p L L -ot ot Z # V V 

oteA i<I <M o<I<l+i + ot et 
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proposition 2.3. 

Soit V un 9-module à plus grand poids A; on a: 

C v = (A + 2p|A) id v 

• Soit v € V A\{0>; on a: 

C v = 2h^ v +2 y ( y X a X a ) v + \ H'Hv 
v p L L -ex c* Z - l t 

aeA i<i <m o<t<l+i + a a 

= 2A(h^)v + Y A(H')A(H)v 
p £ I I 

o<i<Ui 

= 2(p|A)v + (AjA)v 

mais, pour tout X <= 9, on a C X = X C , et v engendre de 

%L (9) -module V et l'égalité précédente est vraie pour tout v e V. • 

D. La -formule des caractères de Kac_Weyl.  

proposition 2.4. 

Soient V un 9-module possédant un caractère et X € t) , 

alors il existe une filtration finie de V: 

V = V 3 V z> V z> V = {0> 
e 8 - 1 1 O 

et une partie I (X) <z {l,...,s> telle que: 
i € M X ) =» V / V ^ L(\.) avec X. > X 

v v-l t V 

i «r M X ) -> (V/ V ) = Wl pour fj > X 

L'ensemble I(X) ne dépend pas de la filtration choisie, 

et pour tout > X, le nombre de fois CV:L(p)3 que p figure dans 

I(X) ne dépend pas de X et on a EV:L(^)3 ^ O si et seulement s'il 

existe un sous—module U de V et un vecteur v € V \ U tel que 

X̂ v e U pour tout i, O < i < 1. On a alors: 

ch(V) = J CV:L(X)3 ch(L(X)) 

X«=t) 

# On montre le résultat par récurrence sur: 

v(V,X) = J dim(V^) 

Si i^(V,X) = 0 on a le résultat avec la filtration 

V = <0> c V = V et M X ) = 0. Supposons que t>(V,X) > 0; soient fj 
o 1 

un élément maximal de P(V) tel que jj > X et v € V , alors 

U = ^<g)v est à plus grand poids (J donc contient un sous-module 
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propre maximal U* d'où U / U* a« L<^) avec fu > X, v(U',\) < v(V,X) 

et v><U,\> < v<V,X). 

Posons 0(V) = ch<V) - J CV:L(\)3 ch(L<\>>; on a #<L<A>> = O 

et <p est additive sur les suites exactes de sorte que, pour tout 

X € t) , on voit en choisissant une -filtration de V de la forme 

précédente que l'on a #CV) = ^ <£(Qk> avec Q

k ^
 = t o î pour tout 

fj > X de sorte que le coefficient de e^ dans 0(0^) est nul pour 

tout k donc <£(V) = O. • 

proposition 2.5, 
*\# 

Soit V un Q-module à plus grand poids À, on a 

ch(V) = J n xch(M(X)) 
X<ED (A) 

o 

avec D (A) = C X <s D (A) / HX+pll2 = IIA+pll2 > et n A = 1. 
o A 

# Il suffit de montrer le résultat pour V = L(A). On peut indexer 

l'ensemble D (A) de sorte que X. > X. i < j de sorte que l'on a: 
o t j 

ch(M(X ) ) = ) n ch(L(X > ) 
j 

puisque l'opérateur de Casimir d'un sous-quotient L(X) de M(A) est 
*\# * \* 

induit par celui de V de sorte que l'on a (A + 2p|A) = (X + 2pjX) 

ie HX+pH = HA+pll . Alors la matrice (n. .). . ^ est 

triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. • 

proposition 2.6. (formule des caractères de Kac-Weyl) 

Soit L(A) un 0-module simple à plus grand poids A € t) 

tel que A(H ) € IN pour O < i 5 1; on as 

r . . w(A+p) 
y s(w)e 

ch(L(A) ) = v € V ^ 
X> 

m On a 

ch(V) = J n xch(M(X)) 
X<ED (A) 

o 
avec n. € Z et n A = 1-

X A ^ 
En multipliant cette égalité par O on obtient: 
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è ch(L(A)> = J n x £> ch(M(X)) 

X<=D (A) 
o 

\<eD (A) 
o 

Soit D M A ) l'ensemble des \ € D (A) tels que n. * 0; pour 
#V O A . 

tout w € W on a: 

wCD) = £: (w)£> 

w<ch(L(A)) = ch(L(A)) 

de sorte que, pour tout X € D M A ) on a: 
n % ~ ^ = ^(w)n^ * O 

*V ^ v<X+p)~p \ ^ 

donc w(X+p)~p € D'(A) et, en particulier, on a w(X+p) < A+p pour 

tout w € W. Alors, il existe ij e { w(X+p)-p / w e W > tel que A - / J 

soit de hauteur minimale; posons ^ = r\(/L/)~ot^ = r^w(X+p) — p; la 

hauteur de A-fj est supérieure à celle de A-fj d'où: 

(A-p) - (A-/J.) = /L/-r (p)+c* = (̂  (H ) +1 ) a € Q 

V V t V t + 

Or p(H.) = 1 et finalement on a (/j+p) (H ) > O pour tout i. 

Mais on a: 

IIA+pll2 - «M+pH 2 = <A+^+2p|A-Av) = J (A+/u+2p|cxi) = O 

k a e Q et (A+u+2p|a ) > O pour tout i d'où A-fJ = O 
l i 4- • i 

et par suite il existe w e W tel que w(X+p) = A+p. Comme A+p 

appartient à la chambre fondamentale (ie (A+p) (H. ) > O pour tout 

i) l'élément w de W tel que w(X+p) = A+p est unique. 

Ainsi l'application w • w(A+p)-p est une bijection de 

W sur D ' ( A ) de sorte que: 

h ch(L(A)) = l n x e
v < A + p > 

et n. = £:<w)nA = siw). # 
A. A 

corol1 aire 1- (formule du dénominateur) 

X> = y b ( w) e 
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corollaire 2, 

Soit A € t)* tel que A (H.) «E IN pour O < i < 1; on a un 

isomorphisme de Q-modules: 
A<H.>+i 

L (A) M (A) / J M(A)Y i

 v 

• En effet la formule des caractères est valable pour tout 

g-module à plus haut poids A intégrable V de sorte que l'on a 

V ac L(A). # 

3. Groupes de Kac-Moody. 

A, Construction des groupes de Kac-Moody, 

Soient ((H) ^ ,D, (X x ) ^ X ' V ) ) une 
^ ^ a+nô€À ±<a<l,noeA 

base de Cheval ley de Q et co 1 * involution associée. 

proposition 5.1 

•n peut associer canoniquement à l'algèbre de Lie 9 ' , 

un groupe G (le groupe de? Kac-Moody) et une application: 

exp : U 9 a — • G 

a€A r* 
tels que: 

i) G est engendré par exp( U 9^) 

ii) Pour toute représentation intégrable: 

p ' : 9' • 9Ï<V) 

il existe une représentation (nécessairement unique): 

p : G • GL (L (A) ) 

de G telle que: 

p(exp(X)) = exp ( p '(X)) 

pour tout a € A et tout X e 9^. 

iii) si g € G est tel que p(g) = id pour tout 

g-module intégrable V on a g = e. 

De plus, 1'involution de Cheval ley co de 9 définit un 

automorphisme involutif de G tel que: 

co(exp(X) ) = exp(co(X) ) 

pour tout X € U 9 a -

ot̂ A 

# Soit r*(g') la somme (dans la catégorie des groupes) de la 
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-famille des groupes additifs (9 ) et pour tout A € A r*, soit 

é a : 9 a • R < 9 > > 

le morphisme canonique; on a alors des homomorphismes: 

p* : R*(9') • GL(V) 

tels que P*© ¿ (X) = exp ( P ' (X)) pour tout A € À r* et tout X e 9 -
^ ^ et a 

Soit N (9') l'intersection des noyaux de ces homomorphismes; alors 

G = T (g*)/ N (9 ') et si p : T (9") • G est 1'homomorphisme 

canonique on pose, pour tout ot <s À r* et tout X € 9^: 

exp(X) = p o ¿ (X) . 

Il existe alors un unique automorphisme CO de R (9') tel que l'on 

ait: 

w*- j (X) - j (w(X)) 
a ~ct 

Or pour toute représentation integrable P ' de 9, la représentation 
CO' 

P = P '© co est integrable et l'on a: 
, co * * ~* 
( P ) = P o 0> 

de sorte que co*(N*(9') ) c N*(9 ' ) . Ainsi c o * définit, par passage au 

quotient 1'involution de Cheval ley co de G. • 

corol laire 1̂  

On a, pour tout g C G et tout X E 9: 

P'(Ad(g )X) = P<g> P ' ( X ) P(g)" 1 

• On a pour X € 9 et Z e U 9 a ? puisque P ' (Z) est localement 

ni 1potent: 

P'(Ad(exp(Z))X) = P '<exp(ad z>X) 

- exp(ad , P '(X)) 
P <z> 

= exp ( P '(Z) ) P '(X)exp ( P '(Z)) 1 

= P(exp(Z) ) P ? (X)P(exp(Z) • 

corollaire 2 

i) Pour tout g € G, Ad(g) est un homomorphisme 

d'algèbres de Lie. 

ii) Le noyau de Ad est égal au centre &<B) du groupe G. 

• On a pour X , Y E Q et g E G: 

P '(Ad<g)C X , Y ] ) = P ( g ) P ' ( C X , Y ] ) P ( g ) _ 1 

= CP<g )P> ( X ) P ( g ) _ 1 , P ( g > P ' ( Y ) P(g) - 1] 

= D P '(Ad(g ) X ) , P '(Ad(g ) Y ) 1 
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= P'(Ad(g)X,Ad<g>Y3 

D'autre part, pour g € Ker(Ad) on a pour tout 

X e exp< U 9 > : P(g ) P '(X) = P '<X ) P(g) 

de sorte que: 

P(g)exp(P'(X)> = exp<P'(X)>P(g> 

d'où: 

P(gexp(X)) = P(exp(X)g) 

ie g e ¿?<G). 

Réciproquement si g € <5£(6) , on a: 

exp(P'(X)) = P(g)exp<P' <X) )P<g)~* 

= exp ( P(g ) P ' (X)P(g)""1) 

= exp (P'(Ad(g)X)) 

pour tout X e exp ( U 9^) • Comme P ' (X) est localement nilpotent, 

il en est de même de P'(Ad(g)X) de sorte que: 

P '(X) = P'(Ad(g)X) 

et finalement g e Ker(Ad). • 

corollaire 3, 

Soit P ' : 9' • 9Ï(V) une représentation integrable 

telle que Ker ( P ' ) e CC; alors si P : G • GL(V) est la 

représentation associée on a Ker ( P ) <z ¿£<G) . 

• Soit g e Ker ( P ) ; on a P'(Ad(g)x) = P'(x) pour tout x e 9' et par 

suite Ad(g)x~x = \<x)C avec X «= 9'*- Mais, comme Ad (g) est un 

homomorphisme d'algebres de Lie on a X(Cx,y3) = O ie X. = O- On a 

donc g e Ker<Ad) = &(B). m 

B. Les sous-groupes SL(2,C) associés aux racines réelles,  

proposition 3« 2 

1) Pour tout c*+nô <E A r*, il existe un unique 

homomorphisme de groupes: 

p . : SL(2,C) • G 

tel que, pour tout s e C: 

€> *(x(s)) = exp(sX *) 

<p .(y (s)) = exp(sX ± ) 

i -i ^ 
2) 4P . ( g ) = a>o >̂ . (g) pour tout g e SL(2,C). 

A+NO CX+NO 
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3) ^ est in jectif et son image est le sous-groupe 

G x de G engendré par exp (9 x u 9 
a+NO * ^ K ^ a + N Ô - a - N Ô 

# 1) On pose: 

x x(s) = exp(sX 

y x(s) = exp(sX x ) a+nô -a-no 

On a, pour toute représentation intégrable p': 

p(x x(s>) =exp(sp'(X x)) 

p(y .(s)) = exp(sp'(X x>> .a+nô ^ ^ - a - N Ô 

La sous-algèbre 8 = CX x e CH x e CX x de 9 
^ a a+NÔ a+NÔ -a-no 

engendrée par X x et X x est isomorphe à 8Ï(2,C) et la 
^ ^ a+NÔ - a - N Ô 

repr ésentat i on: 

p' |8 A : 8 A • 9Ï<V> 
1 a+NÔ a+NÔ 

est intégrable donc il existe un unique homorphisme de groupes: 

P s s SL(2,C> • GL(V) 

tel que: 
p a + N Ô ( X ( S > > = e x P ( s P ' ( X

o t

) } 

p ^(y(s)> = exp(sp'(X x)) * a + N Ô 7 - a - N Ô 

Il en résulte que toutes les relations satisfaites par les 

générateurs x (s) et y (s) de SL<2,C> sont vérifiées par x ^ ^ ( s ) et 

y *<s) d'où l'existence d'un unique homomorphisme de groupes 
a+NÔ 

*>a 6-s SL(2,C) >B 

tel que, pour tout s e C: 

tp x (x (s) ) = x x (s) a+NÔ a+NÔ 

< W n < 5 ( y < S > > = y « + n 6
< S > 

de sorte que IrnĈ P x ) — G x . 
a+NÔ a+NÔ 

2) Il suffit de vérifier l'égalité pour g = x (s) et g = y(s) 

3) Posons q a + n ô = P^i£± i]>; on a: 

Ad(q = Ad(exp(X X)exp(-X x)exp(X x ) ) a+NÔ a+NÔ - a - N Ô a+NÔ 

= exp(ad )exp(-ad )exp(ad ) 
X A x A x x 

a+NÔ - a - N Ô a+NÔ 

^ a + N Ô 

On sait que l'on a êlS-r̂  et ^ n < $ < 9 ^ ) - 9 ^ ^ pour 

tout ft € A. Il en résulte que, pour tout g e SL(2,C), tout 
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<*Vr 

ft+rô € A r e et tout X' <E 9 / ? + r 6 on a: 

a + n ô 1 a+nô r 

On pose p = p^ pour 0<i<l. Il suffit donc de démontrer 
i 

que: 
P : SL(2,C) • G 

est injectif pour l<i<l, puisque toute racine réelle de Q, est 
l'image d'une racine simple par un élément du groupe de Weyl W. 

Soit A € b défini par A (H ) = 6 ; le a-module L ( A . ) 
i v J v,j v 

est intégrable et l'on a: 
A . < H > 

p (-1 ) - v A = (-1 ) L v v A = -v A i A A A. i i v 

de sorte que -I « Ker <f> ) . Or Ker(^) est un sous-groupe distingué 
de SL(2,C) donc égal à SL(2,C) ou contenu dans CI,-I>. On a donc 
Ker<*>. > = tl>. # 

i 

En particulier, pour toute racine réelle a+n<5, on a un 
homomorphisme injectif: 

• G 
t • T

H O C +n6 = ^ ( h ( t ) ) 

Pour tout g—module intégrable V on a: 
H A \ < H X > 

p(t a + n e > ) v = t a + v (X € P(L(A)), v e L<AK > 
A. 

et on a w(t ) = t 

C. Le sous—groupe de Cartan, 
Pour tout cx+n6 e A r % on désigne par T ^ l'image de 

1'homomorphi sme: 
C* • G 

H x 
t • t 

et par T le sous-groupe de G engendré par "CT^ ̂  / cx+n<5 <= A >. 

proposition 3.5 
L'application: 

« c V + 1 > t 
H. 

<t.) • n * v 

est un isomorphisme de groupes. 
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De plus, T est stable par 1 * involution de Cheval ley <*> et 

l'on a <*><h) = h pour tout h « T. 

• On a, pour toute représentation integrable 

H * X<H ^> 

p': p(t )v = t v 

de sorte que le groupe T est abélien et que, pour 0<j<l et 

a+nô <s A r e: 
H + H ^ -a <H >W> H 
. r ,(a+nô) , a+nô ., j a+nô v j t j = t: it / 

d'où il résulte, par récurrence sur la longueur des éléments de W, 
re ~ ~ 

compte tenu de ce que A = W Œ ) , que l'application: 

0<t, <l 
H. 

est surjective. Enfin , si l'on a j"| t.v = e, on voit que: 
A o<i<l v 

A (H > 

n V l v A = v A 0<j<l 
0<i<l j j 

avec A (H ) = ô donc t = 1 pour G < i < 1. # 

Remarquons que, de manière plus intrinsèque, on a un 

isomorphisme de groupe: 

77 : P' C* • T 

tel que rfi) H # t.) = n t.v, où P' est le sous groupe de t) 

II 
engendré par les H , 0<i<l- On posera 7}<H « t) - t . Notons aussi 

i 
que l'on a un isomorphisme de groupes: 

P'"<8> C* • Hom z<P',C*) 

H <8> t • E < X • T X < H ) } 

où P' le Z-module libre de base (A.) _ _ de sorte que l'on a, 
^ v o<v<l 

pour tout Q-module integrable V, tout X <E P(V) et v € V^: 

p(r>(H^t))v = E ^ ( X ) v 

•v 

Pour tout a+nô € A r e, on désigne par N ^ le 
*\# *\# *v 

normal isateur de T

a + n < 5 dans G

a ^ n ¿
 e t P a r N le sous-groupe engendré 

par £N ± f a+nô € A r*>. On a: 
a+nô ^ 

^ ^ ^ a+nô* %<+nô ^ ^ 
de sorte que N est stable par 1'involution de Cheval ley o> de B. 

# On a q "+ = exp(X ,)exp(-X x)exp(X x ) de sorte que 
a+nô a+nô -a-nô a+nô 
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*\# *Vr *\# *v 
co(q *) = exp(o>(X *) )exp (—o>< —X x))exp(co(X x ) ) ^ a + n ô ^ a + n ô ^ - a - n ô a + n ô 

= exp(—X <J>exp(X .)exp(-X ~) 
- a - n ô a + n ô - a - n ô 

= <exp<-X .)exp(-X ,)exp(-X x>>~* -a-no a + n o - a - n o 

* ̂ - a - n ô * %i+n<5 " # 

proposition 3 . 3 

L'application: 

n : N / T • W 

nT • Ad(n)|t) 

est un isomorphisme de groupes. 

• Posons, pour O < i < 1, = . Le sous-groupe N est 

engendré par T et les N

A 4 . N < S * a + n ô e A ; mais on a 

N * = q N q. de sorte que N est engendré par T et la 
r <a+nô> t a + n 6 t 
v 

famille (q ) - . Puisque l'on a: 
t o<i<l 

q * t ' (q x ) = t a + n ô f 

a + n ô a + n ô 

on voit que T est un sous-groupe distingué de N. On a T e Ker(rc), 

puisque t) = Q , d'où un homomorphisme de groupe: 

n : N / T • W 

tel que rr(nT) = Ad(n) |t) de sorte que, pour 0<i<l on a nr(q^T) = r^ 

et par suite n est surjectif. 

Posons: 

q = q q q . . . (m termes) 
i j i v,j 

q' = q q q . . . (m termes) 
j *> j 

et k = j si m est pair ou k = i sinon de sorte que 

q' = q. q q"1. Puisque nia ) = r., 7i(q.) = r. et que m. . est 

l'ordre de r r dans W on a nia) = n(q') et r = 7i(q) r, (n(q)) 
v j j * 

d'où a = n ( q ) ( a ). On a alors: 
j k 

-i -i -i ~ ~ -i 
q' q = q q a q q q (N \ T ) q 

j k j a , a i 

k k 

Mais q (N \ T ) q"1 = N \ T = N \ T et ainsi: 
a a, ^ - - a . a . 

k k 7T<q>a 7T<q>a j j 
k k 

q' q"1 <E q N \ T = T 
j a a a . 

J j j 
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On montre de même que q q «E T mais T n T = -Ce> le q = q'. 
a a a * i m 

i i j 
U 

2 i ~ ~ 

Enfin on a q̂  = (-1) e T, pour 0<i<l de sorte que, puisque W est 

un groupe de Coxeter, il existe un unique homomorphisme: 

W • N / T 

transformant r. en q T pour 0<i<l donc n est un isomorphisme. m 
i i 

D. Le système de Tits double. 

Pour tout a+nô e A , on pose U ^ = exp ( 0 ^ + ^ ) ; on 

désigne par U + (resp U ) le sous-groupe de G engendré par les 

U * avec a+nô e A r* (resp a+nô € -A r e) et par B (resp B ) le 

sous-groupe engendré par T et U (resp par T et U ) • 
On a, o>(U ^) = U ^, de sorte que o>(U ) = U et 

* OH-no -a-no 4. -

co(B^) = B et on a vu que les sous-groupes T et N sont stables par 

co qui induit l'identité sur le groupe de Weyl W. 

proposition 3.4 

(B ,N) et ( (B ,N) sont des systèmes de Tits saturés de 

groupe de Weyl W dans le groupe G. 

# D'après XI 1 il suffit de montrer que (N, T, ( U ^ + ^ ) a 4 . n < 5 ^
r e * 

vérifie les propriétés suivantes: 

1) T normalise U x et U x * £e> pour tout a+nô € A 
a+nô a+nô 

2) G = < T, U 6 / a+nÔ <= A r e > 

3) L'application: 
*V» *V» *Vr *Vr 

U x T x U • G 
(u ,h,u ) • u hu 

4- * * - 4-

est injective. 
4) N est engendré par T et des éléments q f 0<i<l, tels 

que: 

q normalise T q U * q. = U x pour 
V 

tout a+nô € A 

5) Il existe un isomorphisme de groupes: 

n : N / T • W 

tel que n (q. T) = r., 0<i<l. 



170 

6) Pour a+m6,/?+n6 <= A ™ telles que (/?+n<5> <H a + r n 6> > 0 

•v f U si cx+/?+ (m+n ) 6 eA 

' ^ <e> sinon 

7) U \ <e> c U q T U 
-oc a i a 

i i V 

et la démonstration du chapitre XI prop 2.1 s'applique encore ici 

pour montrer que (B , N) est un système de Tits. il en est donc de 

même de (B ,N) en appliquant 1 *involution de Chevalley. • 

corollaire 

i) N est le normal isateur de T dans G et le centre &<G) 

de G est un sous-groupe de T. 

ii) De plus l'application: 

;£<G) x C* • 5T(G) 

(c,t) — • ct° 

(où C est l'élément central de 9) est un isomorphisme de groupes. 

• En appliquant loc. cit. prop 2.4 on obtient i) et que 3T(G) est 
*\# *V* *\r *\r 

isomorphe à Hom-^P*/ Q',C ) où P' (resp Q') est le sous-groupe de 

t) ' engendré par (A. |t)') (resp par (a |t)') ). Mais 

P = P e ZÂ tandis que Q = Q puisque que a = 6—9 et que 6|t)' = 0. 
o o 1 

Ainsi on a: 

Hom-2F(P'/ Q',C*) ^ Hom--(P/Q,C*> x Hom-.(ZA ,€*) 
Z ' Z * Z o* 

Mai s: 

Hom 2(P/Q,C*> 2* 3T(G> 
* C * 

tandis que Hom—(ZA , C ) a pour image { t / t e C > . • 
éL o 

E. L'extension centrale du groupe de 1acets. 

Soit p : G -» GL(V), la représentation associée 

à la représentation p ' : 9 > 9Ï(V), somme directe des 

représentations fondamentales. Les représentations p ' et p sont 

fidèles. On pose LV = CCt,^ 1} <s> V et on définit une 

représentation 

Lp': 9 • 9KLV) 

Lp' (f<8>X> (g<8>v> = (f g ) « > p ' (X) v 

Lp' (C) = O 
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Lp'(D)(g«v) = <tg')«v 
On obtient ainsi une représentation integrable de 9 de 

laquelle on déduit une représentation: 
Lp : G • GL(V) 

Le groupe LG = Im ( L p ) est le groupe de lacets de G. 
Ainsi LG est le sous-groupe de GL(V) engendré par les 
automor phi soies x ^(s) définis par: 

avec G s'identifiant au sous-groupe de LG engendré par les x (s). 
Puisque l'on a Ker ( L p *) = CC, on a Ker ( L p ) c: 3T(6) . On a alors la 
suite exacte de groupes: 

m L p 

{1> • C • G • LG • U > 
t • t c 

# Puisque C e K e r ( L p ' ) on a L p ' (C)v = \(C)v = O pour tout 
v «E ( L V K de sorte que \(C) = O et par suite (Lp)t^v = t^^v = v 

C 
pour tout v e <L-V)^ ie t e Ker ( L p ) tandis que Lp|G est un 
ismomorphisme de G sur son image dans LG. • 
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