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C O H O M O L O G I E S E T D E F O R M A T I O N S 

D E C E R T A I N E S A L G E B R E S D E L I E Z - G R A D U E E S 

Faouzi A M M A R 

0-1 SYSTEME COMPLETEMENT IHTËGRABLk ET EQUATION ISOSPECTRALE DE LAX : 

Définitions et notations : 

Soit M une variété différentiables v 

Une structure de Poisson sur M, est définie par la donnée d'une application 

bilinéaire antisymétrique de C**(M) X C"°(M) dans C"°(M) notée : 

(f , g) > tjf , gj> vérifiant les conditions suivantes : 

a / | f , g.hj>=^f , g]h + <jf , h|g 

b/ Identité de Jacobi : 
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b/ Identité de Jacobi : 

La variété M est appelée variété de Poisson • 

A toute fonction f € C°*(M), sur la variété de Poisson M, on peut associer son 

champ de vecteurs hamiltonien X^f il est défini par la propreté suivante : 

Pour toute fonction g € (f°(VL) 9 on a X f g = -<jf , gj>. 

Exemples : 

a/ Une variété symplectique (M 9Sl) est une variété de Poisson : 

pour tout couple (f , g) d'élément de cf^M), le crochet ̂ f , gj>est donné par : 

jf , g}=Jl(xf , X g) 

où X et X sont les champs de vecteurs hamiltoniens, de hamiltoniens f et g 

données par : 

df = i(xf)Jl dg = i(xg)5t 

b/ Soit G une algèbre de Lie de dimension finie ; G* son dual pour 

tout couple (f , g) d'éléments de C°*(G*) et tout <x €. G* . 

On pose : jf , gj,(«) = <£c, [df («) , dg(°()] > 

*** 

Cela définit une structure de Poisson sur G , dite structure de Kirillov-

Kostant-Sauriau • 

Equation isospectrale de Lax : 

Soit un ensemble de matrices de la forme : 
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J 0 O O O . . . . 0 

o &2 0 o .... o 

o a 0 o a-* o .... o 

L = :. L 3 

où , sont drs entiers positifs, les valeurs propres de L sont 

réels et simples . 

Lax considère les équations différentielles de 2 A forme : 

(1) L = [P , L] 

0 0 a-|a2 0 

o o o a2a3 * 

"•â  o © • -
• • • 

P = o * * o • 
0 ° ' 0 an-2an-1 

' » o. o' o; 

« • • • . • - a

n_2
an-i 0 ; 6 

l'équation (l ) s'écrit sous la forme suivante : 

(2) a k = a k(a£ + 1 - ̂  ) k = 1, 2 , n-1 

alors les coefficients du polynôme caractéristique de L sont des intégrales 

premières du système (2) 

On va introduire quelques notations utiles par la suite . 

Soit G une algèbre de Lie réelle de dimension finie, G + et G" deux de ses 
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sous algèbres telles que G = G + + G~ comme espaces"vectoriëls .nais"nonrcoame 

algèbres de Lie 

On désigne par G* F G
+ * et G""* les duaux respectivement de G, G + et G" 

*ÏT : G* ^ G 4 * désigne la projection canonique, transposée de l'injection 
G + * 

tion canonique i : G > G 

l'espace G est somme de deux sous espaces : 

G* = G * X © G ~ X ; G"hJL=<j^§e G* ,
 x > = 0 V x e G*J> annulateur de G + 

Là restriction de TT à G~"^est un isomorphisme de G"^sur G + ; G +* est 
G+ 

identifia à G~" 

-* +x 

De même on peut identifier G au sous espace vectoriel G 

On concidère sur G"1" la structure de Poisson définie précédemment • 

Puisque on peut identifier G"1"* avec G \ on a maintenant une structure de 

Poisson sur G ~ ^ \ 

On peut donc faire apparaître deux structures de Poisson distinctes sur G 

correspendant à deux structures d!algèbres de Lie sur G ; La structure de 

départ et celle obtenue comme somme directe dfalgèbres de Lie G* et G" ; 

G Q = G + e G" 

On désigne par et (G les sous algèbres de (f°(G*) définies respective-» 

ment par : 

* = £ f €. C°tG*)/V<x G. G*, adj f ( ( x ) = 0 j 

tf(G-S = jf€C*(G*) / V ^ e G ^ a d ^ ^ ) = 0 | 

où ad désigne la représentation coadjointe de G dans End( G ) 

^est donc le centre de l'algèbre de Lie de Poisson C°°(G*) muni de la structure 



- 5 -

de Kirillov- Kostant-Souriau . 

jf , g (<*)}>= -<ad^ f ( Q < ) («) , dg(o()> 

On remarque que f € C°°(G*) est élément de ̂5 si et seulement si elle ast cons
ul

tante sur chaque orbite de l'action coadjointe de G sur G définie par : 

0^ =<JAd*o</ g eGj>où G est le groupe de Lie de l'algèbre de Lie G 

0-2 THEOREME D'ADLER, KOSTANT ET SYMES : [l] 

On se place dans les hypothèses indiquées ci-dessus 

1/ En désignant par j : G > G l'injection canonique, 

on a,pour tout couple (f , g) d'éléments de ̂ § et tout « e G " ^ , 

^ f o j , g o j j > = 0 

2/ pour toute fonction f G$,le champ de vecteurs hamiltonien sur G~^" 

associé à f o j, vérifie «n tout <* €. G 

(*) XjM =1f i(ad* df (*)<*) = - T T .(ad* df (<*)*) 
F 0 J G " it+ G- T T . 

Cette seconde expression est l'analogue de l'équation de Lax, en effet 

* = X f o j ^ ; 0 n n o t e b = Jtffc)* 
G 

G* le dual de G s'identifie à G grâce à la forme de Killing de G . 

(*) devient ex = jjx , bj où |̂  , est le crochet de G . 

Détaillons le cas où G = sl(n , R) : 

G le dual de G s'identifie à G grâce à la forme de Killing de G ; 

On prendra pour G* l'algèbre des matrices triangulaires supérieures et pour 

G", l'algèbres des matrices triangulaires inférieures de trace nulle . 

On a alors G = G et G = G f et d'autre part l'action adjointe 
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s'identifie à l'action coadjointe, donc x

foj(°0 = , _df (°0j . 

Si on prend alors pour hamiltonien H(<*) = -?tr<£ ; dH(<*) = <x 

on retrouve ici une équation du type de Lax . 

Un système de ce type est le célèbre réseau de Toda . 

Soit un nombre fini de masses penctuelles se déplaçant librement sur l'axe 

réel, soumises à un potentiel en exponentielle . 

Soient x^, k = 1, , n les positions des points et y^f k = 1 , , n 

les impulsions . 

. £ 2 Ç=l xk~xk+1 
Ce système est régi par le hamiltonien H = y 2 y, + 2. e 

k=1 k k=1 

on convient que XQ = xn_^ = 0 

Le système Hamiltonien associé est donc : 

x^ — —• k — 1 , • • • • f n 

7 k = - — K = 2, n-1 

Xk » *k 

xk-1~xk xk~xk+1 
= e - e 1 = 1, . . . . , 1 1 

H. Flaschka a introduit le changement de coordonnés 

= y e k = 1 , ...., n-1 
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\ = I y k k = 1 , , n 

*k * ( bk " V l ) ak 

bk = V i - *k 

Le système d'équations différentielles peut sfécrire sous la forme de Lax 

L = [p , L ] 

b 1 a1 o a1 o 
o • • • • 

• • • « • 
1 ; 

L = o P — 
n—1 . • n—I 

• • • • « 
1 b b o o o 

n 

Les intégrales premières sont obtenues à partir des polynômes caractéristi

que de L 

A (X) = det(AI - 1) «TT~(*- A k ) = f _ I X Û - K 

k=1 k=0 

les coefficients 1̂  f , I sont alors constants de mouvement 

Ce résultat a été obtenue pour la première fois par Lax 

0-3 PRESENTATION DE NOS PRINCIPAUX RESULTATS : 

Soit G une algèbre de Lie semi simple, on considère sur G les deux 

structures introduites par Adler, Kostant et Symes . 

Si G se décompose en somme directe d'espaces vectoriels G = G + + G~, où G + et 

G" sont deux sous algebres de Lie on lui associe G Q = G* © G~ somme directe 

d1algebres de Lie, ce qui revient à annuler les crochets de la forme jjt , Y J 

avec X e c + e t ï 6 G " 
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Nous allons démontrer qu'il existe une suite de déformations de GQ vers l'algè

bre de Lie G semi-simple ; Plus précisément on peut déformer G^ suivant une 

déformation formelle à l'ordre 1 en une algèbre de Lie résoluble G^ t̂Qj est 

une matrice(n-1 )x(n-l)fsi n-1 est le rang de GJ • 

Pour certains choix particuliers de U, on peut ensuite déformer G^ suivant une 

déformation polynômîale formelle de degré n-1 sur l'algèbre de Lie G • 

Nous montrons que dans le cas où G est l'algèbre de Kac-Moody 

G = sl(2 , R) ® C jt , t"̂ J 

il existe une suite de déformation de GQ vers l'algèbre de Lie G ^ plus préci

sément : on peut déformer GQ suivant une déformation formelle à l'ordre 1 en 

une algèbre de Lie G^ (où Jlest une famille de paramètres) . 

Pour certaines valeurs du Sl,on peut ensuite déformer G ^ suivant une déformation 

formelle qui converge au sens faible (voir chapitre JL) 

Nous montrons dans le chapitrepO que ces exemples sont des cas particuliers 

d'une situation générale • 

Considérons une algèbre de Lie muni d'une graduation E = © où la décompo-

sition est telle que £1^ , E J C E ^ ^ V k, p €L 2 

Posons E+ = ® et E- = ô 

k>Q k^O 

on a ainsi E = E 4- E Q + E + 

E + et E - sont respectivement des idéaux . 

Considérons les algèbres de Lie dont les tables de multiplication sont sché

matisés par les tableaux suivants : 
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+ 0 - + o - + o -

D B C = E 

Les algèbres D, B et C sont des structures d'algèbreo de Lie sur E, une zone 

hachurés dans un tableau représente les crochets de Lie dans E, une zone 

non hachuré représente les crochets nuls . 

+ , o et - représentent respectivement des éléments arbitraires de E+f E^ et 

E- . 

Lfalgèbre de Lie D n'est autre que la somme directe de E + E et E . 
- H O -

Il n'y a pas de condition à priori pour que l'algèbre B soit obtenue par 

une déformation formelle à l'ordre 1 de l'algèbre D . 

On mettra par contre en évidence une condition nécessaire pour que l'algèbre 

Crsoit obtenue par une déformation de l'algèbre B . 

Ceci fournit le premier exemple de déformation formelle convergente hors les 

exemples biens connus issus de la géométrie symplectique et de la théorie 

des star produits . 

Le chapitre ZC contient les calculs cohomologiques nécessaires au cas d'une 

algèbre de Lie semi simple de dimention finie, le chapitre contient les 

calculs cohomologiques nécessaires au cas d'une algèbre de Kac-Moody affine 

non tordue G = sl(2 , R) ® C t , t~1 . 
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Le chapitre HT contient le principal résultat qui consiste à prouver 

l'existence d'une suite de déformations de l'algèbre de Lie G^ vers 

l'algèbre de Lie G dans le cas général d'une algèbre de Lie graduée sur 

2 . 

Le chapitre ZETa pour but de montrer, en utilisant le calcul cohomologi-

que, que pour les deux exemples d'une algèbre de Lie semi-simple de 

dimension finie et de G = sl(2 , R) Ç<)C ĵ t , t~*J, la suite de déforma

tions donnée au chapitre AT est unique, autrement dit il n'existe pas 

d'autres déformations qui nous permet de retrouver la structure de G à 

partir de celle de G^ . 
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CHAPITRE I 

1-0 INTRODUCTION : 

Dans tout ce chapitre G désigne une algèbre de Lie semi simple 

réelle de dimension finie n . 

Considérons une décomposition de G en somme directe dfespaces vectoriels 

G = N" + H + N +, où H est la sous algèbre de Cartan de G et H + N + une sous 

algèbre de Borel notée K . 

Soit G^ = N~" <B (H + N +) où © désigne la somme directe d'algèbrec de Lie, ce 

qui revient à annuler les crochets de N~ avec N + et H . 

On construira une famille d'algèbres résolubles G^ indexée par une matrice 

U qui va jouer un rôle intermédiaire dans les déformations . 

2 2 

Notre but dans ce chapitre est de calculer H (GQ , G^) et H (G^ , ^u)> 

connaissance de ces espaces est essentielle pour l'étude des déformations 

1 -0-1 Rappel sur les algèbres de Lie semi-simples : 

Soit G une algèbre de Lie serai simple réelle de dimension finie 

et G = N + + H + N" sa décomposition de Cartan associée à A, un système de 

racines, soient oc , . ... , (X̂  les racines simples (l = dim H), toute racine 

1 
s'écrit donc sous la forme = y n.K-

les n^ sont toutes positives ou toutes négatives ; L'espace des racines est 

un espace euclidien muni d'un produit scalaire ( , ) 

Soit Zî£ l'ensemble des racines positives et £f l'ensemble des racines 
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négatives • 

Soit G^ la sous algèbre engendrée par X^; dim G^ = 1 

<x€A <x€A 

Le groupe de Weyl est représenté par les réflexions £ 7̂ j S^ , . •.., S^ 

(«i ,p) K .p) 
soc ( p ) s p - 2 T r ^ i ; o n n o t e 2 7 : = < ^ i ^ e > 

les racines peuvent être ordonnées ; Si A est la plus grande racine ; 

1 

X = n.c*. alors n. ^ Q pour tout 1 ̂  i ̂ 1 . 
i=1 

r H 

Une base de racines <| =|^1 • ••••» ̂ j^est une base de l'espace des racines 

telle que toute racine p s'écrit p = 2Ln̂ ô , les n^ sont tous positifs ou 

tous négatifs • 

Base de Chevalley ; 

Oh construit une base de Chevalley à partir d'une base des racines 

b / ( \ •
 Xo<1=<^^i>Xac ' i ^ * " 1 ' * * ! 

d/ Si o( et j£ sont des racines indépendantes ^ + p) 

soit |3 - ro(, , ̂  + qi* (la uĉ suite induite par ̂ ) 

[Xca » XJ = o si q = o 

T
 X p j | =

 + 1 ̂  X<*+£ si^A+p est une racine 
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1-1 CAS OU G EST DU TYPlS A 1 : 

On présente indépendamment ce cas particulier traité à part dans 

les travaux de Léger et luks • 

02 munit l'algèbre de Lie G de la base suivante : 

L«X' X~oC 

où ci est une racine simple positive vérifiant ^ C t * * ^ * 1 2 

on a [H , X 1 = 2X ; [h , X 1 = -2X . ; fx - , X 1 = H 

Soient N + la sous algèbre engendrée par X^ 

N~ la sous algèbre engendrée par X 
— 

et H la sous algèbre engendrée par 

Soit l'algèbre de Lie G^ = N~ © (H + N +) ; Q désigne la somme directe d'algè

bre de Lie ; G^ est munit du crochet suivant : 

Ce qui revient à annuler dans l'algèbre de Lie G les crochets de N~ et H 

ainsi que ceux de et N~ 

Proposition 1 : 

G^) est de dimention 1 et engendré par la classe de coho-

mologie représentée par le cocycle 0(11^ , X_^) = UX_^où U est un réel non 

nul . 

Démonstration de la proposition 1 : 

Calculons Z 2(G Q , G Q) : 

Soit C une 2-cochaine de G Q à valeur dans G Q définie par : 

CU^, X_J = aX^ + bX_^+ cH^ 
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CU^, V = gX^ + h X ^ + iH^ 

C est un 2 cocycle si et seulement si Se = 0 où S est l'opérateur cobord 

ScU* , , iQ = p x ^ , x j | . + [ c ( x ^ . h^) , x j + 

[ c ( h ^ , X o () , x_^ + c( [x^ , x_J , H o l ) + 

[ C( X o ( , , = - 2 ^ 

[CU-oc • , xjj - 2fX^ 

C( ̂  , X j , X^) = 2aX^ + 2bX_, x + 2cH a 

C ( [ V V ] ' V - ° 

C ( j j U > H « ] ' X «> " ° 

La condition de cocycle est donc équivalente à : 

cCx^, x J = a X o ï  

c ( x - * ' V = d X « + e X - < * 

V = g X ^ hX_^ + iH^ 

on déduit que Z (GQ) est un espace de dimension 6 

Calculons B (G Q) : 

Soit T une 1 - cochaine de GQ à valeur dans GQ définie par : 

T(X^) = A l X t X + 3 , 3 ^ + 

t ( x ) = A 0X + B 0X + C~H„ -OC 2 ot 2 -v* 2 o< 

T(Hoi) = A 3X e (+ B 3X_^+ C^H^ 
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Un élément de B (G Q) est le bord d'une 1 - cochaine ; VT définie par : 

* T( X«' - "T[Xo< . X - ^ ] + [ X« ' T ^ X - J ] - [X-*> T ^ ) J 

on a alors : 

*T(X^ , H^) = 2 B l X ^ + 2 0 ^ - 2C^ 

V =- 2 A2 Xoc 

B (G q) est alors de dimension 5 

donc H 2 ( G 0 , G A ) = Z
2 ( G ) / est de dimension 1 

0 0 ° / B 2 ( G 0 ) 

Il est engendré par une classe de cohomologie f'J représentée par le cocycle 

C défini par : C(X f H ) = UX 
^ II est un réel non nul 

= 0 si non 

c.q.f.d 

On notera G^ l'algèbre de Lie G munit du crochet suivant : 

[x« • x-«]- ° •• «.»]- ' [** • cj- -2x« 
Proposition 2 : 

i/ si U = 2,dim H 2(G U , G ) = 2 

H 2 ( G ^ F G t̂) est engendré par deux classes de cohomologie j ^ J et ["c,̂  repré

sentée par les deux cocycles suivants : 

C,(X .X ) = H les autres termes étant nuls 

C0(X , H ) = X ^ les autres termes étant nuls 

ii/ si U = -2 dim H 2 ( G U , G ) = 3 

H 2 ( G ^ , G U ) est engendré par trois classes de cohomologie 9 |c 2J , 

représentés par les cocycles suivants : 
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C,(X f X ) = H , les autres termes étant nuls 
1 -ot * 

C0(X f H ) = X . les autres termes étant nuls 
£ — o c —<x 

C_(X , f H ) = X ^ les autres termes étant nuls 

iii/ si U ^ ^2 , -2~^ dim H 2(G U , G u) = 1 

H (G^ , Gy) est engendré par une classe de cohomologie |C^J représentée par 

le cocycle C0(X . H ) = X les autres termes étant nuls . 

démonstration de la proposition 2 : 

On utilise les mêmes notations que dans la démonstration précédente 

Déterminons Z (G^ , G^) : 

Soit C une 2-cochaine , C est un 2 - cocycle si et seulement si 

ïïi Ua 
d'où b = - — , f = — 

On rappelle que C ( X , X ) = a X w + bX _ +cH 
" \ — oc o( —ex OC 

c = O S I U / 2 et si U = 2 on peut prendre c arbitraire . 

si II / 2 le cocycle s f écrit alors : 

cU^, x ^ = ax^ + bx,^ 

Ua 
C(X , H ) = dX + eX + -r— 

Z (GJJ) est donc de dimension 6 

Si u = 2 le cocycle s'écrit alors : 
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C ( X « * ' * - J " + b X - < * + c H * 

C(X_ o (,H <) = dX x + e X ^ + ^ H o t 

Z (Ĝ j) est donc de dimension 7 

B (^u) e s * déterminé par : 

S T U ^ , H ) » 2 ^ - (U + 2)fJ 1X_ g t- 2 * ^ 

si U = -2 dim B 2(a u^ = 3 

si U ^ -2 dim B 2(G U) = 5 

il y a trois cas à étudier : 

i/ si U = 2,dim H 2(G U , G u) = 2 

Gy , Gy) sst engendré par les classes de cohomologie ĵ ĈJ et JC Î repré

sentés par : 

(X^ , X^) = Ĥ , les autres termes étant nuls • 

C 0(X^ , H ) = X les autres termes étant nuls • 

ii/ si U = -2,dim H 2(G n , G ) = 3 
i 

H^(GJJ f G^) est engendré par les classes de cohomologie Jĵ J , jc^ j et ĵ Ĉ J 

représentés par : 
C^X^, X_^) = H^les autres termes étant nuls , 

, H^) = X les autres termes étant nuls , 

C-(X . H ) = X^ les autres termes étant nuls . 
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iii/ si U ¿^2 , -2j>dim (G N , G Ï Ï) = 1 

f GJJ) est engendré par une classe de cohomologie jjĈJ représentée par : 

C(X , H ) = X les autres termes étant nuls . 

cq.f.d 

1-2 CAS OU G N'EST PAS DU TYPE A1 : 

1-2-1 Calcul de H 2 ( G Q , G ^ : 

Proposition 3 : 

Soient A la plus grande raâine, RX l'espace engendré par X et 

K = N* + H une sous algèbre de Borel de G . 

H 2 ( G 0 , GQ) = Hom(H , Der N~) © H 2 ( K , R X ^ £ H 2(N~ , N~) 

avec Der N" l'espace des dérivations de N~" dans N~ qui est donné par le 

théorème de Kostant (Léger et Luks 3 ) 

Théorème de Kostant : 

H1 (N~ , N" ) est engendré par les cocycles suivants : 

i/ sic<^ est une racine simple négative ; D est définie par 
i 

Do( (X*) = ni Xs* a v e c ~ ^ 7 - ni3<i 
i i 

ii/ Soit X la plus grande racine de G, si<* est line racine simple 

négative, on définit D'̂  par : 

D!(X.) = X Q si ft 

= 0 si non 

(* ,0) 
S^ est la réflexion définie par Ŝ (p) = |3 - 2 o< 

(<A,*) 
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H1 (N~ , N") est naturellement une algèbre de Lie pour le crochet des dérivations 

Calculons sa table . 

IS • \] =\ ° V X j • s ° 
= ( V i - » A ^ = 0 

o ( - Z . n - , 
1 

d'où |D , D 1=0 

Lfespace des dérivations engendré par est une algèbre abéliénne isomor

phe à H . 

= 0 si non 

ou m^ est la k composante de (_X) 

Démonstration de la proposition 3 : 

Calculons H (G , G ) 
0 0 

G = N + Ê K où © est la somme directe comme algèbre de Lie . 
0 

Les deux sous algèbres de Lie K et G^/N" sont isomorphes, d'où la suite exacte 

courte d'algèbre de Lie N" > GQ > K associée à la suite spectrale de 

Hochschild-Serrejjî Jpour la cohomologie à coefficients dans la représentation 

adjointe : 

p.q P, <1, - , , % 
= H (K , H (N , G Q) > H (GQ , G Q) 

H (Ĝ  , GQ ) est déterminé par les trois termes suivants de la suite spectrale, 
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en fait cette suite spectrale dégénère grâce à la présence de somme directe : 

E°' 2 = H°(K , H2(N~ , G Q ) ) = Inv ^ C N " , G 0 ) 

c'est à dire les éléments de H^(N~ , G Q ) invariants par l'action de K . 

1,1 . . 2,0 
E = H^Z , H (N~ , G 0 ) ) et E = H^K , HU(N~ , G „ ) ) 
2 2 

0,2 
a/ Calculons E : 

2 

0,2 
Lemme 1 : E = H (N~ , N") 

2 

Démonstration du lemme 1 : 

GQ est une somme directe de K-modules pour la représentation adjointe, 

on peut alors décomposer H2(K" , G Q ) = H
2(N" , K ) © H2(N" , H~) 

0 2 

E ' = InvKH
2(N" , G 0 ) = I n v ^ C N ' , K) Q InvKH

2(N~ , N~), 

l'action de K sur N~ est triviale, K agit trivialement sur la cohomologie 

H2(N" , N") et donc InvKH
2(N" , N") = H2(N~ , N~) 

d'autre part H (N~ 9 K) = Hon^IL^îO , K), l'action de sur K étant triviale 

H0(N~) est la deuxième groupe de homologie de N~ à coefficients triviaux . 

^(N"") a été calculé par Kostant 

Théorème de Kostant ( "5 ) : 

Soient ̂  et |3 deux racines simples négatives distinctes et o( + qfS est 

la plus petite racine dans (lap-suite induite par^c) H 2(N") est engendré par 

les éléments du type X, A X . n 

f> <*+q̂  0 ~̂  

K agit trivialement sur H^N"), on vérifie facilement que Z(K) le centre de & 
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est nul d'où InvK Hom(H2(N~) , K) = 0 

2,0 

b/ Calculons E : 
2 

2,0 0 
E = H^(K , H(N~ , G.)) 
2 

mais H°(N" , G Q) = InvN- (GQ) = InvN- (H
-) & InvN- (K) 

= RX_ A © K 

où RX_^ désigne l'espace vectoriel de dimension 1 engendré par X ^ avec 

>v la plus grande racine . 

2,0 ? 

d'où E = H (K , (RX_ X©K) = H (K , K ) S) H (K , (RX_X) 

Lemme 2 : 

H2(k) = H 2(H) = £ H 

Démonstration du lemme 2 : 

K^/JJ+ est isomorphe à H d'où la suite exacte 

N + » K } H 

On associe à cette suite exacte la suite de Hochschild-Serre pour la coho-

mologie à coefficients triviaux . 

P.q P. q. + x. p+q. . 
E = H (H , H (F)) \B (K) 
2 

H (K) est déterminé par les trois termes de cette suite : 
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E = H°(H . H 2(N +)) 
2 

E 1' 1 = H1 (H , H 1(N +)) 
2 

E 2'° = H2(H , H°(N+)) 
2 

H°(H , H^(N+)) = InvH (H°(N
+)) = 0 

H1 (H , H 1(N +)) = 0 d'après le lemme 6 

et H2(H , H°(N+,))=H2(H) = £ H 

Lemme 5 : 

E = Hom( ̂  E , EX .) 
2 2 ~* 

Démonstration du lemme 3 : 

2,0 0 p 
E = H^(K , K) e H (K , RX J 
2 ~* 

H2(K , RX_X) = H
2(K) ® RX_ X 

= H o m ( H , RX_X) d'après le lemme 2 

H (K , K) = 0 d'après la proposition suivante : 

Proposition Léger et Luks : £4j 

Soit K une sous algèbre de Borei d'une algèbre de Lie semi-

simple sur un corps de caractéristique 0 • 

Alors H1(K , K) = 0 et H2(K , K) = 0 . 
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1 ,1 
c/ Calculons E : 

2 

Lemme 4 : 

Soit Der N~ l'espace vectoriel des dérivations de N~ dans H", alors 

1 ,1 
E = Hom(H , Der N ) 
2 

Démonstration du lemme 4 : 

1 ,1 , « 
Par définition E = H (K , H (H~ , G Q) ) 

2 

Comme G^ est la somme directe de deux sous algèbres G^ = N © K, on peut écrire 

H1 (N~ , G Q) = H
1(N" , N~ © K) 

= H1 (N" , N") ©H 1(N" , K) 

On notera par abus de notation (N~ , N~) = Der (N~) 

1 ' 1 1 1 1 
E est la somme de HHK , Der N") et de H (K , H (N~ , K)) 
2 

L'action de K sur N~ étant triviale, on a • 

H1(K , H1(N~, K)) = H1(K , Hom(H1(N~) , K)) 

Il est alors clair que : 

H1(K , Hom(H^ (N~) , K) = HomCH^H") , H1 (K , K)) 

mais H1 (K , K) = 0 d'après la proposition ci-dessus, donc H1(K , H1(N~ , K)) = 0 

1 ,1 , 
E est alors égale à H (K , Der R~) = Hom(H (K) , Der N ) car l'action de K 
2 

sur N~ est triviale . 

K r- + 1 
Mais H (K) = = H car |K , K~] = N donc H (K , Der M") = Hom(H , Der N") 

[K , Kj L J 

c.q.f.d 
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1-2-2 Calcul de H^(GU , G ) : 

A chaque matrice U = (U. .)if j = 1 ... n-1 on associe une 

algèbre de Lie qui contient la somme directe de N* ô N comme 

sous algèbre des commutateurs et dont l'abélianisé s'identifie à H . 

On a donc une suite 0 > N* e N" > Ĝ T > H > 0 

et l'action de H sur N4" © N~ est définie par : 

jx^ , = 9 ^ S i °* r a c ^ n e s ^ m P ^ e positive 

fx , H 1 = U , , X 

On note : 

- "I 
D1 =^ £Der(N +) / IĴ (X̂ ) = x^(\) si <x = ji e t * £ A + , simple I 

_ = 0 si non _ 

D 2 = € Der(H") / D^(X^) = ( ̂ ) s i <* = f> e t a Ê ^ " , simple^ 

< i 

= 0 si non ! 

on note l a plus grande racine X = ^ - n^CJ^ 

Proposition 4 : 

H 2(G n , G u) = InvH(H
1 (N+) ® D 2) © InvH(H

1 (N") ® ^ ) <£ InVgW 

où W = ffe Hom(H (N+) ® H, (N"), .H) / № . f X ) = H s i o c e A * s i m p l e 

] > 
= 0 s i non j 

pour toute matrice U telle que : 
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ukj -<°V^ - S*SX)> ; uki + ukj = < - k ' X > ; < ^ k ^ 3 >
 +<°V°<j> = 

^- nk uki '<°<k'°4> + ukj - ̂ u k i n i • °} 

L'algèbre de Lie G^ est munie de la base suivante : 

J~X_ , <x G A ; H , ex. âTiavec la table de crochets : 

L °<i 1 J 

' H o <i] = < C X ' ^ 3 1 * e A + 

[ -, n-1 u=J 

X , H = 1̂  n. U. . X si ̂ C ù T ; EX. = -n.OT. , n. est un entier 

j x ^ , X^J = 0 si * e. à + et p e £T 

[ x * » x j i ] = x * + p s i * + ï > £ ^ e t * • fi £ A " 

= 0 si non 

Démonstration de la proposition 4 : 

A la suite exacte courte 0 > N*®*"" > G > H > 0 

on associe la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie 

de la représentation adjointe . 

P»<1 P e , p+q, 
= H (H , H ( N © , G n) H (Gu , G u) 

Pour calculer H (G^ , G^) il faut d'abord déterminer les trois termes 

E -, H ( H , I T ( N + e N " , G ) ) 

2 

E = H 1 (H , n r e s " , G ) ) 
2 u 
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2,0 
E ' = H2(H , H°(N+ © N " , G )) 
2 U 

on va démontrer à la fin de ce paragraphe que cette suite spectrale 

dégénère . 

2,0 
a/ Calcul de E : 

2 _ 

2,0 
Lemme 5 : E = 0 

2 

démonstration du lemme 5 : 

2 ' ° ? n + 
E = H (H , HU(!T e N" , G )) 
2 U 

Ĥ (N"1" <5 N" , G^) est l'ensemble des éléments de G^ qui sont invariants 

par l'action de N + © N~ , c'est le centre de N+ ©N", soit l'espace 

engendré par X^ et X_^ où À est la plus grande racine . 

2,0 2 

On a alors E = H (H , RX ) e lr(H , RX J 
2 X 

Le lemme 5 découle du lemme suivant : 

Lemme 6 : 

Soit H une algèbre de Lie abélienne, M un module de dimension 

1 engendré par m, tel que H opère non trivalement sur M alors 

H*(H , M) = 0 pour * = 1 , 2, ... , n = dim H 

Démonstration du lemme 6 : 

Soit C un k-cocycle de Hlc(H , Tî) défini par : 

C(HQ, ) =&(EQ9 où e-est une k forme • 



- 27 -

S C ( H 0 , H ^ ) = Ç - ( - O I * ( H i ) e ( H 0 , H ^ , H I + 1 H K ) 

<*est un élément de H le dual de H de base C n =
c<, ..., c « 

u n—1 
v . v r 

H opère non trivialement sur M donc °< p 0, on peut poser « = c Q 

^s'écrit sous la forme : 

\ 
e(H .... H, ) = ̂  a £ t . 

0 k 1 O ^ i , . . . i ^ ^ n - l S • • ' xk-1 X1 \_1 

SC = 0 s i O = e 0 . > a 6 c 

donc C est un bord de 

^ ai i -̂i * ... t. c.q.f.d 
0 < i 1 . . . i k _ 2

 X1 k-2 x1 x k-2 

1,1 0,2 
b/ Calcul de E et E : 

2 2 

Le lemme suivant donne des résultats préliminaires aux cal-

1,1 0,2 
culs de E et E 

2 2 

Lemme 7 : 

H1(N+ e N " , G Ï Ï) = D1 «» Hom(H 1(N
+) , R X _ X ) $ D 2 © HomC^ (N~) , R X ^ ) 

H 2 ( N + © N ~ , G U ) = H
2 ( N + , N + ) © H 1 (N~) & D 1 * H 2 ( N ~ ) ® Z ( N + ) £> 

H 2 ( N " , N " ) e H 1 ( N + ) & D 2 e H 2 ( N + ) ® Z(N") © w 

Démonstration du lemme 7 : 

U / N + e N " 

on a alors la suite exacte 0 » N + e N" G U > H r 0 

en tant que suite des coefficients : 
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H°(N+ © N" , H) ° > H 1 (N+ © N " , N + ® ïC) I I > H1 (N + ® H' , 

J l > H1 (N+ © N", H) ^ 1 > H 2(N + <3 N" , N + © H") — 

H 2(N + N" , G ) ^ ) H^N1" © N' , H) ^ 2 > H 3(N + © N" , N + © N") 

d'où les deux suites exactes courtes 

0 » In I 1 > H1 (N+ e N~ , G ) > Ker $ 1 ^ 0 

» coker 5 * H 2(N + © N~ , G^ » Ker S 2 > 0 

Déterminons Im 1̂  : 

H1 (N+ Q» N" , N + e N") = H1 (N+ © N" , N + ) © H1 (N+ 3> N~ , N") 

= H 1(N + , N +) 9 H1 (N") ® ÏÏ°(H+ , N +) © 

H 1 (N" , N") e H 1(N +) ® H°(N" , N") 

l'image par I de H 1(N + , N +) resp de H* (N~ , N~) est représentée par 

les dérivations D̂  resp D 2 

H°(N+ , N +) = Z(N+) = RX A et H°(N" , K~) = Z(N") = RX_ X. 

Les espaces Hom(H (N+) , RX_A) et Hom(H (M~) , RX ) s'envoient de façon 

évidente dans H 2(N + © N" , G ) 

d'où Im I, = D. © Hom(H4(N
+) , RX v ) ® D 0 © Hom(H (N~) , RX.) 

Déterminons Ker ^ : 

H 1 ( N + 0 K ~ , h) = Hom(H1(N^) , H ) & Hom(H (N") , H ) 

car H est un module triviale sur N + & N" 

Soient jjfJ € Hom(H (N+) , H) une classe de cohomologie représentée par 

f : H^N*) > H définie par f(X^) = a_ 

et £gj Hom(H^ (N") , H) une classe de cohomologie représentée par 
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g : H, (K") > H définie par g(X ) = ̂ - b. . H 

S i [ f I = ^ i H ' S'i № t e l i u e s i R € h 2 ( n + . n + ) et 5"[f]eïï1(N+)eiH1(N-,N-) 

5" f(X , X ) = - Z- a S * * , fi> X , donc à" f € H 1 (N+) ® Der(lT) 

S1 f est le produit tensoriel d'un élément de H
1(N +) avec un 1-cocycle 

de N~ à valeur dans N~ donc 51 Jf | ne peut pas être nul dans 

H 1(N +) ® H1 (N~ , N~) de la même façon $ 1 £gj ne peut être nul dans 

H1(N~) ® H 1 (N+ , N +) 

donc Ker S 1 = 0 

On déduit que coker S 1 = H
1 (N+ , N +) Q. H1 (N+) ® D 2 & Hom(H2(N

+) , H) G* 

D, © H1(N") ® H 1(N + , N +) © Hom(H.(N~) , H) 

î ¿1 

Déterminons Ker & 2 : 

H 5(N + © N~ , N + © N") = H 3(N + © N~ , N +) © H 5(N + © N~ , N") avec 

H 3(N +© N~ , N +) = H 5(N + , N +) ffi H1(N") ® H 2(N + , N +) Q D2(N~) ® 

H1 (N+ , N +) © H3(N") ® H°(N+ , N +) 

et H 2(N + © K", H) = Hom(H2(N
+) , H) © Hom(H2(N") , H) 

HomC^ (N+) ® H, (N~) , H) 

car H est un module trivial sur N + © K~ 

Soit Î Pl une classe de cohomologie représentée par *? : H 2(N
+) ^ H 

tel que <P(X *X ) = ^ a£, H 

S

2M= ( ^ f r ] , 52'fei) tel que S* |¥] € H 3(N + , N +) 

S 2|>]€H
2(N +)®H 1(N- , N") 
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S ^ U ^ , X^ , X_p) = - Zg. < * k , f>> a j j X_ pon déduit que 

¿ 2 Y €H 2(N +) ® Der(ïT) 

Y est le produit tensoriel d'un élément de H 2(N +) avec un 1-cocycle 

de N~ à valeurs dans H", donc Ŝ Qf̂ J ne peut pas s'annuler dans 

H2(N+) ® H2(N~ , N") 

la même conclusion sera obtenue pour une classe de cohomologie (VJ G 

HomCl^N"") , H) en utilisant l'involution qui envoie sur N~ d'où 

Hom(H2(N
+) , H) © Hom(H2(N~) , ïï) n'est pas inclus dans Ker S 2 

Reste à voir les classes de cohomologie dans Hom(H^ (N~*~)® (N~) ,H) 

Soit [c] représente par C : H (N+) <g H ( i D > H 

x .x _ > c(x x J =£b r

rH^ 

S2[cj = (S2[o] , ̂ [c] ) tel que b\ [c] G H1 (N+) ® H2(lC , N") 

$2 C est définie par : 

Si C(X„ , X _ , X r) = a* [H , X cl - ZZ_ li , X "1 a T 

donc il existe F € C2(N"f , ) tel que : 

&' c(x , X _ , X ) = X ® F ( X . , X C ) ; je] est nul si et seule-
d <x -p ^ L ; 

ment si la classe ^F J de cohomologie de F est nulle dans H 2(N + , N*") 

d'après le calcul de H 2(N + , N +) fait par Léger et Luks 

$2 JCJ / ^ 0 sauf si a = 0 pour p ^ i 
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de la même façon £0|c1 ^ 0 sauf si a = 0 pour & ^ 
£ L -> ex ^ 

Ker est définie alors par : 

Ker S0 = W = C €. Hom(H, (fl*) ® H. ( ï O , H) tel que C(X ,,X ) = H 

J oc racine simple 

Lemme 8 : 

1 ' 1 1 1 

E = H (H , D p) © H (H , Hom(H1 (N ) , RX ) e 
2 ""* ̂ 

H1 (H , Hom(H (H") , RX^) 

Pour toute matrice U telle que : 

| Uk. ^<*k' S - « / - X ) > ; ^T Uil nl ^<<*i ' «j> 5 V ^<*k ' X > | 

Démonstration du lemme 8 ; 

1.1 « , . 
E = H (H , H'(N e N , G ) est égale en utilisant le lemme 
2 

précédent à H 1 (H , D ) © H1 (H , Hom(H (N+>1 , RX_X)) © H
1 (H , D 2) e 

H1(H , Hom(H (N~) , RX )) 

est la somme directe de H modules de dimension 1 . 

L'action de K sur est non triviale, donc d'après le lemme 6 

H1(H , = 0 et H1 (H , D 2) = 0 sauf si = <<*k , S_ (->•)> 

d'après le même lemme H (H , Hom(H1 (N~) ,
 R X^)) = 0 sauf si 

= - < ^ k ,X>et H
1 (H , Hom(H1(N

+) , RX_X)) = o sauf pour U tel que : 

Uii nl = N a i ' *j> o n n o t e ^ = ^Tnl^l 

H 1 (H , Hom(H (N") , RX )) = 0 sauf pour U tel que : U = « \ , A > 
1 A kj k 
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Proposition t (Leger et Luks) [ 4 J page 1 024 

InvH H
2(N+ , N +) =*0 ; InvH H^(lT f N") = 0 

Lemme 9 : 

0,2 1 2 

E = InvH H (N") ® D r © InvH H' (N ) ® D 2 elnvg H (N") $ RX^ E 

InvH H
2(N +) <S> 

pour certaines valeurs de la matrice U qu'on va determiner • 

Demonstration du lemme 9 : 

0,2 • p p 

E = lnvn H (N
+ , N +) e I n v J r C l T ) ® D © Inv n(ir(N") ̂  RX ) 2 n n I n A 

e InvH H
2(N" . N") O Inv H(H

1(N +) & D 2) © 

InvH(H
2(N+) © R X - X ) 

mais InVg H 2(N f , N +) = 0 et I^vg H2(N~ , N"" ) =..0 d'après la proposi

tion précédente (Leger et Luks) 

a/ InvR H
1(N") ® D1 est engendré par X_ g D^ tel que 

H (X ® D' ) = 0 V k = 1 ... n-1 i, j = 1 ... n-1 
"k °\j 

H (X ® D ' ) = (U.. + , S (A) _ «.s ) X <8 D* 

V --4. V k l ^ J > "*i 
f 

pour j fixé X 0 D est invariant par H à condition que 

üki-<*k '*j - s * . ( x ) > 

b/ Inv„ H1 (N+) g D_ est engendré par X D tel que 
H 2 « . -OLJ 

H (X ® D' ) = 0 k = 1 ... n-1 i, j = 1 ... n-1 
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» 
pour j fixé X ® D_ est invariant par H à condition que 

i ~ MJ 

<«k ' *i> + ukj ' * T uki ni - 0 s i s * . ( x ) - \- ni«i 
3 

c/ Inv„ H (N~) ® RX. est engendré par X » X ® X 
A ~«i "«j > 

i, j = 1 ... n-1 tel que 

Vx-*-* x- a . ® V = - uki - ukj + < - k . x> = o 

X * X & X est invariant par l'action de H à condition que 
•«i ~«j * 

Uki + Ukj =<«k j = 1 n" 1 

d/ inv^ H 2(N +) ® RX est engendré par X * X ® X v 

i, j = 1 ... n-1 tel que H (X .X ) ® X v = 0 

X A X ® X est invariant par l'action de H à condition que 

*i 

<*k • ̂ i> +<° (k • * j > = V ni s i x = V ni *i 

Etudions les homoraorphismes de bords 

0,2 0,2 dp 2,1 
E > E E 
3 2 2 

0,2 0,2 d, 3,0 
E ï E E 

0 0 3 3 

3,0 1,1 
E = 0 (d'après le lemme 6) : E = 0 pour U vérifiant la condition (l) 
2 2 

2,1 0,2 0,2 
pour la même raison E = 0 , donc E = E 

2 oo 2 

la suite spectrale dégénère . 
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CHAPITRE 3E 

INTRODUCTION : 

Ce chapitre contient le calcul cohomologique nécessaire pour 

le cas où G est une algèbre de Kac-Moody • 

On note G = sl(2 , R) 

C jjt , l'algèbre des polynômes de Laurent en t et t~̂  

t C jt̂ J polynômes en t sans termes constants 

t"-* C I j^J polynômes en t~̂  sans termes constants 

On note G = G ® C £t , t""1 ĵ l'algèbre de Lie de Kac-Moody affine non 

tordue • 

G = N* © H © N" une décomposition de Cartan de G on lui associe la dé-

composition suivante pour G . 

G = N + H + N où N et N deux sous algèbres définies par : 

N+ = (G ® t C [t] ) 0 N* ; H" = (G ® t"1 C [t"1] ) © N" 

On note K = H + N" 

G est munie de la base définie par Feigin j construite à partir de la 

base bien connue de sl(2 , E) : 

1 0 : 0 1 : 0 0 

< *» ? > 

j 0 -1 0 0 1 0 J 

~tm ol |"o t*] "o o" 
soient e^ = 4- ; e, l 4 = 4- ; e, « = 
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m e Z, vérifient |^e ± , eJJ = c x ^ e±+^ oùot^ J = - 1 t 0, 1 

L= (j-i) mod 3 

A A A A 

ai associe à G l'algèbre de Lie G^ = K ® N" obtenue comme somme directe 

A A A 

de K et de N"", ce qui revient à annuler dans G les crochets entre les 

éléments de N et ceux de H et de N"" à chaque famille de paramètres 

^ = { a - 3 i + i ' a - 3 i - 1 ' a - 3 i G w } 

On associe une algèbre de Lie résoluble Gj^ qui contient la somme directe 

de N © N comme sous algèbre de commutateurs et dont l'abélianisé 

s'idertifie à H . On a la suite exacte 

0 -» © N" » Gĵ  > H > 0 

et l'action de H sur N + ffi N" est définie par : 

fo 9 6 - 3 i + l ] = " a 3 i + 1 e - 3 i + 1 ; f 0 » e - 3 i - 1 ~ | = a - 3 i - 1 e - 3 i - 1 

fo f e - 3 i ] = a - 3 i e - 3 i 

Notre but dans ce chapitre est le calcul de H^(g^ , ) et de 

<~s A A 

3 - 1 CALCUL D E H2(G , G Q) : 

On énonce tout d'abord quelques résultats utiles par la suite 

Théorème de Feigin-Fialowski : j_5j 

L'espace des dérivations externes de N à valeurs dans N noté 

Der(N ) est représenté par ad~ © t C t| — 
n L-* dt 

* + A + 
autrement dit une dérivation de N à valeurs dans N s'écrit : 
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ad e + tP — où P G C [Vi 
0 dt L J 

Proposition : (Kuks [6 3 ) 

Le k e m e groupe dThomologie à coefficients triviaux H^(N ) est 

engendré par les cycles suivants : 

c1 A e4 e3k*1 ; e2 " e5 " A e3k-1 

Proposition 5 : 

H 2(G Q , G Q) = Horn (H , Der N
+) & H o m ^ (N~ , D+)) © 

Horn(H , Der N") © H2(tt~ , N") 

Demonstration de la proposition 5 : 

A la suite exacte courte N * G^ * K on associe la suite 

spectrale de Hoschild-Serre ̂ 8 ] pour la représentation adjointe 

P,q p * q * * n x P+q « 

E^ = H (K , H (N" , G Q)) > H ( G Q , G j 

H (GQ , GQ) est déterminé par trois termes : 

2 = H (K , lT(lT , G 0) ; E = H (K , H (N~ , G 0 ) ) 
2 2 

2 0 
et E ' = H2(K , H2(N~ , G Q ) 

2 

Comme on a une somme directe d'algèbres de Lie, la suite spectrale 

dégénère au niveau du terme E^ . 

Cette proposition va résulter d'une suite de Lemmes préliminaires . 

Lemme 10 : 
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i/ H1(K , Ni = H'(N-, Ni 

ii/ K2(K , Ni = Hom(H , H1(N", Ni) 

Demonstration du lemme 10 : 

i/ Regardons la suite spectrale de Hoschild-Serre associé 
A A 

à la suite exacte N~ 9 K ? H 

E ' 1 = Invn H1(N* , N~) = H 1(N' , N") 
1 H 

E1'° = H1 (H , H°(N+ , N +)) = 0 car Z(fo = 0 
1 

0,1 0,2 0,2 
on a 1 ' homomorphisme de bord E ^ E mais E = 0 donc 

1 1 1 

0,1 0,1 . 
E = E = H (N~ , N") 
1 0 0 

ii/ Observons la suite spectrale de Hoschild-Serre associé 

à la suite exacte N ^ K » H 

0,2 
on a E = Invp H (N , N ) = 0 (voir page : 46 ) 

2 fl 

2,0 ? A A 

E = H (H , H°(N+ , N +)) = 0 car Z(N+) = 0 
2 

E 1' 1 = H1 (H , H 1(N + , N +)) = Hom(H , H 1(N + , N +)) car H est un module 
2 

* + 

trivial sur N 

Regardons les homomorphismes de bords 

1 ,1 3,0 3,0 1 ,1 1 ,1 2 A A 

E > E ;E = 0 donc E = E * = H (K , N ) 
? 2 2 2 0 0 
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Lenme 11 : 

i/ E1(к) = 0 

ii/ н 2 (к) = 0 

Demonstration du leinme 11 : 

i 7 H1 ( K ) = [K , g = 0 car [К , К] = К 
A + A 

ii/ К se décompose de la façon suivante N > К ^ H 

Н2(к) est donné par : 

H 2 ( H , H ( N + ) ) = 0 car H Q ( N + ) = 0 

H (H . 1Ц (N+)) = 0 évident 

H Q ( H , H 2 ( N
+ ) ) = InvH H 2 ( N

+ ) 

H 2 ( N
+ ) est engendré par ê  * e^ ; e 2 * e^ 

e0 * e4^ = 2 e1 a C 4 5 eû ^ e 2 A e5^ = e 2 A e5 

donc Inv H(H 2(N
+)) = 0 

с . q . f d 

Lemme 12 : 
л A A 

H (K , K) = D + 

où D est la sous algèbre de Der N composée des dérivations de la 

forme t C[t] 

Demonstration du lemme 1 2 : 

^ A A 

H (K , K)est obtenu à lfaide de la suite exacte longue des 
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coefficients associée à la suite exacte suivante : 

N + > K > H 

Soit H°(K , H) -i°->E 1(K , N +) - — ^ H1 (ÎC , K) ^ H 1 ( K , H) 

*, 

H2(K , N +) 

O N A . H — ^ H 1 ( N + , N + ) ^ H 1 (K , K) ^ — ^ H 1 <K , E) 

H2(K , N +) 

d'où la suite exacte courte : 

0 ï D > H1 (K , K) » Ker S 1 » 0 

Le lemme va résulter de Ker 8^=0 

H (K f H) = Hom(H(K) , H) car H est un module trivial sur K puisque 

[K , K] = N*, H^K) = H est engendré par eQ . 

Un élément [?] de H1 (K , H) se définit par une fonction de H a valeurs 

dans H telle que : 

vf(e Q) = a^ ; si ̂  e Ker S1 il existe une cochaine g £ C (K , N ) tel 

que S<|*C= Sg où S est l'opérateur cobord . 

Soit g(e 0) ^ ( A , e 5 i + 1 + B. e ^ ) 

on a : S,f(eQ , ) = - £ 3 m + 1 , * f (e 0 ) ] = a e 3 m + 1 

S g ( e 0 • e 3 m + 1 } = " g ( ' e 3 m +J } + [60 ' s ( e 3 m + 1 > ) + [ e3m+1 • g ( e o } ] 

" " | > + 1 • ̂ C ^ ] = " V A i e 3 ( m + i + 0 + Bi e 3(m +i) 
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Dans l'expression de 5 g(e Q ,
 e j m + 1 ) il n'y a pas de termes en e^ m + 1 

donc a = 0 d'où *P = 0 et donc Ker % est identiquement nul . 

c • q . f . d 

Lemme 1 3 : 

2,0 p a -

E = H (K , K) = Hom(H , Der N ) 

2 

Demonstration du lemme 1 3 : 

2 0 

E ' = H2(K , H°(N" , G Q)) = H
2(K , Inv*-(GQ)) par la même 

A A 
remarque que précédemment, l'action de N~ sur K est triviale et le 

2 0 

centre de N" est nul : donc Inv^T-(GQ) = K et E = H (K , K) qui 

est égale à Hom(H , Der N +) 

c . q . f . d 

Lemme 14 : 

1 , 1 
E = Hom(lL(N~) , D) © Hom(H , Der(N")) 
2 1 

Demonstration du lemme 14 : 

On a E 1' = H1(K , H 1 ( l T , G ) et H1 (N~ , G ) et 
2 0 0 

H1(N" , G ) = H1(N" , N") © H1 (N~ , K) 
o 

d'où E ' = H1(K , H1(N~ , N")) 6H 1(K , H1 ( ï T , K)) 
2 

H1(K , H1(N" , K)) = H1(K , Hom(N~) , K)) 
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= Horn (N~) , H1 (K , K)) 

= Horn ( H ^ N - ) , D) d'après le lemme 12 

On a aussi H 1(K , H 1(N~ , N")) = H1(K , Der N") 

A A 

= HomC^ (K) , Der N") 

= Hom(H , Der N") 

A A 

toujours à cause de l'action triviale de K sur N" et donc sur sa 

cohomologie • 

c . q . f . d 

Lemme 1 5 : 

0,2 

E = H (IT , N") 

2 

Demonstration du lemme 15 : 

0,2 

E ' = InvR H
2(ÌT , G Q) = Inv£ H

2 (N" , N")© Inv£ H2(N~ , K) 
p A A O A A A A 

mais Inv* H (N~ , N') = H (N~ , N ' ) car l'action de K sur N~ est 

triviale . 

Inv* H 2 ( N " , K ) = 0 

0,2 . 
d'où E = H (N- , N") 

2 
c . q . f . d 

2-2 CALCUL DE H 2(G A , G ) : 

G^ se décompose selon la suite exacte courte 

o » N + e N " * G > H * 0 
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A cette suite exacte courte on associe la suite spectrale de 

Hochschild-Serre pour la représentation adjointe . 

Le calcul de H^(G^ , G^) va se déduire des trois termes suivants : 

0 2 

E ' = H°(H , H 2(N + © N~ , G Ä) 
2 

E 1 ' 1 = H1 (H , H 1(N + © N" , G^) 
2 

2 0 
E ' = H2(H , H°(N+ © N* , G Ä) 
2 

On peut énoncer la proposition suivante : 

Proposition 6 : 

H2(G , Ĝ l = Hoin(H , Der N + © Der N~ ) @ V 

r A 

où V =Jc €Hom(H 1(N
+) <S> ̂  (N-) , H) / , e_n ) = aeQ ; 

C(e 2 , e_2) = be^j. 

et A = <£(ad e Q , ad e Q)|c Der N
+ © Der N~ 

La proposition 6 va résulter de lemmes préliminaires 

Lemme 1 6 : 

i/ H1 (N+ © N" , Gj|) = D + e D~ 

ii/ H 2(N + © N - , Gjj) = H 2(N + , N +) © H1 (N") ® D + © 

H2(N" , N") © H 1(N +) ® D~© 

Hom(H1(N
+) ® H 1(N

-) , H) 

Demonstration du lemme 16 ; 

On a la suite exacte courte 
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0 > N + ® N " > GJJ_ > H > 0 

et la suite exacte longue des coefficients 

H ^° > H 1 ( N + © N " , N + ® N " ) — — » H 1 ( N + © N " , G^) J L ) 

H 1 ( N + © N " , H ) — H 2 ( N + @ N " , N + e N") — ^ H 2 ( N + © N ~ , G^) 

^ > H ^ ( N + © N ~ , H ) — H 3 ( N + @ N " , N + © H") 

d'où les deux suites exactes courtes : 

Im I1 * H1
 ( N + © N ~ , G^) » Ker S1 

coker S, H 2 ( N + @ N " , G N ) > Ker S'„ 

i/ Im ̂  = D + + D"" 

(i) du lemiie va résulter de Ker = 0 

H 1 ( N + © N ~ , H) = Hom(H (N+) , H) © Hom^ (N~) , H) 

Soit Jejune classe de cohomologie de Hom(H^ (N+) , H) représentée 

par une application *P : ( N + ) > H définie par*f(e^) = e^ 

*1 M - (S\ frl, i " ^ tel que i j f f ] £ H 1(Nl ® H 1 (N+ , N + ) et 

S" pf]eH 2(N + , K + ) 

*l' f(ei . = a. £ Q , e_J = a. ad e Q (e^) 

Sj jVjne peut pas s'annuler dans H 1 (N+) ® H 1 (N~ , N") 

De même si on considère j^frj une classe de cohomologie de 

HomCH^N") , H) donc Ker ̂  = 0 

ii/ On a la suite exacte courte 
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0 » coker £ > H ?(N + & K~ , Gjj) » Ker S 2 

coker S 1 = ÏÏ
2(N+ , N +) © H1(N~) <g> D + © ÏÏ?(N~ , K") © H 1(N +) Q> D' 

Le lemme va résulter de Ker 6"2 = Hon(H1 (N
+) ® (N~) , H) 

H 2(N +© N~ , H) = Hom(H2(N
+) , H) © Hom(H2(N") , H) © 

HomCH, (N+) ® H1(N") , H) 

Soit JfJ une classe de cohomologie de Hom(H2(N ) , H) représentée 

par le 2-cocycle f : H^(N ) > H définie par f(e. a e.) = a. .e 
^ î J ij 0 

(S2[fj = ( ^ f l ^ K i ) t e l °lue 52[ f] e r 2 ^ + ) ® H 1 ( N " , N") et 

(S 2[f]eH
3 (N + , N+) 

S 2 f( 6 i , bò , e_k) = & i . [e0 , e_k] = a ^ ad e Q e_ k 

donc S2C^J n e P e u t P a s s'annuler dans H ^ ( N + ) ^ H 1 ( n " , N"") 

De même si on considère QgJ une classe de cohomologie de 

Hom (H2(N") , H) donc Hom(H 2(N
+) , H) et Hom(H2(]T) , H) ne sont 

pas dans Ker ̂ 2 . 

Reste à voir Hon(H (n+) ® H (N") , H) 

Soit [C J une classe de cohomologie de HomC^ (N ) ® H (N~) , H) 

représentée par C = f. ® f . g, e ^ i, j = 1 , 2 

i J C 

Le lemme va résulter du lemme suivant : 

Lemme 1 7 : 

e c J | = 0 1 = 1 » 2 

Démonstration du lemme 17 : 
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Soit f = (a ̂  + b Êp) © e 0 ; il existe g € C^(N
+6N~ , N+«N~) 

définie par g(e^) = 0 

^ g(e2^ =
 _ a e i 

g(ei) = A ie i_ 1 + B i e i _ 2 pour i ̂  3 

S, f = dg à condition que : [ A ^ = -A 3 m + 1 = - A ^ = a 

| B3m +1 = 0 5 B3m-1 = -B3m = ~ b 

c . q . f . d 

Lenme 18 : 

1 » 1 1 + 1 
E = H (H , D ) © H (H , D") = 0 

2 

Démonstration du lemme 18 : 

D"*" et D"" se décompose en somme directe de module sur H de 

dimension 1, H est abélien^'après le lemme 6 du chapitre X 

1 ,1 
E = 0 d'où le lemme . 

2 

Lemme 19 : 

2 , 0 
E . = 0 

2 

Démonstration du lemme 1 9 : 

Trivial car H est de dim 1 

Lemme 20 ; 

0 , 2 ^ . 

S est de dimension 2 et engendré par les cocycles suivants : 
2 
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C(e1 , e_1 ) = ae Q et C(e2 , e_2) = be Q 

Pour SL tel que < Ta_ 1 ^ 0 ; a_2 ^ 0 ; a_1 + a_^^ ^
 a-3j+1 5 

a _ ! + a _ 3 < H ^ a _ 5 j ; a_2 + a_ 3 j ^ a_3 . + 2 ; 

a_2 + a- 5j-2 ^-
a-3j ; a-1 + a-j * -ja-j-3m ; 

a_? + a_. J -ja_ ._ 3 mj 

Démonstration du lemme 20 : 

0,2 . ? ^ . 
E = InvH H (N © N" , G^) 

D'après le lemme 16 H (N ® N~ , G^) est égale à : 

H 2 ( N + , e H1 (N") ® D + @ H^(lT , N") © H 1 ( N + ) ® D" e 

Hom(H1(N
+) © H^N") , H) 

a/ InvH H^(N
+ , N +) 

Les 2-cocycles de N à valeurs dans N ont été déterminés par 

Fialowski ĵ 6 J 

£1 - ® e3j-1 + £1 - ® ~ e3j + £2 « £

3 J ®
 e

5j-2
 + 

i 

^? A £3j+2 ® e-3j p o u r J > 0 

et pour tout m > 0 ̂  . £ ® ^ej+3m + ^2 A ® jej+3m •> ̂  1 

où (£j^i€.N est u n système de générateurs de (N+) (de la base de 

Feigin) 
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J > 0 e

0

( £ 2 - 6 3 j ® e 3 j - 2 } - " 4 ( 6 2 - £ 3 j ® e 3 j - 1 ) 

d ^ 1 p (£, - £j » j e j + 3 m ) = " ̂  « J ej + 3ia 

si j=3m 

pour tout n > 0 e Q(£ 2 . £j e J
ej+ 3 n ) = 2 £ 2 * d j ^ j ej+ 3 m 

Ó ̂  1 . tj e je j + 3 f f i) = ( - 2 + j + 3m) x 

pour tout m > 0 * £ 3 j ® J ej+3m ) 

si j=3n+1 
• 0(t2 . t. ® je . + 3 m ) = ( - 2 + j + 3m) x 

(t 2 - t 3 j ® je j + 3 f f i) 

j ^ 1 e Q(t 1 . ® J e j + 3 n ^ = (j + 3m) x 

pour tout m> 0 ^ ' 1 * ̂  ® j ej+ 3 n i ^ 
si j=3m-1 

e Q(d 2 . t. ® je.+3ffi) = ( - 1 + j + 3m) x 

{L2 * ̂  ® J ej + 3m) 

done InvR H
2(N + , K +) = 0 

b/ Invg H1(N") ® D + = 0 sauf si a_1 = a_ 2 = 0 

H (N~) est engendré par e^, e_ 2 

H 1 (IT) ® D + est engendré par e ® tt 1 4r 

i un entier positif 

qui ne sont pas invariants par l'action de H sauf si a_1 = a_2 = 0 

dans la famille JT. . 

c/ InvR H
1(N +) ® D" = 0 



- 48 -

H1 (N4*) est engendré par ê  , e 2 

1 *4- ! —1 —i d 
H (N ) © D~ est engendré par e,1 ® t t 

^ i un entier posit 

e 2 ® t t ^ 

•oCi®*"1*"1 - • i ® t ' 1 * i f e 

f-\ A A 

d/ I N V U H (N" , N") = 0 sauf pour certaines valeurs de 

famille de paramètre SL . 

H (N* , N~) est engendré par les cocycles suivants : 

Êwi - £ - 3 j ® e - 3 j + 1 + L - 1 * b - 3 j - l ® " e 3 j + L-2 * L-3i ® e - 3 j + I 

^-2 A £ - 3 j - 2 ® _ t - 3 j , pour j > 0 

et pour tout in > 0 t_1 . t_. ® -JG_^_3m + t_ 2 . ® -J e_j_3 c 

j / -1 

Détaillons les différents cas : 

a @ e «3j +'j
 e s t invariant par l'action de H si 

£ a £ ^ (g) e est invariant par l'action de H si 

a - i + a - 3 j - i = a -3o J > 0 

^ 2 A ^ - 3 j ® e-ij+2 e s - t i- n v a ri a n* t P a r l'action de H si 

a _ 2 + a- 3j =
 a - 3 j + 2 j > 0 

L 2 a t_3j_9 €> "" e-3j e s t invariant par l'action de H si 
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a _ 2 + a - 3 j - 2 = " a-3j J > 0 

t 4 * £ . ® -je . ̂  est invariant par l'action de H si 

a-1 + a-j = -Ja-j-3m j ̂  1 m > 0 

£._2 * ® ~J e j^3m

 e s * invariant par l'action de H si 

a_2 + a-j = ~^a-j-3m j ̂  1 m > 0 

InVg Hom^ (N+) ® H1(K" ) , H) est engendré par les cocycles suivants : 

^ . e_1 ® e Q ; £ 2 . £_1 0 e Q 

£1 ^ £-2 ® e

0

 : 6 2 ^ £ - 2 ® e

0 

^ 1 * ^ - - 1 ® est invariant par l'action de H si - 1 = a_i dans JL 

1 * ^ - - 2 ® eQ e s* t i n v ariant par l'action de H si - 1 = a 2 dans SL 

¿ 2 * © £Q est invariant par l'action de H si - 1 = a ̂  

¿ 2 A ® eQ e s * invariant par l'action de H si - 2 = a 2 

c . q . f . d 

On considère les homomorphismes de bord de la suite spectrale 

0 , 2 0 , 2 0 , 2 0 , 2 
E = E > E > S 

0 0 4 3 2 

. 0 , 2 2 , 1 

d p : E > E 
2 2 

d 2 : InvH H
2(N+ © N" , G^) » H2(H , H1 (N+ e N" , G^) 

Comme H est de dimension 1 et H 2 ( H ) = 0 on a = 0 
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0,2 3,0 
de même d, : E ^ E 

^ 3 3 

E 5 ' = H 3 ( H , H°(N 4' e N " , = 0 

car nous avons montrer que H (N © N~ , G^) = 0 

1,1 3,0 1,1 1,1 
de même E » E = 0 d'où E = E 

2 2 0 0 2 

donc H2(G , G ) = Hom(H , Der N + ® Der N") © 7 

car la suite spectrale dégénère . 

On a ainsi calculé H (G Q , G Q) et H (G^ , G^) qui donnent toutes 

les déformations possibles . 



- 51 -

CHAPITRE JSL 

3-0 DEFINITIONS PRELEKINAIRES : 

Nous donnons ici les définitions nécessaires pour la suite 

voir pour plus de détails • 

Définition 1 : Le crochet de R: thardson Nijenhuis 

Soit (M , V) l'espace des applications multilinéaires dans un 

espace vectoriel V, pour o n désigne par M a(v) l'espace des appli

cations (a + 1) linéaires de V a +^ dans V oy a donc m(V) = e M a(v) 

Si A €M a(v) et B € M b ( v ) , on pose Ai/ B = 0 si a = -1 , si non 

( A * B ) ( x 0 , .... x a + b ) = L ( - D i b A(x o, .... x ^ , B(x. x. + b) 

X i + b + 1 x a + b ^ 

On définit ensuite que A : M ( v ) 2 > M(v) par : 

A ^ B = A V B + (-1 ) A B + 1 B V A 

(M(V) , A) est une algèbre de Lie graduée . 

Notons ensuite ot 1'opérateur d'antisymétrisation : 

si A €.Ha(V), alors 

1 c-

U(a))(x t ) = ( )2-_sign(<ï) A(X«> V .... m s) 

0 (a+1)! V 0 ; { a ) 

où signfà) es. la signature de la periautation de (a+1 )-éléments \J" 
On pose alors A ( V ) = <X(M(V)) et A A ( V ) = a((Ma(v)) pour a ^ 1 , ensuite on 

_ p f- _ (a+b+1)! 
définit H , I : k(vr — > A ( V ) par A , B = oc(A A B ) 

IL J U- U (^1)! (b+1)! • 

A eA a(V), BfeA b(Y) 
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Définition 2 : 

Soit A1(V) l'espace des séries formelles en X à coefficients 

dans A1(V) (l'espace des applications bilinéaires antisymétriques de 

V x V dans V) . 

Soit G = (V f ) une algèbre de Lie . 

On appelle déformation formelle de G une structure d'algèbre de Lie sur 

définie par A1 (v)^ telle que P Q = £ \ J 

l'identité de Jacobi s'écrit pour : 

^ ! E P i ' p ^ = o V k £ N 

S o i t ~ s ? k = 2 i j r i r [ ? i • p ^ = J k ( v P k - l ) 

ainci le bord de P^ est une quantité qui s'exprime à l'aide de 

P P r1 » • rk_i 

Définiton 3 : Une déformation vraie d'ordre k 

Une déformation de G d'ordre k est un élément P v €. A
1 (v) 

telle que P Q = |~ , ~j et -SP k = J p V P ^ k 

5 Pk+1 = Jk+1 = 0 

k 
ainci P = P + i X?- est un crochet de Lie sur V pour toutes les 

i=1 1 

valeurs de X . 

Remarques : 

a/ L'obstruction à prolonger à l'ordre k + 1 une déformation à 

l'ordre k est une classe de cohomologie j j - ^ + l J €.fi^(G , G) 
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En particulier si H^(G , G) = 0, toute déformation à l'ordre k de G se 

prolonge en une déformation formelle de G • 

b/ si H (G f G) = Q, alors G est rigide (P^ est une déformation 

triviale) • En particulier toute algèbre de Lie semi-simple est rigide 

ainci H (G , G) intervient comme obstruction et E (G , G) comme classi

fication des déformations . 

3-1 INTRODUCTION : 

Considérons une algèbre de Lie munie d'une graduation 

E = © Ê ., où la décomposition est telle que £E^ , E ĵ G \+]_ 

Vk, 1 € Z 

Posons E-»- = E, et E = © E . On a ainci une décomposition en somme 
k>0 K " k<0 K 

directe E = Ê_ © E Q © E 

De plus E + et E sont respectivement des idéaux • 

Considérons les algèbres de Lie dont les tables de multiplication sont 

schématisées par les tableaux suivants . 

• - zlllÉ - ûûû 
D B C = E 

Les algèbres D, B, C sont des structures différentes sur l'espace E . 

Une zone hachurée dans un tableau représente les crochets de Lie dans E ; 
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Une zone non hachurée représente les crochets nuls • 

Enfin, +, 0 et - représentent respectivement des éléments arbitraires 

de E + f E Q et E_ . 

L'algèbre de Lie D n'est autre que la somme directe d'algèbres de Lie 

de E + + EQ et E ; L'algèbre (f n'est autre que E elle même . 

Il n'est pas tout à fait évident que B soit une structure d'algèbre de 

Lie . 

Vérification de l'identité de Jacobi pour les triplets du type : 

(+> +? -) ou alors (+, 0, -) 

Les espaces munis de deux structures d'algèbres de Lie distinctes con

sidérés par Adler-Kostant et Symes dans l'étude des systèmes complète

ment intégrables£ 1 J et les résultats rappelés dans l'introduction) 

sont tous du type considérés ici : on peut avoir des paires de struc

tures de type (C , B) et (C , D) respectivement . 

Notons P D > P B et P c les crochets de Lie respectifs de D, B et C . 

On passe de P^à P^ en rajoutant progressivement des crochets manquant . 

Ainsi, on passe de P^ à Pg en rajoutant les crochets de la forme 

[}_ • 3 c

 o î l e- E_ , x e E Q . 

En d'autres termes P g = P^ + T5d OÙTÎJJ est la 2-cochaine définie par : 

* D(e + + x + e_ , e| + x' + eO = |e_ , x^ - , x~j 

on a de même P n = P_ + où 
L D D 

* B(e + + x + e_ , e; + x' + ej_) = £e+ , eQ - je| , e_J 
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On se propose d'examiner à quelles conditions on peut réaliser les 

structures Pg et Pç comme déformations infinitésimales, ou éventuelle

ment formelles de P^ et Pg respectivement . 

On peut aisément exprimer les conditions sous les quelles P^ + t(5p est 

une déformation formelle à l'ordre 1 de P^ (auquel cas, c'est une défor

mation de P^ qui converge de façon évidente, n'ayant que deux termes) • 

Ces conditions se résument à E , JE , E Ij = 0 » ce qui s'avère satis-
_~ 1° °4i 

fait dans le cas particulier où E^ est abélien . 

3-2 PREMIERE DEFORMATION : 

Soit une algèbre de Lie L = I + A + J o ù I , J et A sont des 

sous algèbres de Lie telles que |~A , fj C I et jjk , jj C J 

I + A et J + A sont donc aussi des sous algèbres de Lie . 

On désigne par L^ la somme directe des sous algèbres de Lie I et J + A, 

par PQ son crochet de Lie et par 6Q : X ^0 ^ ^0 ^ a ^-cochaine 

définie par : 

* Q(i + a , i' + a') = £i , a'] - fi' , a] (i,.i' e I ; a, a' €. A) 

où est le crochet de Lie dans L . 

Proposition 7 : 

i/ on a £ P Q + 60 , P Q + -6Q] - 2^*0 + jp 0 ^ o l j = 0 

En particulier, P^ -f ̂  est une structure d'algèbre de Lie sur L . 

ii/ P^ = P Q + fb0 est une déformation formelle de P Q à 

l'ordre 1 . 
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(i) et (ii) sont vérifiées si et seulement si jl , |A , ÂjJ = O . 

sous cette condition, P est donc une famille à un paramètre de struc

tures d'algèbre de Lie sur L . 

Démonstration de la proposition 7 : 

Il est facile de montrer que : 

^ I ç ^ O ^ 1 + a 1 + ^ 1 ' ±2 + a 2 + h 9 i 3 + a 3 + ^ = 

, i 2, ei , a1 , a 2, a ? £ A , ̂  , J 2 > G.J) 

en fait S L ^ Q ( i 1 + a 1 + ^ , ±2 + a 2 + j 2 , i ? + a^ + jj) = 

0 

i 3 + a 3 + 

la proposition en résultt immédiatement 

Avec les notations de l'introduction, on voit, en application de la 

proposition, que Pfî est un crochet de Lie et l'on constate que P j ) ^ ^ 

est une famille à 1 paramètre de crochet de Lie si et seulement si 

f! , IE , E l = n comme énoncé . 
- L ° °.JJ 

Gontre exemple : 

L'hypothèse £a , IJ C I est essentielle pour que L^ se déforme 

On considère la décomposition de Iwasawa de sl(n , R) = L 

L̂  = (A + j) & I ; où (+) est la somme directe d'algèbre de Lie 

A = H un sous algèbre de Cartan 
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I = so(n; 

J est l'algèbre de Lie engendrée par les X^ «x^O 

J = N* avec les notations du chapitre X 

Considérons une base comme dans le chapitre ^jj^* ' ̂  , ̂  £ 

I=so(n) est engendrée par les X - X et on a : 

Jlî^ , X^ - X "̂j - 2X^ + X_^^"so(n), l'hypothèse n'est donc pas vérifiée 

On peut en fait rentrer dans ce cas la rigidité de . 

Lemme2l : H (L Q , • L Q) - p 

Démonstration du lemme 21 : 

On cor': là ère la suite exacte courte so(n) > L > H+N+ 

0 

à cette suite o:. associe la suite spectrale de Hoschild et Serre • 

H (LQ , LQ) est déterminé par les trois termes suivants : 

H°(H + N + , H2(so(n) , L Q)) 

H1(H + N+ , H1(so(n) , L Q)) 

H2(H + N + , H°(so(n) , L Q)) 

so(n) est une algèbre de Lie simple donc d'après le théorème de 

8 J H'(so(n) , L Q) et H (so(n) , L Q) sont nuls donc 

1 , 1 0 , 2 
E ' = E = 0 . 

2 2 

Reste à voir le terme : 

H2(H + N + , H°(so(n) , L )) 
6 

H°(so(n) , L ) = Invc / \ (so(n) © H + N
+) = H + N + 

0 so\n/ 
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donc H2(H + N + , H°(so(n) , L 0)) = H
2(H + N + , H + N +) 

E + N + est la sous algèbre de Borel de sl(n , R) et d'après le théorème 

de (Léger et Luks) 4 

H2(H + , H + N +) = 0 

donc H2(L f L ) = 0 
0 0 

c.q.f.d 

Remarques : 

i/ Cet exemple fait partie de ceux qui fournissent des systèmes 

complètement integrables 

ii/ Soit G est une algèbre de Lie semi-simple, G = S + + H + N" 

sa décomposition de Cartan . 

On peut appliquer à G les conclusions de la proposition 7 : on pose 

E = G, A = H, I = N", J = N + et [ , ~j le crochet de G 

H est abélien d'où £l , [ a , a ] J = 0 

On considère le 2-cocycle définie par : ̂ (i+a , i+a') = (i, a1] - [i1 ,a) 

(i,i'£ I,a,a'^ A), alors engendre une déformation formelle a l'ordre 1 • 

Exemple : Algèbre de Virassoro 

L est une algèbre de Lie de dimension infinie définie par : 

L = G E i ; E i = Re± avec jV , e . l = (j - i) e ^ 

iez L 

L = e E, ; L = G E ; L = E 
i I - I I O 0 

L = L. + E + L . ; L, + E = L (Fuks) 
1 0 ~ 1 1 0 0 



- 59 -

On peut écrire chaque élément e_̂  comme une dérivation de l'algèbre des 

polynômes de Laurant Rit , t~1 I en posant e. = tt 1 — 
L J 1 dt 

Il est clair que j l ^ , E^j £ \+i 

On peut appliquer à L les conclusions du paragraphe précédent . 

On pose I = E , A = EQ ; P Q = £ , ~| le crochet de L 

on remarque que £A , AJ = Q d1 où | I , [Â , Â | J = 0 

et le 2-cocycles définie par : 

S (i + a , i + a') = JJl , a ĵ - £i' , aj (i , i 1 fe I , a, a 1 € A) 

alors d'après la proposition 7, P = p + t̂ T est une déformation 

x u u 

formelle de P Q à l'ordre 1 . 

3 SECONDE DEFORMATION : 

Les notations sont celles de l'introduction . on se propose 

sous certaines hypothèses sur E, de montrer qu'il existe une déforma

tion de Pg vers Pç . Lorsque E n'est pas de dimension finie, cette 

déformation est formelle non polynomiale . Cependant elle converge 

"faiblement" en ce sens que pour tout couple x , y dans EyP^(x , y) 

est un polynôme en X dont le degré ne dépend que des degrés des compo

santes homogènes de x et de y . 

Soit une cochaine C sur E . Nous appellerons support de C l'ensemble 

2 
S n Ê Z défini par : 

(p , q) jjc G E p , y £ E q = ^ cU , y) = o j 
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Lemme 22 : 

Soit une suite G (k €.N) de cochaines sur E, si les support 

2 X k 
de S partitionnent 2 , alors la suite formelle X S, converge 

k k €.N 

faiblement . 

Démonstration du lemme 22 : 

C'est évident . 

Passons à présent à la définition de la déformation formelle de P vers 

On pose C Q = Pg et pour k y O »
 o n définit Cfc par •': 

c kU , y) = [x , y] S e (|x| , lyl) (•) 

k 

Dans (*), \x\ , \y\ désignent respectivement les degrés de x , y suppo

sés homogènes et £ , j est le crochet de Lie dans E • 
6 P ( U l , \y\) = 1 si (U» , l y l ) € e, 

ek K 

= 0 si non 
2 

où e^ C Z est l'ensemble 

((k , -k) + N(0 , -1 ) ) O ((k , -k) + N(1 , 0)) 

((-k , k) + N(-1 , 0)) U ((-k , k) + N(0 , 1)) 

que l'on peut visualiser commodément sur le schéma : 
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Si l'on observe que le support e^ de est l'union des premier et troi

sième quadrants fermés, on voit que la famille des supports de la suite 

2 

c

k(k €.N) est une partition de Z . 

Théorème 1 : 

La série C = ^ C converge faiblement et l'on a 
A k e N * 

C1 = P C 

La série Cv = ^ £ C, est une déformation formelle de P-n • 

* k e.N k B 

Démonstration du théorème 1 : 

Montrons que l'on a 
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2 SC k( x , y , z) = ̂  _ j|Cp , C qJ (x f y f z) (• *) 

p » q > o 

pour tout k 0, où S est l'opérateur de cobord de la représentation 

adjointe de P . 
D 

on peut se limiter à des éléments x, y, z €. E homogènes . 

Leurs degrés respectifs sont notés a, b, c 

La signature d'un élément sera ou û suivant son appartenance à 

E*, E" ou E° . 

Compte tenu de la symétrie entre E"1" et E et de l'antisymétrie des co-

chaines ; il suffit de vérifier (* •) pour les (x , y , z) de signatu

res (+ , o f o) ; (o » o f o) ; (+ t + » +) ; (+ > + > o) ; (+ > + > -) 

(+ f 0 f -) 

Au vu de la définition (*), il est immédiat que le membre de droite de 

(*"*) s'annule pour les signatures (+ , + , + ) et (+ , + , 0) ; 

Il est immédiat également que le membre de gauche de (* *) s'annule pour 

(+, + ,+) et (+ , + , 0) ; pour (+ , 0 , -) on a (2 ̂ k ^ 1 ' y $ z ^ = 0 

2( S C k ( x , y , z) = £ck(x , y) , zj + £ck(y , z) , + jCk(z , x) , yj 

+ C

k ( (* • » + Ck( [y , z~] , x) + Ck( f z , x] , y) 

= Ck([x , y] , z + Ck([y , z] f x) + fck(z , x) , y"J 

(identité de Jacobi) 

Pour les signatures (+ f o » o) e^ ( C * 0» c) o n obtient les deux mem-
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membres égaux à o • 

Il reste à vérifier (* *) lorsque la signature de (x , y , z) est 

(+, + . - ) • 

Le calcul est long mais direct . On trouve la valeur commun suivante 

pour les deux membres de (* *) 

c < ^ - k , a + b = k : 2 | z , £ x > yjj 

c = - k , a + b ^ k , b ^ k : 2 J[z , x] , yj 

c = - k , a + b ^ k f a ^ k : 2 J [ ^ y , z j ,xj 

d'où le théorème • 

Ce théorème permet de construire de nombreux exemples de déformations 

formelles * 

-4 QUELQUES EXEMPLES : 

Les algèbres de Kac-Moody : 

On sa.t, d'après V • Kac, associer canoniquement une algèbre 

de Lie G à toute matrice A €LM (C) . 
A n 

rappelons que G^ s'écrit : 

GA = N
+ + H + f 

A 

où H est une sous algèbre de Cartan, abélienne, et où 

N + = e G ; f = @ G 
<x>0 «K<0 

L'action adjointe de H sur G^ est diagonalisable et il existe des raci-

nés simples , . ...,o<^G-H telles que tout poids oc de cette action 

1 

soit de la forme £L n<X- où les entiers n1 , , n 1 sont tous positifs 
i=1 1 1 



- 64 -

ou nuls ou bien tous négatifs non nuls . 

H est l'espace propre de poids ê, tandis que pour <K ̂  Q, désigne 

1*espace propre de poids o( ; (resp N") est la somme des espaces de 

poids positifs (resp négatifs) c'est à dire dont les coefficients n^ 

ne sont pas négatifs (resp positifs) 

Soient , . H n un système linéairement indépendant de H et 

0<1 t • •.• • f c*n un système linéairement indépendant de H , la matrice 

A = (a ) est définie par /H. , = (H. ) = a. Vi , j / n 

L'algèbre G peut encore se réécrire sous la forme Qi E , et cela de 
A kez k 

nombreuses façons • Voici un exemple . Appelons longueur de oc == n.oc. 

le nombre n. + + n n = V"M . on pose E, = © G., 
1 1 k Y*\=k ^ 

(Caa particulier E Q = H) . Il est clair que |^Ek , Ê J c E^ + 1 . 

On peut donc appliquer à G^ les conclusions des paragraphes précédents . 

d'une part, vu la proposition (7) l'algèbre N~ <±> (N+ + H) se déforme 

suivant une déformation d'ordre 1 : on prend A = H, I = N", J == N*, 

comme H est abélien, la condition |jl , £À , AjJ = 0 est automatiquement 

vérifié . 

Cette déformation d'ordre 1 se fait vers l'algèbre P^ 
D 

D'autre part Pg se déforme formellement sur G^ grâce au théorème 1 

a/ Algèbre de Lie de dimention finie : 

Si G^ est de dimension finie, par exemple, si c'est une algèbre 
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de Lie semi-simple, alors cette dernière déformation est en fait une 

famille à un paramètre pclynomial de degré sup^k > 0 / ^ 

d'algèbre de Lie sur G^ # 

Dans le cas d'une algèbre de Lie simple, ce degré est le rang de 

l'algèbre . 

b/ Algèbre de Lie de dimension infinie : 

v>i G^ est de dimension infinie, comme c'est le cas d'une algè

bre de Kac-Moody affine ou hyperbolique par exemple alors on a une défor

mation formelle • 

3-5 UNE CONDITION DE NON TRIVIALITE : 

Proposition 8 : 

Dans les conditions du paragraphe (3-3) si JÊ  , E j ^ 0 ou 

si ĵ _< » E + j ^ 0 , alors n'est pas un bord pour l'action adjointe 

de B . En particulier, ^ n'est pas un tel bord lorsque JE+ , E_J ^ o 

et lorsque E est engendré par Ê  + E-Q+ E « 

Démonstration de la propositions : 

Supposons au contraire que Ĉ  = £T . Pour x de degré 1 et y 

de degré -k (k ̂  1 ) on a : 

FI • y] - £ _ [*U>_ • y] B 

sS 0 

£\ jg désigne le crochet de la structure B où T(x) a désigne la compo

sante de degré a de T(x) . Mais Q , yj est de degré 1 - k et 

| t (x)_ s , yj est de degré -(k + 1 ) < 1 - k puisque s . 

Donc, si , E J ^ o t alors Ĉ  n'est pas un bord . 
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On utilise la même méthode pour établir que n'est pas un bord si 

|f-1 • E J * 0 ' 

Pour conclure, il suffit de constater que si S est engendré par 

E _ 1 © E o ^ E 1 a l o r s : 

p 1 , E_~J = 0 , p_ l , = 0 > |E + , fiJJ = 0 

Remarque^: 

La classe de cohomologie |Ĉ j classifie la déformation infini

tésimale . Cette proposition nous fournit donc une condition de non 

trivialité des déformations du type considéré dans ce chapitre • 

On voit facilement que cette proposition s'applique aux deux exemples 

ci dessus . 
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CHAPITRE W 

4-0 INTRODUCTION ,: 

Dans le chapitre 111 nous avons montrer lfexistance d'une 

suite de déformations dans le cas d'une algèbre de Lie graduée qui 

permet d'obtenir la structure de l'algèbre de Lie G à partir de cel

le de G- . 

O 

Le calcul cohomologique fait au chapitre I permet de classifier les 

déformations • 

Nous montrons dans ce chapitre que la seule suite de déformation qui 

nous donne la structure de G à partir de celle de G est celle intro

duite dans le chapitre 111 pour les cas particulier de G algèbre de 

Lie semi simple de dimension finie et le cas où G est l'algèbre de 

Kac-Moody affine non tordue G = sl(T , R) Q C jt , t" 1 J 

Ces exemples font partie de ceux étudiés par Adler £ j dans les systè

mes complètement integrables • 

4-1 PREMIERE DEFORMATION : 

Soit une algèbre de Lie semi simple réelle de dimension finie 

on a vu dans le chapitre I que 

H ? ( G Q , G ) = Hom(H , Der N " ) © H2(K , RX^) © H 2(N~ , N") 

seul le terme Hom(H f Der N") contient des cocycles intéressantes 

pour les déformations que nous cherchons • 
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Soit "6 une application linéaire de H à valeur dans Der N elle est 

associé au 2-cocycle suivant C : H x N > N défini par : 

B(H, ) = où D. est un élément de Der N~ alors 
i 

*(H , X ) = D.(X ) ex. 9 ex. 1 ex/ 

75 engendre une déformation infinitésimale qui sera formelle à l'ordre 

1 à condition que le crochet de Ridscharson-Nijenhuis de "6 par lui 

même soit nul . On remarque que : 

I * . H

w . » Y ) = (\ 0 ^ - D. o D.)(Y) = [L. , D J ( Y ) 

On a vu à la page ( 1 9 ) la table des crochets de Der(N~) 

lys]-0 | y v o 

[ ' 1 i ' i ème / \ 

D, , D = m. D M où mr est le i composante de Sv (<x.) 
On a alors deux types de déformations suivant que le cocycle'6est 

défini à partir des dérivations du type D ou du type D 
**i °̂i 

autrement dit on a deux cas : 

i/ Soit * . h J> Der N" définie par 

*(Ho< ) = Z I a D' i = 1 ... n-1 

et le cocycle associé S : H x f ^ N" défini par : 

n-1 t n-1 

«(H , X ) = ] T a . , D (X ) = T a. . X. , . . 

= O Q "i -non 
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U. . = a. . 

ii/ Soit ~& : H ^ Der N~ définie par 

n-1 

V(Ha ) = H U D i = 1 ... n-1 

et le 2-cocycle associé ï : H x N" ^ K~ 

i = 1 ... n-1 

où <x = X- n . o<. 
J J J 

Soit U = (U ) i, j = 1 ... n-1 une matrice à coefficient réelle 

dans les deux cas décrites précédemment il existe une déformation 

formelle à l'ordre 1 . En fait on a jp5 , # Jj = 0 

> DEUXIEME DEFORMATION : 

Soit Gjj l'algèbre de Lie résoluble qui contient la somme 

directe N"1" © N comme sous algèbre des commutateurs et dont l'abé-

lianisé s'identifie à H définie au chapitre ZJZ 

On a démontrer au chapitre H que : 

H 2 ( G U •
 GlP = Inv H(H

1(N +) & D 2) © InvH(H
1(N+) ® D1 ) + InvR W 

où W = f e Kom(H1(N^) ® MlT), H) /<f(X , X ) = H sic*€^ simple t i i c< -ex ex 

= 0 si non 
Calcul de la déformation polynomiale : 

Soit&^ = G est la somme de p racines positives | 

A p = <E L±/ c\ est la somme de p racines negativesj> 
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On considère le cocycle C élément de Inv^ V défini par : 

C(X , X ) = H 
OC. -c^ 

Ce cocycle peut être prolongé en la cochaine définie par : 

1 1 1 

C^X^ , X j = 1 (r + 1 ) X ^ si*é. , etu + jS S * 

= 0 si non 

et les trmes obtenus en échangeante, etA~ res p(£f et 

avec P - rcx , .... , p + (lac*-FUITE de R A C I N E S I N D U I T E par P») 

voir la base de Chevalley ̂ 7*] 

On définit ainsi une suite de cochaines (C ) 1 / p / n-1 

p ^ ^ 

p+k p+k 

i=k i i=k ^ 

W V = 1 ( î + l ) X - ^ 8 i 4 * f e * î et p € 2 T \ U = 1 A " 

= 0 si non 

y x « * v = î ( r + i ) ^ 8 i u t e ^ ; e t i i e ^ + \ L û î 

= 0 si non 

La suite (C^) vérifie la propriété suivante : 

2 

où e^ G Z 1 ̂  k ^ n-1 est l'ensemble : 

((k , -k) + N(0 , -1)) U ((k , -k) + N(1 , 0))U 

((-k , k) + N(-1 , 0)) U ((-k , k) + N(0 , -1)) 
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où j j et J^j désignent respectivement les degrés de X et Y 

On a vu au chapitre M. que cette suite de cochaine vérifie : 

P.q>o 

et donc (C ) p = 1 ... n-1 engendre une déformation a l'ordre (n-1) 

[. ] x= [ \ ^ 

on obtient ainsi la structure de l'algèbre de Lie G pour X = 1 

Schéma explicative : 

C est définie sur un couple (X,Y) n \ 

avec X élément de la p e m e

 p s eudo \ sfî N 

diagonal et Y un élément quelcon- % Vf x N ^ p® m e pseudo 

, , -, ème J
 N / v * s 

que en dessous de la p pseudo \ w N ^ diagonal 

diagonal, et la sitation s>metrique. I— s 

4-3 AUTRES DEFORMATIONS : 

Les déformations engendrées par les couples de 

Inv H(H
1(N +) ® D 2) 

I 

on considère X Q D avec A. fixé 

1 Pi 

Soit C(X , X ) = X q 

0:;. vérifie aisaiment que le crochet de Richardson-Nijenhuis de C par 

lui même est nul î£c , C jj = 0 

donc C engendre une déformation formelle à l'ordre 1 de G y vers 
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une algèbre résoluble qui dépend aussi de la matrice U . 

De la même façon Inv^H 1 (N~) ® L ) : 

on considère les cocycles X % D pourcx. fixé 

- * i °<j 3 

Soit C(X , X ) = X q 

on vérifie que jĵ C , cjj = 0 

donc C engendre une déformation formelle à l'ordre 1 de G^ vers 

une algèbre résoluble qui dépend aussi de U . 

La seule déformation qui donne la structure de G est celle donné 

par le théorème du chapitre précédent et qui provient de ternie 

InvH W . 

AS OU G EST UNE ALGEBRE PS KAC-MOODY AFFINE NOK TORDUE : 

Dans le chapitre H on a démontré que le deuxième groupe de 

cohomologie de G à valeurs dans G est : 
0 0 

H 2 ( G Q , G ) = Hom(H , Der N +) © H2(N" , N") © HomC^ (î") , D ? ) © 

HomO^OT) , D^ 

où D =|tp(t) ^ I p(t) £ Cjtjj> 

A A ^ A A 

Le deuxième groupe de cohomologie de N" à valeurs dans N", H (N"t N") 

est déterminé par Fialowski énoncé au chapitre jt 

A A 

Le terme Hom(H (N~) , Der(N~)) ne donne pas des déformations I N T É R E S 

santes. 
A 

Le terme Hom(H , Der N"") est formé d'applications linéaires de H à 
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valeurs dans Der N" ; "g. tel que£-(e ) = D. où D. est dans Der H" 
1 I O Î I 

on lui associe le 2-cocycle tel que ̂ ( e ^ » X) = D^(x) pour 

tout X £ N" 

Le crochet de Richardson de par lui même est égale au crochet 

de 1^ par lui même en tant que dérivation j j ^ , Ï^Jj = ^D± , D Y 

qui est nul : ^ engendre alors une déformation formelle à l'ordre 1 . 

Table de Der N" : 

On a [D. , D.] = (j - i) D i +. 

on a alors deux types de déformations : 

i/ Pour I) = ad . * e^ 
0 | N~ 

' e ~ ? m + ^ = S - 3 ; c + 1 e -3m+1 

V e o ' • - 3 » ) = ° 

ii/ Pour D. = t " ( i + l ) 4r 
I dt 

" M ^ ' e - 3 m + 1 ) = - ° b - 3 m - 1 e - 3 ( M + I ) + 1 

M E

0 • e-3m-^ = " m b - 3 m - 1 e - 3 ( M+i) - 1 

Ci^0 ' e-5m ) ' ° 

Soit il= I a_ 3 m + 1 , a ^ , a ^ / M £ N [ 

L j 
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Il existe dans chaque cas une déformation formelle à l'ordre 1 

(Gfc, P B ) où P B - P D + A ï i 

Dans la suite on supposera que la déformation est associée au 

cocycle V Q obtenu dans (i) . 

Déformation de G^ : 

On a vu à la proposition 5 que H (G^ , G ) est égale à 

Hom(H , Ber N + ® Ber @ y 

La déformation engendré par des cocycles de Hom(E , ̂ er N ffl)er N ̂  

ne donne pas la structure de G 

Par contre V engendre une déformation infinitésimale qui peut être 

prolonger à une déformation formelle . 

Il existe une suite de cochaines (C ) de premier terme C, 

p pfeiN ^ i 

c

1 ( « 2 » e - 2 ^ = b e 0 

S ( e 2 > e-3m+i) = " 2 e - 3 m - f 3 

C 1 ( e 2 ' e - 3 m ) = e -3m+2 

C 1 ( e 3 ' Vjm-l) = - e - 3 m + 2 

V e 3 ' e - 3 m + 1 ^ = e -3m+1 

C 1 ( e 4 • •-îm-l) = e-3(m-l)+1 

V e 4 » "-îm-l* = ~ e-3(*-l) 
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C 1 ( e 1 • e - 3 m ) = - e - 3 m + 1 

La condition de prolongement est que : a = 1 , b = - 1 

Soitô p = | e 3 p + 1 , e 3 p , e ^ j 

La suite (^p)pCj^ vérifie la propriété suivante : 

c (x , Y ) = fx , Y] S e (|x| , |Y|) 

y L k 

e

k est l'ensemble ((k , -k) + N(0 , - 1 ) ) U ((k , -k) + N(1 , 0 ) ) U 

((-k , k) + N ( -1 , 0 ) ) U (("k , k) + N(0 f - 1 ) ) 

où | X | et j Y | désignent respectivement les degrés de X et de Y 

un élément deA est de degré p 
P 

On a vu au chapitre que cette suite de cochaines vérifie 

2 S (X , Y , Z) = Y _ lie , C Tj (X , Y , Z) V k 

p,q>0 

donc (^p)pfej^ engendre une déformation formelle convergente . 
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