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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de développer l'étude des groupes algébriques réductifs
sur un corps local dans la voie ouverte par N. Iwahori et H. Matsumoto. Les principaux
résultats obtenus ont été annoncés, parfois sous une forme légèrement différente, dans [10]
à [16] (voir aussi les conjectures de [9]).

De façon imagée, la théorie qui sera exposée ici, à partir du chapitre II, peut
être décrite comme l'étude d'un groupe semi-simple défini sur un corps local K — ou
plutôt du groupe G de ses points rationnels sur K — considéré comme « objet de
dimension infinie » défini sur le corps résiduel k. Ce point de vue est illustré par les
analogies qu'on peut établir entre nos résultats et la théorie ordinaire des groupes algé-
briques définis sur k. Comme pour celle-ci, il y a lieu de distinguer la théorie absolue
(k algébriquement clos) de la théorie relative {k quelconque). On sait le rôle joué en
théorie absolue des groupes semi-simples ([i], [18]) par les sous-groupes de Borel,
sous-groupes résolubles connexes maximaux, et plus généralement par les sous-groupes
paraboliques, c'est-à-dire les sous-groupes contenant un sous-groupe de Borel. Ce même
rôle sera tenu ici, pour k algébriquement clos, par les sous-groupes d'Iwahori et les sous-
groupes parahoriques. Dans un exposé basé sur une description a priori de la structure
algébro-géométrique de G sur k — exposé qui reste d'ailleurs à faire —, les sous-groupes
d'Iwahori pourraient sans doute être définis comme les sous-groupes prorésolubles
connexes maximaux de G. En tout cas, nous verrons au chapitre II qu'ils ont une
structure naturelle de groupe proalgébrique prorésoluble connexe et sont maximaux
pour cette propriété. Cependant, nous les introduisons ici d'une autre façon. Lorsque G
est déployé sur K, nous utilisons le procédé d'Iwahori-Matsumoto [28] consistant en
une description explicite, à partir de la théorie radicielle de G sur K. Dans le cas général
(^ étant toujours supposé algébriquement clos), on sait que G est toujours quasi-déployé,
en vertu d'un théorème de Steinberg, et nous avons à notre disposition deux procédés :
une extension au cas quasi-déployé de la méthode « constructive » d'Iwahori-Matsumoto
— procédé déjà utilisé dans certains cas (groupes quasi-déployés, groupes classiques)
par H. Hijikata ([26], [27]) — ou la réduction au cas déployé à l'aide d'un processus
de descente galoisienne.

On sait que plusieurs propriétés essentielles d'un sous-groupe de Borel (le fait
d'être son propre normal! sateur, la décomposition de Bruhat, la structure du treillis
des sous-groupes qui le contiennent, etc.) sont conséquences du fait que ce groupe
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constitue, avec le normalisateur d'un tore maximal, un système de Tits (1) dont le groupe
de Weyl est un groupe de Coxeter fini (groupe de Weyl du système de racines du groupe
semi-simple considéré). De même, lorsque G est simplement connexe, un sous-groupe
d'Iwahori B constitue avec le groupe des points rationnels du normalisateur d'un tore
maximal convenable, un système de Tits, dont le groupe de Weyl est cette fois infini.
Il en résulte à nouveau que B est son propre normalisateur, donne lieu à une décompo-
sition de Bruhat, etc. Les sous-groupes parahoriques sont les sous-groupes P qui
contiennent un sous-groupe d'Iwahori B et sont réunion d'un nombre fini de doubles
classes suivant B. Dans le cas non simplement connexe, on rencontre des phénomènes
tout à fait analogues à ceux du cas non connexe de la théorie classique. Dans cette
introduction, pour simplifier le langage, nous ne considérerons généralement que le cas
simplement connexe.

Comme dans le cas classique [3], le passage au cas relatif se fait par « descente ».
Nous utilisons à cette occasion les techniques de descente galoisienne, ce qui nous oblige
souvent à supposer le corps k parfait, bien que cette hypothèse soit probablement superflue
dans bien des cas. On se rappelle qu'un groupe algébrique semi-simple défini sur k ne
possède pas nécessairement de sous-groupe de Borel défini sur k, mais qu'il convient
de considérer ses A-sous-groupes paraboliques minimaux, qui sont tous conjugués et
donnent lieu à leur tour à des systèmes de Tits. De même, nous serons conduits à envisager
les « A-sous-groupes parahoriques » minimaux de G, qui sont les « groupes B » de
systèmes de Tits dont le groupe de Weyl est le groupe de Weyl affine d'un système de
racines (systèmes de Tits « de type affine »). Celui-ci n'est pas nécessairement homo-
thétique du système de racines relatives de G, mais a même groupe de Weyl (ordinaire)
que ce dernier.

L'intérêt des sous-groupes parahoriques réside notamment dans les faits suivants.
Les sous-groupes bornés maximaux de G — supposé simplement connexe — sont les sous-
groupes parahoriques maximaux. Nous déterminons d'ailleurs complètement les sous-
groupes bornés maximaux de n'importe quel groupe semi-simple sur K, généralisant ainsi
les résultats obtenus par H. Hijikata pour certains groupes classiques (PGL^, groupe d'une
forme sesquilinéaire non dégénérée). D'autre part, les sous-groupes parahoriques ont
des structures naturelles de groupes proalgébriques sur k; par leur truchement, diverses
questions concernant G (questions de cohomologie galoisienne notamment) peuvent être
ramenées par « réduction modulo p » à des problèmes concernant des groupes semi-
simples (de dimension finie) sur k. Ceci nous permet de généraliser des théorèmes obtenus
par M. Kneser lorsque K est localement compact de caractéristique zéro (détermination
des groupes anisotropes, nullité du H1, classification). Notons aussi que, si le groupe
considéré se déploie sur une extension non ramifiée de K, les sous-groupes parahoriques

(1) Dans tout ce mémoire, nous avons essayé d'adhérer le plus strictement possible à la terminologie de
N. Bourbaki, de manière à faciliter les références à [5]. C'est pourquoi l'un des auteurs a vivement insisté pour que
ce que d'aucuns appellent une (BN)-paire dans un groupe G soit appelé ici un « système de Tits ». L'autre auteur,
à son tour [3], s'y résigne.
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apparaissent comme groupe des « points entiers » (ou « groupe d'unités ») de certaines
« structures sur les entiers » sur le groupe envisagé, c'est-à-dire de schémas en groupes
sur l'anneau 0 des entiers de K qui deviennent le groupe semi-simple étudié par le
changement de base (P->fi.

D'autres ingrédients de la théorie classique sont les tores — notamment les tores
maximaux dans le cas absolu et les tores ^-déployés maximaux dans le cas relatif — le
système de racines — absolues ou relatives — et les sous-groupes radiciels, notés géné-
ralement U^, qui sont des groupes additifs dans le cas absolu et des groupes unipotents
de classe ^2 dans le cas relatif. Tous ces objets ont leurs répondants dans la « théorie
locale ». En particulier, nous associons au groupe G un « système de racines affines »
(absolues ou relatives), dont les éléments sont des demi-espaces affines du dual A de
l'espace vectoriel réel engendré par le système de racines relatives 0 de G, de la forme
(x'a,Jc=={xe^L\a{x)+k'^o}, où a parcourt 0 et k un sous-groupe discret 1̂  de R. A chaque
racine affine a est associé un sous-groupe U^ de G. Le système des U^ est d'ailleurs
étroitement lié au système des groupes radiciels usuels U^. Plus précisément, les U^
(pour Â;6rj sont les termes d'une filtration de U^$ ces filtrations proviennent d'une
« valuation » de la donnée radicielle constituée par les U^ (qu'on se souvienne qu'une
valuation d'un corps n'est guère plus qu'une filtration de son groupe additif). Dans le
cas absolu {k algébriquement clos), les quotients successifs de ces filtrations sont des
groupes additifs sur k', dans le cas relatif, ce sont des groupes unipotents connexes de
classe ^ 2.

***

Ce premier chapitre est consacré à la partie « abstraite » de la théorie, c'est-à-dire
celle qui relève de la théorie des groupes « abstraits » et est indépendante de toute
structure algébro-géométrique sur G ou sur les sous-groupes envisagés. De ce fait, elle
s'applique aussi à des groupes G sans relations avec les groupes algébriques.

Nous exposons cette théorie en nous plaçant successivement à deux points de vue :
celui des systèmes de Tits de type affine (§§ 2 à 5) et celui des données radicielles
valuées (§§ 6 à 8). Le premier est plus géométrique au départ, et donne un rôle primordial
aux sous-groupes parahoriques $ le second, plus analytique, est essentiellement fondé
sur la considération des sous-groupes radiciels U^ et de leur valuation. Il n'y a pas équi-
valence stricte entre les deux théories : d'une part, il existe des systèmes de Tits de type
affine ne provenant pas d'une donnée radicielle valuée (dans les groupes d'auto-
morphismes de certains arbres par exemple); en revanche, les valuations de données
radicielles que nous considérons ne sont généralement pas supposées discrètes, et seules
les valuations discrètes donnent lieu à de tels systèmes de Tits. Toutefois, les principales
applications que nous avons en vue relèvent aussi bien de l'une des théories que de
l'autre et le lecteur surtout intéressé à ces applications pourra souvent découvrir deux fois
l'énoncé qu'il cherche sous des formes un peu différentes. Ces redites, dues en partie à
la genèse du travail, auraient sans doute pu être évitées moyennant une refonte du
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mémoire que nous avons renoncé à entreprendre (nous reviendrons peut-être ailleurs
sur une notion abstraite d' « immeuble », permettant une généralisation commune des
deux théories) ; elles ont du moins l'avantage de mettre en évidence deux aspects des
objets étudiés et de faire appel à des modes de raisonnement parfois très différents.

* *

Le § i est essentiellement consacré à des rappels sur les systèmes de Tits et les
groupes de Weyl de type affine.

Au § 2, nous associons à tout système de Tits de type affine (B, N) un « immeuble » c ,̂
étroitement lié à l'ensemble combinatoire défini dans [39] ou [5] (exercices 10 à 17
du chap. IV, § 2), mais qui ne lui est cependant pas identique. Il s'agit ici d'un complexe
polysimplicial géométrique muni de diverses structures, notamment d'une distance qui
en fait un espace complet. Dans le cas de rang i (c'est-à-dire lorsque le groupe de Weyl
de (B, N) est le groupe diédral infini), ^ est un arbre. A certains égards, cet immeuble
remplace l'espace riemannien symétrique de la théorie des groupes de Lie semi-simples
réels. C'est notamment le cas au § 3, où son utilisation nous permet de déterminer les
sous-groupes bornés maximaux de G (pour une bornologie naturellement associée au
système (B, N) et qui est la bornologie définie par la valuation de K dans le cas des
groupes algébriques sur un corps local), grâce à un « lemme de point fixe » qui s'applique
aussi bien à nos immeubles qu'aux espaces riemanniens symétriques, et peut être
également utilisé pour la détermination des sous-groupes compacts maximaux des
groupes de Lie réels. De même, au § 4, nous établissons, toujours à l'aide de l'immeuble,
des « décompositions d'Iwasawa et de Gartan » analogues aux décompositions de même
nom des groupes de Lie semi-simples réels (1) (2), ainsi que certaines relations entre
doubles classes ayant des conséquences intéressantes pour la théorie des représentations des
groupes semi-simples sur les corps locaux localement compacts (voir à ce sujet le n° 4).

Revenons un instant à la « décomposition d'Iwasawa ». A partir du système (B, N),
nous construisons un sous-groupe SB de G qui, dans le cas des groupes algébriques sur
un corps local K, n'est autre qu'un K-sous-groupe parabolique minimal. La décompo-
sition d'Iwasawa est alors la relation G==25.P, où P est un sous-groupe borné maximal
de G (mais contrairement à ce qui se passe dans le cas réel, on ne peut pas en général
trouver de sous-groupe R de 25 tel que G == R. P avec R n P ={ i}). Elle n'est cependant
valable que pour certains P — les « bons » sous-groupes bornés maximaux — et
moyennant une hypothèse supplémentaire sur le système (B, N), toujours vérifiée par
exemple dès que l'on a G=3î.N.9î.

(1) Si G est un groupe de Lie semi-simple réel de centre fini et K un sous-groupe compact maximal de G,
ce qui est classiquement appelé la « décomposition de Cartan » de G est la relation G == K. P, où P est l'image par
l'application exponentielle de l'orthogonal de l'algèbre de Lie de K pour la forme de Killing. Mais on sait que P
est la réunion des conjugués kAk~1, où A est un sous-groupe commutatif maximal de P et où A; parcourt K.
De G == K. P on déduit donc G == K. A. K et c'est cette dernière relation dont nous démontrerons un analogue
sous le nom de « décomposition de Cartan ».

(2) Pour un autre exemple d'analogie entre immeuble et espace riemannien symétrique, voir [35].
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GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL n

Le § 4 appelle encore un commentaire. Nous avons dit plus haut que, du point
de vue de la théorie locale, les groupes algébriques non simplement connexes se comportent
comme les groupes non connexes de la théorie usuelle. Pour que nos résultats soient
d'emblée applicables à ce cas, nous avons été amenés à considérer, outre le groupe G,
un groupe G muni d'un homomorphisme 9 : G->G satisfaisant à certaines conditions
(« homomorphisme B-N-adapté »); dans les applications, G et G seront respectivement
les groupes des points rationnels d'un groupe semi-simple quelconque et du « revêtement
universel » (simplement connexe) de la composante neutre de ce groupe. La nécessité
de considérer simultanément les groupes G et ô explique la lourdeur des notations.

Lorsque G==SBN®, ce qui est le cas dans toutes les applications, le couple (SB, N)
est un système de Tits de groupe de Weyl fini. Nous traduisons ce fait en parlant d'un
double système de Tits. Le § 5 est consacré à une analyse axiomatique de cette situation.
Elle ne présente que peu d'intérêt pour l'étude des groupes algébriques et les résultats
du § 5 ne sont pas utilisés par la suite. Le lecteur peut donc, sans grand dommage, sauter
ce paragraphe.

Le § 6 est consacré aux données radicielles valuées. Si 0 est un système de
racines, une donnée radicielle de type 0 dans un groupe G est une famille de sous-
groupes (T, (UJ^J soumise à certaines conditions ((6.1.1), (DRi) à (DR6)). Un
exemple typique — sur lequel sont modelés les axiomes — est celui où G est le groupe
des points rationnels d'un groupe semi-simple sur un corps K, T le centralisateur d'un
tore déployé maximal, 0 le système des racines relatives à ce tore, et où les U^ sont
les groupes radiciels unipotents associés à ces racines (groupes notés V^ dans [3]).
Une valuation de la donnée radicielle est un ensemble de fonctions 9^ : U^-^Ru{oo},
satisfaisant à des conditions ((6.2.1), (Vo) à (¥5)) naturellement suggérées par l'étude
des groupes déployés sur un corps value. Comme nous y avons fait allusion plus haut,
à une valuation discrète d'une donnée radicielle génératrice de G est associé un double
système de Tits dans un sous-groupe d'indice fini de G (6.5). Mais dans la suite du
chapitre, nous ne nous limitons pas au cas discret.

L'un des avantages de l'introduction de données radicielles valuées est qu'elles
permettent une étude plus poussée de la structure des sous-groupes parahoriques, qui
n'apparaissent plus d'ailleurs que comme des cas particuliers des sous-groupes U/ étudiés
en détail au n° 6.4, notamment du point de vue de leur proniipotence. Par exemple,
dans le cas des groupes semi-simples sur un corps local de corps résiduel k, tout groupe
parahorique est extension d'un groupe algébrique réductif sur k et d'un groupe
proniipotent.

Les §§ 7 et 8 transposent en quelque sorte aux données radicielles valuées les
résultats des §§ 2, 3 et 4 : construction d'un immeuble e ,̂ qui dans le cas discret est celui
du système de Tits associé et qui dans le cas général possède la plupart des structures et
propriétés de ce dernier, à l'exception de la structure de complexe polysimplicial (bien
que ^ possède des « chambres » et des « facettes ») et de la propriété d'être complet;
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étude de la bornologie de G et détermination des sous-groupes bornés maximaux. L'ordre
des démonstrations est grosso modo l'inverse de celui des §§ 2 à 4 : nous devons commencer
par étudier certains sous-groupes généralisant les sous-groupes parahoriques et par
établir les décompositions d'Iwasawa et de Bruhat avant de construire l'immeuble.

Le § 9, essentiellement technique, expose le théorème qui nous permettra de
« descendre » la valuation des données radicielles et le système de Tits de type affine
des groupes déployés d'abord aux groupes quasi-déployés puis aux groupes semi-simples
quelconques sur un corps local.

Tout ce qui est fait ici est évidemment orienté vers l'application subséquente aux
groupes algébriques; c'est donc dans le ou les chapitres suivants qu'on en trouvera l'illus-
tration principale. Cependant, pour tempérer la sécheresse de ce premier chapitre,
nous y avons inclus un § 10 où sont traités par des calculs naïfs — indépendamment de
toute descente — les groupes classiques. Nous y déterminons notamment toutes les
valuations des données radicielles naturelles de ces groupes. Notons que, comme nous
ne nous y bornons pas aux valuations discrètes et que les corps gauches de rang infini
sur leur centre y sont admis, les résultats de ce paragraphe ne seront pas entièrement
retrouvés dans les chapitres ultérieurs.

*%
L'origine de ce travail se trouve dans des discussions que nous avons eues au cours

de l'Institut d'été « Groupes algébriques et sous-groupes discrets » organisé à Boulder,
Colorado, en juillet-août 1965, sous l'égide de l'American Mathematical Society.
A l'époque, de nombreuses conversations avec M. Kneser, T. A. Springer et R. Steinberg
nous ont fort aidés à nous engager dans la bonne voie; nous leur en exprimons ici notre
amicale reconnaissance. Nous remercions aussi les diverses institutions, et principalement
l'Université de Yale, l'Institute for Advanced Study, l'Institut des Hautes Études Scien-
tifiques et le Sonderforschungsbereich Theoretische Mathematik de l'Université de Bonn
qui nous ont procuré l'occasion des fréquents contacts sans lesquels ce premier chapitre
n'aurait certes pas vu le jour en un temps aussi bref.
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i. RAPPELS ET NOTATIONS

1.1. Complexes polysimpliciaux.

(i. i. i ) Soit F un ensemble. Nous appellerons structure affine sur F une application
de [o, i ]xFxF dans F, notée {t, x,jy) \-> tx+{i —t)y, telle qu'il existe une bijectionj de F
sur une partie convexe ayant un point intérieur d'un espace affine réel E de dimension
finie, satisfaisant à la condition :

(i) ^+(i-^)==^)+(i-^(^)

quels que soient te[o, i] et x.yeî. Toute partie convexe d'un espace affine de dimension
finie est canoniquement munie d'une structure affine. Un ensemble muni d'une structure
affine sera appelé un ensemble affine.

Si F est un ensemble affine, il est clair que l'espace affine E et la bijection j satis-
faisant à (i) sont déterminés à un isomorphisme affine près. On peut donc transporter
à F la topologie de j(F) ainsi que les notions de dimension, de segment ouvert ou fermé,
de parallélisme de deux segments, de partie ou d'enveloppe convexe, de point interne,
de point extrémal, etc. Pour tout point x de F, soit F^ l'ensemble formé de x et des
points yeî distincts de x tels qu'il existe un segment ouvert de F contenant x etjy. On
vérifie aussitôt que F^ est une partie convexe de F et que l'ensemble des F^ pour xeF
est une partition de F. Une partie de F de la forme F^ est appelée une facette de F.

Soient F et F' deux ensembles affines. Un morphisme de F dans F' (encore appelé
application affine) est une application j de F dans F' satisfaisant à la condition (i).
Ceci définit la catégorie des ensembles affines» Tout morphisme bijectif est un isomor-
phisme. L'application {t, (x, x ' ) , {y, y)) [-> (tx + (i — t)y, tx' + (i — t)V) munit F x F'
d'une structure affine, dite produit de celles de F et de F'.

(1.1.2) Un simplexe fermé (resp. ouvert) de dimension r est un ensemble affine
isomorphe à un simplexe fermé (resp. ouvert) d'un espace vectoriel réel E de dimension r,
c'est-à-dire à l'enveloppe convexe (resp. l'intérieur de l'enveloppe convexe) de r+i points
affinement indépendants de E. Un simplexe fermé F de dimension r possède r+i points
extrémaux; une facette de F est un simplexe ouvert de dimension ^r et est l'ensemble
des points internes de l'enveloppe convexe d'une partie non vide de l'ensemble des points
extrémaux de F.

(1.1.3) Un polysimplexe fermé est un ensemble affine F isomorphe au produit
d'un nombre fini de simplexes fermés F^, . . ., F^ (A^o) de dimension >o. On vérifie
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