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ET EXISTENCE DE SOLUTIONS OPTIMALES
EN CALCUL DES VARIATIONS
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SOMMAIRE

On s’intéresse au probléme de Calcul des Variations dans R" :
. (T .
(2) inf{ [ f(x, #)dt| x(0) =20, (T) =,

ol le critére f est une fonction réguliére mais non convexe. Les conditions nécessaires
d’optimalité donnent lieu 2 un champ hamiltonien dans I’espace des (x, p). Ce champ
présente des discontinuités, liées a la non-convexité de f, qui se traduisent par le fait
que les extrémales de (£) sont brisées. On étudie la réfraction des bitrajectoires sur ces
discontinuités, et dans le cas n=1 on classe compleétement les singularités possibles
en général. On en déduit une condition nécessaire et suffisante sur f pour que le pro-
bleme (#) admette une solution quelles que soient les conditions aux limites (x,, x;, T).

o. Préliminaires.

On se fixe pour toute la suite une fonction £ : [0, +o0]—>R, bornée inférieurement
et admettant une branche parabolique :
(0.0) h(t)[t——+o0 quand t—>-4oc0.

On appellera G°(R"xR") TI’ensemble des fonctions f indéfiniment différentiables
sur R*XR" qui vérifient ’estimation :
(0.1) S, 0=h(llo]) V(s 0)eR xR
et on le munira de la topologie de la convergence uniforme de toutes les dérivées sur

tout compact, qui en fait un espace métrique complet, donc un espace de Baire.
Fixons f dans CP?(R"XR") et associons-lui I'intégrale :

(0.2) 1(x)= [, fx(t), #(0))t
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que nous chercherons & minimiser parmi tous les chemins absolument continus x(-)
joignant x, a x; en temps T. On obtient un probléme de calcul des variations, dépendant
des parameétres x,, x;, et T, que nous notons :

0> 1> ’

() inf{I(x) | i, x(0) = xo, x(T) =1, }.

Il est bien connu ([6], chap. 8, par exemple) que si f(x, -) est convexe en v pour
tout xeR™ fixé, le probléme (#) admet une solution quelle que soit la donnée (,, x,, T).
C’est le cas dans la plupart des phénomeénes physiques relevant de principes variationnels,
le lagrangien représentant en général une énergie. On rencontre méme fréquemment
le cas ou f(x, ) est une forme quadratique; elle définit alors une métrique riemannienne,
et le probléme (#) consiste alors a chercher les géodésiques minimales joignant x, a x;.

Comme le montre ce dernier exemple, il n’y a pas unicité de la solution en général.
Elle n’est assurée que sous ’hypothése beaucoup plus forte que f soit strictement convexe
en (x,0).

Dans la suite de cet article, nous ne ferons aucune hypothése de convexité, et
nous ne pourrons donc appliquer les résultats que nous venons de rappeler. Il faut donc
s’attendre a4 ce que, pour certaines données (xy, x,, T), le probleme () n’ait pas de
solutions. Mais on peut toujours trouver une suite de trajectoires (x,) telle que :

(0.3) I(x,) — inf I(x),

méme si cette borne inférieure n’est pas atteinte : on dit que les (x,) constituent une
suite minimisante pour le probléme. D’aprés ’estimation (0.1), pour toute suite mini-
misante, x, converge uniformément et %, converge faiblement; la trajectoire (x, £) ainsi
obtenue n’est pas solution du probléme (£), mais d’un autre probléeme (#*), appelé
le probléme relaxé, que nous allons construire maintenant. Pour les détails et les démons-
trations, on renvoie a [5] ou [6].

AR R

7

f(x,.) fix;.)
Fic. 1
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Pour tout x fixé, nous associons a f(x, -) sa régularisée convexe s.c.i., c’est-a-dire
la plus grande fonction convexe semi-continue inférieurement la minorant, ou encore
Penveloppe supérieure de ses minorantes affines continues; conformément aux usages
de I’analyse convexe, elle sera notée f*(x; -). Grace a 'estimation (0.1), f*(x; -) est
continue, et son épigraphe est I’enveloppe convexe de ’épigraphe de f(x, -) dans R"xR.

Considérons I’intégrale :

(0-4) ()= [ (x(t); #()de

que nous chercherons & minimiser parmi tous les chemins absolument continus joignant x,
a x, en temps T. On obtient ainsi le probléme relaxé :

G min{J(x) | #€ L, x(0) =x,, #(T) =2, }.

Théoréme de relaxation. — Le probléme relaxé a une solution au moins, et a méme valeur
que le probléme originel :

inf I(x)=min J(x), pour x(0)=2x, e x(T)=x,.
En outre, pour toute suite minimisante de (P), il existe une sous-suite (x,) et une solution x de (P*)

telles que :
x,—>x uniformément sur [o, T]

%,—> % faiblement dans L'(o, T).
Réciproquement, toute solution x de (P**) est limite, au sens ci-dessus, d’une suite minimisante de (P).

Corollaire. — L’ensemble (non vide) des solutions du probléme relaxé contient Iensemble
(éventuellement vide) des solutions du probléme originel.

Ce théoréme se démontre par les méthodes usuelles de ’analyse fonctionnelle,
linéaire ou convexe. Le but du présent article est d’analyser les diverses situations géomé-
triques qu’il recouvre, d’ébaucher leur classification, et de reconnaitre parmi elles celles

N

qui conduisent a I’absence de solutions pour le probleme (Z£).

1. Le formalisme hamiltonien.

Nous allons écrire les conditions nécessaires d’optimalité sous la forme, familiére
aux spécialistes de controle optimal, que leur a données L. S. Pontryagin [10]. On
introduit la variable adjointe peR" et la fonction :

(x.x) H (3, b5 0) =, w>+1(x, w).

Pour que x(-), vérifiant x(0)=x, et x(T)=x,, soit une solution du probléme (#),
il faut que I’on puisse lui associer p(-) de telle sorte que, en presque tout instant ¢ :

(r.2) H (x(2), p(8); () = min H# (x(t), p(2) ; u)
(x-3) b(t)=—L;(x(2), £(1)).
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L’équation (1.2) relie p a (x, ). Elle est plus précise que I’habituelle transfor-
mation de Legendre; en effet, comme # est un minimum absolu de 5 (x, p; -), c’en est
un point critique, et (1.2) implique donc :

(x.4) p+fi(x, )=o.
. . . d

En dérivant (1.4) par rapport au temps, on obtient p=——;1—t f.. En comparant
cette valeur a celle qui provient de (1.3), on obtient — f,/—f, =0, qui n’est autre que
) : , dt
I’équation d’Euler usuelle.

On peut mettre le systéme (1.2), (1.3) sous la forme canonique, en introduisant
le hamiltonien :

(x.5) H(x, p)=min #(x, p; u).

Soit Q I’ensemble des (x, p) tels que la fonction J#(x, p; -) atteigne son minimum
absolu en un unique point #(x, p) et que la forme quadratique f,, soit non dégénérée
en #(x, p). Alors Q est un ouvert de R"XR" sur lequel la fonction H et I’application #
sont bien définies et indéfiniment différentiables; on obtient & en résolvant I’équation (1.4)
par le théoréme des fonctions implicites, et on obtient H en reportant 2 dans 5. On
en déduit que :

oH on
(x.6) o D)= (P 0, ) 5 ) =fo 5
oH o o
(x.7) B B A= (s 4 D), (5 p)) 2=
Dans P'ouvert Q, on peut donc écrire le systéme (1.2), (1.3) sous la forme :
(x.8) x=Hy(x, p)
(r.9) p=—H,(x, p).

Le théoréme d’existence locale et d’unicité des solutions d’une équation diffé-
rentielle s’applique au systéme (1.8), (1.9) pour toute condition initiale dans Q, et
les courbes intégrales constituent donc un feuilletage de Q.

Hors de Q, on peut prolonger ce syst¢éme différentiel par un systéme différentiel
multivoque, et écrire ainsi les conditions nécessaires d’optimalité sous une forme tres
générale; ce point de vue ne sera pas le nétre ici. Le lecteur intéressé pourra se reporter
aux travaux de F. Clarke, [3], [4]-

Dans toute la suite, nous conviendrons d’appeler bisolution toute applica-
tion (x(-), p(-)) vérifiant le systéme (1.2), (1.8) sur [o, T], et bitrajectoire 'image dans
R*XR" d’une bisolution. En d’autres termes, les deux notions différent par le para-
métrage en temps : la donnée de la bisolution précise, non seulement la trajectoire,
mais la facon dont elle est parcourue.

La condition nécessaire d’optimalité peut donc se formuler géométriquement en
disant que toute solution x du probléme (£) doit se relever en une bisolution (x, p).

8
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2. Bitrajectoires génériques.

A tout point (x, p) de R"XR" est associée une fonction #(x, p, -) sur R" Elle
atteint son minimum en K points distincts #,, 1<A<K; on peut avoir K=o0, mais
non K=o. Chacun d’eux est un point critique de la fonction, qui y présente donc une
singularité de codimension ¢,; on remarquera que sont exclues toutes les singularités
qui ne sont pas associées a un minimum local. On définit alors la codimension de £ (x, p, -)
comme :

K
(2.1) codim 5 (x, p, »)=K—I+k2 Che
=1

On en déduit une partition de R"XR" en ensembles X;, o<igow
(2.2) % ={(x, p) | codim #(x, p, -)=i}.

A titre d’exemple, précisons les premiers d’entre eux. Tout d’abord %;,. De i=o0
on déduit K=1 et ¢;=o0. Donc X, est I’ensemble des (x, p) tels que 5#(x, p, -) présente
un unique minimum non dégénéré; ce n’est autre que Q :

(2.3) Zo=Q.

Pour z=1 deux cas se présentent : ou bien K=1 et ¢;=1, ou bien K=2
et ¢, =c¢,=o0. Le premier est exclu, car la singularité de codimension 1 (point d’inflexion
généralisé) ne correspond pas a un minimum local. Reste le second. Ainsi X, est I’ensemble
des (x, p) tels que la fonction S#£(x, p, -) atteint son minimum en deux points critiques
non dégénérés :

(z-4) 212{(x, ) puy (%, ug) = puy + (%, u2)=m“1n

17 rn
rang fu, (%, ;) =rang f (%, u;)=n

Pour i=2 on exclut comme ci-dessus la singularité de codimension 1, et il reste
deux cas : ou bien K=1 et ¢;=2, oubien K=3 et ¢;=c¢,=c¢3=0. Dans la termi-

nologie de René Thom, on a une catastrophe de bifurcation et une catastrophe de conflit.
Ainsi Z,=3UZXS, avec :

pu+f(x, w)=pu; +f(x, ) +v!, ol v est une

coordonnée locale de R" au voisinage de u,

;= {(x: P)

o ={(x, p) | pry +1 (%, uy) = prus + £ (%, uy) = prus +f(%, u3) = muin}

D’une maniére générale, les singularités de codimension <4 ont été classées par
René Thom, qui leur a donné le nom de catastrophes élémentaires. Dans sa terminologie,
3, est la strate de Maxwell, les singularités de Z} sont des fronces et celles de X} des
papillons. Par contre, on ne rencontrera ni la queue d’aronde, ni les ombilics, qui ne
correspondent pas a2 des minima locaux.

Dans I’énoncé suivant, comme dans la suite de I’article, nous dirons qu’une pro-

9
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priété est vraie « pour presque toutes les fonctions feCP°(R"XR") » pour exprimer
que ensemble des f qui la satisfont contient un G4 dense de C°(R"xR"). Cette termi-
nologie est cohérente, dans la mesure ot G°(R"XR") est un espace de Baire : siles P,
neN, sont des propriétés vraies presque partout, alors la propriété n/E\N P, est vraie
presque partout.

Proposition (2.5). — Soit n<3g. Pour presque tout feCP(R"XR"), les Z;, 0<1<6,
constituent une stratification de Whitney de R"xR".

En d’autres termes, les X; sont des sous-variétés de codimension i qui constituent
une partition de R"XR" et vérifient les conditions de contact :

a) 5,2, y;
b) soient 0<:i<j<6, x,X; et y,eX; deux suites convergeant vers yeX;; on

suppose que les droites x, », convergent vers D dans le projectif, et que les plans tan-
gents T, (%;) convergent vers Il dans la grassmanienne; alors D CII.

Démonstration. — Notons J Pespace des polyndémes en n variables de degré <8.
C’est aussi ’espace des jg(u), développements de Taylor a ’ordre 8 de fonctions ge CG*(R")
aux points zeR". Les polynémes sans termes d’ordre 1, c’est-a-dire les jg(z) quand
u est un point critique de g, constituent espace S des singularités, qui est muni d’une
stratification naturelle par la codimension [r11].

De méme, le produit J7 contient ’espace S7 des multisingularités, qui est également
muni d’une stratification naturelle, dont la i-éme strate T; n’est autre que 1’ensemble
des multisingularités de codimension 7 (au sens de la formule (2.1)). Pour i¢<?%, notons S;
le fermé de T; constitué de multisingularités associées a des minima locaux; les S; sont
alors des sous-variétés de codimension ¢ dans S7, et vérifient les conditions de contact a)
et b)) de Whitney (ce n’est pas vrai pour les T;, qui contiennent des familles a un para-
meétre de singularités non équivalentes de méme codimension; mais la classification des
singularités de codimension <9 montre que ce phénomeéne ne se produit pas pour les
minima locaux avant la singularité (x?+x3)(x2+ax3), quiest de codimension 8; voir [12]).
Par ailleurs, la réunion de toutes les singularités de codimension > 8 est un sous-ensemble
algébrique R de codimension >7 dans S. La proposition (2.5) exprime que I’application :

(26) j7=}€¢,p : (uls R u’:) g (j%,p(u1)> . "j‘;ﬁ,p(u7))
est transversale aux S; et a R, pourvu que les % soient distincts deux a deux.

Remarquons que si 'on change f(x, u) en f(x, u)+ g(u), I'image ;75 ,(uy, - . ., u,)
devient j'5, (45, ..., u;)+J57 g(uy, ..., u;). L’application :

(27) (f; x:[): ul) ...,ll7) Hj’,'%z,p(ul, "‘au7)

est donc une submersion tant que les #; sont distincts deux a deux. D’aprés les théorémes
de transversalité de Thom [1], il existe dans CP(R"XR") un G4 dense % tel que,
pour tout fe%, lapplication (2.6) satisfait aux conditions proposées. m

10
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Eclairons les choses, pour n=1, par une figure :

Fic. 2

Une bitrajectoire est une courbe de R"XR". On peut donc s’attendre a ce qu’elle
évite les strates de codimension > 2. Par contre, I’intersection avec X; est un phénoméne
stable, qu’il importe donc d’analyser. Pour ce faire, introduisons les notations suivantes.
En un point (x, p)eX;, on désignera par :

u; et u, les points ot H#(x, p, -) atteint son minimum;

U= (u;, f, (%, 4)), i=1,2, les deux vecteurs-vitesses associés;

7 le vecteur (f;(x, ug) —f, (x, uy), ug—uy).

Interprétons ceci. Il existe un voisinage @ de (x, p) tel que, pour tout (, ¢)€0,
la fonction #( y, ¢, -) présente deux minima locaux #;( 9, ¢) et #,(, ¢), coincidant respec-
tivement avec u,; et u, au point (x, p). L’hypersurface X; sépare @ en deux régions Q,
et Q,, caractérisées par le fait que, si (9, ¢)€€, le minimum absolu de #(y, ¢, -) est
atteint en #%(y, ¢). Si donc nous définissons dans @ deux fonctions réguliéres H, et H,
par H;(y, 9)=(, ¢, %(», q)), ona H=min(H,, H,), et ’équation de X, n’est autre
que H;(y, ¢9)=H,(y, ¢g). Dol aussitdt :

Lemme (2.2). 70 est un vecteur normal & =, au point (x, p).

Démonstration. — 11 suffit de dériver I’équation H,—H;=o0, en tenant compte
des identités (1.6) et (1.7) :
(28) gra’d Hi(x: p):(f;:'(xa ui), ui)' u

Supposons, pour fixer les idées, qu’une bisolution passe de Q, a Q, en traversant X,
au point (x, p); la vitesse sautera de 7, & 7,, et la bitrajectoire présentera donc une brisure.
Il suffit de se reporter a la figure 2 pour constater ’analogie avec la traversée d’un dioptre
en optique géométrique. Notons ¢ la matrice symplectique :

(2.9) c=(_(l) ;)ez(mx R, R"xR").

11
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On peut alors énoncer la :
Loi de la réfraction : Uy, =70,+ o(7).

Démonstration. — Par définition, 7=grad H,—grad H,. En appliquant ¢ aux
deux membres de cette équation, et en tenant compte du fait que o(grad H;)=7,,
on obtient le résultat désiré. m

En faisant le produit scalaire des deux membres par 7, et en tenant compte de
la relation 7.0(%)=o0, on obtient le corollaire :

Conservation de la vitesse normale : %.0,=7.0,.
En particulier, les deux membres de cette dernie¢re équation sont nuls simulta-
nément. Ceci montre que deux cas seulement peuvent se produire a la traversée de X, :

arrivée transversale - départ transversal : 7%.7%0

arrivée tangentielle - départ tangentiel : 7.7=o0

le cas mélé transversal/tangentiel étant exclu, ce qui est particuliérement important
du point de vue de la classification.

Nous dirons qu’une bitrajectoire est générique si elle est contenue dans X ,UZX,,
ses intersections avec X, vérifiant la condition 7.7+0. Dans le cas contraire elle sera
dite singuliére. Une bitrajectoire sera donc singuliére :

— soit parce qu’elle ne vérifie pas la condition 7.7+0 aux points de contact avec X,
(type I);
— soit parce qu’elle rencontre des strates de codimension >2 (type II).

Nous allons étudier successivement ces deux types de singularités dans le cas olt n=1.
Il sera commode de remarquer que la condition 7.7;=o0 s’écrit aussi 7.o(grad H;,)=o,
ou encore o(%).grad H;=0. Comme n=1, X, est une courbe admettant ¢(7) comme
vecteur tangent, et la condition s’écrit finalement grad H|Z;=o (sur Z;, H,=H,=H).

Les singularités de type I sont donc les points ou la restriction de H & X, présente
un point critique. Les singularités de type I14 sont les points de X3, les singularités de
type IIc les points de Xj.

3. Singularités de type I

Dans ce paragraphe, nous allons classer les singularités de type I, tout au moins
celles qui sont essentielles. Nous commengons par nous ramener a une situation aussi
simple que possible :

Proposition (3.1). — Pour presque toutes les fonctions feCP(RXR), les points critiques
de H|Z, sont non dégénérés, et les u; associés & chacun d’eux sont non nuls.

12
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Démonstration. — Les points critiques de la restriction H|Z,; sont définis par I’équa-
tion F(f, x, p, u;, u;)=0, ou F est Papplication de CP°(RXR)XRXRX(RxR—D)
(avec D diagonale de RxR) dans R* de composantes :

b1 (% w)

PSS (% ug)

pua+f(x, uy) —puy—f(x, u,)
Uy fo (%, ug) —ua f (%, wy).

On notera F; I'application partielle (x, p, u;, u,) = F(f, %, p, u;, u;) a f constant.
Nous allons montrer que, pour presque tout feCP(RXR), Papplication F; est trans-
versale a4 lorigine; la proposition en résulte.

D’aprés les théorémes de transversalité de Thom [1], il suffira de montrer
que l’application F elle-méme est transversale a Dorigine, c’est-a-dire qu’en tout
point (f, x, p, uy, uy) vérifiant F(f, , p, u;, u)=o0, I'application tangente TF est sur-
jective. C’est une application linéaire que ’on peut écrire comme somme des « dérivées
partielles » :

TF=T,F+T,,,..F-

Le dernier terme est un opérateur linéaire de R* dans lui-méme dont on peut
écrire la matrice; la notation ;g indique qu’il faut prendre la valeur de la fonction g
au point (x, %) :

’ r

1Juz I 1Juu o

rr 14

I 0
2 2
A = ulx ’ ’ “ ’ :Tz,p,u,,u, F
ofi —ofs uy—uy p+if —p—2/.
r ’ ” 4

efaati—1fastts O ofe —1feutts  2faita—1fs

Reste le premier terme, a (x, p, u, u,) fixés. On remarque alors que f n’intervient
que par son développement de Taylor a ’ordre 1 aux points (x, ;) et (x, 4,). En d’autres

termes, on peut écrire F, . =o¢oe, ol ¢ est 'application qui a feCP®(RxR)
associe :

a=f(%w), b=f(xw), o=f(xu)
ay=f(%, u3),  ba=[f(x,u3), Ca=/1, (%, uy)

et ¢ est ’application qui & (ay, by, ¢y, @y, by, c;)eR® associe :
p+a
bt
puy - ay—pus—a,
Uy bg—uy by.

13



14 IVAR EKELAND

On sait que ¢ est une submersion, c’est-a-dire que I’application linéaire tangente Te
est surjective. On en déduit en particulier que I'image de T;F n’est autre que I'image
de To. Or To est un opérateur de R® dans R* dont la matrice s’écrit :

o o 0 o 1 o\\

o o o o o0 I
B=

I —I O o o0 o

o o —uy U; O

Cette derniére matrice est de rang 4 pourvu que u,+u,. Il en sera donc de méme
pour la matrice (A, B), ce qui prouve que TF est bien surjective. B

Une singularité générique de type 1 sera la donnée de S=(H, ¥, ), ot H est le hamil-
tonien associé a une fonction f satisfaisant a la proposition (2.5), donnant donc lieu
a une strate Z,(H) réguliére, et (¥, p) est un point critique de la restriction de H a =, (H),
supposé non dégénéré, et associé a des #; non nuls (i=1,2). Soit s=(k, 0,0) une
singularité générique de type I telle que Z,(%) soit ’axe des x. Nous dirons que s est un
modile local de S s’il existe un voisinage O de (%, p), partagé en deux régions Q, et Q,
par 2,(H), et deux difféomorphismes ¢, et ¢, de @ sur R2 de classe C*, tels que :

@1(%, £) = @a(x, )= (0, 0)
@1 €t ¢, coincident sur X, (H)
¢1(Z1) = g(Zy) ={axe des §, m=o0}
¢1(€;) ={demi-plan inférieur, n <o}
¢9(Q,) ={demi-plan supérieur, x>0}
o; {axe des 7, { =0} est normal a 3,(H)
H=rhoo; sur Q.
En d’autres termes, un modéle local est la donnée de deux cartes locales, valables
de part et d’autre de X,(H), et se raccordant normalement sur cette courbe. Ou encore,

deux systémes de coordonnées locales au voisinage de (¥, p), les axes curvilignes étant X,
d’une part, deux courbes normales a X; d’autre part.

Théoréme (3.2). — Il y a trois classes de singularités S=(H, %, p) de type I :

(Ia) 0¢]u1a “2[
(16) o€luy, uy[ et H|XZ, admet un maximum en (X, p)
(Ic) o€luy, uy[ et H|Z, admet un minimum en (X, p)

Pour chacune d’elles on dispose d’un modéle local s=(h, 0, 0), ou :

(Ia) h(€, 1) =n—E24¢, ¢ constante
(1) h(E, n)=—|n|—E2+¢
(Ic) h(E, m)=—|=|+E2+c.
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