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LA CONJECTURE DE WEIL.II

par PiIErre DELIGNE
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Introduction

Dans [1], cité I par la suite, nous avons démontré la conjecture de Weil donnant
la valeur absolue complexe des valeurs propres de Frobenius agissant sur la cohomologie
d’une variété projective et lisse définie sur un corps fini. Nous étudions ici la cohomologie
a valeur dans un faisceau; il s’agit de passer des propriétés ponctuelles du faisceau a
celles de sa cohomologie.

Soient donc X, un schéma de type fini sur F et &%, un Q ,-faisceau sur X,. On
suppose choisie une cloture algébrique F de F,, et on indique par la suppression de
'indice o I’extension du corps de base de F, a F (cf. (0.7)). Pour x,e|X,| un point
fermé de X, et xeX(F) au-dessus, on dispose de I’automorphisme de Frobenius F;
de la fibre # de & enx (I, (1.11) a (1.13), ou (1.18)). On appellera ses valeurs propres
les valeurs propres de ¥, sur #,. On dit que F, est ponctuellement pur de poids n si, pour
tout xp€|X,|, les valeurs propres de F, sur &, sont des nombres algébriques dont tous
les conjugués complexes sont de valeur absolue N(x,)"%. On dit que %, est mixte s’il
est extension itérée de faisceaux ponctuellement purs; les poids de ceux-ci sont les poids
de &#,. Notre résultat essentiel est le

Théoréme 1 (3.3.1). — Sotent f: Xy—S, un morphisme de schémas de type fini sur F,
et Fo un faisceau mixte de poids <n sur X. Alors, pour chaque i, le faisceau R'f,F, sur S, est
mixte de poids <n 1.

Pour S,=Spec(F,), ce théoréme dit que, pour chaque valeur propre « de
Frobenius sur H: (X, &%), il existe un entier m<n-:¢ (le poids de «) tel que les conjugués
complexes de « soient tous de valeur absolue ¢™2

La dualité de Poincaré permet parfois de compléter ces majorations par des
minorations (3.3.5). Par exemple, si X, est propre et lisse, et que le faisceau Z#; est
lisse (=constant tordu, dans une autre terminologie) et ponctuellement pur de poids #,
alors les valeurs propres de Frobenius sur H(X, &%) sont toutes de poids n+:i ce que
nous exprimerons encore en disant que H(X, &) est pur de poids 7.

Pour #,=0Q, (de poids 0), on retrouve le résultat principal de I (avec ’hypothése

projectif et lisse remplacée par propre et lisse).
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LA CONJONCTURE DE WEIL.II 139

Une réduction facile, paralléle a la preuve du théoréme de finitude pour les R/,
(cf. SGA 4, XIV, 1) rameéne le théoréme 1 au théoréme suivant, et & une étude locale
a Plinfini des faisceaux lisses ponctuellement purs sur une courbe (C ci-dessous).

Théoréme 2 (cf. (3.2.3)). — Soient X, une courbe propre et lisse sur ¥, j: Uy—>X,
Pinclusion d’un ouvert dense, et F un faisceau lisse ponctuellement pur de poids n sur Uy. Alors,
HY(X, j,F) est pur de poids n 1.

Voici les grandes lignes de la démonstration.

A) Nettoyages. — (i) Si u: X;—X, est un morphisme fini surjectif de source une
courbe propre et lisse Xg, et qu’on désigne par ' le changement de base par «, les
H/(X, j, %) sont des facteurs directs des H(X’, j..#"’). Cet argument permet de se ramener
au cas ou la monodromie locale de & en les points de X—U est unipotente.

(ii) Un théoréme de dualité assure que HY(X, j,F) et H*7¥(X, j,(#)) sont en
dualité parfaite, & valeur dans Q,(—1). Ceci raméne & vérifier que les conjugués
complexes o' des valeurs propres « de Frobenius sur H(X, j,#) sont de valeur
absolue || <g" ™92 Le cas difficile est celui du H.

B) Plongements complexes. — Soient «€Q, une valeur propre de Frobenius sur
H/(X, j,Z). Il est commode de reformuler comme suit les estimations & vérifier : pour
chaque isomorphisme 1:Q,—GC, on a [w|<gnt2

Dans la démonstration, chaque isomorphisme . sera traité séparément; ceci
conduit a introduire les notions de faisceaux ponctuellement t-pur ou t-mixte (il s’agit
de ne pas regarder tous les conjugués complexes des valeurs propres o, mais seulement ta).
Il est par ailleurs commode de permettre aux poids d’étre des nombres réels quelconques.
Voir (1.2.6). On prouvera le théoréme 2, avec pur remplacé par i-pur. Je renvoie
a (r.2.11) le lecteur qui, comme moi, répugne a l’axiome du choix, implicite dans
Pusage d’isomorphismes entre Q, et C.

Q) Monodromie locale des faisceaux w-purs. — Posons S;=X,—U,. On commence
par montrer que, si &, est lisse et ponctuellement t-pur de poids PeR, le poids
Wy(zy(2) = 2 logy,, [te| d’une valeur propre « de F, sur j,%,, pour x,eS,, est de la
forme B—m, avec m entier >0, et on détermine m en terme de la monodromie locale
de #; en x, (1.8.4). Plus généralement, on détermine wy,,(«) pour o valeur propre
de F, sur &, au sens (1.10.2). Premiére étape : montrer que wy,,(2)<p-+2. On
le fait en exploitant la formule de Grothendieck pour la fonction Z(U,, %,, t) : appli-
quant v, on trouve a gauche un produit infini convergeant pour w,(f)<—8—2, a
droite une fraction rationnelle de numérateur tdet(I—F¢, Hi(U, %)), et on utilise le
fait que les (j, %), pour xeS contribuent 3 H(U, #). Deuxiéme étape : appliquer
ce résultat aux puissances tensorielles de &, et de son dual, en tenant compte de la

structure connue de la monodromie locale.
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140 PIERRE DELIGNE

Ceci acquis, il est loisible, et commode, d’étudier j, %, plutét que j, %, : si F,
est lisse et ponctuellement i-pur de poids BeR, il s’agit de montrer que les valeurs
propres « de Frobenius sur Hy(U, #)=H!(X, j,#) sont de poids w,(x)<B+1. On
supposera pour simplifier Pécriture que B =o0. On se raméne a ce cas par torsion (1.2.7).

D) Passage a Xy x X,. — La principale idée géométrique est de passer de (U,, Z,)
a (UyxU,, F R %) (o0 FRF,=pr;F,Qpr;F,), et d’analyser

H(UxU, #FRF)=H(XxX, j,F ®jF)

a 'aide d’un pinceau de sections hyperplanes de X, x X,, supposé en position générale.
Ceci pour un prolongement projectif convenable de X,XX,. On suppose effectué le
nettoyage A(i).

Le but est de prouver que le poids d’une valeur propre o« de Frobenius sur
(XXX, jF K jF) vérifie w(«)<3=2-+1. Ceci acquis, si « est maintenant une
valeur propre de Frobenius sur H'(X, j, %), la formule de Kiinneth assure que «® est

valeur propre de Frobenius sur H*(X XX, j,.# & j;#), et on obtient w,(«)<1 —i—é. Plus

généralement, supposons le théoré¢me déja vérifié & 3 pres, au sens suivant : pour toute
courbe, et tout faisceau (encore de poids zéro) les valeurs propres de Frobenius sur
H'(X, ;%) sont de poids w,(«)<14-3. Le but est alors de prouver que le poids d’une
valeur propre « de Frobenius sur H¥(X XX, j,# & j,#) vérifie w,(«x)<2+3. Procédant
comme plus haut, ceci améliore I’estimation originale en w,(«) <1+3/2 pour H(X,;,#),
et on itere le procédé. Cette itération remplace I'usage de grandes puissances cartésiennes
en (I.7.39).

Prenons un pinceau (assez général) de sections hyperplanes de X, x X,. Les sections
hyperplanes du pinceau sont les fibres d’'un morphisme f: Y,—P) ou Y, se déduit
de X, X X, en éclatant un nombre fini de points. Soit ¥, I'image inverse de j%,X j;%,
sur Y,. La suite spectrale de Leray pour f réduit, pour l’essentiel, I’étude de
H2(X x X, ,F R j,F) a celle de H'(PY, R'f,9).

La généralisation (1.5.1) de la majoration fondamentale (I.3.2) permet de
montrer que, sur un certain ouvert V; de P} ou le faisceau R!f, %, est lisse, il est extension
successive de faisceaux lisses ponctuellement -purs. Des hypothéses (I.3.2) seule subsiste
Pexigence que, sur V,, R'f,%, soit facteur direct d’un faisceau lisse i-réel (un faisceau 5,
tel que les polynémes . det(I—F,¢, 5£;) soient a coeflicients réels). Les résultats du § 2
(voir E) ci-dessous) permettent de le déduire de ce que &, lui-méme est facteur direct
d’un faisceau i-réel, a savoir F@®F,” : parce que %, est de poids o, son dual joue le
r6le d’'un complexe conjugué.

Comment calculer les poids de R'f,%,|V,? Dans (I.3.2), ’hypothése (ii) assurait
que le faisceau considéré n’ait pas de sous-faisceau lisse non trivial — donc soit ponc-
tuellement w-pur d’aprés (1.5.1) — et Phypothése (i) permettait de calculer son poids.
Dans TI'application (I.6.3) de (I.3.2), ces hypothéses résultaient de la théorie des

316



LA CONJONCTURE DE WEIL.II 141

pinceaux de Lefschetz, et plus particuliérement du théoréme de conjugaison des cycles
évanescents. Ici, R'f, %, admet des points de ramification de trois types géométriquement
distincts, et il faut un autre argument. La théorie des cycles évanescents permet de
contréler le saut de R1f,%) en un point de P; —V, & partir d’informations locales sur
(XX Xo, 1% K j1%,), a savoir, les groupes de cycles évanescents. Un calcul local et
les résultats de G, appliqués a &#,, permettent de déterminer les poids des valeurs propres
de Frobenius sur les groupes de cycles évanescents. On trouve que ces poids sont des
entiers. Appliquant alors les résultats de G aux quotients successifs de R1f,%,|V,, pour
une filtration convenable, on parvient a montrer que Rf, %, est extension successive
de faisceaux lisses sur V, et soit (a) lisse sur P! tout entier (de poids non détectés par
les cycles évanescents), soit (4) dont la restriction & V, est ponctuellement i-pure de
poids entier. Heureusement les faisceaux (@) ne contribuent pas au groupe H'(P, R1f, %)
qui nous intéresse puisque P! est simplement connexe et que H(PL, Q,)=o.

Quels poids entiers z apparaissent? Si on suppose déja connu le théoréme, avec
une erreur 8<1, et qu’on Papplique aux fibres de f, il fournit I’estimation n<1--3.
Puisque 7 est entier, on a méme 7n<1. Appliquant le théoréme, avec ’erreur 3, a P,
et aux quotients successifs de R1f,%, pour la filtration introduite précédemment, on
trouve que les valeurs propres « de Frobenius sur H' (P, R/, %) sont de poids w,(«) <243
— notre but. Au départ toutefois, on a seulement 3=1, et permettre n=2 ruine
Pargument.

E) Le poids d’un H' est <2. — Nous prouvons directement que, pour &, lisse et
ponctuellement w-pur de poids o, les valeurs propres a« de Frobenius sur HY(X, ;%)
sont de poids w,(«)<2. Ceci appliqué a la fibre de f en un point de V,, suffit a faire
démarrer la démonstration. Ce résultat permet aussi de séparer les valeurs propres «
de Frobenius sur H(X, j,#), de poids w, (x)<2, de celles sur H%(X, j,#), de poids 2.
Appliqué aux fibres de f, il est utilisé dans la démonstration du fait que R*f, %, est, sur V,
facteur direct d’un faisceau lisse i-réel. La démonstration est inspirée de la démonstration
de Mertens du théoréme de Hadamard-de la Vallée-Poussin (non nullité de {(s) pour
Rs=1).

On peut déduire de E) que si &, est un faisceau lisse ponctuellement w-pur sur
une courbe lisse Uy, la fibre &, de & en ue|U| est une représentation complétement
réductible du groupe de monodromie géométrique (3.4.1) (iii); cf. (3.4.14). Via le
dictionnaire heuristique de [2], 1, ceci correspond au théoréme de semi-simplicité [2], IT
(4.2.6) en théorie des variations de structures de Hodge. Un cas particulier du théoréme
montre que si X est une variété projective non singuliére sur % algébriquement clos,
que (H,),c g est un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X, avec H, singulier
pour teS, et que uePl—S, les H'(H,, Q,) sont des représentations complétement
réductibles de =;(P1—S, #) : un argument de spécialisation raméne a supposer que
k=F, X et le pinceau sont alors définis sur un corps fini, et 'hypothése de pureté requise
résulte de la conjecture de Weil pour les H,. Comme il est bien connu, les arguments
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142 PIERRE DELIGNE

originaux de Lefschetz permettent de déduire de cette compléte réductibilité le théoréme
de Lefschetz difficile sur le cup-produit itéré par la classe de cohomologie d’une section
hyperplane (4.1.1). On en donne aussi une variante pour la cohomologie & valeurs
dans un faisceau (voire un complexe) (6.2.13).

D’autres énoncés purement géométriques résultent de ’existence d’un formalisme
des poids : citons le théoréme local des cycles invariants (3.6.1), et les résultats annoncés
dans [3] quant a Dexistence de graduation par le poids sur des Q,types d’homo-
topie (5.3.4). On dispose de résultats paralléles en théorie de Hodge, laquelle permet
aussi de parler de poids : [12], [9].

Le théoréme 1 s’insére dans un formalisme souvent beaucoup plus facile & manier
que I. En (3.7), on montre comment il permet de simplifier les preuves des applications
données en (I.8). Pour le mode d’emploi de son application aux majorations de sommes
trigonométriques, je renvoie a SGA 4} [Sommes trigonométriques] (et spécialement
aux n° 1, 2, 3, 7).

Les résultats essentiels de ’article concernent les schémas de type fini sur un corps
fini, avec deux « mais » : @) Ils ont des conséquences géométriques, pour un schéma
de type fini sur la cléture algébrique d’un corps fini, et des arguments de spécialisation
permettent de passer de la au cas d’un corps de base algébriquement clos quelconque.
b) Certains résultats valent pour des schémas de type fini sur Z. Ils se déduisent immé-
diatement de la démonstration des résultats analogues sur un corps fini, mais non de
leur énoncé. Nous les omettrons de la revue ci-dessous, section par section, de I’article.

En (1.1), on rappelle ce qu’est un Q ,-faisceau constructible, avec quelques variantes.
On donne aussi un formalisme pour une catégorie dérivée correspondante. En (1.2),
on définit les faisceaux ponctuellement purs ou t-purs, mixtes, ..., et on énonce, sous une
forme plus précise, une conjecture selon laquelle sur un schéma de type fini sur F,
tout Q faisceau constructible est t-mixte. Les n° (1.3) a (1.5) sont consacrés a la géné-
ralisation annoncée de (I.3.2). En (1.3), on exploite le théoréme de Grothendieck (1.3.8)
pour définir les « poids déterminantiels » d’un faisceau lisse %, sur une courbe lisse U,.
Ils ne dépendent que des puissances extérieures maximales des constituants de %, et
contrélent le H® (et donc le H%) de tout faisceau déduit de %, par passage a un espace
de tenseurs. La proposition (1.3.13), d’apparence anodine, jouera le réle joué dans
(I.3.2) par la théorie classique des invariants pour le groupe symplectique. Les nos (1.6)
a (1.8) sont consacrés au point C) ci-dessus de la démonstration. En (1.6) des préli-
minaires algébriques : la théorie d’un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel;
en (1.7) des préliminaires géométriques : comment la monodromie locale fournit des
endomorphismes nilpotents. La fin, multi-dimensionnelle, de (1.7) ne servira qu’en (1.9),
lui-méme inutile au reste de larticle.

Le n° (1.9) est une application de (1.8) a la monodromie locale d’un faisceau
mixte lisse sur le complément d’un diviseur a croisements normaux, le long duquel il
est modérément ramifié. Un résultat analogue, pour les variations de structures de
Hodge, vient d’étre obtenu par Cattani et Kaplan.
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LA CONJONCTURE DE WEIL.II 143

Dans le n° (1.10), on applique les méthodes de (1.6) a4 (1.8) a des valeurs absolues
non archimédiennes. Le résultat de semi-continuité (1.10.7) a permis de montrer que,
pour une intersection compléte générale de caractéristique p, le polygone de Newton
(défini par les pentes de la cohomologie cristalline) coincide avec le polygone de Hodge.
Que ce probléme, de nature p-adique, n’ait pu étre résolu que par des méthodes ¢-adiques
tient a I’absence jusqu’a présent d’une bonne théorie des cycles évanescents en coho-
mologie p-adique.

Le n° (1.11) (spécialisation de la monodromie) est technique et sans surprise.

Le § 2 contient la partie E ci-dessus de la démonstration. En (3.5), par des
arguments connus, on en déduit un théoréme d’équidistribution, dont un cas particulier
est ’analogue pour un corps de fonctions de la conjecture de Sato-Tate (sur la distribution
des angles de Frobenius, pour une courbe elliptique sur K).

Le n° (3.3) contient la preuve du théoréme 1, et quelques corollaires. Le n° (3.2)
donne celle du théoréme 2, et (3.1) donne le calcul de cycles évanescents utilisé (cf. D
ci-dessus). En (3.4), le théoréme 1 est appliqué a I’étude des extensions successives qui
définissent un faisceau mixte. On prouve en particulier qu’un faisceau mixte lisse admet
une « filtration par le poids » par des sous-faisceaux lisses, et que la monodromie géo-
métrique d’un faisceau lisse ponctuellement pur sur un schéma normal est semi-simple.
En (3.6), le théoreme local des cycles invariants; en (3.7), des simplifications aux preuves
de (I.8).

Le n° (4.1) contient la preuve du théoréme de Lefschetz difficile. Les nos (4.2) et
(4.3) apportent quelques compléments & SGA 7. Dans (4.3), 'usage d’un topos ad hoc
permet de transposer les arguments d’aspect « théorie de Morse » utilisés par Lefschetz.
Dans (4.4), on montre que le groupe de monodromie géométrique de la partie éva-
nescente de la cohomologie des sections hyperplanes d’un pinceau de Lefschetz (supposé
assez général dans le cas sauvage de caractéristique 2) est Zariski dense dans un groupe
orthogonal ou symplectique, ou est un groupe de Weyl. Ce dernier cas est étudié en
détail. En (4.5), on en déduit le « théoréeme du pgced » utilisé dans [7] pour comparer
les cohomologies ¢-adiques et cristallines des variétés projectives et lisses.

Au § 5, on applique le yoga des poids au Q ,type d’homotopie. La définition de
ce dernier utilise de fagon essentielle la construction par Miller [8] et Grothendieck
d’une algebre différentielle graduée (anti-) commutative attachée & un ensemble sim-
plicial qui permette le calcul de sa cohomologie entiéere.

Le § 6 enfin développe le formalisme des faisceaux mixtes. On montre, avec des
démonstrations inspirées de SGA 4} [Th. finitude], que leur catégorie est remarqua-
blement stable. On définit aussi une notion de complexe pur, généralisant celle de
faisceau lisse ponctuellement pur sur un schéma lisse (6.2.4), (6.2.5). L’image directe Rf,
par un morphisme propre transforme complexes purs en complexes purs. On leur géné-
ralise le théoréme local des cycles invariants et, sous des hypothéses de dimension, le
théoréme global des cycles invariants et le théoréme de Lefschetz difficile.
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Notations et conventions.

(o.1) Dans tout cet article, sauf mention expresse du contraire, on fixe un nombre
premier /, et on ne considére que des espaces algébriques noethériens séparés sur lesquels
¢ est inversible. On les appelle simplement sckémas.

Le lecteur qui répugne aux espaces algébriques remplacera dans (0.1) « espace
algébrique » par « schéma ».

(0.2) On fixe une cléture algébrique Q, du corps Q, des nombres ¢-adiques.
On désigne par ¢« un isomorphisme de corps de Q, avec G (cf. (1.2.11)). Exception :
au n° (1.10), on désignera encore par . un isomorphisme de corps de Q, avec une
cloture algébrique Q, du corps des nombres ¢’-adiques. Le mot faisceau signifiera selon
le numéro « faisceau pour la topologie étale », « Q ,faisceau constructible » ou « faisceau
de Weil ». Voir (1.1.5), (1.3.2).

Si f:X—Y est un morphisme, et & un faisceau sur Y, on écrira souvent,
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, H*(X, &#) pour H*(X, f*#). De méme pour ’hyper-
cohomologie, avec ou sans supports.

(0.3) Un point géométrique ¥ de X est un morphisme du spectre d’un corps algé-
briquement clos — noté %(x) — dans X. Il est dit localisé en x € X si x est son image
dans X. Il est dit algébrique si k(x) est une cléture algébrique de k(x).

Chaque point géométrique définit un point géométrique algébrique : remplacer k()
par la cléture algébrique de £(x) dans 2(x). On utilisera parfois cette construction pour
tacitement étendre aux points géométriques une terminologie introduite pour les points
géométriques algébriques.

Chaque point x de X & corps résiduel séparablement clos définit un point géo-
métrique % : prendre la cloture parfaite de £(x). On identifiera souvent x et 7.

Si f: XY est un morphisme, tout point géométrique ¥ de X définit par compo-
sition un point géométrique f(¥) de Y qu’on notera parfois simplement x.

(0.4) Sauf mention expresse du contraire, localement signifie localement pour Ia
topologie étale.

Si x est un point d’un schéma X, nous noterons X, ’hensélisé¢ de X en x (le
spectre de I’hensélisé de ’anneau local de X en x). Si ¥ est un point géométrique (0.3)
de X, nous noterons X, le localisé strict (= hensélisé strict) de X en x. Son corps résiduel
est la cloture séparable de k(x) dans k(x).

(0.5) Une courbe lisse sur un corps % est un schéma lisse purement de dimension 1
sur k.

Soit X un schéma de type fini sur un corps k. Si X est connexe, le morphisme
structural X->Spec(k) admet une unique factorisation X — Spec(k’) — Spec(k) avec &’
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