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LA CONJECTURE DE WEIL.II

par PiERrRe DELIGNE
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Introduction

Dans [1], cité I par la suite, nous avons démontré la conjecture de Weil donnant
la valeur absolue complexe des valeurs propres de Frobenius agissant sur la cohomologie
d’une variété projective et lisse définie sur un corps fini. Nous étudions ici la cohomologie
a valeur dans un faisceau; il s’agit de passer des propriétés ponctuelles du faisceau a
celles de sa cohomologie.

Soient donc X, un schéma de type fini sur F et &%, un Q ,-faisceau sur X,. On
suppose choisie une cléture algébrique F de F,, et on indique par la suppression de
indice o I’extension du corps de base de F, a F (cf. (0.7)). Pour x,e|X,| un point
fermé de X, et xeX(F) au-dessus, on dispose de I'automorphisme de Frobenius F;
de la fibre #,de #F enx (I, (1.11) a (1.13), ou (1.18)). On appellera ses valeurs propres
les valeurs propres de ¥, sur #,. On dit que &, est ponctuellement pur de poids » si, pour
tout xo€|X,|, les valeurs propres de F, sur &, sont des nombres algébriques dont tous
les conjugués complexes sont de valeur absolue N(x,)"2. On dit que Z, est mixte s’il
est extension itérée de faisceaux ponctuellement purs; les poids de ceux-ci sont les poids
de #,. Notre résultat essentiel est le

Théoréme 1 (3.3.1). — Sotent f: Xy—>S, un morphisme de schémas de type fini sur F,
et F, un faisceau mixte de poids <n sur X. Alors, pour chaque i, le faisceau R'f,F, sur S, est
mixte de poids <n-+1i.

Pour S,=Spec(F), ce théoréme dit que, pour chaque valeur propre « de
Frobenius sur H{(X, &), il existe un entier m<n -7 (le poids de «) tel que les conjugués
complexes de « soient tous de valeur absolue ¢™2

La dualité de Poincaré permet parfois de compléter ces majorations par des
minorations (3.3.5). Par exemple, si X, est propre et lisse, et que le faisceau &, est
lisse (=constant tordu, dans une autre terminologie) et ponctuellement pur de poids z,
alors les valeurs propres de Frobenius sur HY(X, &) sont toutes de poids n+¢ ce que
nous exprimerons encore en disant que H(X, &%) est pur de poids n 1.

Pour #,=0Q, (de poids o), on retrouve le résultat principal de I (avec ’hypothese

projectif et lisse remplacée par propre et lisse).
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LA CONJONCTURE DE WEIL.II 139

Une réduction facile, paralléle a la preuve du théoréme de finitude pour les Rf,
(cf. SGA 4, XTIV, 1) raméne le théoréme 1 au théoréme suivant, et & une étude locale
a Pinfini des faisceaux lisses ponctuellement purs sur une courbe (C ci-dessous).

Théoréme 2 (cf. (3.2.3)). — Soient X, une courbe propre et lisse sur ¥, j: Uy—>X,
Pinclusion d’un ouvert dense, et Fy un faisceau lisse ponctuellement pur de poids n sur U,. Alors,
Hi(X, j,F) est pur de poids n 1.

Voici les grandes lignes de la démonstration.

A) Nettoyages. — (i) Si u: X;—X, est un morphisme fini surjectif de source une
courbe propre et lisse X, et qu'on désigne par ' le changement de base par «, les
Hi(X, j, &) sont des facteurs directs des H(X’, j.#"). Cet argument permet de se ramener
au cas ou la monodromie locale de & en les points de X—U est unipotente.

(ii) Un théoréme de dualité assure que H (X, j,F) et H2 (X, j,(# ™)) sont en
dualité parfaite, & valeur dans Q,(—r1). Ceci raméne & vérifier que les conjugués

complexes o’ des valeurs propres o« de Frobenius sur HY(X, j,#) sont de valeur
absolue |a'|<g"*+i2 Le cas difficile est celui du H.

B) Plongements complexes. — Soient «€Q, une valeur propre de Frobenius sur
H(X, j,Z). Il est commode de reformuler comme suit les estimations & vérifier : pour
chaque isomorphisme 1:Q,—~C, on a |w|<grti2,

Dans la démonstration, chaque isomorphisme ¢ sera traité séparément; ceci
conduit & introduire les notions de faisceaux ponctuellement t-pur ou t-mixte (il s’agit
de ne pas regarder tous les conjugués complexes des valeurs propres o, mais seulement ta).
Il est par ailleurs commode de permettre aux poids d’étre des nombres réels quelconques.
Voir (1.2.6). On prouvera le théoréme 2, avec pur remplacé par i-pur. Je renvoie
a (r.2.11) le lecteur qui, comme moi, répugne a ’axiome du choix, implicite dans
Pusage d’isomorphismes entre Q, et C.

C) Monodromie locale des faisceaux wpurs. — Posons S,=X,—U,. On commence
par montrer que, si &, est lisse et ponctuellement t-pur de poids BeR, le poids
Wz (%) = 2 logy,, [1e| d’une valeur propre « de F, sur j,%,, pour x,€S,, est de la
forme B—m, avec m entier >0, et on détermine m en terme de la monodromie locale
de #; en %, (1.8.4). Plus généralement, on détermine wy,,(«) pour o valeur propre
de F,, sur &, au sens (1.10.2). Premiére étape : montrer que wy,,(¢)<p-+2. On
le fait en exploitant la formule de Grothendieck pour la fonction Z(U,, %, t) : appli-
quant i, on trouve a gauche un produit infini convergeant pour w,(f)<—B—2, a
droite une fraction rationnelle de numérateur @ det(I—Ft, HX(U, #)), et on utilise le
fait que les (j, %), pour xeS contribuent & H}(U, #). Deuxiéme étape : appliquer
ce résultat aux puissances tensorielles de #, et de son dual, en tenant compte de la
structure connue de la monodromie locale.
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140 PIERRE DELIGNE

Ceci acquis, il est loisible, et commode, d’étudier j, %, plutét que j, %, : si %,
est lisse et ponctuellement t-pur de poids BeR, il s’agit de montrer que les valeurs
propres « de Frobenius sur H(U, #)=H!(X, j,#) sont de poids w,(x)<B+1. On
supposera pour simplifier écriture que f=o0. On se raméne a ce cas par torsion (1.2.7).

D) Passage a Xy x X,. — La principale idée géométrique est de passer de (U,, Z#,)
a (UgxU,, FH R F,) (ou FRF,=pr; F,®Opr;F,), et d’analyser

H(UxU, #R®F)=H(XxX, j# 8.7

a P'aide d’un pinceau de sections hyperplanes de X, x X,, supposé en position générale.
Ceci pour un prolongement projectif convenable de X,X X,. On suppose effectué le
nettoyage A(i).

Le but est de prouver que le poids d’une valeur propre « de Frobenius sur
(XXX, jF K jF) vérifie w(«)<3=2-+1. Ceci acquis, si « est maintenant une
valeur propre de Frobenius sur H'(X, j,%#), la formule de Kiinneth assure que o® est

valeur propre de Frobenius sur H¥(X XX, 5,# & j,#), et on obtient w,(«)<1 —|—§. Plus

généralement, supposons le théoréme déja vérifié a 8 pres, au sens suivant : pour toute
courbe, et tout faisceau (encore de poids zéro) les valeurs propres de Frobenius sur
H'(X, j,%#) sont de poids w,(x)<1-+3. Le but est alors de prouver que le poids d’une
valeur propre « de Frobenius sur H¥(X XX, j,# K j;#) vérifie w,(«)<2+3. Procédant
comme plus haut, ceci améliore I’estimation originale en w,(«) <1+3/2 pour H'(X,;; %),
et on itére le procédé. Cette itération remplace 'usage de grandes puissances cartésiennes
en (I.7.3).

Prenons un pinceau (assez général) de sections hyperplanes de X, x X,. Les sections
hyperplanes du pinceau sont les fibres d’un morphisme f : Y,—P; ou Y, se déduit
de X,x X, en éclatant un nombre fini de points. Soit %, I'image inverse de ;%X j,%,
sur Y,. La suite spectrale de Leray pour f réduit, pour Iessentiel, I’étude de
H2(X x X, jF R j,F) a celle de H'(P!, R'f,9).

La généralisation (1.5.1) de la majoration fondamentale (I.3.2) permet de
montrer que, sur un certain ouvert V; de P} ou le faisceau R'f, %, est lisse, il est extension
successive de faisceaux lisses ponctuellement t-purs. Des hypothéses (I.3.2) seule subsiste
Pexigence que, sur V,, R'f, %, soit facteur direct d’un faisceau lisse i-réel (un faisceau 5
tel que les polyndmes  det(I—F,¢, o£,) soient a coeflicients réels). Les résultats du § 2
(voir E) ci-dessous) permettent de le déduire de ce que &, lui-méme est facteur direct
d’un faisceau i-réel, a savoir F®F;" : parce que &, est de poids o, son dual joue le
r6le d’un complexe conjugué.

Comment calculer les poids de R'f,%,|V,? Dans (I.3.2), I’hypothése (ii) assurait
que le faisceau considéré n’ait pas de sous-faisceau lisse non trivial — donc soit ponc-
tuellement t-pur d’aprés (1.5.1) — et ’hypothese (i) permettait de calculer son poids.
Dans l'application (I.6.3) de (I.3.2), ces hypothéses résultaient de la théorie des
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LA CONJONCTURE DE WEIL.II 141

pinceaux de Lefschetz, et plus particuliérement du théoréme de conjugaison des cycles
évanescents. Ici, R'f, %, admet des points de ramification de trois types géométriquement
distincts, et il faut un autre argument. La théorie des cycles évanescents permet de
controler le saut de R1f,%, en un point de P; —V, a partir d’informations locales sur
(XX Xo, 1% K j1%,), a savoir, les groupes de cycles évanescents. Un calcul local et
les résultats de G, appliqués a %, permettent de déterminer les poids des valeurs propres
de Frobenius sur les groupes de cycles évanescents. On trouve que ces poids sont des
entiers. Appliquant alors les résultats de G aux quotients successifs de R1f,%,|V,, pour
une filtration convenable, on parvient & montrer que Rf,%, est extension successive
de faisceaux lisses sur V,, et soit (@) lisse sur P! tout entier (de poids non détectés par
les cycles évanescents), soit (b) dont la restriction & V|, est ponctuellement i-pure de
poids entier. Heureusement les faisceaux () ne contribuent pas au groupe H'(P1, R1f, %)
qui nous intéresse puisque P! est simplement connexe et que H (P!, Q,)=o.

Quels poids entiers n» apparaissent? Si on suppose déja connu le théoréme, avec
une erreur 3<1, et qu’on I'applique aux fibres de f, il fournit estimation n<1--3.
Puisque 7 est entier, on a méme 7#<1. Appliquant le théoréme, avec ’erreur 3, a P3,
et aux quotients successifs de Rf,%, pour la filtration introduite précédemment, on
trouve que les valeurs propres « de Frobenius sur H*(P%, R!f, %) sont de poids w,(«) <243
— notre but. Au départ toutefois, on a seulement 3=1, et permettre n=2 ruine
Pargument.

E) Le poids d’un H' est <2. — Nous prouvons directement que, pour &, lisse et
ponctuellement t-pur de poids o, les valeurs propres o de Frobenius sur HY(X, j %)
sont de poids w,(x)<2. Ceci appliqué 2 la fibre de f en un point de V,, suffit a faire
démarrer la démonstration. Ce résultat permet aussi de séparer les valeurs propres o
de Frobenius sur HY(X, j,#), de poids w,(x)<2, de celles sur H(X, j,#), de poids 2.
Appliqué aux fibres de f, il est utilisé dans la démonstration du fait que R1f, %, est, sur V,,
facteur direct d’un faisceau lisse t-réel. La démonstration est inspirée de la démonstration
de Mertens du théoréme de Hadamard-de la Vallée-Poussin (non nullité de Z(s) pour
Rs=1).

On peut déduire de E) que si #; est un faisceau lisse ponctuellement w-pur sur
une courbe lisse Uy, la fibre &, de &# en ue|U| est une représentation complétement
réductible du groupe de monodromie géométrique (3.4.1) (iii); cf. (3.4.14). Via le
dictionnaire heuristique de [2], 1, ceci correspond au théoréme de semi-simplicité [2], II
(4.2.6) en théorie des variations de structures de Hodge. Un cas particulier du théoréme
montre que si X est une variété projective non singulieére sur % algébriquement clos,
que (H,);c g est un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X, avec H, singulier
pour teS, et que ueP'—S, les H'(H,, Q,) sont des représentations complétement
réductibles de m;(P1—S, «) : un argument de spécialisation raméne a supposer que
k=F, X et le pinceau sont alors définis sur un corps fini, et I’hypothese de pureté requise
résulte de la conjecture de Weil pour les H,. Comme il est bien connu, les arguments
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142 PIERRE DELIGNE

originaux de Lefschetz permettent de déduire de cette compléte réductibilité le théoréme
de Lefschetz difficile sur le cup-produit itéré par la classe de cohomologie d’une section
hyperplane (4.1.1). On en donne aussi une variante pour la cohomologie & valeurs
dans un faisceau (voire un complexe) (6.2.13).

D’autres énoncés purement géométriques résultent de ’existence d’un formalisme
des poids : citons le théoréme local des cycles invariants (3.6.1), et les résultats annoncés
dans [g3] quant a lexistence de graduation par le poids sur des Q,-types d’homo-
topie (5.3.4). On dispose de résultats paralléles en théorie de Hodge, laquelle permet
aussi de parler de poids : [12], [9].

Le théoréme 1 s’inseére dans un formalisme souvent beaucoup plus facile & manier
que I. En (3.7), on montre comment il permet de simplifier les preuves des applications
données en (I.8). Pour le mode d’emploi de son application aux majorations de sommes
trigonométriques, je renvoie a SGA 41 [Sommes trigonométriques] (et spécialement
aux n% 1, 2, 3, 7).

Les résultats essentiels de I’article concernent les schémas de type fini sur un corps
fini, avec deux « mais » : @) Ils ont des conséquences géométriques, pour un schéma
de type fini sur la cloture algébrique d’un corps fini, et des arguments de spécialisation
permettent de passer de la au cas d’un corps de base algébriquement clos quelconque.
b) Certains résultats valent pour des schémas de type fini sur Z. Ils se déduisent immé-
diatement de la démonstration des résultats analogues sur un corps fini, mais non de
leur énoncé. Nous les omettrons de la revue ci-dessous, section par section, de I’article.

En (1.1), on rappelle ce qu’est un Q ,-faisceau constructible, avec quelques variantes.
On donne aussi un formalisme pour une catégorie dérivée correspondante. En (1.2),
on définit les faisceaux ponctuellement purs ou t-purs, mixtes, ..., et on énonce, sous une
forme plus précise, une conjecture selon laquelle sur un schéma de type fini sur F,
tout (—2 ~faisceau constructible est 1-mixte. Les n° (1.3) a (1.5) sont consacrés a la géné-
ralisation annoncée de (I.8.2). En(1.3), on exploite le théoréme de Grothendieck (1.3.8)
pour définir les « poids déterminantiels » d’un faisceau lisse %, sur une courbe lisse U,.
Ils ne dépendent que des puissances extérieures maximales des constituants de %, et
contrélent le H® (et donc le H2) de tout faisceau déduit de &, par passage a un espace
de tenseurs. La proposition (1.3.13), d’apparence anodine, jouera le réle joué dans
(I.3.2) par la théorie classique des invariants pour le groupe symplectique. Les nos (1.6)
a (1.8) sont consacrés au point C) ci-dessus de la démonstration. En (1.6) des préli-
minaires algébriques : la théorie d’un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel;
en (1.7) des préliminaires géométriques : comment la monodromie locale fournit des
endomorphismes nilpotents. La fin, multi-dimensionnelle, de (1.7) ne servira qu’en (1.9),
lui-méme inutile au reste de Darticle.

Le n° (1.9) est une application de (1.8) a la monodromie locale d’un faisceau
mixte lisse sur le complément d’un diviseur & croisements normaux, le long duquel il
est modérément ramifié. Un résultat analogue, pour les variations de structures de
Hodge, vient d’étre obtenu par Cattani et Kaplan.
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LA CONJONCTURE DE WEIL.II 143

Dans le n° (1.10), on applique les méthodes de (1.6) a (1.8) a des valeurs absolues
non archimédiennes. Le résultat de semi-continuité (1.10.7) a permis de montrer que,
pour une intersection compléte générale de caractéristique p, le polygone de Newton
(défini par les pentes de la cohomologie cristalline) coincide avec le polygone de Hodge.
Que ce probleme, de nature p-adique, n’ait pu étre résolu que par des méthodes ¢-adiques
tient a I’absence jusqu’a présent d’une bonne théorie des cycles évanescents en coho-
mologie p-adique.

Le n° (1.11) (spécialisation de la monodromie) est technique et sans surprise.

Le § 2 contient la partie E ci-dessus de la démonstration. En (3.5), par des
arguments connus, on en déduit un théoréme d’équidistribution, dont un cas particulier
est ’analogue pour un corps de fonctions de la conjecture de Sato-Tate (sur la distribution
des angles de Frobenius, pour une courbe elliptique sur K).

Le n° (3.3) contient la preuve du théoréme 1, et quelques corollaires. Le n° (3.2)
donne celle du théoréme 2, et (3.1) donne le calcul de cycles évanescents utilisé (cf. D
ci-dessus). En (3.4), le théoreme 1 est appliqué a I’étude des extensions successives qui
définissent un faisceau mixte. On prouve en particulier qu’un faisceau mixte lisse admet
une « filtration par le poids » par des sous-faisceaux lisses, et que la monodromie géo-
métrique d’un faisceau lisse ponctuellement pur sur un schéma normal est semi-simple.
En (3.6), le théoreme local des cycles invariants; en (3.7), des simplifications aux preuves
de (I.8).

Le no (4.1) contient la preuve du théoréme de Lefschetz difficile. Les nos (4.2) et
(4.3) apportent quelques compléments & SGA 7. Dans (4.3), 'usage d’un topos ad hoc
permet de transposer les arguments d’aspect « théorie de Morse » utilisés par Lefschetz.
Dans (4.4), on montre que le groupe de monodromie géométrique de la partie éva-
nescente de la cohomologie des sections hyperplanes d’un pinceau de Lefschetz (supposé
assez général dans le cas sauvage de caractéristique 2) est Zariski dense dans un groupe
orthogonal ou symplectique, ou est un groupe de Weyl. Ce dernier cas est étudié en
détail. En (4.5), on en déduit le « théoréme du pged » utilisé dans [7] pour comparer
les cohomologies /-adiques et cristallines des variétés projectives et lisses.

Au § 5, on applique le yoga des poids au Q ,-type d’homotopie. La définition de
ce dernier utilise de fagon essentielle la construction par Miller [8] et Grothendieck
d’une algebre différentielle graduée (anti-) commutative attachée & un ensemble sim-
plicial qui permette le calcul de sa cohomologie entiére.

Le § 6 enfin développe le formalisme des faisceaux mixtes. On montre, avec des
démonstrations inspirées de SGA 41 [Th. finitude], que leur catégorie est remarqua-
blement stable. On définit aussi une notion de complexe pur, généralisant celle de
faisceau lisse ponctuellement pur sur un schéma lisse (6.2.4), (6.2.5). L’image directe Rf,
par un morphisme propre transforme complexes purs en complexes purs. On leur géné-
ralise le théoréme local des cycles invariants et, sous des hypothéses de dimension, le
théoréme global des cycles invariants et le théoréme de Lefschetz difficile.
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Notations et conventions.

(o.1) Dans tout cet article, sauf mention expresse du contraire, on fixe un nombre
premier /, et on ne considére que des espaces algébriques noethériens séparés sur lesquels
¢ est inversible. On les appelle simplement schémas.

Le lecteur qui répugne aux espaces algébriques remplacera dans (0.1) « espace
algébrique » par « schéma ».

(0.2) On fixe une cléture algébrique Q, du corps Q, des nombres /-adiques.
On désigne par ¢« un isomorphisme de corps de Q, avec G (cf. (1.2.11)). Exception :
au n° (1.10), on désignera encore par t un isomorphisme de corps de Q, avec une
cloture algébrique Q, du corps des nombres ¢’-adiques. Le mot faisceau signifiera selon
le numéro « faisceau pour la topologie étale », « Q ,faisceau constructible » ou « faisceau
de Weil ». Voir (1.1.5), (1.3.2).

Si f: XY est un morphisme, et & un faisceau sur Y, on écrira souvent,
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, H*(X, &#) pour H*(X, f*#). De méme pour ’hyper-
cohomologie, avec ou sans supports.

(0.3) Un point géométrique ¥ de X est un morphisme du spectre d’un corps algé-
briquement clos — noté %(x) — dans X. Il est dit localisé en x €X si x est son image
dans X. Il est dit algébrique si k(x) est une cléture algébrique de &(x).

Chaque point géométrique définit un point géométrique algébrique : remplacer &(x)
par la cléture algébrique de £(x) dans £(x). On utilisera parfois cette construction pour
tacitement étendre aux points géométriques une terminologie introduite pour les points
géométriques algébriques.

Chaque point x de X & corps résiduel séparablement clos définit un point géo-
métrique ¥ : prendre la cloture parfaite de £(x). On identifiera souvent x et x.

Si f: X—Y est un morphisme, tout point géométrique x¥ de X définit par compo-
sition un point géométrique f(¥) de Y qu’on notera parfois simplement x.

(0.4) Sauf mention expresse du contraire, localement signifie localement pour la
topologie étale.

Si x est un point d’un schéma X, nous noterons X I'hensélisé de X en x (le
spectre de I’hensélisé de ’anneau local de X en x). Si ¥ est un point géométrique (0.3)
de X, nous noterons X, le localisé strict (= hensélisé strict) de X en x. Son corps résiduel
est la cloture séparable de k(x) dans k(x).

(0.5) Une courbe lisse sur un corps £ est un schéma lisse purement de dimension 1
sur k.

Soit X un schéma de type fini sur un corps k. Si X est connexe, le morphisme
structural X->Spec(k) admet une unique factorisation X — Spec(k’) — Spec(k) avec &’
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extension finie séparable de % et X/k’ géométriquement connexe. En général, chaque
composante connexe de X admet une telle factorisation.

On a la, en particulier, un procédé mécanique pour ramener les propriétés des
courbes lisses sur les corps finis a celles des courbes lisses absolument irréductibles sur
les corps finis. Nous ’emploierons souvent tacitement, pour passer des unes aux autres.

(0.6) Un trait est le spectre d’'un anneau de valuation discréte V. Il est dit
hensélien si 'V Dest, et strictement local s’il est hensélien et que son corps résiduel est
séparablement clos. L’expression « un ¢rait (S, 7, s) » signifie : un trait S de point fermé s
et de point générique ». L’expression « un trait (S, =, s, 3, s) » signifie : un trait (S, 7, s),
muni d’un point géométrique s localisé en s, et dont le localisé strict S est muni d’un
point géométrique générique 7.

(0.7) On désignera toujours par p un nombre premier #¢, par ¢ une puissance
de p, par F un corps fini & ¢ éléments et par F une cloture algébrique de F, (resp. de F,,
si F, n’a pas été introduit).

Les conventions suivantes seront souvent en vigueur : F et F sont fixés; les objets
sur F, (schémas, ou faisceaux sur des F -schémas) sont notés avec un indice ;. La sup-
pression de cet indice indique 'extension des scalaires de F, a F. Par exemple, si &
est un faisceau sur le F-schéma X,, on note & son image inverse sur X =X,®g F.

Les points géométriques Spec(K)—X, de X, seront toujours supposés définis
par un point géométrique de X, i.e. K sera supposé muni d’un F -morphisme de F

dans K.

(0.8) Si Xest unschéma de type fini sur un corps ou sur Z, on notera | X| ’ensemble
de ses points fermés. Avec les notations de (0.7), si X, est de type fini sur F , tout point
xe|X| définit un point géométrique encore noté x: Spec(F)—X,. On parlera sim-
plement du point géométrique xe|X]|.

(0.9) Dans cet article, le point de vue sera plus galoisien que dans I; ceci nous
ameénera souvent a écrire F 14 ou dans I eut figuré F*.

(0.10) Une filtration F d’un objet V d’une catégorie abélienne est dite finie s’il
existe n et m tels que F"V=V et F"=o.

(0.1x) On écrit lim ind et lim proj pour les limites inductives et projectives. Des
guillemets indiquent une limite prise dans une catégorie de ind-objets ou de pro-objets;
ainsi « lim ind » X désigne le ind-objet défini par le systéme inductif des X; (supposé
filtrant).

On écrit : = pour une égalité dont le second membre est la définition du premier.

321
19
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(x.1) Faisceaux /-adiques.

(r.x.1) Rappelons la définition d’un Q ,faisceau constructible sur un
schéma (0.1) X (cf. SGA 5, VI (1.4.2)).

a) Soit A un anneau noethérien de torsion. Un faisceau de A-modules & est
dit constructible (SGA 4, IX, § 2) s’il existe une partition finie de X en parties localement
fermées X telle que les restrictions & |X; soient localement constantes, de fibres des
A-modules de type fini.

b) Soient R un anneau local noethérien de caractéristique résiduelle 4, et m son
idéal maximal. On suppose R complet pour la topologie m-adique. La catégorie des
R-faisceaux constructibles est la catégorie 2-limite projective des catégories de faisceaux
de R/I-modules, pour I un idéal ouvert de R. Pour la notion générale de limite pro-
jective (resp. inductive) 2-catégorique, le lecteur peut consulter SGA 4, VI (6.10)
(resp. (6.3)). Nous I’expliciterons a chaque usage, pour qu’il puisse se dispenser de
le faire. Ici : Un R-faisceau constructible & sur X est un systéme projectif de faisceaux
de R-modules, indexé par les idéaux ouverts I de R, tel que :

o) Z; est annulé par I, et est constructible en tant que faisceau de R/I-modules;
B) pour ID]J, le morphisme de transition de %; dans & induit un isomorphisme
de Z;®@R/I avec #.

L’application ni>m", des entiers >0 dans I’ensemble des idéaux ouverts de R’
est cofinale. Ceci permet, dans les définitions précédentes, de remplacer la limite pro-
jective sur I par une limite projective sur z, avec R/I remplacé par R/m".

Le foncteur &% b «lim proj» & est pleinement fidéle, de la catégorie des
R-faisceaux constructibles dans celle des pro-faisceaux de R-modules (pro-objets de la
catégorie des faisceaux de R-modules), et on appellera encore R-faisceau constructible
tout pro-faisceau dans I'image essentielle. Ceci conduit a abandonner la notation .
On écrira plutét F®R/I. Justification de cette notation : pour (&;) comme avant,
le systtme projectif en J des F;®R/I est essentiellement constant, de valeur .

On dit que & est lisse (dans une autre terminologie, constant tordu) si les F ORI
sont localement constants.

¢) Soient E une extension finie de Q, et R la cl6ture intégrale de Z, dans E. La
catégorie des E-faisceaux constructibles est le quotient de la catégorie des R-faisceaux
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constructibles par la sous-catégorie épaisse des faisceaux de torsion. En d’autres
termes :

@) On dispose d’un foncteur essentiellement surjectif % —F ®E des R-faisceaux
constructibles dans les E-faisceaux constructibles.
B) On a Hom(# ®E, 9®E)=Hom(%#, 9)®;E.

Un E-faisceau constructible est lisse s’il est localement de la forme F®gE, avec
F lisse.

d) Pour F une extension finie de E, on dispose d’un foncteur %> F QzF des
E-faisceaux constructibles dans les F-faisceaux constructibles. On a :

Hom(F ®3F, 94®;F)=Hom(#, ) ®;F.
Pour une extension itérée, on a un isomorphisme canonique :
(1) (F @ F)®,G=FQ,G.

La catégorie des Q ,-faisceaux constructibles est la catégorie Q ,-linéaire o-limite

inductive des catégories des E-faisceaux constructibles, pour ECQ, une extension
finie de plus en plus grande de Q,. En d’autres termes :

«) Pour ECQ, une extension finic de Q,, on dispose d’un foncteur E-linéaire

FF®,Q, des E-faisceaux constructibles dans les Q,-faisceaux constructibles.
Il induit des isomorphismes :

Hom(Z, 9)®,Q, = Hom(F ®Q,, 90Q,).

B) On a des isomorphismes canoniques (Z ®,F)®,Q,=%®,Q,, compatibles & (1).
¥) Tout Q ,-faisceau constructible est de la forme Z ®;Q,, pour E et # convenables.

Un Q,-faisceau constructible est lsse sil est localement de la forme F®;Q,,
avec & lisse.

Pour que ces définitions soient utilisables, il faut disposer d’un formalisme du
type habituel pour ces faisceaux. Un tel formalisme est partiellement construit dans
SGA 5, V, VI. Dans ces exposés, Jouanolou montre que les Z,-faisceaux constructibles
sur X forment une catégorie abélienne noethérienne (VI (1.1.3)), donne la relation
entre Z,-faisceaux constructibles lisses et représentations du groupe fondamental (VI
(1.2.5)), montre que les Z,faisceaux constructibles sont lisses sur les strates d’une
stratification de X (VI (1.2.6)), définit produits tensoriels et images réciproques, et
définit et étudie les foncteurs images directes & support propre Rif; (pour f:X-—Y
un morphisme de type fini de schémas noethériens) (VI (2.2)). Grace a SGA 4} [finitude],
la théorie qu’il développe s’applique aussi bien aux foncteurs R'f, et Rif', lorsque f
est un morphisme de type fini entre schémas de type fini sur un schéma régulier excellent
de dimension <1. Elle s’applique de méme aux foncteurs « faisceaux de cycles éva-
nescents » R‘'Y et R'O.
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(x.x.2) Au § 6, nous travaillerons de facon essentielle dans une catégorie dérivée
d’une catégorie de faisceaux /-adiques. Il s’agit d’une théorie qui n’est pas au point.
Nous nous réfugierons dans le cadre suivant.

Soient R I’anneau des entiers d’une extension finie E, de Q,, et m son idéal
maximal. Si X est un schéma, on note D7 (X, R) la catégorie 2-limite projective
sur 7.

D~ (X, R) :=2-lim proj D7 (X, R/m").

Un objet K de D™ (X, R) s’identifie 2 un systéme projectif défini par des complexes
K,eOb D~ (X, R/m") et par des isomorphismes :

K, Op,eiR/m" > K, (dans D~(X, R/m").

L
Le complexe K, se notera plutét K®R /m".
On s’intéressera surtout a la sous-catégorie D}(X, R) formée des KeOb D~(X, R)
L L
tels que K®R/m soit borné a cohomologie constructible. Pour tout n, KQR/m" est

alors dans D}, (X, R/m") (complexes bornés, de Tor-dimension finie, dont les faisceaux
de cohomologie sont constructibles; cf. a) ci-dessous).

Les remarques suivantes justifient ’'usage que nous ferons de D(X, R).

a) Si K est dans DX, R), les #'K:=«lim proj »%‘(KéR/m") sont des
R-faisceaux constructibles. Découpant X, on se ramene, pour le prouver, au cas ol

oL
les #*(K®R/m) sont localement constants. Tout complexe a composantes plates,
L
représentant K®R /m", admet une filtration (la filtration m-adique) de quotients suc-

cessifs quasi-isomorphes a KéR /m. Les J/"(KéR /m"™) sont donc localement constants,
et il suffit d’étudier leur fibre en un point. Dans le cas ponctuel enfin, on applique
Pargument de SGA 5, XV, p. 3.

b) Réciproquement, si & est un R-faisceau constructible sans torsion, le systéme
projectif des complexes réduits 2 F ®R /m" en degré o est dans D)X, R). Nous n’aurons
pas besoin de considérer le cas ot & a de la torsion; il faudrait remplacer & ®R /m"

par r?__l(f@R/m")éR/mkR/m” (k assez grand pour que m*~" tue la torsion de F;
le complexe obtenu est alors indépendant de ).

¢) Sous des hypothéses de finitude convenable, par exemple lorsqu’on travaille

dans la catégorie des schémas de type fini sur S avec S régulier de dimension <1, les
catégories D, (X, R/m") sont stables par les quatre opérations Rf,, f*, Rf, Rf', ainsi

que par les opérations internes ® et R Hom. De plus, toutes ces opérations commutent
a la réduction mod m". Elles s’étendent donc trivialement & D’ (X, R). De méme
pour les foncteurs RY et R® de la théorie des cycles évanescents. Voir SGA 41 [Th.
finitude].
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Exemple. — Soient X de type fini sur S, comme ci-dessus, et # et ¢ deux R-faisceaux
constructibles sans torsion sur X. Les faisceaux &xth,(F @R /m", ¥R /m") forment
alors un systéme projectif, et on pose :

Ext(F, G):=H"R Hom(F, §) = «lim proj» Extly,n(F ®R |m", FOR [m").

Cet &xt' est & nouveau un R-faisceau constructible. Cette construction passe au quotient
pour définir des &x¢* de E,-faisceaux constructibles, et s’étend par passage a la limite
aux Q ,-faisceaux constructibles.

d) Si, quels que soient K et L dans D%(X, R), les groupes Hom(Ké)R m", L&R m")
sont finis (tel est le cas pour X de type fini sur un corps fini ou algébriquement clos),
alors la catégorie D¥(X, R) est triangulée, de triangles distingués les triangles dont la
réduction modulo m" est distinguée pour tout z. En général, la considération de triangles
est avantageusement remplacée par celle de complexes filtrés : on définit DF} (X, R /m")
comme la catégorie dérivée de la catégorie des complexes bornés filtrés (de filtration
finie), dont le gradué est de tor-dimension finie (cf. L. Illusie, Complexe cotangent et
déformations, I, LN 239 (Springer), chap. V, n° 1-3). On pose :

DF}(X, R):=2-lim proj DF(X, R /m"),

et chaque fois qu’on aimerait considérer un triangle dans D’(X, R), on peut faire mieux :
construire un objet de DF?(X, R), dont la filtration n’a que deux crans, les sommets
du triangle cherché étant les deux composantes du gradué, et le complexe sous-jacent
(oubli de la filtration).

Par abus de langage, nous appellerons parfois riangles de tels objets de DF?(X, R).
Nous les écrirons comme une suite exacte courte.

¢) La définition des foncteurs de troncature v, est délicate. Si K est un complexe
de faisceaux, le complexe v _,K est le complexe :

...K... K" 15Kerd—o...

Ce foncteur transforme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, donc passe a la
catégorie dérivée. Mais il ne respecte pas la Tor-dimension finie. On contourne comme
suit la difficulté. Si K est dans D)(X, R), et que le complexe de faisceaux K, est un

L
représentant de KOR/m", soit 7, K, le sous-complexe de 7, K, obtenu en remplagant
Ker d par le sous-faisceau des cycles dont I'image dans Jf”(KéR /mF) est dans

Im(e%””Keéf”(K(%R/mk)). Le complexe <_,K; est dans D (X, R/m"), et l'on
pose :

7, Ki=«lim proj » T'Sn(KC;)R/m’“).

Cette construction repose de fagon essentielle sur le fait que R est régulier de
dimension 1.
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Variante (1.1.3). — On note D¥X, E,) la catégorie déduite de D3(X, R) en
étendant les scalaires de R a E, : on dispose d’un foncteur essentiellement surjectif
®gE,: D{(X, R) - D}(X, E;), et :

Hom(K, L)®zE, = Hom(K®E,, L®E,).
On pose ensuite :

DX, Q,):=2-lim ind D¥(X, E,)

(limite sur les extensions E,CQ, de Q,).

(x.x.4) Dans la suite de cet article, nous utiliserons librement pour les Z,-, Q ,-

ou Q -faisceaux les théorémes connus pour les faisceaux constructibles de R /m"-modules.
Les exposés SGA 5 V, VI, XV (pour la formule des traces, cf. aussi SGA 4% [Rapport])
et les remarques ci-dessus justifient nos arguments. La ou une difficulté apparaitrait,
elle sera signalée.

(x.x.5) Dans ce numéro et le suivant, nous dirons simplement faisceau pour Q ,~faisceau
constructible. Cette convention sera relayée par (1.3.2).

(x.x.6) Une représentation {-adique d’un groupe profini = (ou, plus généralement,

d’une extension d’un groupe discret de type fini par un groupe profini) sur un Q ,-espace
vectoriel V est un homomorphisme o:7m — GL(V) tel qu’il existe une extension finie E
de Q, dans Q,, et une E-structure Vy sur V, telles que o se factorise par un homo-
morphisme continu de = dans GL(Vy). On définit de méme les représentations de = dans
un groupe algébrique sur Q,.

Pour X connexe, pointé par un point géométrique x, on a la relation habituelle
entre faisceaux lisses et représentations continues du groupe fondamental =, (X, ¥) (une
équivalence de catégories ZF i>le m-module &). Nous transporterons aux faisceaux
la terminologie familiére pour les représentations. Que X soit connexe ou non, nous
dirons encore qu’un faisceau lisse F sur X est simple ou irréductible s’il est non nul et
n’a pas de sous-faisceau lisse non trivial, et semi-simple s’il est somme de faisceaux simples.
Une suite de Jordan- Holder de F est une filtration finie de & par des sous-faisceaux lisses,
les Gri(&) étant irréductibles, ou nuls. Les constituants de F sont les Gry(F) non nuls
pour une suite de Jordan-Holder de & et le semi-simplifié de & est la somme directe
de ses constituants. Constituants, et semi-simplifié, sont définis & isomorphisme (non
unique) pres.

(x.x.7) Soient % un corps fini & ¢ éléments, et £ une cloture algébrique de k.
La substitution de Frobenius ¢eGal(k/k) est Pautomorphisme x>x? de k. Le Frobenius
géométrigue FeGal(E[k) est Pinverse de ¢. Le groupe de Weil W(k[k) est le sous-groupe
de Gal(k/k) formé des puissances entiéres de F. Il est isomorphe a Z, et Gal(k/k) est
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son complété profini. On identifiera souvent W(k/k) 2 Z, et Gal(k/k) a Z, par I’isomor-
phisme qui envoie F sur 1.

Spécialisons (1.1.6) a X =Spec(k). Si & est un faisceau sur Spec(k), la fibre F;
de Z en le point géométrique Spec(k) est un espace vectoriel sur Q ,, sur lequel Gal(%/k)
agit par transport de structure. Cette action est continue : I’application n—F" se prolonge
par continuité en un homomorphisme de Z dans GL(%). En d’autres termes, les valeurs
propres de F sont des unités /-adiques. Le foncteur & —.%; est une équivalence de

la catégorie des faisceaux sur Spec(k) avec celle des espaces vectoriels sur Q ,, munis
d’un automorphisme F de valeurs propres des unités /-adiques.

(x.1.8) Soient X un schéma de type fini sur Z, % un faisceau sur X, y un point
de X a valeur dans un corps fini & : y: Spec(k)—X et % une cléture algébrique de %.
L’image inverse de # sur Spec(k) est justifiable de (1.1.7) : Gal(k/k) agit sur Z;. Par
abus de notation, nous écrirons det(1—F, ¢, &#) pour det(1—Ft, %;). Nous parlerons
de méme des valeurs propres de F, agissant sur Z...

Supposons X connexe, muni d’un point géométrique x. On dispose alors d’une
classe de conjugaison d’applications Gal(%/k) ==, (Spec(k), Spec(k)) — m;(X, ¥). On note
F, 'image du Frobenius géométrique par une quelconque de ces applications. Pour &
lisse défini par une représentation V de (X, x), ona det(1—F, ¢, #)=det(1—F, V),
ce qui justifie la notation.

Un cas particulier: y est un point fermé de X, et on considére le morphisme d’inclu-
sion de Spec(k(y)) dans X. On peut souvent se borner a considérer les Frobenius ainsi
obtenus. Si z est un point de X a valeur dans un corps fini £, d’image » dans X, et que
[#:E(y)]=mn, le Frobenius relatif a z est la puissance n-ieme du Frobenius relatif a .

(x.1.9) Lorsqu’on étudie les schémas de type fini sur F,, il est souvent commode
de remplacer les groupes de Galois (resp. faisceaux) par les groupes de Weil (resp.
faisceaux de Weil) définis ci-dessous. Le lecteur prendra garde que la définition des
faisceaux de Weil est relative au choix d’une cléture algébrique F de F,.

Définition (x.1.10). — Avec les notations (0.7) :

(1) Un faisceau de Weil F sur X consiste en un faisceau F sur X, muni d’une action
de W(EF[F) (1.1.7) sur (X, F) qui induise sur X:X(,@FqF Paction déduite de action
de W(F/F,) sur F.

(i1) Soit x un point géométrique de X. Le groupe de Weil W(X, ) est l’image inverse
de W(F|F,) par Uapplication naturelle de w,(X,, x) dans m,(Spec(F)), x)= Gal(F/F,).

Conformément aux définitions générales, un automorphisme de (X, #) est un
couple (f, ¢g) formé d’un automorphisme f de X et d’un isomorphisme g:f,F —>F
(il peut étre plus commode de considérer, plutdt que g, 'isomorphisme f*(g)™*: f*F —F).
Ceci pour expliquer le mot « action ».
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Précisons que la topologie du groupe de Weil
W(Xy, x) =m;(Xo, E)XGal(F/Fq)W(F/Fq)

est la topologie produit : le sous-groupe m;(X, ¥)= Ker(m,(X,, ¥) - 7;(Spec(F,, x)))
est ouvert et fermé.

Un schéma X, sur F, est aussi un schéma sur F, : X,—Spec(F,) —Spec(F,),
et une cloture algébrique de F, est aussi une cloture algébrique de F,. On vérifie que
remplacer ainsi F, par F, ne change ni la catégorie des faisceaux de Weil, ni le groupe
de Weil (utiliser que X0®FPF=];IX0®Fq,cF, ou o parcourt Hom(F,, F)~ Gal(F /F,)).

Les notations (0.7) sont en vigueur dans la fin de ce numéro.

(r.x.1x) L’image inverse sur X d’un faisceau sur X, est munie d’une action
par transport de structure de Gal(F/F ). Gette construction nous permet d’identifier
les faisceaux sur X, a des faisceaux de Weil particuliers (en fait, ceux pour lesquels
Paction de W(F/F,) se prolonge en une action continue de Gal(F/F)).

Nous admettrons, pour les faisceaux de Weil, ’analogue des résultats de Grothen-
dieck pour les faisceaux ordinaires. La généralisation est facile, a P'aide de (1.3.14).

(r.x.12) Si X est le revétement universel de X,, pointé par le point géométrique X,
on dispose d’un morphisme équivariant (relativement au morphisme naturel de W(X,, )

dans W(F/F))) :
()’\(’, avec action de W(X,, x)) — (X, avec action de W(F/F))).

. . g4 . . . . —_
L’image inverse sur X d’un faisceau de Weil est donc munie d’une action de W(X,, x).
Si le faisceau est lisse, sa fibre en ¥ s’identifie a ses sections globales sur X, d’ou un foncteur
« fibre en x » :

(faisceaux de Weil lisses) — (représentations de W(X,, x)),

ol « représentation » est défini comme en (1.1.6). Des arguments standard montrent
que, si X, est connexe, ce foncteur est une équivalence de catégorie. Il nous permet,
comme en (1.1.6), de transposer aux faisceaux de Weil lisses le langage des représentations.

(x.1.13) Supposons X, connexe. Pour ye|X,| (ou, plus généralement, pour y
un point de X, & valeur dans un corps fini) les Frobenius F, sont dans W(X,, x), 'image
de F, dans Gal(k/F,) étant la puissance entiere ¢~ "% (ou deg y=[k(y):F,]) de la
substitution de Frobenius. L’é¢lément F, de W(X,, x) est bien défini a W(X,, x)-
conjugaison pres, car son centralisateur dans 7,(X,, x) s’envoie sur un sous-groupe ouvert
de Gal(k/F,)) (si y est un point géométrique localisé en y, ce centralisateur contient une

copie de Gal(y/y), dont 'image dans Gal(k/F,), identifi¢ a Z, est deg(y).Z).
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Nous appellerons degrés les fleches a droite du diagramme :

0 —> m(X, ¥) —> W(X,, *¥) —Z

o[

0 —> m(X, ¥) —> m(X,, &) —> Z

on a deg F,=degy. Les fleches deg sont surjectives si X, est géométriquement connexe.
En général, si le plus grand sous-corps fini de I'(X,, Ox) est de degré n sur F,, leurs
images sont nZ et nZ.

(x.x.314) Soit F un faisceau sur X. Si F:X-—>X est 'endomorphisme de
Frobenius de X, déduit par extension des scalaires de ’endomorphisme de Frobenius
x> x? de X, (lequel est F -linéaire), et que idy XF: X-—+X est ’action du Frobenius
géométrique FeGal(F/F)), on voit comme dans SGA 5 XV qu’il y a un isomorphisme
canonique (idg XF)*# ~F*#. Pour &, un faisceau de Weil sur X,, on en déduit
une correspondance de Frobenius F*# > %, et le foncteur F b (£, F*) est une équi-
valence de la catégorie des faisceaux de Weil avec celle des faisceaux & sur X, muni
d’un isomorphisme F*:F*#>%. Pour les faisceaux constructibles de Z/¢f"-modules,
ou pour les Z,-faisceaux constructibles, on dispose d’un résultat analogue. Le lecteur
prendra garde qu’il n’en va pas de méme pour les Q,- ou Q ,-faisceaux : prendre par
exemple F=Q,, et F*=multiplication par #€Q’ qui ne soit pas une unité /-adique.

Le morphisme composé F*: H(X, #) 5 H{(X, F*'#) 3 H{(X, #) déduit de la
correspondance de Frobenius coincide avec action de FeW(%/F ), agissant sur H(X, &)
par transport de structure. De méme pour les H:...

(x.x.15) On appelle =, (X,, x) le groupe fondamental arithmétique, et w, (X, x) le
groupe fondamental géométrique. Si X, est normal, ce sont des groupes profinis.
Si &, est un faisceau de Weil lisse sur X, son groupe de monodromie géométrique est

Pimage de =,(X, x¥) dans GL(%;).

(x.2) Poids

Définition (x.2.1). — Soient g une puissance d’un nombre premier, et neZ. Un nombre o
est dit pur de poids n, rel. q, s’il est algébrique et que tous ses conjugués complexes sont de valeur
absolue ¢"".

Dans la suite, « nombre » signifiera « élément de Q, ».

Définition (x.2.2). — Soient X un schéma de type fini sur Z et F un faisceau sur X.

(i) On dit que F est ponctuellement pur s’/ existe un entier n, le poids de F, tel que,
pour tout x€|X|, les valeurs propres de ¥, soient pures de poids n, rel. N(x).

(i1) & est mixte s’il admet une filtration finie de quotients successifs des faisceaux ponctuel-
lement purs. Les poids de ceux de ces quotients qui sont non nuls sont les poids ponctuels de F
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D’aprés ces définitions, le faisceau o est ponctuellement pur et, pour tout z, est
de poids 7. Il est mixte, d’ensemble de poids vide.

Variante (x.2.3). — Si & est un corps fini, les faisceaux sur Spec(k) s’identifient
aux représentations /-adiques de Gal(%/k). On leur transporte la terminologie (1.2.2).

Variante (x.2.4). — Une méme terminologie s’applique aux faisceaux de Weil
4 g pPpPiq

(1.1.10), ainsi qu’aux Q ,~vectoriels munis d’une action de Frobenius, en ce qui concerne
la variante (1.2.3).

Stabilités (x.2.5). — (1) La catégorie des faisceaux ponctuellement purs de poids n est
stable par les opérations de passage au quotient, @ un sous-faisceau, par extension, image réciproque,
image directe par un morphisme fini.

(i1) Le produit tensoriel de deux faisceaux ponctuellement purs de poids n et m est ponctuel-
lement pur de poids n+m. Le dual d’un faisceau lisse ponctuellement pur de poids n est ponctuellement
pur de poids —mn.

(ii1) La catégorie des faisceaux mixtes est stable par les opérations de (i), et par produit
tensoriel.

(iv) Notons enfin que Q,(1) est ponctuellement pur de poids — 2.

(x.2.6) Pour montrer que «€Q? est pur de poids #, il suffit de vérifier que pour
tout isomorphisme ¢ de Q, avec C, le nombre complexe wx est de valeur absolue g"2.
Le nombre « est alors automatiquement algébrique, sans quoi wx pourrait étre n’importe
quel nombre transcendant. Dans toute la suite, nos arguments concerneront séparément
chaque isomorphisme t. C’est pourquoi, bien que les concepts importants soient ceux
de (1.2.2), la terminologie suivante nous sera utile.

Soit ¢ un isomorphisme (de corps) de Q, avec C. Si ¢ est une puissance d’un nombre
premier, et que «€Q?j, on pose :

(r.2.6.1) w,(ax): =2 log | wx|;

c’est le w-poids de a, rel. ¢. Pour tout nombre réel B, un faisceau F est dit ponctuellement
w-pur de poids B si, pour tout xe|X| et toute valeur propre « de F, agissant sur &, on a
Wy(«)=B. On dit que F est -mixte s’il admet une filtration finie de quotients suc-
cessifs ponctuellement t-purs. Les poids de ceux de ces quotients qui sont non nuls sont
les 1-poids (ponctuels) de #. On transpose de méme les variantes (1.2.3) et (1.2.4).
L’analogue de (1.2.5) reste vrai. On notera que, pour £ un corps fini, une représentation V
de W(k/k) est automatiquement t-mixte.

(x.2.7) Torsion. Pour beQ%, nous appellerons Q% un quelconque faisceau de
Weil sur Spec(F,), de rang un et pour lequel F soit la multiplication par 4. Pour 4 une
unité /-adique, c’est un faisceau ordinaire. Si un choix a été fait d’une cléture algébrique F
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de F,, on le normalisera par le choix d’un isomorphisme entre sa fibre géométrique
en F et Q,. Pour X un schéma de caractéristique p (i.e. sur F,), # un faisceau sur X
et b une unité /-adique (resp. X de type fini sur F,, & un faisceau de Weil et 5Q?),
on note #® le produit tensoriel de & par I'image inverse de Q¥; on dit que F® se
déduit de F par forsion. Le faisceau Q¥ est ponctuellement w-pur de poids w,(0); la
torsion FH>F® accroit donc les poids par w,(b).

Remarque (1.2.8). — Dans les définitions des faisceaux ponctuellement purs, et
des faisceaux mixtes, nous avons imposé aux poids d’étre entiers. Dans celles des faisceaux
ponctuellement w-purs, et des faisceaux t-mixtes, il est commode de leur permettre d’étre
des nombres réels quelconques. Le théoréme profond (3.4.1) montre a posterior: que
pour X de type fini sur F,, cette généralité est largement illusoire : tout faisceau t-mixte
est somme directe de faisceaux déduits par torsion (1.2.7) de faisceaux t-mixtes de
poids entiers, et tout faisceau t-mixte pour tout ¢ est somme directe de faisceaux déduits
par torsion de faisceaux mixtes.

Tout faisceau lisse est extension successive de faisceaux lisses irréductibles, et
nous verrons en (1.3.6) que tout faisceau lisse sur X normal connexe de type fini sur F,
se déduit par torsion d’un faisceau dont le déterminant (=puissance extérieure maxi-
male) est défini par un caractére d’ordre fini du groupe fondamental de X. La

Conjecture (x.2.9). — Sur X de type fini sur ¥, tout faisceau est \-mixte,

est donc conséquence de la conjecture (1.2.10) plus précise ci-dessous.
Un de nos outils principaux, le théoréme (1.5.1), est un résultat partiel en
direction de (1.2.9).

Conjecture (x.2.10). — Sotent X normal connexe de type fini sur ¥, et F un faisceau
lisse irréductible dont le déterminant est défini par un caractére d’ordre fini du groupe fondamental.

(i) F est pur de poids o.

(ii) II existe un corps de nombres ECQ, tel que le polyndme det(1 —F,t, F) pour xe|X|,
soit a coefficients dans E.

(iii) Pour ) une place non archimédienne premiére & p de E, les racines inverses dans E,
du polynéme det(1—F t, F) (valeurs propres de Frobenius) sont des unités N-adiques.

(iv) Pour N divisant p, la valuation des racines inverses vérifie :

|o(a) [o(Nx)|<1/2 18 F.

(v) Pour E convenable (peut-étre plus grand qu’en (i), et chaque place non archimédienne
premiére & p, il existe un E,-faisceau compatible & F (mémes valeurs propres des Frobenius).
(vi) Pour )\ divisant p, on espére des petits camarades cristallins.

Les parties (i), (iil), (iv) de la conjecture résultent du cas particulier ot X est
une courbe. Pour & de rang 2 sur une courbe, les travaux de Drinfeld rameénent la
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conjecture ((vi) jusqu’a présent exclue) au contréle de la constante de 1’équation fonc-
tionnelle de la fonction L attachée a % (il s’agit de L(Z, ) : L et ses tordues). En
particulier, si & appartient & un syst¢éme compatible infini de représentations A-adiques,
(i) a (v) sont vérifiés.

Remarque (x.2.11). — Je ne prétends pas croire a DPexistence d’isomorphismes
entre Q, et C, et ceux-ci ne sont qu’une commodité d’exposition. Chaque fois que nous
prouverons qu’un nombre est pur, un fragment facile de la démonstration suffirait a
établir qu’il est algébrique. Pour le reste des arguments, il suffirait alors de considérer
les plongements complexes du sous-corps de Q, formé des nombres algébriques, et ceci
ne requiert pas ’axiome du choix.

Définition (x.2.x2). — Sotent X un schéma de type fini sur Z et F un faisceau lisse sur X.
On dit que F est totalement réel si pour tout xe|X|, les coefficients du polyndme caractéristique
de F, agissant sur F sont des nombres algébriques totalement réels.

La variante suivante nous sera utile en égale caractéristique.

Variante (x.2.13). — On dit que F est wréel si, pour tout xe|X|, le polynéme
vdet(1—F,t, F) est a coefficients réels.

Remarque (1.2.14). — Tout faisceau lisse ponctuellement pur & est facteur direct
d’un faisceau lisse ponctuellement pur totalement réel, a savoir, s’il est de poids =z, le
faisceau F®F ~(—n). De méme, un faisceau lisse ponctuellement t-pur de poids entier
est facteur direct d’un faisceau lisse ponctuellement t-pur i-réel.

Dans ces variantes, on peut prendre pour & un faisceau de Weil; pour les faisceaux
de Weil, un faisceau lisse ponctuellement i-pur de poids quelconque est facteur direct
d’un faisceau lisse ponctuellement t-pur t-réel.

(x.3) Poids déterminantiels

Les conventions (0.7) sont en vigueur.

Soient X, un schéma normal géométriquement connexe de type fini sur F et ¥ un
point géométrique de X,. Dans cette section, nous donnons des conséquences du
théoréme suivant :

Théoréme (1.3.1). — L’image du groupe fondamental géométrique =, (X, x) dans le
quotient de W (X,, x) par Padhérence de son groupe dérivé est le produit d’un groupe fini d’ordre
premier @ p par un pro-p-groupe.

Ce théoréme est bien connu, mais je n’ai pu le trouver dans la littérature. Pour
nos résultats principaux, seul le cas oit X est une courbe nous importe. Ci-dessous une
preuve dans ce cas. Le cas général sera traité en (1.11.4).
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Soient X, la complétée projective et lisse de X,, et S=X,—X,. Notons % le
corps des fonctions de X,, &, son complété en une place » (identifiée & un point fermé
ve|X,]), 1, le groupe des unités de & et £} le groupe des idéles de £. La théorie du corps
de classe identifie W(X,, ¥)® au groupe de classes d’idéles ( H 7,)\ka/k*, la limite pro-
jective des groupes de classes de diviseurs :

C,, ={diviseurs sur X,}/{ceux de la forme (), avec o=1(m)}

pour m un « module » de plus en plus grand, concentré sur S. L’image du groupe fonda-
mental géométrique s’obtient en remplagant %) par le sous-groupe &} des idéles de
norme 1, i.e. en remplacgant les C,, par les sous-groupes C des classes de diviseurs de
degré o. Le noyau de Papplication :

(L ANE/ — (L)\ei/ie

est un quotient de Hsr;, donc est le produit d’un pro-p-groupe par un groupe fini, et
ve
le groupe image I17:\k} /& des classes de diviseurs de degré o, pour ’équivalence linéaire,

est fini (Weil, BNT IV, Th. 7). La variété de Picard Pic®(X) est en effet de type fini,
et ce groupe de classes de diviseurs est le groupe des points rationnels sur F, de Pic(X).

(x.3.2) Dans la suite de cet article, nous appellerons simplement faisceaux les faisceaux
de Weil (1.1.10). Les Q j-faisceaux constructibles seront appelés faisceaux étales.
Cette convention nous aménera parfois a appliquer & des Q ,-faisceaux des résultats

prouvés pour des Q ,faisceaux. La justification sera toujours immédiate.

(x.3.3) Soit &, un faisceau de rang 1 sur X,. Le groupe W(X,, x) agit sur &
par homothéties, via un caractére y : W(X,, ¥) —>Q%. Réciproquement, pour tout tel
caractére y, ’équivalence (1.1.12) nous fournit un faisceau % (y), muni d’une trivia-
lisation Z(%);~Q,.

Le caractére y se factorise par le plus grand quotient abélien de W(X,, x). D’aprés
(1.3.1), le groupe de monodromie géométrique de &, i.e. 'image par y de =;(X, ¥),
est donc le produit d’un groupe fini par un pro-p-groupe. Cette image est aussi un sous-
groupe compact de E*, pour ECQ, une extension finie de Q,. C’est donc le produit
d’un groupe fini par un pro-f-groupe et, puisque p=¢, c’est un groupe fini. En parti-
culier, une puissance y" (n>0) de y est triviale sur w;(X, ¥),i.e. de la forme wr>p¥E®),
Si ¢ est une racine n-itme de 5, le caractére y est le produit du caractére w3,
par un caractére ¢ d’ordre n, i.e. a valeurs dans le groupe cyclique des racines n-iémes
de I'unité de Q,. En particulier, pour ye|X,|, on a [y (F,)|=|uw|®¥ : le faisceau &,
est ponctuellement -pur, de poids le t-poids de ¢ rel. ¢ (1.2.6.1). On a prouvé :

Proposition (1.3.4). — Sotent Fy un faisceau lisse de rang 1 sur Xy et x : W(X,, x) —~Q3
le caractére correspondant.
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(i) Le groupe de monodromie géométrique de F est fini. Plus précisément, le caractére y,
est le produit d’un caractére wr>c*=) par un caractére d’ordre fini.
(i1) F, est ponctuellement -pur, de poids le poids de c, rel. q.

Variante. — Si X, est une courbe, la démonstration de (1.3.1) est compléte
— indépendante de (1.11) — d’olt déja (1.3.4). Voici, d’aprés N. Katz, comment
déduire le cas général de (1.3.4) de ce cas particulier.

Soient ECQ, comme plus haut et M le groupe des éléments d’ordre fini de E*
(racines de I'unité). C’est un groupe fini. On commence par montrer que, quels que
soient x et y dans |X,| on a y(F,) V%"= y(F,)V%® dans E'®Q (noté multiplica-
tivement) : joignant x et y par une courbe, on se raméne au cas ou X, est une courbe
et on applique (1.3.4). Quel que soit le o-cycle de degré o Zn(x)x, on a donc y(ITF"®)e M.
Il résulte du théoréme de Cebotarev que ces produits de Frobenius sont denses dans
le =, géométrique, que y envoie donc dans M : la restriction de x au =, géométrique
est d’ordre fini, et on conclut comme précédemment.

Définition (x.3.5). — Soit F, un faisceau lisse sur X,. Les poids déterminantiels

d
(rel. v) de F sont les nombres 3 («-poids de A%,) pour 9, un constituant de F, et d son rang.

I1 est clair qu’un faisceau lisse ponctuellement t-pur de poids f est aussi purement
de poids déterminantiel {.

(x.3.6) Si %, est lisse, irréductible de rang n et que 4eQ? est tel que, pour
un ye|X,|, on a det(F,)=p"#WF:Fl e faisceau F* ) (1.2.7) est de poids déter-
minantiel o (rel. 1) pour tout . : sa puissance extérieure maximale est définie par un
caractére d’ordre fini.

(x.3.7) Pour étudier le comportement des poids déterminantiels par produit
tensoriel et puissance extérieure, il nous sera commode de passer du langage des faisceaux
a celui des représentations de groupes algébriques de monodromie. Le dictionnaire est inspiré
de Serre [11], IT (1.3).

Soit donc %, un faisceau lisse sur X,. Soit G° le sous-groupe algébrique de GL(%;)
adhérence de Zariski du groupe de monodromie géométrique (1.1.15). Par push-out
a partir de la suite exacte o—m(X, ¥) >W(X,, ¥) >Z—o0, on définit un groupe algé-
brique (non de type fini) G, extension de Z par G° :

0 — m(X, x) — W(X,,¥) —Z —>o0

l Lo

(x.3.7.1) 0 G G Z——o

l

GL(%)
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Voici la définition exacte : si w est un élément de W(X,, ¥) de degré 1, W(X,, x) est
le produit semi-direct du groupe w” engendré par w par m,(X, ¥). L’image w de w
dans GL(%;) normalise celle de =,(X, x¥) (le groupe de monodromie géométrique).
Elle normalise donc son adhérence de Zariski G° et G est le produit semi-direct de Z
par G9, relativement & ’action int(w) de Z sur G°. Le groupe G obtenu s’insére dans
un diagramme (1.3.7.1), et ceci le caractérise & isomorphisme unique preés.

Chaque représentation linéaire du groupe algébrique G définit une représenta-
tion /-adique de W(X,, x), donc un faisceau de Weil sur X,. Le faisceau &%, de départ
correspond a la représentation tautologique (1.3.7.1) de G dans GL(%;).

Si Z" est une famille finie de faisceaux lisses, et qu’on applique la construction
précédente 2 la somme %, des Z?, on peut dans (1.8.7.1) remplacer GL(%;) par
le sous-groupe HGL(,?;“)). Chaque faisceau %" est déterminé par la représentation

de G dans le facteur correspondant GL(ZY).

Théoréme (x1.3.8) (Grothendieck). — Soient F, un faisceau lisse sur Xy, G et G°
comme ci-dessus et G la composante neutre de G°. Alors, le radical du groupe algébrique G est
unipotent.

Nous prouverons d’abord le

Corollaire (x.3.9). — St F, est semi-simple, I’adhérence de Zariski G° du groupe de
monodromie géométrique de F, est extension d’un groupe fini par un groupe semi-simple.

Si la représentation de W(X,, x) sur &, est semi-simple, il en va de méme de
sa restriction au sous-groupe distingué (X, x) : la somme des =,(X, x)-sous-modules
simples est W-stable, donc a un supplémentaire... Nous prouverons (1.3.9) en supposant
seulement que la représentation de =, (X, x) est semi-simple. Sous cette hypothése, G est
réductif, et il s’agit de prouver que son plus grand tore central T, est trivial. Il est isogéne
au plus grand tore T quotient de G@°.

Supposons tout d’abord que G°=G% et que G est un produit : G~G%XZ.
L’application W(x,, x) >G fournit alors des morphismes W(X,, x)—~T, tels que
Pimage de w;(X, %) soit Zariski dense. Puisque T est un produit de groupes multipli-
catifs, il résulte de (1.3.4) que cette image est finie, et T={1}.

Nous rameénerons le cas général a ce cas particulier en remplagant X, par un
revétement fini, et F, par une extension finie, donc W(X,, x) et G par des sous-groupes
d’indice fini. Le groupe W(X,, x) agit sur T; en respectant ensemble fini F CX(T})
des caractéres par lesquels T, agit sur ;. Cet ensemble engendre X(T;) car G,
donc T,, agit fideélement; le groupe W(X,, x) agit donc sur T, via un quotient fini,
et on se rameéne a supposer cette action triviale. Le groupe des automorphismes extérieurs
de G, triviaux sur T, est fini : on peut supposer que W(X,, #) agit sur G par auto-
morphismes intérieurs. On se raméne enfin a supposer que G°=G%, et on a alors
G~GYxZ.
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Prouvons (1.3.8). Soient G une suite de Jordan-Holder pour %, P le sous-groupe
de GL(#,) qui respecte la filtration G, et N le sous-groupe de P qui agit trivialement
sur les quotients successifs (radical unipotent), et L=P/N. Ona G°CP, et ’analogue G?
de G° pour Gryg(#,) est 'image de G° dans L : le groupe algébrique G° est extension
de G? par un sous-groupe de N, automatiquement unipotent, de sorte qu’il suffit de
prouver (1.3.8) pour Grg(%,), justifiable de (1.3.9).

Lemme (1.3.10). — Soit G un schéma en groupes extension de Z par un groupe algébrique GO,
dont la composante connexe de Uidentité G est réductive. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) G admet une représentation linéaire dont la restriction a GO est fidéle.

(i1) G admet une représentation linéaire dont la restriction & G° a un noyau fini.

(iii) Soit Z9 la composante connexe du centre de G°. La restriction @ Z°° de tout auto-
morphisme intérieur de G est d’ordre fini.

(iv) Le centre de G s’envoie sur un sous-groupe fini de Z.

L’implication (i) = (ii) est triviale. Prouvons que (ii) = (iii) : si p est une repré-
sentation linéaire comme en (ii), les poids de Z% dans cette représentation forment
un ensemble fini de caractéres, qui engendrent rationnellement le groupe des caractéres
de Z%. Cet ensemble fini est respecté par l'action de G sur Z% par automorphismes
intérieurs. Un sous-groupe d’indice fini de G agit donc trivialement sur cet ensemble,
et sur 2%,

Prouvons que (iii) = (iv). Soit g un élément de G d’image 1 dans Z et soit y ’auto-
morphisme xi>gxg™! de G®. On sait que le groupe des automorphismes d’un groupe
réductif est le produit semi-direct du groupe des automorphismes respectant un épinglage
par le groupe adjoint (automorphismes intérieurs) (SGA g XXXIV (1.3)) et qu’un
automorphisme qui respecte un épinglage est d’ordre fini si et seulement si sa restriction
au centre connexe ’est. L’hypothése (iii) assure donc que vy est le produit d’un auto-
morphisme d’ordre fini respectant un épinglage par un automorphisme intérieur.
Modifiant g par un élément de G, on peut supposer y d’ordre fini. La restriction de
Int(g) a2 GP° est alors elle aussi d’ordre fini. Si elle est d’ordre =z, g" est central (comme
centralisant G° et g), et (iv) en résulte.

Enfin, sous I’hypothése (iv), G admet un sous-groupe central Z, engendré par
un élément g d’image n=+0 dans Z;le groupe G/Z est algébrique et toute représentation
fidéle de G/Z fournit une représentation de G dont la restriction a G? est fidéle.

Corollaire (x.3.x1). — Supposons Fy semi-simple, et soit Z le centre de G. Alors, les
noyaux et conoyaux de deg:Z—>Z sont finis.

Le noyau ZNG® est contenu dans le centre de G% qui est fini d’aprés (1.3.9).
D’aprés (1.9.9) encore, la condition (1.g.10) (iii) est trivialement vérifiée (on a
Z%°={¢}) et le conoyau est fini d’aprés (1.3.10) (iv).
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Corollaire (x.3.12). — Supposons F, semi-simple, et soit g un élément central de degré
m=+0 de G. Pour que le faisceau défini par une représentation V de G soit purement de w-poids
déterminantiel B, il faut et il suffit que les valeurs propres o de g agissant sur V vérifient toutes
|| = g™,

On se rameéne a supposer V simple, auquel cas g est scalaire. On remplace alors V
par sa puissance extérieure maximale, pour se ramener au cas ou V est de rang 1. Ce
cas est laissé au lecteur (cf. (1.3.4)).

Cette interprétation du poids déterminantiel fournit aussit6t la proposition suivante,
qui est le résultat principal de ce numéro.

Proposition (1.3.13). — (i) Soit f: X;—X, un morphisme dominant de schémas normaux
connexes de type fini sur F . Pour quun faisceau lisse sur X, soit purement de w-poids détermi-
nantiel B, il faut et il suffit que son image inverse sur X; le soit.

(1) 8% des faisceaux lisses Fy et Gy sur X, sont purement de -poids déterminantiel B et v,
alors Fo®%Y, est purement de \-poids déterminantiel B+ v.

(iii) Soit Fy un faisceau lisse sur X, et soit n(B) la somme des rangs des constituants de F,

de v~poids déterminantiel B. Alors, les poids déterminantiels de NF, sont les Za(B)B avec Za(B)=a
et a(B)<n(B).

Pour (ii), on prendra G défini par &, et 4, ((1.3.7), dernier alinéa).

Proposition (x.3.14) (voir (1.3.2)). — Pour qu'un faisceau lisse irréductible F, de

r
rang r sur X, soit un faisceau étale, il faut et il suffit que NF, en soit un. Tout faisceau lisse
irréductible est donc obtenu par torsion (1.2.7) & partir d’un faisceau étale.
Soit g central dans G comme en (1.3.12), il agit sur &#,; par multiplication par

r
un scalaire ». Le groupe G agit sur A%; via un quotient discret, qui est aussi un quotient

de W(X,, x), et pour que /r\gﬁ) soit un faisceau étale, il faut et il suffit que # soit une
unité ¢-adique. Supposons-le, et soit E une extension finie de Q, telle que I’action de
W(X,, x) se factorise par GL(r, E). Il s’agit de montrer que I'image de W(X,, x) dans
GL(r, E) est bornée : 'image inverse d’un sous-groupe ouvert sera alors ouverte d’indice
fini, et la représentation se prolongera au complété =;(X,, x) de W(X,, x).

Soient W, le sous-groupe d’indice fini de W(X,, x) image inverse de G*x g%
W? Pimage inverse de G%, et p le morphisme composé W;—>G®x g3 G®. Puisque
les u™ (neZ) forment un ensemble borné, il suffit de montrer que p(W;) CG®(E) est
borné. Ce sous-groupe normalise p(WY), qui est compact et Zariski dense. On conclut
par le

Lemme (1.3.15). — Dans un groupe semi-simple H. sur un corps local E, le normalisateur
d’un sous-groupe compact et Zariski dense K CH(E) est compact.

Nous ne traiterons que le cas ol E est de caractéristique 0. L’application logarithme,
d’abord définie sur un voisinage assez petit de ¢, est étendue a la réunion des sous-groupes
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compacts de H(E) par la formule log(x)=%log(x”). La densité de K, et le fait que

H soit semi-simple, impliquent que log(K) engendre Lie H comme espace vectoriel
sur E. Soient @ ’anneau de la valuation de E, et L° le @p-module engendré par le
compact log KCLie H. Il est stable sous le normalisateur de K. La représentation
adjointe étant a noyau fini, et ad: H(E) - GL(Lie H) propre, il en résulte que ce
normalisateur est compact.

(x.4) Cohomologie des courbes et fonctions L : rappels

Ce numéro rassemble quelques résultats bien connus dont nous ferons un usage
constant.

(r.4.x) Si X est une courbe sur un corps algébriquement clos %, et & un
faisceau sur X, les groupes H'(X, &), HY(X, %), HB¥(X, &), H3(X, #) sont de nature
élémentaire :

a) H'(X, #) est le groupe des sections globales, HY(X, #) le sous-groupe de
celles & support compact (a support fini, si X n’a pas de composante irréductible
compléte). Si X est connexe, de point base x, et que & est lisse, défini par une repré-
sentation V de w;(X, x), on a :

(r.4.1.1) H(X, F)=Vm&Xa),

(t.4.1.2) HY(X, F)— V) Pour X complet
) sinon.

b) Si U est le complément d’une partie finie de X, on a HZ(U, &) > H3(X, %).
Prenant U assez petit pour que U, soit lisse et & lisse sur U, ceci permet de calculer
le H2 par dualité de Poincaré & partir du calcul a) du H° : si U,,, est lisse connexe, de
point base x, et que, sur U, # est défini par une représentation V de =,(U, x), on a :

(1413) H%(X’ ‘g-):Vn,(U,x)(_I)‘

(x.4.2) Avec les conventions (o0.7), soient X, une courbe lisse absolument irré-
ductible sur F,, et %, un faisceau lisse sur X,. Soit %, (resp. %) le plus grand sous-
faisceau (resp. faisceau quotient) de &%, qui devienne constant sur X. C’est I'image
inverse d’un faisceau Fj (resp. Fg') sur Spec(F,), et la discussion (1.4.1) donne :

(r.4.2.1) HY(X, #)=F
(r.4.2.2) H{(X, #)=F' ou o selon que X est ou n’est pas complet
(1.4.2.3) (X, #)=F"(—1).

Les faisceaux %, et F, (resp. %, ' et Fy') ont les mémes poids déterminantiels,
et ceux-ci sont parmi les poids déterminantiels de &%,. D’aprés (1.4.2), on a donc le
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Corollaire (x.4.3). — St o est une valeur propre de F* sur H'(X, F) ou HY(X, F) (resp.
Hi(X, &)), il existe un poids déterminantiel B de F, tel que w,(ax)=B (resp. w,(o)=B+2).
Plus trivialement, on a aussi

Corollaire (1.4.4). — 8¢ « est une valeur propre de F* sur H'(X, F) ou HY(X, F)

(resp. HE(X, F)), pour tout xe|X,|, %8 (resp. (¢~ «)%%) est une valeur propre de F
sur Fy.

T

(x.4.5) Si X, est un schéma de type fini sur F,, et que & est un faisceau sur X,,
on a d’aprés Grothendieck une égalité de séries formelles /-adiques :

(r.4.5.1) l_lIX ldCt(I——FEtdeg’, f)_1=Hdet(1—Ft, Hi(X, gr))(—niﬂ.
z€|X, :

Appliquons-lui ¢ : on obtient une égalité entre séries formelles complexes, qui exprime
que le membre de gauche est le développement en série de Taylor de la fonction ration-
nelle au membre de droite. Si le produit au membre de gauche converge pour |¢|<R,
on obtient dans ce disque une égalité entre fonctions analytiques. Voici un critére de
convergence :

Proposition (1.4.6). — 8%, pour xe|X,|, les valeurs propres o de F, sur F vérifient
Wy () <B, le produit Il.det(1—F, %% F)~1 converge pour |t|<g FR=9mXe  don n'g
ni zéro mi péle dans ce disque.

Posons d=dim X,, et découpons X, en morceaux dont chacun est quasi-fini
sur un espace affine A} : on trouve une majoration :

(nombre de points xe|X,| de degré n)<C'. g™

Ceci rameéne la convergence du produit a celle de la série géométrique :
nd. nﬂ/2. £n,
Sgt. g0 |1

(x.4.7) Si dim X,<1, les H: sont nuls pour i#o0,1,2. La formule déduite
de (1.4.5.1) par application de ¢ se réduit donc a :

(r.4.7.1)

det(1—Fz, H\(X, %))
—F deg = —-1__ L {4 c ) .
zeIIIx” det(1 —F5%5 F) v det(1 —Fz, HY(X, &#)). det(1 —Ft, H(X, %)

Si X, est une courbe lisse affine et que &, est lisse, le H? est nul et la formule se
simplifie en :

det(1—Fz, Hi(X, &#))
4.7 det(1—F,tioe7, 7)1 =" ; :
(-4.7.2) I vdeta =T ) = o =T, BR(X, &)

Dans l'usage que nous ferons de ces formules, le membre de gauche sera contr6lé
par (1.4.6), et les pdles au membre de droite par (1.4.3).
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(x.5) Un critére de pureté

Les conventions (0.7) sont en vigueur. Soit X, une courbe lisse absolument irréductible
sur F,. La démonstration du théoréme suivant est parallele a celle du théoréme (I.3.2),
qu’il généralise.

Théoréme (x.5.1). — Les constituants de tout faisceau lisse w-réel sur X, sont v-purs.

Lemme (x.5.2). — Soient F, un faisceau lisse v-réel sur X, et r le plus grand de ses poids
déterminantiels (rel. \) (1.3.5). Alors, pour tout xe|X,|, et toute valeur propre o de ¥, sur F,

Quitte a Oter de X, un point (autre que celui auquel on s’intéresse), on se rameéne
a supposer X, affine. Pour chaque entier positif 2, on a alors une égalité (1.4.7.2) :

1 2k
(x.5.2.1) I1 .det(1— F,es2, égy)_l:tdet(l—Ft, H(X, zgkgr)).
2€ (Xl vdet(1—Ft, H3(X, ® %))

Dans cette formule :

a) Les facteurs udet(1—F ¢33 g%)_l au membre de gauche sont des séries
formelles de terme constant 1 a coefficients réels >o0. La démonstration est comme
en (I.3.3), (3.4), avec « rationnel » remplacé par « réel ». o

b) D’aprés (1.3.13) (ii), les poids déterminantiels des constituants de ®%; sont
< 2kr. D’aprés (1.4.3), le membre de droite n’a donc pas de péle pour |¢]|<g~@r+2/2

2%

D’apres (I.3.5), (3.6), les facteurs 1 det(1—F,t%%% ®%)~! n’ont pas de pole

pour | tl <q_ (2kr+2)/2. — 2k/degz
est un pdle, et :

| L |%/degzsq(%r+2)/2

En particulier, si o est valeur propre de F, sur %, w«

SOit wN(z)((x) ST + I /k.

Le lemme s’obtient en faisant tendre % vers I'infini.

(x.5.3) Preuve de (1.5.1). — Soit &, un faisceau lisse t-réel sur X,. Pour BeR,
soient Z,(B) la somme des constituants de &, de poids déterminantiels B (rel. 1), et n(p)
le rang de Z(B). Soient xe|X,|, et of (1<i<n(B)) les valeurs propres de F,sur #(B),

comptées avec leur multiplicité. Il nous faut prouver que iy, (of)=p.
Par définition du poids déterminantiel, on a pour tout vy :

(r.5.3.1) z‘_:wN(z)(“g);”(Y)-Y-

Supposons, ce qui est loisible, que %;(B)+0, et soit N la somme des n(y)
pour y>f. D’aprés (1.8.13) (iii), les poids déterminantiels de la puissance exté-
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rieure (N+1)-itme de &%, sont <B+ X n(y).y. Puisque chaque of. IT IlaY est
N+1 Y>8 Y>B 4
valeur propre de F, sur A %, on a par (1.5.2) :

wN(z)(a?) + Y§B zi:wN(z)(“g)Sﬁ‘i“ Ygﬁ”(Y) Y.

Soustrayant de cette inégalité les égalités (1.5.3.1) pour y>pB, on trouve :
(r.5.3.2) wN(z)(“?)SB'

Pour déduire de cette inégalité une égalité, on peut soit passer au faisceau dual,
soit observer que si on somme sur ¢ les inégalités (1.5.3.2), on trouve I’égalité (1.5.3.1)
pour 8.

(x.6) Autour de Jacobson-Morosov

Proposition (x.6.x). — Soit N un endomorphisme nilpotent d’un objet V d’une catégorie
abélienne. 1l existe alors une et une seule filtration finie (0.10) M de V, croissante, telle que
NM;CM;_, et que N* induise un isomorphisme GriV > Gr¥,V.

Prouvons Pexistence ('unicité se prouve de méme). On procéde par récurrence
sur un entier d tel que N%*'=o0. Pour d=o0 (N=0), on prend une filtration M triviale
(Gr¥V=o0 pour i#0). Ensuite, on prend M,;=V, M, _,=KerN%, M_,=ImN?
et M_,_,=o0, de sorte que Gr}'V et Gr¥,V soient les co-images et images de N¢ Sur
Ker N¢/Im N?, la puissance d-itme de N induit o. Ceci permet de définir M sur
Ker N¢/Im N¢ par récurrence, et on définit M; sur V. (d—1>7>—d) comme ’image
inverse dans Ker N du sous-objet M; pour Ker N%/Im N%

Remarque (x.6.2). — La caractérisation (1.6.1) de M montre sa compatibilité
au passage a la catégorie duale.

Définition (x.6.3). — La partie primitive P;(V) (ou simplement P,) de GrV est
le noyau du morphisme induit par N de Gr*V dans Gr},V.

(x.6.4) Si i>o0, N:Gr'V — Gr},V est injectif, puisque N*"*oN est un iso-
morphisme, et P;=o0. Si i>o0, etsilon écrit que NoN**': Gr¥ ,V—> G,V Gr¥,_,V
est un isomorphisme, on trouve que Gr¥,V est somme directe de P_; et de I'image
de Gr}_, par N**!; le morphisme N induit un isomorphisme de cette image avec Gr¥;_,V.
Répétant cette construction, on construit par récurrence décroissante sur >0 un
isomorphisme de Gr;V avec la somme des P_; pour j>i etjcongru a7 mod 2. Utilisant
de plus les isomorphismes N': Gr¥V — Gr¥,V, on obtient des isomorphismes :
(x.6.4.1) Gr'V~ D P_,.

iz il
i=i@)
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Via ces isomorphismes, le morphisme N de Grl'V dans Gr} ,V est Pinclusion
évidente pour :>1 (!—22>—1), la projection évidente pour {—2<-—1.

(Grs : Pal
Gr2>: le P, .
(Grl : Pll Psl
AT i
(Gr_l: Pll pal
Gr_2): le P, .
‘Gr_a. Pal._.'“

Lemme (x.6.5). — Le morphisme N : (V, M) — (V, M décalé de 2) est strictement
compatible aux filtrations.

Il faut prouver que NM;, ,DIm(N)nM;. Distinguons deux cas. Si <o, le
morphisme N:M;, ,—M; a un gradué surjectif, donc est surjectif et NM,;, ,=M;,
d’ott a fortiori I'assertion. Si ¢+ 2>>0, le morphisme N:V/M;,,—>V/M; a un gradué
injectif, donc est injectif, et N™'M;CM;, ,, d’ou a fortiori Iassertion.

Ceci permet d’échanger les constructions Ker N et Gr¥ :

Corollaire (x.6.6). — L’inclusion de Ker N dans V induit des isomorphismes :
Gr¥(Ker N) > P,.
(x.6.7) Supposons maintenant que V soit un espace vectoriel de dimension

finie sur un corps 2. Nous commencerons par décrire M lorsque, dans une base e de N,
la matrice de N est

o o o - - <« O O

1 00 - - - 00
(r.6.7.1) 01 o0 . . . o0 o0f-
0 00 - - - I O

Posons dim V=d+41 et indexons les vecteurs de base par les entiers allant de 2 en 2
de d & —d, de sorte que N¢g=¢;_, pour ¢+d et que Ne_;=o0. Alors, M, est engendré
par les ¢ pour j<i.

En général, V est somme de sous-espaces V,, stables par N, avec N du type (1.6.7.1)
sur V,, et la filtration M de V est somme des filtrations ci-dessus des V.
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(x.6.8) Si % est de caractéristique o, on peut interpréter la filtration M en terme
du théoréme de Jacobson-Morosov : si u#: SL(2) - GL(V) satisfait :

du (0 0) —N,
I o

et que V; est le sous-espace de V formé des vecteurs v tels que :

u()\ ° )(v)=7\"v,

o At

alors M; est la somme des V; pour j<:i. Pour le voir, on se raméne a supposer que V
est une représentation irréductible de SL(2) (i.e. une puissance symétrique de la repré-
sentation évidente). On est alors dans la situation de (1.6.%).

Cette interprétation de M donne son comportement par produit tensoriel et
passage au dual (pour lequel on peut plutét invoquer (1.6.2)).

Proposition (x.6.9). — Définissons le produit tensoriel (V, N) de (V',N') et (V"', N")
par V=V'®V" N=N'®1+4+1QN", et le dual de (V', N’) comme étant (V'*, —'N’).

(1) 8% k est de caractéristique o, la filtration M d’un produit tensoriel est le produit tensoriel
- des filirations M des facteurs (M;(V'®V')= X M, (V)®M,.(V")).
i =i

1

(i1) La filtration M d’un dual est le dual de la filtration M de Pespace de départ
(M(V)= M_;_4(V)).

(iii) Sous ces hypothéses, la formation de Gr™ est donc compatible au produit tensoriel et
au passage au dual.

(x.6.10) On suppose dorénavant que V est de dimension finie sur % de carac-
téristique 0. Sur GrM(V), il existe alors une unique représentation » de SL(2) telle que
A .

dv ((I) Z) soit N:Gr¥V — Gre ,V et que (0 ;_1) agisse par multiplication par N

sur Grif(V) : Pexistence se voit en choisissant  comme en (1.6.8), en identifiant Gr}(V)
a V a laide du scindage V; de la filtration et en transportant x au gradué par cette
identification. L’unicité résulte de Bourbaki, Lie VIII, § 11, n° 1, lemme 1. La formation
de v est compatible au produit tensoriel et au passage au dual pris comme en (1.6.9).
Ceci va nous permettre de déterminer le comportement de P; par produit tensoriel
et passage au dual.

(x.6.1x) Choisissons une fois pour toutes, pour chaque entier d>o0, une repré-
sentation irréductible S; de SL(2) de dimension d--1, et un vecteur de plus bas poids

Ao
e_4€8;1e_z%0, et | transforme e_; en A~ %_,. Posons :
aS 4 d o A1 d d

(x.6.11.1)  P(d,d")={j||d—d'|<j<d+d et j=d+d'(2)},
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et choisissons des isomorphismes de représentations :
(x.6.11.2) $;®8, > D 8§,
JjEP(d,d")

(x.6.xx.3) S;=S,.

Pour V, N, M et P comme précédemment, il existe un unique isomorphisme de
représentations de SL(2) :

(x.6.11.4) «: PS®P_; 5 Gr'(V),
3

ou SL(2) agit trivialement sur P; a la source, et par (1.6.9) au but, tel que le composé :

P_, 93 50P_; %> GrI(V)

-3
soit I'inclusion identique de P_;. Ceci fournit des isomorphismes :

(x.6.11.5) P_;~Homg, (S;, Gr™(V)).

(x.6.12) Soient maintenant V' et V" comme en (1.6.10), V=V'®V" et
écrivons P;, P/ et P/’ pour P;(V), P,(V’) et P,(V"”). D’aprés (1.6.10), le produit ten-
soriel des isomorphismes (1.6.11.4) pour V' et V" nous fournit un isomorphisme :

D (5,©8;,)® (P, ®P”,.) 3 Gr(V).

3"
Le composant avec les isomorphismes (1.6.11.2) on obtient :
Do D )P’_j,®P'_'j,,) 3 GrM(V),

jEe P’ 4"
d’olt enfin un isomorphisme, ne dépendant que des choix (1.6.11.2) :

(x.6.12.1) P_;> @D PLOPY,.
JE R, §")
Pour le passage au dual, on trouve de méme des isomorphismes, ne dépendant
que des choix (1.6.11.3) :

(r.6.12.2) P_,(V*) = P_,(V)~

Proposition (x.6.13). — Sotent V un objet d’une catégorie abélienne, muni d’une filtration
Sfinte croissante W, et N un endomorphisme nilpotent de V qui respecte W. Il existe alors au plus
une filtration finie croissante M de V telle que NM;CM;_, et que N* induise des isomorphismes
Gr G V3 Gr G V.

On proceéde par récurrence sur la longueur de W. Ceci nous permet de supposer
que, pour un entier ¢, on a W,=V, et que (1.6.13) est vrai pour W,_;, muni de la
filtration induite par W et de ’endomorphisme induit par N. Un décalage simultané,
de méme amplitude, sur les filtrations W et M respecte la condition de (1.6.13). Ceci
nous permet de simplifier la notation en supposant que a=o.
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Soit M une filtration vérifiant les conditions de (1.6.13). La filtration induite
sur W_; vérifie les mémes conditions, donc est uniquement déterminée. La filtration
quotient est la filtration (1.6.1) de Gry V. Soit ¢ un entier tel que Gr¥GrYV ne soit
non nul que pour —¢<:<¢. Vérifions les identités suivantes, pour >0 :

1) pour ¢>¢, ona M_;=M_;(W_));
2) M_;=M_;(W_))+N(M,);
3) M;=Ker(N*t!': V>V/M_,_,).

L’assertion 1) exprime que M_;Gry) V=o0 pour i>¢. Dans 2), inclusion D résulte
de P’hypothése NM;CM;_,. L’inclusion C résulte de ce que I'image de N'M; dans
Gry (V) est N'M;(GryV)=M_,(GryV). Dans 3), linclusion C résulte de I’hypo-
thése NM;CM;_,. Il suffit donc de prouver I’égalité aprés passage aux Gr', avec
J<o, et pour cela de prouver I'inclusion D aprés passage aux Grj . Posons G=Gr} V,
et notons encore M la filtration induite par M sur G. On a :

Gr)'Ker(N'*': V> V/M_;_;) CKer(N'*': G— G/M_;_,),

et ce dernier noyau coincide avec M;G=Gr)'(M;) : Papplication N*** de G/M; dans
G/M_;_, est injective, car son Gr¥ l’est, i.e. les applications N‘*!: Gr¥G - Gr_,, ,G
pour k>i le sont : I'application itérée de N de Gryf dans Gr};_, est par hypothése un
isomorphisme, et k—2i—2>k>2j—*k.

Enfin, une récurrence descendante sur |{| montre que les identités 1), 2), 3)
déterminent uniquement M, en terme de sa restriction 3 W_,; et de N.

(x.6.14) Dans les applications, la catégorie abélienne considérée sera celle des
espaces vectoriels sur un corps 2 de caractéristique o, et nous disposerons non pas d’un
endomorphisme nilpotent N de V, mais d’une action nilpotente d’une algebre de Lie
de dimension 1. La théorie précédente s’applique des qu’on choisit N=#o dans R.
Dans (1.6.13), Pexistence de la filtration M, et cette filtration méme, si elle existe, sont
indépendantes du choix de N. L’isomorphisme N¥ de Gr¥, GtV avec Gr} ,Grl'V
a pour avatar un isomorphisme canonique de GrY ,Gry VON®* avec Gr G} V.
Pour tout espace vectoriel Y, écrivons Y(k) pour Y®N®F L’isomorphisme s’écrit :

(x.6.14.1) Gr .G V(&) > G .G’ V.

Plagons-nous dans la situation étudiée de (1.6.1) a (1.6.12). Ici, la filtration M
et P; ne dépendent pas du choix de N, mais les isomorphismes (1.6.4.1) et (1.6.12.1
et 2) en dépendent. Si N est remplacé par AN, chacune de leurs composantes, notée
génériquement « : X—Y, est multipliée par une puissance convenable A~* de N. Elle
définit alors une application a®N®*: X +Y(k) qui, elle, est indépendante du choix
de N. Les isomorphismes définis précédemment deviennent des isomorphismes indé-
pendants du choix de N :
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(x.6.14.2) Gr(Ker N)~P; (pour (1.6.6));

i
(1.6.14.3) Gr'MV:jg?u P_j(—l_i) (pour (1.6.4.1));
i=i@)
(x.6.14.4) P~ & P’_j,®PZj,,(J;];J_)
JER('§") 2

(pour (1.6.12.1); P(y’,5") défini par (1.6.11.1));
(r.6.14.5) P_;(V)~P_;(V)'(j) (pour (1.6.12.2)).

Pour se rappeler ces formules : si on regarde Gr; et P, comme de poids ¢z, et i
comme de poids — 2, les deux membres sont toujours isobares du méme poids.
Nous utiliserons aussi une variance faisceautique de (1.6.14).

(x.7) Monodromie locale

(x.7.x) Soient R un anneau de valuation discréte hensélien, K son corps des
fractions, £ =R/m son corps résiduel, K une cléture algébrique de K, et % le corps
résiduel du normalisé de R dans K. L’extension % de % en est une cloture algébrique.
11 est souvent commode de choisir d’abord %, et ensuite K, comme suit : on prend une
cloture algébrique % de %, puis une cléture algébrique K du corps des fractions de
’hensélisé strict de R, rel. & (cf. (0.6)).

Le groupe d’inertie est défini comme un noyau :

(x.7.1.1) o - I - Gal(K/K) — Gal(%/k) — o.
Lui-méme, ou son image dans une représentation, s’appellent encore groupe de mono-

dromie locale. Rappelons que si 2 est d’exposant caractéristique p, on dispose d’une
suite exacte ([10], [5], § 2) :

0—>P—>I—t>2(p,)(1)—>0

ot P est un pro-p-groupe. Le quotient 2(p,)(1)= [H Z,(1) estle groupe d’inertie modéré.
+
Prenant la /-composante de ¢, on trouve : !

b I->Z,(1)

de noyau un groupe pro-fini d’ordre premier a /.

(x.7.2) Soit p:I->GL(V) une représentation ¢-adique de I. Grothendieck a
montré que ’hypothése suivante est souvent vérifiée en pratique (voir SGA 7 I).

(¥) La restriction de p & un sous-groupe d’indice fini I, de I est unipotente.

Si elle P’est, il existe une unique représentation nilpotente p de Q (1), vue comme
algébre de Lie de dimension 1, dans V, telle qu’on ait :

(r.7.2.1) p(c)=exp(pt)(s)) pour o€l;CL
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On appelle p le logarithme de la partie unipotente de la monodromie locale. On peut identifier p
a un morphisme nilpotent N:V(1)—V. La formule de définition s’écrit alors :

(r.7.2.2) p(c)=exp(N.t(s)) pour o€l,CIL

La théorie (1.6.14), (1.6.15) s’applique a cette situation. Le twist (k) de loc.
cit. n’est autre qu’un twist a la Tate. Les filtrations (1.6.1) et (1.6.13) de V s’appel-
leront respectivement filtration de monodromie locale de V et filtration de monodromie locale
de V, rel. W.

(x.7.3) Supposons le corps résiduel fini & ¢ éléments. On définit le groupe de
Weil W(K/K) comme le sous-groupe de Gal(K/K) image inverse de W(%/k).

Soit V une représentation ¢-adique de W(K/K). D’aprés Grothendieck (SGA 7 I),
la condition (%) de (1.7.2) est automatiquement vérifiée. Le logarithme de la partie
unipotente de la monodromie N:V(1)—>V est donc défini. Il commute & Paction
de W(K/K).

Lemme (x.7.4). — Si F' et ¥ sont deux relévements dans W(K/K) de FeW(k/[k),
les valeurs propres de ¥' et ¥'' coincident, & multiplication prés par des racines de Punité.

Pour le vérifier, on peut remplacer V par sa semi-simplifiée, donc supposer que
Paction du groupe d’inertie I se factorise par un quotient fini. Dans ce cas, il existe n>0
tel que F'* et F'’* aient méme image dans GL(V), et le lemme en résulte.

Quel que soit t, les -poids des valeurs propres de F’, ou de F'* (rel. ¢) sont donc
les mémes. A l'imitation de (1.2), on définit alors ce qu’est une représentation pure,
mixte, t-pure, et les poids d’une représentation.

Proposition-définition (1.7.5). — Supposons que les v-poids de V soient entiers. Il existe
alors une et une seule filtration finie croissante M de V, stable par W(K/K), telle que GrX(V)
soit wpur de poids i. On Uappelle la filtration par le poids. On a NM;(1) CM,_,.

Choisissons un relévement F’ de Frobenius dans W(K/K). Soit V] la somme des
sous-espaces propres généralisés de F’ dans V correspondant aux valeurs propres o telles
que w,(x)=1t, et posons M’{ngivjl' On a NM;CM;_,. Il s’agit de prouver que
M’ est indépendant de F’ : cela assurera que M’ est stable par W(K/K), et on aura
M=M'. Soit donc M"” la filtration définie par un relevement F”’. Soit I, comme
dans (1.7.2.1). Puisque I/I, est fini, il existe n>o0 tel que F'"=F""mod I,. Pour A
convenable dans Q,(—1), on a alors dans GL(V) :

F'""=exp(AN)F'",
donc F'"=exp(uN)F” exp(uN)~* si p=r/(1—g¢").
Puisque V] est encore la somme des sous-espaces propres généralisés de F'", relatifs

aux valeurs propres « telles que wg,(x)=1, l'automorphisme exp(uN) transforme M’
en M. Puisque N respecte M’, on a gagné.
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Corollaire (x.7%7.6). — St 'V est w-pur, Paction de 1 se factorise par un quotient fini.
Par torsion, on se raméne a supposer V de poids entier. La filtration M est par

hypothése réduite a un seul cran. Puisque NM;CM;_,, on a donc N=o, et (1.7.6)
en résulte.

Remarque (x.7.%7). — La preuve de (1.7.5) montre que n’importe quelle repré-
sentation V admet une unique décomposition V=3V* (xeQ%/(¢% racines de 1)),
telle que les valeurs propres des reléevements de Frobenius dans V* soient dans «.
Chaque V* est obtenu par torsion a partir d’une représentation mixte.

Variante (x.7.8). — Si D est un diviseur lisse dans un schéma régulier X, les
constructions qui précédent ont un analogue pour les faisceaux sur X—D, modérément
ramifiés le long de D. Un peu plus généralement, soit D un diviseur a croisements normaux
de X, réunion transverse de diviseurs lisses D; (zeI). On se localise, pour que chaque D,
admette une équation globale f#=o0. Soit E Plintersection des D;. Pour 7 inversible
sur X, posons X,=X[#],.; (le sous-schéma de Pespace affine sur X, de coordon-
nées T;, défini par les équations T!=¢). Le revétement ramifié =:X,—-X de X
est étale au-dessus de X—D, et totalement ramifié au-dessus de E; au-dessus de E,
7 admet la section £/"=o0; on appelle restriction 2 E d’un faisceau sur X, son image
inverse par cette section. On définit une action de (u,)' sur X, en faisant agir (r,);c;
sur #/* par multiplication par 7,.

Soient L un ensemble de nombres premiers inversibles sur X, et & un faisceau
d’ensembles sur X— D, localement constant, modérément ramifié¢ le long de D, et méme
L-ramifié le long de D, au sens suivant : pour d le point générique d’une composante
irréductible de D, 'hensélisé X, est un trait hensélien; si % en est un point générique
géométrique, on demande que le groupe d’inertie agisse sur & via un L-groupe. Le
lemme d’Abhyankar assure alors ’existence d’un entier z, dont tous les facteurs premiers
sont dans L, tel que I'image inverse de & sur n }(X—D)CX, soit la restriction 2
n~}(X—D) d’un faisceau localement constant & sur X,, que nous appellerons le
prolongement localement constant de & & X,. Nous noterons & [E] la restriction de &
32 E. Elle est munie d’une action de p!, déduite de laction de p! sur X,. Posant
ZL(I)ZIEILZ,(I)X (un pro-faisceau sur E), on obtient ainsi un foncteur &% —%[E]
des faisceaux d’ensembles sur X—D, localement constants et L-ramifiés le long de D,
dans les faisceaux d’ensembles, localement constants sur E, munis d’une action de Z;(1)%
Ce foncteur passe aux Q ,faisceaux constructibles par passages a la limite (et on a une
variante pour les faisceaux de Weil). Dans bien des cas (voir (1.7.12.1)), et notamment
si X est de type fini sur Z, I'action de Z;(1)! est quasi-unipotente : il existe des endo-
morphismes nilpotents commutant entre eux N; dans (End(& [E]))(—1) tels que, si o
est dans un sous-faisceau « ouvert » nZ (1)! convenable de Z (1)% il agisse par
exp(2N;o;). On appellera N; le « logarithme de la partie unipotente de la monodromie,
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autour de D; ». Dans le cas d’un diviseur lisse (|]I|=1), on utilise cet endomorphisme
comme précédemment pour définir la filtration de monodromie locale de Z#[D] (resp.
rel. W).

(x.7.9) Au voisinage d’une intersection p a p des D;, D apparait comme la
réunion de p diviseurs lisses, et on peut refaire les constructions qui précédent. Quelques
notations : pour JCI, D; est lintersection des D; (jeJ), X; est le complément de
la réunion des D; (¢¢]) et Dj=D;nX;. On a : (a) les D, (i¢]) découpent sur
le schéma régulier D; un diviseur a croisements normaux, de complément DY; (b) les D;
(je]) découpent sur X; un diviseur a croisements normaux, de complément X —D;
Pintersection des traces des D; est Dj.

Soit donc # un faisceau d’ensembles sur X — D, localement constant et L-ramifié
le long de D. Appliquant (1.7.8) a (b) ci-dessus, on obtient pour chaque J un
faisceau # [D}] sur D%, muni d’une action de Z{(1). Pour n convenable (i facteurs
premiers dans L), c’est la restriction & D% du prolongement localement constant de &
a X;[#"] (jeJ). Choisissons n de sorte que & admette un prolongement localement
constant & X, =X[#"(je])][#/"(éeI—])]. Restreignant ce prolongement 4 I'image
inverse réduite D;[#/"(ieI—])] de D;, on voit que F[D3] admet un prolongement
localement constant sur D;[t/"(ieI—])] : le faisceau F[D}] est L-ramifié le long
de la trace des D; (i¢]). Ceci permet d’itérer la construction et, pour KCI—J, de
définir #[D%][D% k] : un faisceau localement constant sur D} g, muni d’une action
de Z](1) (par fonctorialité), et d’une action de Z{(1). La transitivité des images inverses
fournit un isomorphisme

(1.7.9.1)  Z[D3)[Dj = F[Djol,
compatible aux actions de Z;(1)’Y%. Pour JCKCL, le carré :
Z[D3][D] (D] == Z[Dg][Dil
F[Di][D;] ——— #[Dil

est commutatif.

Tout ceci s’étend aux Q -faisceaux constructibles (et aux faisceaux de Weil) par
passages a la limite.

(x.7.10) Les constructions (1.7.8) dépendent du choix des coordonnées §.
Indiquons briévement comment on peut les canonifier : on introduit le fibré normal T
de E dans X (un fibré en espaces affines sur E) et les sous-fibrés T; tangents aux D.
On remplace la construction de F[E] par celle d’un faisceau F[E]" sur T—UT,.
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Un systeme d’équations # définit une section de T—UT;, et le faisceau F[E] défini
en terme des # s’identifie & 'image inverse de & [E]’ par cette section. La construction
est par ailleurs compatible au changement de base par un morphisme lisse X;—X.
Les N, et Z,(1)%, agissent sur Z[E]’, qui joue le réle de la restriction de & A un voi-
sinage tubulaire de E dans X. On peut aussi le voir comme un analogue des « nilpotents
orbits » en théorie des variations de structures de Hodge.

(x.7.11) Supposons X hensélien local, X=Spec(R), et prenons pour L I’ensemble
de tous les nombres premiers inversibles sur X. Nous allons interpréter en termes galoisiens
la construction (1.7.8). Soient donc % le corps résiduel de R, K son corps des fractions,
R, un hensélisé strict de R, de corps résiduel 2, (une cléture séparable de %) et de corps
des fractions K;, K une cléture algébrique de K; et K,CK Iextension de K, obtenue
en adjoignant a K; les racines n-iémes des #;, pour n inversible dans R. Pour qu’un
faisceau d’ensembles sur X— D, localement constant, soit modérément ramifié le long
de D, il faut et il suffit qu’il devienne trivial sur Spec(K,), et ceci identifie le groupe
fondamental modéré de X—D (rel. au point base Spec(K)) a Gal(K,/K). C’est une
extension de Gal(K,/K)=Gal(k, k) par Gal(K,/K,)=Z,(1)! :

0—>Z, (1) - (X —D, Spec(K)) — Gal(k, k) — o.

Le choix des ¢ et des £/ scinde cette extension : prendre pour relévement de
Gal(k, k) le fixateur des t/. D’un faisceau d’ensemble # sur X —D, localement
constant et modérément ramifié le long de D, identifié 2 un ensemble F sur lequel
784X —D, Spec(K)) agit, on déduit donc une action de Gal(k,/k) sur F, et une
action Gal(k, [k)-équivariante de Z(1)%. Ceci définit un faisceau sur Spec(k) (ou un
faisceau localement constant sur E, cela revient au méme), muni d’une action de Z;(1)".

C’est le faisceau Z[E] de (1.7.8).

(x.7.12) Si % est fini, on définit W™4(X —D, Spec(K)) comme l'image inverse
de W(k,/k) dans (X —D, Spec(K)). On a, généralisant (1.7.3) & (1.7.7) (et avec
la méme démonstration) :

(x.7.12.1) Larestriction & Z,(1)! d’une représentation ¢-adique V de W™4(X —D,
Spec(K)) est quasi-unipotente.

(x.7.12.2) Si F’ et F” sont deux relévements dans W™ de FeW(k, k), les
valeurs propres de F’ et F'’ coincident, a multiplication preés par des racines de I'unité.
Ceci permet de définir les i-poids..., comme en (1.7.4).

(x.7.12.3) Siles 1-poids de V sont entiers, il existe sur V une et une seule filtration
par le poids M, comme en (1.7.5). Les analogues de (1.7.6) et (1.7.7) sont vrais.
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(x.8) Monodromie locale des faisceaux purs

Les conventions (0.7) sont en vigueur.

Soient X, une courbe lisse absolument irréductible sur F, (cf. (0.5)) et j: Uy—>X,
un ouvert de X,, complément de ’ensemble fini de points S,.

Lemme (1.8.x). — St F, est un faisceau lisse ponctuellement w-pur de poids B sur Uy,
alors, pour tout x€|Sy| et toute valeur propre o de ¥, sur j.Fy, on a wy () <B.

Quitte a oter de X, un point dans U,, on se raméne a supposer X, affine. On
a alors une égalité (1.4.7.2) :
(1.8.1.1) IT vdet(1—F %% Z)~'. II udet(1—F, %= j, F)~!

ze | U, z2€ |8,
_vdet(1—F, Hy(X, j,.F)
T det(1—Fs, (X, j, F)

)
)
Dans cette formule :

a) D’aprés (1.4.6), le premier facteur au premier membre converge pour
[t|<g~®+22 et n’a ni zéro ni pdle dans cette région.

b) D’aprés (1.4.3), le second membre n’a pas de podle pour |[¢|<g~B+272

¢) Comparant a) et b), on trouve que les facteurs restants ¢ det(1— F 32 j #)~!

(x€|S,|) sont sans péle pour |[¢|<g ®*+22  Siq est une valeur propre de F, sur j,.%,,
on a donc || <N(x)®+22 soit

(I.8.I.2) wN(I)(a)SB+2.
Pour conclure, on applique (1.8.1.2) aux puissances tensorielles de %,. Puisque

k . . k -
®j, %, est un sous-faisceau de j,®%;, on trouve que les valeurs propres « de F, sur j,%,
satisfont & wy, («) kB 42, soit wyy,(x)<B+2/k, et on fait tendre & vers linfini.

Remarque (1.8.2). — Comparons les zéros des deux membres de (1.8.1.1). A
gauche, il n’y en a pas pour |[¢|<g~®+22 A droite, le dénominateur ne s’annule pas
dans cette méme région. Le numérateur ne peut donc s’y annuler, et, pour toute valeur
propre « de F sur H(X, 7, %), on a w,(x)<p+2.

(x.8.3) Soient se€S, d’image s dans S,, 7 le point générique du trait hensélien
a corps résiduel fini X, et n un point générique géométrique de son hensélisé strict X
(cf. (1.7.1)). La fibre #; de &, en 7 est une représentation du groupe de Weil W(x/y).
Nous noterons M sa filtration de monodromie locale (1.7.2).

Théoréme (x1.8.4). — Avec les notations de (1.8.1) et (1.8.3), st F, est ponctuellement
wpur de poids B, la représentation Gry'(F,,) de W(n[v) est w-pure (1.7.4) de poids B +1i.
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Par torsion (1.2.7), on se rameéne a supposer que B=o0. Remplagons X, par un
revétement fini, U, et #, par leurs images réciproques, et s par un point au-dessus de s.
Ceci ne modifie ni les poids, ni #;, ni la filtration M, et nous raméne au cas ou la
formule (1.7.2.1), pour la représentation p de W(7/n) sur %3, vaut dans I tout entier :
p(c)=-exp(f(s).N) pour ocel.

Sous ces hypothéses, Ker(N)=%.; cet espace vectoriel est la fibre de j, %,
en 5. D’aprés (1.8.1), si « est une valeur propre de F sur Ker(N), on a donc |w|<1.

Soit « une valeur propre de F sur P_;(#,;). D’aprés (1.6.14.2), on a |uwx|<1.
Appliquons ce résultat & F,®F,. Daprés (1.6.14.4), P_;(F3)OP_;(F3)(—))
est facteur direct de Py(F);®F,;), de sorte que o¢’ est valeur propre de F sur
Py(F0:0F3), et |(e?¢?)|<1, ie. |w|<g ¥ Appliquons ce dernier résultat au
faisceau dual. Appliquant (1.6.14.5), on trouve que |[i(a"tqg79)|<qg™ 9 ie. |w|>g

Les valeurs propres « de F sur P_;(#,;) vérifient donc [wx|=g¢"%, et on conclut
par (1.6.14.3).

Corollaire (1.8.5). — Supposons que F soit un faisceau lisse sur Uy, et qu’il admette
une filtration finie croissante W par des sous-faisceaux lisses, telle que, pour chaque i, Gr)¥(F,)
soit ponctuellement w-pur de poids 1. Notons encore W la filtration qui s’en déduit sur F. Alors,
F est w-mixte @ poids entiers, la filtration de monodromie locale de V, rel. W (1.7.2) existe,
et elle coincide avec la filtration par le poids de F= (1.7.5).

D’aprés (1.7.5), et (1.8.4) appliqué aux Gr)'(%,), les propriétés caractéris-
tiques (1.6.13) sont en effet satisfaites par la filtration par le poids.

(x.8.6) Soient D, un diviseur lisse dans un schéma X, lisse sur F,, U, 'ouvert
complémentaire, et &, un faisceau lisse sur U, modérément ramifié¢ le long de D,. On
suppose que &, admet une filtration finie croissante W par des sous-faisceaux lisses,
telle que Gr)' %, soit ponctuellement t-pur de poids ¢ (nous verrons en (3.4) que tout
faisceau lisse -mixte de poids ponctuels entiers admet une telle filtration). Supposons
D, défini par une équation ¢, et soit %#,[D,] le faisceau sur D, muni d’une action de Z,(1),
qui s’en déduit par la construction (1.7.8).

En restreignant &, a des courbes transverses & D,, on déduit de (1.8.5) le résultat
suivant :

Corollaire (x.8.7). — Avec les notations de (1.8.6), la filtration de monodromie locale
autour de D de F,[D,], rel. W existe. Pour cette filtration, notée M, Gr}F,[D,] est ponctuel-
lement pur de poids i.

Remarque (1.8.8). — 1) Avec les notations de (1.8.1), si %, est un faisceau lisse
sur Uy, on a (j,F);=(%5)"; ce groupe se déduit de Ker N en prenant les invariants
par un groupe fini I/I,. Sous les hypothéses de (1.8.4), on sait que Ker NCM, (1.6).
La filtration M induit donc sur (j,%); une filtration pour laquelle Gr}(j, #); est w-pur
de poids B+7, et nul pour i>o.
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2) De méme, avec les notations de (1.8.6), si &, est un faisceau lisse sur U,,
modérément ramifié le long de D,, la restriction de j,#, 2 D, est le sous-faisceau des
invariants d’un schéma en groupes finis y, dans Ker NC%/[D,], et si &, est ponctuel-
lement w-pur de poids 8, on déduit par torsion de (1.8.%7) que, pour la filtration de
monodromie M, Gr}(7,%,|D,) est ponctuellement t-pur de poids B¢, et nul pour i>o.

3) Sous les hypothéses de (1.8.6), on voit aussi que W et la monodromie définissent
sur j,%,| D, une filtration M pour laquelle Gr}!(j,%,|D,) est lisse et w-pur de poids i.

Corollaire (x.8.9). — Soient X, un schéma de type fini sur ¥, j:Uye>X, un ouvert
de X,, et Fy un faisceau -mixte de poids ponctuels <@ sur U,. Alors j,F, est encore \-mixte
de poids ponctuels <P. Si les poids ponctuels de F, sont entiers, ceux de j,F, le sont aussi.

Nous utiliserons les dévissages suivants (justifiés par (1.2.5)).

a) Dévissage en %, : si &, est une extension de %,’ par &,, la suite exacte
0>}, Fy ~>J,Fo—>).F, montre qu’il suffit de vérifier (1.8.9) pour Z, et %, '.

b) Support :si i: Vy—>U, est un sous-schéma localement fermé de U,, d’adhé-
rence V, dans X,, et que F,—i,i'%,, on peut remplacer (X,, U,, %) par (V,,
Vo, I %)

¢) Normalisation : si e: X;—X, est fini et surjectif :

(U, < X

UOL_j_>X0

on a j, %y ¢,j,c*F,. Ceci permet de remplacer (X,, U,, %,) par (X;, e 1(U,), F).

d) Faire de linfini un diviseur : si &, est lisse, et que %: Vy—U, est un ouvert
dense, on a j, %, (jk),k*#,. Ceci permet de remplacer U, et &, par V, et k" Z,.

¢) Localisation au point générique a Plinfini : soit : Fy—>X, le complément
de Uy, et £:Vy,—F, un ouvert dense de F,. Si X, est normal, et %, lisse, on a
', Py > bR Ty

Soient en effet x un point géométrique de Fy, » une générisation de x dans V,
et z une générisation de y dans U,. L’hypothése assure que ’image inverse de U, dans
Phensélisé strict de X, en x est connexe, donc que (¢*j, %), (%,),. La factorisation de
cette fleche en :

(TsF0)e > (REjFo)y > (1uF0)y > (Fo)

2

fournit Pinjectivité voulue.

Prouvons (1.8.9) par récurrence sur dim U,. Les dévissages a) a d) nous raménent
a supposer X, normal, U, lisse et le complément d’un diviseur de Weil F, et #; lisse
ponctuellement tw-pur et modérément ramifié aux points génériques de F;. Dans ¢),
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le théoréme est acquis par récurrence pour %,, et il suffit donc de prouver (1.8.9) aprés
avoir remplacé X, par des ouverts dont la réunion des traces dans F, soit dense dans F,.
Ceci nous raméne a (1.8.8) 2).

Corollaire (x.8.10). — Sotent F, un faisceau lisse sur X, de type fini sur F, et j: Uy X,
un ouvert dense de X,. St la restriction de Fy a U, est ponctuellement w-pure, alors F, lui-méme
est ponctuellement w-pur.

Soit B le poids de &#,|U,y. On a Fyj,j°F, et F~ ), 7° %, , puisque Z, et
son dual &~ sont lisses. D’apreés (1.8.9), &, est donc «-mixte de poids ponctuels <@.
Puisque son dual est de méme i-mixte de poids ponctuels < — B, ses poids ponctuels
sont aussi >f, et (1.8.10) en résulte.

Il n’est en fait pas nécessaire d’invoquer (1.8.9) : par restriction a des courbes
et normalisation, on se rameéne facilement au cas ot X, est une courbe lisse, et on invoque
directement (1.8.1).

Corollaire (x.8.xx). — Tout faisceau lisse -mixte Fy sur X, normal de type fini sur F,
est extension successive de faisceaux lisses ponctuellement w-purs.

On peut supposer X, connexe, et on se rameéne a supposer le faisceau irréductible.
Puisque X, est normal, sa restriction & un quelconque ouvert non vide U, est encore
irréductible — donc ponctuellement w-pure pour U, convenable, par définition des
faisceaux t-mixtes — et on applique (1.8.10).

Nous verrons plus tard (3.4.1) que (1.8.11) vaut sans hypothése de normalité.

Corollaire (x.8.12). — Soit Fy un faisceau lisse -mixte sur X, connexe et de type fini
sur ¥ . Si F est v-pur en un point de X, il est ponctuellement w-pur.

Supposons d’abord X, normal. Il résulte alors de (1.8.11) que les poids de %,
se lisent sur sa fibre en un point arbitraire de X,. Dans le cas général, en appliquant
(1.8.11) a I'image inverse de &%, sur le normalisé de X, on trouve que l’ensemble
des points de X, ou &, est pur d’un poids B, contient avec un point fermé x, toutes
les composantes irréductibles de X, passant par x,. Il est donc ouvert et fermé.

Variante (1.8.13). — Dans tout ce paragraphe, on peut remplacer t-pur et «-mixte
par « pur » et « mixte », ainsi que par « t-pur de poids entiers » et « t-mixte de poids
entiers ».

(x.8.14) Dans le dictionnaire heuristique de [2], I, le théoréme (1.8.4) cor-
respond a la théorie de W. Schmid du comportement asymptotique des variations de
structures de Hodge polarisables sur le disque épointé D*. Le corollaire (1.8.5) suggére
le probléme suivant :

354



LA CONJONCTURE DE WEIL.II 179

Appelons « variation de structures de Hodge mixtes » sur un espace analytique
lisse S la donnée de :

a) un systéme local V, de Z-modules libres de type fini;

b) une filtration finie croissante W de Vo=V,®Q par des sous-systémes locaux
d’espaces vectoriels sur Q ;

¢) une filtration finie décroissante F de V=V,®0 par des sous-fibrés vectoriels (i.e. la
filtration F varie de facon holomorphe); on exige que F vérifie 'axiome de trans-
versalité : VFFCQ'®F~! et que W et F définissent en chaque point de S une
structure de Hodge mixte.

Les variations qui apparaissent en géométrie algébrique ont des propriétés additionnelles;
par exemple, les variations de structures de Hodge Gr'(V) sont polarisables.

Soient (V, W, F) une variation de structures de Hodge mixtes sur D*, teD?,
V la fibre de V en t et TeEnd(V) la transformation de monodromie. On suppose pour
simplifier que T est unipotente, et on pose N=1log T.

Probléme (1.8.15). — Dégager une classe de « bonnes » variations de structures
de Hodge mixtes sur D* telle que, pour (V, W, F) bonne (et unipotente), il existe sur V
une filtration finie croissante M, telle que NM,CM,_,, et que N induise des
isomorphismes :

b. QM YV X QY GV
N°: G}, ,GYV > Gl_,G)V.
On aimerait aussi que :

a) la variation V soit asymptotique, en un sens convenable, 4 une « orbite nilpotente » :
une bonne variation pour laquelle F en ¢ exp(u) est le transformé par exp(—uN)
de la filtration déduite de F, par transport horizontal de ¢ & ¢ exp(u);

b) pour une orbite nilpotente, (V, M, F) soit encore une variation de structures de
Hodge mixtes.

(x.9) Monodromie locale des faisceaux mixtes

Dans ce numéro, qui ne sera pas utilisé par la suite, nous généralisons (1.8.7)

N .

au cas des diviseurs a croisements normaux.

(x.9.x) Soient X un schéma lisse sur F;, D un diviseur & croisements normaux
de X, réunion transverse de diviseurs lisses D; (i€I) et E Pintersection des D;. On
suppose chaque D, défini par une équation globale #=o0, pour pouvoir appliquer la
construction (1.7.8) (cf. toutefois (1.7.10)).

Soit par ailleurs & un faisceau lisse sur X — D, modérément ramifi¢ le long de D.
On suppose qu’il admet une filtration finie croissante W par des sous-faisceaux lisses,
telle que Grl' # soit ponctuellement t-pur de poids ¢ (nous verrons en (3.4.1) que tout
faisceau lisse t-mixte de poids ponctuels entiers admet une telle filtration). Soit L
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I’ensemble de tous les nombres premiers #p, et définissons & [E] comme en (1.7.8).
C’est un faisceau lisse sur E, muni d’une action de Z,(1)'; cette action est quasi-uni-
potente, d’ott des « endomorphismes » N;: F[E](1)—>%[E] (1.7.8).

Etant donnés un faisceau ¥, deux filtrations finies croissantes W' et W’ de ¢
et une famille finie d’ « endomorphismes » N, : (1)—>% (x€A), nous aurons a consi-
dérer la condition :

L(W’, W”, (N,),ea) : Les N, stabilisent W’, vérifient N, W, (1) CW;"_, et quels
que soient les nombres rationnels ¢,>o0, I’endomorphisme
N =2¢,N, induit des isomorphismes :

N°: (G, G¥' 9)(b) > Gr) GV 9.

Il résulte de (1.6.13) que, W’ et la famille des N, étant donnsés, il existe au plus
une filtration W*’ vérifiant cette condition. Dans son énoncé, il est loisible de remplacer
« nombre rationnel >0 » par « nombre entier >0 » : remplacer les ¢, par nc, et N par zN.

Théoréme (x.9.2). — Avec les hypothéses et notations de (1.9.1), il existe sur F [E]
un et un seul systéme de filtrations finies croissantes W(J) (JCI) par des sous-faisceaux lisses
stables par Z,(1)! (donc par les N;), tel que :

a) W(9) est la filtration déduite de W par fonctorialité;
b) pour JCK, la condition L(W(]J), W(K), (N,)rex_s) est vérifide.

En outre, Gr'WF[E] est ponctuellement -pur de poids a.

L’unicité des W(]J) résulte aussitét de (1.6.13) (et il suffit de disposer des condi-
tions a), et b) pour 6 CK). Pour prouver Pexistence, nous traiterons d’abord un cas
particulier.

Lemme (1.9.3). — Soit (¢,),c1 un systéme de nombres entiers >o. Le faisceau F[E]
admet une (unique) filtration finie croissante W (1) par des sous-faisceaux lisses, telle que N = X¢, N,
vérifie la condition L(W, W(I), N). .

En outre GriYWF[E] est ponctuellement w-pur de poids a.

Vu Punicité (1.6.13), si pour tout point géométrique x de E, localisé en un point
fermé x, il existe une filtration finie croissante M sur & [E]; satisfaisant a L(W, M, N)
alors ces filtrations se recollent en une filtration M de Z# [E] par des sous-faisceaux lisses,
satisfaisant a L(W, W(I), N). Il suffit méme de prouver ’existence de M en un point
de chaque composante connexe de E.

Ceci nous rameéne, pour prouver (1.9.3), & montrer que pour % et x comme
ci-dessus, M existe et que Grl F [E]; est pur de poids a. Nous le vérifierons par réduction
a (1.8.5). Une extension préliminaire du corps fini de base nous raméne a supposer
que ¥ est un point rationnel. On compléte alors les # en un syst¢tme de coordonnées
locales (f, %), centré en » (une application étale d’un voisinage de x dans lespace
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affine type A" (n convenable) envoyant x sur Porigine). Restreignons & a la courbe
d’équation paramétrique % =o0, f=1¢% Plus précisément : on envoie la droite affine
(coordonnée t) dans I'espace affine A” de coordonnées ¢, u; par ¢—(¢% 0), et on prend
Pimage inverse de & sur la courbe G produit fibré d’un voisinage de x, et de la droite
affine, au-dessus de A". Notons encore x (resp. ¥) le point (resp. le point géométrique)
de C au-dessus de x (resp. x¥) dans X, et au-dessus de o dans la droite affine, et passons
au localisé strict G,. La fibre générique géométrique sur Gz de # s’identifie & F[E];.
Via cette identification, le logarithme de la monodromie devient N, et (1.9.3) résulte
de (1.8.5).

(x.9.4) Déduisons le théoréme de son cas particulier (1.9.3). On remarque
d’abord que la filtration W(I) de (1.9.3) ne dépend pas du choix des ¢,, puisque carac-
térisée indépendamment de ceux-ci comme étant la filtration par le poids.

Pour JCI, soient Xy, D; et D} comme en (1.7%.9), et appliquons (1.9.3) a Xj,
aux traces des D; (jeJ), et a leur intersection Dj. On obtient sur #[Dj] une filtration
par le poids W(]), et elle satisfait L(W, W(]J), (N;);c7)-

Réappliquons cette construction a Dy, aux traces des diviseurs D; (¢¢]) et a F[D3],
muni de la filtration W(J). Pour JCK, on trouve sur & [D%][Dg] une filtration par
le poids W(K), satisfaisant L(W(]J), W(K), (N;);ck_ ). Via 'isomorphisme (1.7.9.1)
de F[Dj][Dx] avec & [Dk], cette filtration par le poids s’identifie a celle construite
par une application directe de (1.9.3), satisfaisant L(W, W(K), (N;);cx) (unicité de
la filtration par le poids).

On a E=D, et, sur #[E], on définit enfin W(J) comme déduit par fonctorialité
de la filtration W(J) de F[Dj], via I'isomorphisme % [E]=%[D4][E]. On a a) par
définition, et la condition b) se déduit de L(W(]J), W(K), (N,), ek ) pour F[Dg].

Variante (1.9.5). — Soient S un schéma de type fini sur Z, f: X—S un morphisme
lisse, DCX un diviseur 2 croisements normaux relatif, et & un faisceau lisse sur X — D,
modérément ramifié le long de D. Une variante de (1.9.2) vaut dans ce cadre. Elle
se vérifie fibre par fibre, par réduction 2 (1.9.2).

Le cas d’un diviseur a croisements normaux dans un schéma S régulier de type
fini sur Z semble par contre inaccessible (déja pour S=Spec(Z[1/{])).

Remarque (1.9.6) (ajoutée sur épreuves). — Comme expliqué dans [2] I, on s’attend
a ce que la théorie des variations de structures de Hodge ‘(toujours supposées polarisables)
soit souvent paralléle a celle des faisceaux lisses ponctuellement purs. Notons D* le disque
épointé. Cattani et. Kaplan viennent de prouver un analogue de (1.9.2) (restreint au
cas pur) pour les variations de structures de Hodge sur (D*). Dans leur contexte, les ¢,
de la condition L(W/, W”, (N,), ¢4) - peuvent: méme :étre pris: réels >o, plutét que
rationnels >o. v T
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(x.10) Valeurs absolues non archimédiennes

Les conventions (0.7) sont en vigueur.

Soient X, une courbe lisse absolument irréductible sur F,, j: Uy—>X, un ouvert
de X,, complément de I’ensemble fini de points S,, et &, un faisceau lisse sur U,. Au
n° (1.8), nous avons exploité la formule des traces, sous la forme (1.4.7.2), et la structure
de la monodromie locale, pour étudier la valeur absolue archimédienne des valeurs
propres de Frobenius sur %,, en les points de S, (au sens (1.10.2) ci-dessous). Dans
ce numéro, nous étudierons des valeurs absolues non nécessairement archimédiennes.

Choisissons donc soit @) un isomorphisme ¢ de Q, avec C (cas archimédien), soit
b) un nombre premier ¢', une cléture algébrique Q,, de Q, et un isomorphisme ¢ de Q ,

avec (,—2_,, (cas non archimédien). On normalisera la valeur absolue naturelle de Q,,
par ||¢'||=1/¢', par exemple.
Le lemme (1.8.1) se généralise en le

Lemme (x.10.1). — Soit b>o0. Si, pour tout point x de U, et toute valeur propre o« de F,
sur Foona ||| <6%C), alors, pour tout point x de |S,|, et toute valeur propre o de ¥, sur j, F,,
on a encore ||| < piEX),

Reprenons la preuve de (1.8.1). Nous nous placerons dans le cas non archimédien,
et indiquerons sous forme de resp. les modifications a apporter pour traiter le cas archi-
médien (qui est une légere généralisation de (1.8.1)).

Dans (1.8.1.1), le premier facteur au premier membre converge pour |¢|<1/b
(resp. |¢|<1/gh (1.4.6)). Le second membre n’a pas de pdle pour |¢t|<1/||¢|s, donc
pour |¢|<1/b, par (1.4.4) (resp. pour |¢|<1/gb). Les facteurs restant au premier
membre :

Ldet(1—F,0%% 5, %,)  (xe|S,|)

sont donc sans pdle pour |[¢|<1/b (resp. |¢|<1/gb), ce qui prouve (1.10.1) (resp.
prouve ||wx||<(gb)%%? résultat dont on déduit (1.10.1) en remplagant F, par ses
puissances tensorielles, comme en (1.8.1)).

(xr.x0.2) Soient se|S,[, s, m, 7 comme en (1.8.3), et la représentation &
du groupe de Weil W(%/v). Nous appellerons « valeurs propres de F, sur %, » les valeurs
propres d’un relévement de F,eW(s/s) dans W(y/y), agissant sur &;. Cette termi-
nologie ne sera utilisée que lorsque le choix du relévement n’importe pas (cf. (1.7.4)).

Théoréme (x.10.3). — On se place dans le cas non archimédien. Soit 0<b<c¢<oco.
i, pour tout point x€|Uy| et pour toute valeur propre o de F, sur F,y, on a b%%*<|| || < %%,
alors pour tout point s€S, et pour toute valeur propre « de ¥, sur F,, on a encore :

e <l < .
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Soit se|Sy|. Comme en (1.8.4), on passe & un revétement fini pour supposer
la monodromie locale unipotente : 'action de ICW(y/y) sur & s’écrit :

o> exp(t(c) .N).

Le lemme (1.10.1) assure que les valeurs propres de F, sur Ker(N) satisfont a
[[w|| <c*®°. Puisque ||¢||<1, il en va de méme des valeurs propres de F, sur %;
tout entier (1.6.14.3). L’inégalité 5%¢°<||wx|| s’obtient par passage au faisceau dual.

(x.10.4) Sil’on applique le théoréme (1.10.3) aux puissances extérieures de %,
on obtient une relation entre les polygones de Newton attachés aux F, (xe|U,|), et
aux F, (s€|S,y|). Nous n’énoncerons le résultat que pour ¢ =p (1.10.7): pour ¢ +p,
les valeurs propres de Frobenius sont en pratique toujours des unités ¢’-adiques, et
(1.10.3) n’est jusqu’ici utile que sous la forme suivante :

Corollaire (x.x0.5). — 8%, pour tout point x€|Uy|, les valeurs propres o de ¥, sur F,
sont des unités {'-adiques (i.e. st ||w||=1), alors, pour tout point se|S,|, les valeurs propres
de ¥, sur %, sont encore des unités ¢'-adiques.

En rapetissant U,, on peut remplacer ’hypothése « pour tout xe|U,| », par
« pour tous sauf un nombre fini », et récupérer gratuitement les ¥ manquants.

(r.x0.6) Pour ¢'=p, il est utile de passer du langage des valeurs absolues a
celui des valuations. Pour N une puissance de p, soit donc Vy la valuation de Q?, nor-
malisée par Vg(N)=r1.

Soit (a;);c; une famille finie d’éléments de QP. Son polygone de Newton rel. N est
le graphe de la fonction continue linéaire par morceau =z de [o, |I|] dans R caractérisée
comme suit : n{o)=o0, et si Pon range les vg(e;) en une suite croissante, indexée par
les entiers entre 1 et |I|, la pente de z entre j—1 et j est la j-iéme de ces valuations. La
valeur de n en lentier j (0<j<|I|) est donc la plus petite valuation d’un produit
de j «; d’indices distincts.

Pour xe|X,|, le polygone de Newton de F, en x, rel. 1, est le polygone de Newton,
rel. N(x), de 'image par ¢ du systéme des valeurs propres de F, sur %#,. La valeur en
Pentier j (0<j<rg4, de la fonction correspondante est le plus petit des

J
nombres vy, (wx), pour « valeur propre de F, sur AZ,.

Corollaire (x.x0.7%7). — Supposons que, pour presque tout xe|U,|, F, ait en x le méme
polygone de Newton n, rel. v. Alors, pour s€|S,|, le polygone de Newton n, de F, en s est au-dessus
de n: n,>n, et a les mémes extrémités.

La minoration n,>n reformule la majoration (1.10.3) des valeurs absolues des

J
valeurs propres de F,, pour les faisceaux AZ%;. Le complément « méme extrémité » :
n,(rg F,) =n(rg %,), résulte de ce que pour un faisceau de rang un (en 'occurrence,
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la puissance extérieure maximale de %), la valuation vy, de w, pour « la valeur propre
de F,, est indépendante de x (cf. (1.3.3)).

(x.10.8) On obtient des résultats plus précis en tenant compte de la filtration
de monodromie M. Par exemple :

Corollaire (x.10.9). — Soient <y, et supposons que, pour presque tout xe|U,|, les
valeurs propres o de ¥, sur F, satisfont @ B<vyy)(w)<y. Alors, si n est la partie entiére
de y—B, le logarithme N de la partie unipotente de la monodromie locale, en se|S,|, satisfait
a Nrti=o.,

En effet, si m est le plus petit entier tel que N™"*'=o0, F, admet des valeurs
propres « et «.N(s)™, et on applique (1.10.3).

(x.11) Spécialisation de la monodromie

Proposition (x.xx.1). — Soient S un schéma irréductible, f: X—S un morphisme lisse
purement de dimension relative 1, & fibres géométriquement connexes, g ume section de f et F un
Z,-faisceau lisse sur X. Pour chaque point géométrique s de s, soit Mg Pimage de w, (X5, g(5))
dans Aut((F ["F),i)- Alors, il existe un ouvert U de S tel que, pour tout n, et tout point géo-
métrique 5 de U, M3 soit la fibre en s d’un sous-faisceau lisse M de Aut(g*F [¢"F ) sur U.

Soit I, le revétement fini étale Jsom(F 0" F, f*¢*F [{"F) de X. On a :

gl =otut(g* F [("F).

L’automorphisme identique nous fournit une section g, de I, au-dessus de g. Aprés
avoir rapetissé S, nous construisons simultanément les M", et une tour de revétements
finis étales X, CI,, contenant la section g,, stables par M", et tels que, fibre géométrique
a fibre géométrique, X, soit le revétement galoisien de X qui trivialise & [{"#. On
aura M"=g*(X,/X).

Soit F la fibre de & en un point géométrique. La preuve repose sur les faits que
Aut(F [tF) est fini, tandis que le groupe des automorphismes de F triviaux sur F//F
est un pro-f-groupe.

Prenons la composante neutre de la section g, de I,. Au-dessus d’un ouvert conve-
nable U, de S, cette construction est compatible au changement de base (cf. EGA IV
(9.7.7)). Elle nous fournit, sur U, le revétement X; cherché. On prend M!=g*X,.

Soient L un ensemble de nombres premiers inversibles sur U,, et, pour w; un
groupe fondamental, soit nl¥’ son plus grand quotient qui soit un pro-L-groupe. On
sait que, quitte & remplacer U, par un ouvert plus petit U, les n{(Xs, ¢’(5)) pour s
point géométrique de U s’organisent en un « systéme local » sur U (SGA 1 XIII (3.1),
(3.3) et (4.5), ou le lecteur trouvera un énoncé précis). Pour L={¢}, il agit sur g*%.
A la tour des quotients qui agissent trivialement sur les g*% ("% correspond la tour
cherchée de revétements finis étales X,CI,. On prend M"=g"X .
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Remarque (1.11.2). — Pour que les n{(X;, g(5)) forment un « systéme local »
sur S, il suffit qu’il existe un plongement Xe>X, ol X est propre et lisse sur S, de
dimension relative 1, et ot X est le complément d’un sous-schéma T fini étale sur S
(SGA 1 XTII (4.4), (4.5)). Il suffit méme qu’un tel plongement existe aprés un chan-
gement de base S’—S fini, radiciel et surjectif (que la topologie étale ne voit pas).
Ceci est toujours possible sur un ouvert de S (se ramener par passages a la limite au
cas ou S est spectre d’un corps parfait).

Remarque (x.11.3). — Avec les notations de (1.11.1), remplagons S par U, et
supposons qu’il existe des plongements (1.11.2) :

X; « X,, complément de T,

|

X ¢« X, complément de T.

Les X, /X, sont des revétements modérés. On dispose donc encore d’une tour de
compactifications (1.11.2) : X,~>X,, complément de T, (SGA 1 XIII 5).

Soient 5 un point géométrique de S, teT;, =, le point générique de X;, k(7))
une cloture algébrique de k(n,) et I,=Gal(y,/n,). On dispose d’une classe de conju-
gaison d’applications de I, dans =, (X5, g(s)). Soit M} I'image de I, dans M? (un sous-
groupe bien défini & conjugaison pres). Nous nous proposons de vérifier que si 5; se
spécialise en 5,, et #; en #,, alors M} se spécialise en (un conjugué de) M.

On peut supposer S strictement local. Dans ce cas, #; et #, sont sur une méme
section © de T, et celle-ci se reléve en une section 1" de T,,. Le faisceau M" agit sur T"
et il suffit d’observer que les My sont les fibres en s; et s, du stabilisateur de <"

Tout ceci vaut encore si les plongements voulus n’existent que sur S'/S comme
en (1.11.2), donc en tout cas sur un ouvert non vide de S.

Si 5 est de caractéristique p, et que & sur X; est modérément ramifié en teTs,
Papplication de I, dans M2 se factorise par le groupe d’inertie modéré IP¥)~Z (1).
Si # est modérément ramifié le long de la section = de T[S, avec ¢=1(s), ellese factorise
méme par Z(L)(I)ZI'I(;IL Z,(1), pour L I'ensemble des nombres premiers inversibles

sur S. On dispose alors d’une classe de conjugaison d’applications ¢} de Z,(1) dans Mj.
Ici encore, si 5; se spécialise en 5, et #) en Z,, ¢} se spécialise en ¢f.. Pour la preuve, sinon

pour I’énoncé, voir SGA 1 XIII (2.11).

(x.xx.4) Preuve de (1.3.1). — Les notations sont celles de (1.3.1). On peut
supposer, et on suppose, que dim X,>1. Observons qu’il suffit de prouver ’assertion
aprés une extension finie préliminaire du corps des scalaires F,.

Notons H,(X, Z) le plus grand quotient abélien de =,(X, ¥), et H,(X, 2(p,)) le
plus grand quotient premier a p. L’image de (X, ¥) dans W(X, x)® est le plus grand
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quotient de H,(X, Z) sur lequel Frobenius agit trivialement, et il nous faut montrer

que le plus grand quotient de H, (X, 2(,,.)) sur lequel Frobenius agit trivialement est fini.

Soit U, un ouvert dense quasi-projectif de X, — on prend par exemple U, affine —
et plongeons U, dans un espace projectif P,. Soit V une section linéaire générique de
dimension 1 de U : on prend un point générique géométrique v de la grassmannienne
des sous-espaces linéaires de codimension (dim U—1) de P, le sous-espace D; (sur k(v))
correspondant, et, sur k(y), Pintersection V=(U®gk(n))ND;. Le théoréme de Bertini
assure que, pour » un point base dans V, le groupe fondamental =,(V, ) s’envoie
sur (U, v). On sait par ailleurs que =,(U, v) s’envoie sur =, (X, v). 4 fortiori, H,(V, 2(?'))
s’envoie sur H, (X, Z(p,)). Le groupe H,(V, 2(p.)) ne change pas si on remplace la section
générique V par une section assez générale W (SGA 1 XIII déja cité), et la remarque
liminaire permet de supposer W défini sur F, (i.e. provenant de W, sur F ). Puisque
H,(W, 2@.)) s’envoie sur H, (X, Z(p,)), il suffit de prouver (1.g3.1) pour Wy; ceci a été
fait en (1.3.2).

Remarque (x.1x.5). — La proposition (1.11.1) vaut pour tout morphisme de
type fini f: localisation sur S et un argument a4 la Mayer-Vietoris rameénent a4 supposer
S plat a fibres normales; les arguments de restriction & un ouvert (1.11.4) permettent
ensuite de supposer f lisse et quasi-projectif; ’argument de section hyperplane nous
ramene alors au cas de dimension relative 1 de (1.11.1).
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II. — LA METHODE DE HADAMARD-DE LA VALLEE-POUSSIN

(2.1) La méthode

(2.x.1) Soient I' un groupe isomorphe & Z ou a R, »; un quasi-caractére non
trivial ©,:I'>R’, G un groupe localement compact extension de I' par un groupe
compact G% X un ensemble infini dénombrable, et (x,),cx une famille indexée par
de classes de conjugaison dans G. On fait les hypothéses (A), (B) suivantes. Le lecteur
trouvera des exemples en (2.1.2), (2.1.3), (2.1.9) et au numéro suivant.

(A") Si T est isomorphe @ R, Pextension G est triviale.

Cette hypothése est en fait automatiquement vérifiée.

(A") Si T est isomorphe a Z, le centre de G s’envoie sur un sous-groupe d’indice fini de T'.

Pour démontrer (2.2.10), seul utilisé dans la preuve du théoréme principal,
on pourrait se contenter du cas o G est le produit de I'=Z par un groupe de Lie
compact G de composante connexe G semi-simple.

La condition (A”") n’est pas nécessaire pour prouver le théoréme (2.1.4) ci-dessous :
le groupe n’y apparait que via ses représentations linéaires (continues complexes, de
dimension finie), et si G admet une représentation linéaire dont la restriction & G° a
un noyau fini, (A’’) est automatiquement satisfaite (1.3.10).

Pour seC, posons o,=w]. Notant encore w, le morphisme composé G—>I‘3§C",
on pose No=w_4(x,). Si I' est isomorphe & Z, on note ¢ et deg le nombre >1 et I’iso-
morphisme de ' avec Z tels que ;(y)=¢""*". On a ©,=w, 451, Notant encore
deg le morphisme composé G-—>I'"¢—Z on pose deg(v)=deg(x,).

Soit ¢ un élément du centre de G d’image non triviale dans I'. Il en existe par
hypothése. Une représentation linéaire complexe ©:G—GL(V) est unitarisable si et
seulement si t(g) P’est : d’une structure hermitienne invariante par g on en déduit une
invariante par G par intégration sur le groupe compact G/g% Si 7 est irréductible,
donc t(g) scalaire, il existe un unique nombre réel ¢ tel que |7(g)| =w,(g), et T.o_4
est unitarisable. On appelle o la partie réelle Z(z) de =. On a Z(r.w,)=Z(r)+ Z(s).

Soient G P’ensemble des classes d’isomorphie de représentations irréductibles de G,
et G Pensemble de celles qui sont unitaires. Les ensembles {r.cw,|seC} forment une
partition de G, et P'application si>t.w, identifie {r.w,|seC} au quotient de G par
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un sous-groupe discret de iR si T'~Z, et 3 Csi I'~R. Nous munirons G de lastructure
de surface de Riemann pour laquelle il est la somme disjointe de ces quotients.

(B') Pour tout veX, on a No>1.
(B") Le produit infini EZ(I_NU_S)_i converge absolument pour R(s)>1.

Pour I' isomorphe a Z, ces conditions peuvent se récrire : deg(v)>o, et, pour

tout >0 :
#{v| deg(v)=n}<O(g" ).

L’hypothése (B") assure que, pour ~eG, le produit infini :
L(r)= l(;lzdet(l—'|.'(x,,))_1

converge absolument pour Z(t)>1. Chaque facteur est holomorphe en 7 pour %(z)>o,
et L(r) est fonction holomorphe de = pour Z(r)>1. On pose L(z, s)=L(r.0,).

Exemple (2.1.2). — Supposons que I'~R, et donnons-nous un isomorphisme de
Pextension G avec G°xT. Soit &) la composante de x, dans G°. La situation est entié-
rement décrite par le groupe compact G°, la famille des classes de conjugaison x0 dans G°
et la famille des nombres réels Nv>1. Les axiomes (A) (B) deviennent : le produit
infini l;[ (1—Nuv~*)~! converge absolument pour Z(s)>1. Cette situation est considérée

par Serre dans [11], IA2, et nous renvoyons le lecteur aux exemples que donne Serre.

Exemple (2.1.3). — Soient X, une courbe lisse absolument irréductible sur F,,

K son corps des fractions et ¥ un point géométrique de X,. Soit G I’extension :
deg

o—m(X, ¥) > W(X,, x¥) >Z—o,
o (n)=q ", Z=|X,| et x, le Frobenius géométrique F,. On a w_,(x,)=Nv. La
condition (A”) n’est en général pas satisfaite, mais cf. les remarques aprés (A’’). Les
conditions (B) sont satisfaites. Les fonctions L(r, s) sont les fonctions L d’Artin associées
aux représentations irréductibles de Gal(K/K), non ramifiées sur X,, ou plutét ces
fonctions L privées des facteurs locaux hors de |X,| et translatées en s.

Théoréme (2.1.4). — Avec les hypothéses et notations de (2.1.1), supposons que la
Jonction Li(x) se prolonge en une fonction méromorphe de © pour R(t)>1 et que, dans cette région
R(t)>1, elle est holomorphe sauf pour un pole simple en o,. Alors, la fonction L(t) ne s’annule
pas pour R(v)=1, sauf pour au plus une représentation vy, de dimension 1 et définie par un
caractére w,c avec € d’ordre 2.

Pour une représentation = non nécessairement irréductible, on définira encore L(t)

et L(r,s) comme en (2.1.1). On pose L'(r)= 7 L(x, s) . On a dans le domaine
de convergence : g =0
L’
(2.1.4.1) —f(r)zvgzlog No.Tr =(x).
n>0
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On peut plus généralement prendre pour t une représentation virtuelle, i.e. un élément
du groupe de Grothendieck de la catégorie des représentations de G. Pour 7 unitaire
et ¢ réel >1, w,7 est dans le domaine de convergence et (2.1.4.1), appliqué a o,.7,
se récrit :

LI
(2.1.4.2) — — (0g7)= 2 (log No.(No)~") Tr (a).
L vEX
n>0
Soit w une mesure sur G, voire sur ’ensemble des classes de conjugaison de G.
Pour toute représentation unitaire virtuelle © de G, nous poserons :

(2.1.4.3)  B(s)=]Tr(g)dp.

L’intégrale converge si la masse totale de |u| est finie. Nous appellerons alors la fonc-
tion t0(r) la transformée de Fourier de . Si 'on n’impose pas & v d’étre unitaire, on
parle de méme de transformée de Fourier-Laplace. Si p est positive, de masse totale finie,
on a pour toute représentation unitaire virtuelle p :

(2.1.4.4)  B(s®)>0 (pour w>o).

La formule (2.1.4.1) exprime que, pour ¢>1, A (7)=— —(w,7) est la trans-
formée de Fourier de la mesure positive de masse totale finie :

(2.1.4.5) = 2 log No.No~"°.3[+"]
vEZ
n>0

sur G (on écrit 3[a] pour la mesure de Dirac en a). Pour toute représentation unitaire
virtuelle p de G, de caractére réel et >0, on a donc A (p)>0 pour ¢>1; en particulier,
pour toute représentation unitaire virtuelle p, on a :

(2.1.4.6) A (p®p)>0  (pour o>1).

Pour 7eG, soit v(r) Pordre du péle (I’opposé de I’ordre du zéro) de L en to,.
On prolonge v par additivité au groupe de Grothendieck de la catégorie des représen-

4

tations unitaires de G. Pour v dans ce groupe, la fonction —f(To@s) n’a que des pdles

simples, et son résidu en tw; (veG) est v(r). Faisant tendre ¢ vers 1 dans (2.1.4.6),
on trouve donc que pour toute représentation unitaire virtuelle de G :

v(p®p)>o0.
Le théoréme résulte du lemme suivant

A

Lemme (2.1.5). — Soit v une fonction & valeurs entitres sur G. On suppose que :

a) pour la représentation triviale 1, v(1)=1;
b) v(v)=v(3);
c) v(r)<o pour t£1;
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d) prolongeant v par additivité au groupe de Grothendieck des représentations unitaires de G, on a,
pour toute représentation unitaire o de G :

v(p®p)>o0.

Alors, v(tr)=o0 pour ©=1, sauf pour au plus une représentation =, de dimension un et définie
par un caractére d’ordre deux.

Dans ce lemme, G n’apparait que via ses représentations unitaires. Ceci nous
permet de le remplacer par un groupe compact (son adhérence dans le produit de ses
représentations unitaires) et de ramener (2.1.5) a la variante suivante.

Variante (2.1.6). — Méme énoncé que (2.1.5), mais cette fois G est un groupe compact
(et G Pensemble de ses classes d’isomorphie de représentations irréductibles).

Dans la preuve de (2.1.6), si p est une représentation de G, nous écrirons p(g)
pour la valeur en g du caractére de p, et nous identifierons représentations et caractéres.
Pour teG, nous notons [p: ] la multiplicité avec laquelle + apparait dans p. On a

[e: ] :fp_(z)—r(g)dg, la mesure de Haar dg étant normalisée pour étre de masse totale 1.

Lemme (2.x.7). — Soit T un ensemble fini de représentations irréductibles du groupe
compact G. Pour tout €>o0, il existe une représentation o de G telle que :

[e®p:7]>(1—¢) dim <. [p®p: 1] pour tout <eT.

Soit X 1’algébre des combinaisons linéaires & coefficients complexes de caractéres.
On sait que X est stable par ¢(g)¢(g) et par ¢(g)> (g™ "), et est dense dans I’algébre
des fonctions continues centrales sur G. Quels que soient ¢, g,>>0, il existe donc p,eX
qui est :

a) réel, strictement positif, tel que py(g)=po(g™ "), et tel que sa masse soit concentrée
autour de e au sens suivant :

b) il existe un voisinage V de ¢ dans lequel |v(g)—=(e)|<e;7(e) pour tout zeT, et
tel que :

fG—V leo(2) ]2dg§azf(}| eo(8) %

D’aprés a), p, est combinaison linéaire a coefficients réels de caracteres irréductibles.
On peut méme supposer les coefficients rationnels, voire entiers (multiplier p, par un
entier).

Posons :
eo=2mn(y)y ~ (somme sur les caractéres irréductibles)
t— X 4n on a py=pt—p~
o=, 2 ( Po=p"—p")
et : e=pt+p .
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Prenons ¢,+¢,<e. Pour 7eT, on a alors :
[e®p: T]=[pe®Po: 7] +2[p* ®p™ +p~®p* : 7]
> [po®%0 : 71=]p0(&) *+(g)dg
Z(I—S)T(B)J‘IPo(g)lzdg=(l—8)7(6) [eo®Po : 1]=(1—¢)dim(7)[p®p : 1],
d’ou le lemme.
(2.1.8) Prouvons (2.1.6). Soit T une partie finie de G, avec 1¢T, et soit p
comme dans (2.1.7). Puisque v(¢)<o pour c#1, on a:
0<v(s®F) =2 [6@7 : olv(s)<[e®F: (1) + I, [68F: 7I(x)
<[e®p: I].(v(I)—l—(I—s)TgTdim(‘r).v(‘t‘)).

Faisons tendre ¢ vers o et prenons T de plus en plus grand.
On trouve :

zAdim T.v(tr)>0
T€G

et (2.1.6) en résulte.

(2.1.9) Expliquons le titre du chapitre. Avec les notations de (2.1.2), le cas
de la fonction ¢ de Riemann correspond 2 G°={e¢}, X =1ensemble des nombres pre-
miers, et Np=p. On a :

U sy,
_ - 1 . ns
Us)  ann ogp.p
de sorte que, pour ¢>1, la fonction det AJt):—%{—z%) est la transformée de
c

Fourier de la mesure positive X log p.p~".8[n log p]. C’est donc une fonction positive
p,n
au sens de Bochner; en particulier, elle satisfait la sempiternelle inégalité :
89, (0) + 42A (1) + 2A ,(2)> 0

dont Mertens déduit le théoréme de Hadamard et de La Vallée-Poussin selon lequel
¢ ne s’annule pas pour #s=I.

(2.x.10) II est classique que la non-annulation de L(r) pour #(x)=1 implique
une équidistribution des x,. Le cas ot I' est isomorphe & R est traité en détail dans
Serre [11], IA2. Je traiterai ici du cas ou I' est isomorphe & Z. Faisons donc les hypothéses :

(C) la fonction L(r) admet un prolongement méromorphe pour Z%(r)>1; dans ce
domaine, elle a un péle simple en w,, et aucun autre poéle, et elle ne s’annule pas
pour Z(v)=1;

(D) T est isomorphe a Z.
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Soit z un élément central de G, de degré d>o. L’espace G% des classes de conju-
gaison de G est le quotient de G par le groupe compact G/z% agissant par automorphismes
intérieurs. Il est somme disjointe des G, pour G ’ensemble des classes de conjugaison
de degré n, et la multiplication par z* induit un isomorphisme de GY avec G%_,,.

Considérons les mesures suivantes sur G et G% :

pil= Z deg(v)g"**3[x],
n>0
dg=1la mesure de Haar sur G pour laquelle G° est le volume 1,
o =1le produit de dg par la fonction caractéristique de I’ouvert ot w_,;>1,
pd=1la projection de y, sur G4

Proposition (2.x.11). — St (C) et (D) sont satisfaites, la transformée de Fourier-Laplace
de p8—ul (qui converge pour ~eG, Z(z)>0) se prolonge en une fonction holomorphe de = pour
Z(7)> 0.

LI

Par (2.1.4.1), la transformée de Fourier-Laplace de u est —%f(wl.r).

0g ¢

Dans le domaine

— 8

Celle de u§ s’annule en dehors des «,, et sa valeur en o, est —.

R(t)>o0, Y et {if sont donc méromorphes, avec pour seul péle un pdle simple de
résidu 1/log ¢ en w,. La proposition en résulte.

Pour comparer les mesures pf et p§ sur G, nous les raménerons dans un G avec
0<:<d, par translation par une puissance de z. On a

Théoréme (2. 1. 12). — Sous les hypothéses (C) et (D), quel que soit i, la mesure z"(u%|GH,.,.4)
sur G converge vaguement vers z~"(u§|Gh,,q) pour n—>co.

Des arguments bien connus ([11], IA1) montrent que (2.1.12) équivaut a I’asser-
tion suivante, ol z n’apparait plus :

Corollaire (2.1.13). — Pour toute représentation unitaire ~ de G, de caractére encore noté =,
on a [+(6)(Wi—uf)dg—>o0 pour n—>co.

Prouvons (2.1.13). Pour =z>o0, posons anszhr(g)(ph~p§). En .0, la

transformée de Fourier-Laplace de pi—p vaut Xa,q~™. D’aprés (2.1.11), la série de
puissance 2a,t" est une fonction holomorphe de ¢ pour |¢|<1, donc aussi pour ¢ dans
un disque un peu plus grand, de sorte que g, décroit comme une série géométrique.
(2.2) — Pureté et compacité

Les conventions (0.%7) sont en vigueur.

(2.2.1) Soit Gy un schéma en groupes sur C, extension de Z par un groupe
algébrique G, dont la composante neutre G’ est semi-simple :

(2z.2.1.1) 0-+>Gi—>Gy—~>Z—o.
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D’apres (1.3.10), le centre Z; de G, s’envoie sur un sous-groupe d’indice fini
de Z. Le schéma en groupe G¢/Z est donc un groupe algébrique (i.e. est de type fini).
Choisissons un sous-groupe compact maximal U dans G¢/Zg, et notons Gy son image
inverse dans G¢. L’intersection G de Gy avec G est un sous-groupe compact maximal
de Gg, et 'on dispose d’une suite exacte :

(2.2.1.2) 0—>G%—>Gg—~Z->o.
Lemme (2.2.2). — Deux éléments de Gy conjugués dans Gg sont conjugués dans Gg.

Si K est un groupe compact, ses classes de conjugaison sont séparées par les carac-
téres de ses représentations complexes irréductibles, et on sait que celles-ci se prolongent
en des représentations algébriques de son complexifié K. Deux éléments de K conjugués
dans K sont donc conjugués dans Kg. Si Z’ est le sous-groupe de Gy engendré par
un élément central de degré non nul, on prouve (2.2.2) en appliquant ce qui préceéde
au groupe compact Gg/Z’, et en observant que deux éléments de Gz de méme degré
sont conjugués si leurs images dans Gg/Z’ le sont.

(2.2.3) Un élément de G est dit semi-simple si son image dans le groupe algé-
brique Gg/Zg Pest, unipotent $’il est contenu dans G§ et unipotent dans ce groupe algé-
brique. Tout élément g de G s’écrit de facon unique comme produit g=g.g,= g,8;,
avec g, semi-simple et g, unipotent. Cela résulte du méme fait pour G¢/Zy, et de ce
que les éléments unipotents de G s’envoient bijectivement sur ceux de Gg/Z.

(2.2.4) Soit X, un schéma de type fini sur F,, normal et géométriquement
connexe, muni d’un point base xeX. Le groupe de Weil W(X,, ) est une exten-
sion (1.1.13.1) de Z par le groupe fondamental géométrique =, (X, ¥). Soit un morphisme
d’extensions :

0 — (X, x¥) — W(Xy,¥) —Z —> o0

l Lo

o—> GO G Z — o,

satisfaisant aux conditions a), &), ¢) suivantes :

a) G° est un groupe algébrique sur Q ,, extension d’un groupe fini par un groupe
semi-simple.

Cette hypothése implique que G admet des représentations linéaires fideles.

b) Le groupe G° peut étre défini sur une extension finie suffisamment grande E
de Q, dans Q,, et G°(Q,) est la réunion des groupes topologiques G°(F), pour F une
extension finie de Q, dans Q, contenant E. On suppose que la premiére fléche verticale :

7 (X, ¥) - G%Q,) se factorise par un homomorphisme continu de (X, ¥) dans
un G(F), et que 'image de =,(X, x) est Zariski-dense dans G°.
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En conséquence, pour toute représentation linéaire (V, ) de G° (resp. de G),
on a V¥=Vr&2  Chaque représentation linéaire (V, ) de G définit une représen-
tation /-adique de W(X,, ¥), d’oit un faisceau lisse %y(r), muni d’un isomorphisme
de W,(X,, ¥)-représentations Fy(t);~V. Via cet isomorphisme, on a :

V& =Vr&o = H'(X, #(1)).

¢) Il existe une représentation linéaire V de G, dont la restriction a G® soit de
noyau fini, telle que le faisceau lisse correspondant soit t-mixte.

D’aprés (2.2.8) (i), pour toute représentation (V, 1), Z,(r) est alors i-mixte.
La conjecture (1.2.9) implique que la condition ¢) est toujours remplie.

Exemple (2.2.5). — Soient %, un faisceau lisse t-mixte sur X,, V=%,; et sup-
posons que la restriction a w;(X, x) de la représentation V de W(X,, x) soit semi-simple
(par exemple : %, semi-simple). On définit G comme en (1.3.7), et la preuve de (1.3.9)
montre que les hypothéses de (2.2.4) sont satisfaites.

Etendons les scalaires de Q, & C, par lisomorphisme .. On obtient une suite
exacte (2.2.1.1). Choisissons Gz comme en (2.2.1).

Proposition (2.2.6). — Soit ve|X,|, et soit \F, Pimage d’un Frobenius géométrique
F,eW(X,, ¥) par Papplication composée W (X,, x) —>GL>GC. La composante semi-simple (\F,),
de \F, est alors conjuguée & un élément de Gy, et ce dernier est unique a Gg-conjugaison pres.

L’unicité résulte de (2.2.2). Prouvons P’existence. Soient V comme en (2.2.4) ¢)
et V, les constituants de la représentation V. Si V; se déduit de V, par torsion (1.2.7)
et que V'=(DV., la représentation V’satisfait encore les hypothéses de c). Remplagant
V par V' convenable, on peut donc supposer que G agit sur V via un quotient G/Z’,
avec deg Z’ d’indice fini dans Z. Les faisceaux déduits des constituants de V' sont alors
ponctuellement t-purs, et de poids déterminantiel o (cf. (1.g.12)), donc ponctuellement
-purs, de poids o : pour ve|X,| et « une valeur propre de F, sur un quelconque consti-
tuant de V, on a |w|=1. Notons t la représentation de G sur V, et soit =(iF,), la
composante semi-simple de ©(uF,). Puisque <(.F,), a pour valeurs propres des nombres
de valeur absolue 1, le groupe (t(.F,),)% est relativement compact dans GL(V). Puisque
V, est une représentation linéaire de noyau fini du groupe algébrique de type fini G¢/Zg,
on a =(F,),=7((.F,),), et l'image dans Gg/Zg du groupe (iF,)% est relativement
compact donc contenue dans un sous-groupe compact maximal; ceux-ci étant tous
conjugués, (.F,)

, est contenu dans un conjugué de Gg.

(2.2.7) Soient maintenant Gy comme ci-dessus, extension de Z par le groupe
compact G} et :

Z = | XO l,
x, = la classe de conjugaison, dans Gg, d’un conjugué de (iF,),,

o, 1 g g %0,
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Ces données sont du type (2.1.1), et satisfont aux axiomes (A) et (B’). Le produit
infini en (B”) est celui qui définit la fonction { de X,. Il converge pour %s>dim X,
(1.4.6). Dés lors :

— si dim X,=1, les axiomes (A), (B) sont vérifiés;

— si dim X,=N, ils le deviennent si on prend pour caractére «, non pas ¢~ %%? comme
ci-dessus, mais ¢ %24, Dans la suite, nous garderons le choix (2.2.7) de «,, et
modifierons en conséquence les énoncés du n® (2.1) lorsque N>1. Par exemple,
pour 7 unitaire, les produits L(r, s) convergent pour %s>N.

La relation entre les fonctions L de (2.1) et les séries formelles /-adiques Z de
I.(1.14) est donnée par la proposition suivante, de vérification laissée au lecteur.

Proposition (2.2.8). — (i) Les foncteurs « extension des scalaires par v » et « restriction
& Gg» sont des équivalences de catégories : (représentations linéaires de G)— (représentations linéaires
de Gg) — (représentations complexes continues de Gyg). Pour © une représentation complexe continue
de Gy, soit Fy(v,) le faisceau déduit de la représentation £-adique correspondante ©, de W(X,, x).
St © est irréductible, ce faisceau est ponctuellement -pur de poids 2R ().

(i) Posons Z(F(z), t)= l_|[x Idet(I—Fmt‘“g‘”‘, Fo(7)™Y). La fonction L(x, s), définie

z€ | X,
pour Rs assez grand, admet le développement en puissances de q~° suivant :
(2.2.8.1) L(, s)=LZ(570('r,),t)‘
=q5

Corollaire (2.2.9). — §¢ dim(X,)=1, la fonction L(z) remplit la condition (C)

de (2.1.10).

Vérifions les hypothéses de (2.1.4), i.e. que :

a) si la représentation irréductible = est unitaire, et n’est pas de forme oy, la fonc-
tion L(r, s) est holomorphe pour #Zs>1;

b) la fonction L(w,) est méromorphe pour #s>1, avec pour seul péle dans cette
région un poéle simple en ©,=w;.

D’aprés Grothendieck, on a :
det(1—Ft, HX(X, Z (1))

(2:2.9.x) 2 0= 5ot ;T B, (=) det(1— Ft, X, # (=)

Dans le cas a), la restriction de = & G} est non triviale. La restriction de 1, & 7,(X, ¥)
est donc non triviale, et le dénominateur vaut 1. On conclut par (2.2.8) (ii).

Dans le cas 4), L(w,)={0x,(s), et Iassertion est classique. On peut aussi la prouver
par voie cohomologique : la formule (2.2.9.1) assure que Z(X,, ¢) est une fonction
rationnelle avec au plus des pdles simples en t=1 et t=¢ ', et s’il n’y avait pas de
pole en ¢!, les arguments de (2.1.12) montreraient que le nombre # X,(Fpn) est borné
indépendamment de 7, ce qui est absurde.
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Ceci nous assure, par (2.1.4), que L(r) vérifie (C), sauf peut-étre pour un zéro
en ©;.s, avec ¢ d’ordre 2. Le caracteére € de W(X,, ¥) correspond & un revétement
double X; de X,. La fonction :

Cx:,(s)z cx,(‘) -L(w,.¢)

ayant un pdle simple en s=1, la fonction L ne peut s’annuler en ce point.

On peut déduire de (2.1.12) et (2.2.9) des résultats d’équidistribution a la Sato-
Tate. Nous en repoussons la discussion a (g.5), pour pouvoir traiter le cas de
dimension >1.

La variante suivante de (2.2.9) nous sera d’un usage plus commode :

Corollaire (2.2.10). — Soient X, une courbe lisse sur ¥, et Fy un faisceau lisse vpur
de poids B sur X,. Alors, si o est une valeur propre de F sur Hy(X, F), on a w(x)<B+ 2.

Ce corollaire améliore la majoration triviale w, («)<B-+2 de (1.8.2). Il sera
amélioré en (3.2).

La validité de (2.2.10) est invariante par une extension préliminaire des scalaires
de F, 4 F,, : ceci remplace F par F”, et w, par w,. Puisque H (X, &) est somme sur
les composantes connexes Y, de X, des H:(Y, #), nous sommes ramenés au cas ot X,
est absolument irréductible.

Si &%, figure dans une suite exacte courte o—>%; —>Z,—>%,’ —o0, la suite exacte
longue de cohomologie :

—~Hi(X, #)->H|(X, #)>H|(X, #") >

N

nous raméne a prouver (2.2.10) pour &, et &' : on peut supposer %, irréductible.

Les hypothéses de (2.2.5) sont maintenant vérifiées par (X,, %,). Si on y tient,
et que, non seulement on procede a une extension du corps de base, mais encore qu’on
remplace X, par un revétement (ce qui est loisible, car la cohomologie de X s’injecte
dans celle d’'un revétement), on remplace G par un sous-groupe d’indice fini, et on
peut supposer G de la forme G°XxZ.

Soient xe|X|, G comme en (1.3.7) et 7, la représentation naturelle de G sur Z;.
On a #,=%y(t;). On se raméne par torsion (1.2.7) a supposer que P=o. Dans
ce cas, avec les notations de (2.2), 7, définit par extension des scalaires par ¢ une repré-
sentation v de G dont la restriction & Gy est unitaire. D’aprés (2.2.9), L(r.w,) est
donc holomorphe inversible pour %Zs>1, sauf qu’elle a un pdle simple pour o, = ;.

A

Il reste a appliquer (2.2.8.1), (2.2.9.1).
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III. — LE THEOREME FONDAMENTAL

(3.1) — Un calcul de cycles évanescents

Les résultats de ce paragraphe serviront a calculer, modulo entiers, les poids de
certains groupes de cycles évanescents.

(3.x.1) Soient S une surface projective et lisse sur un corps algébriquement clos %,
D un diviseur a croisements normaux sur S, V=S —D, jl’inclusion de V dans S et #
un faisceau sur V, modérément ramifié le long de D. Nous nous proposons d’étudier
par la méthode des pinceaux de Lefschetz les groupes de cohomologie H:(V, #).

Comme dans I.5, on plonge S dans un espace projectif P, et on la balaie par un
pinceau d’hyperplans (H,),o,«. Notations : A* est une droite dans I’espace projectif
dual P, elle paramétrise les hyperplans contenant un sous-espace de codimension 2
de P, Paxe A du pinceau; pour teA*, S, est la section hyperplane SNH, de S; SCSxA*
est Pespace des couples (x, ¢) tels que xeH,; V est I’'image inverse de V dans S, et les
applications premiéres et secondes coordonnées définissent un diagramme :

V-V
J j

T ~

(3.1.1.1) S<—S 1
f

Alk

Que des lettres y désignent deux applications ne devrait pas créer de confusion. Les
fibres de f:S->A* sont les S,.
On fait les hypothéses de position générale (A) a (D) suivantes.

(A) L’axe A est transverse a S et disjoint de D; ’espace S est donc lisse, déduit
de S par éclatement des points de ’ensemble fini SNA. Aucunde ces points n’est sur D,
ce qui nous permet d’identifier D & un diviseur de S.

(B) Les seules singularités de f sont des points quadratiques ordinaires; aucun de
ces points critiques n’est sur D.

(G) Sur le normalisé D’ de D, les seules singularités de f sont des points quadra-
tiques ordinaires. Aucun de ces points n’est au-dessus d’un point singulier de D.

Un point de S sera dit exceptionnel s’il est de I'un des trois types (a) un point critique
de fsur S, (b) un point critique de f sur D’, (¢) un point singulier de D. Une fibre S,
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(teA") de f sera dite exceptionnelle si elle contient un point exceptionnel et on dira
alors que ¢ est exceptionnel.

(D) Chaque fibre exceptionnelle ne contient qu’un point exceptionnel.

Les fibres exceptionnelles sont donc de I’'un des trois types suivants :

(3.1.1.2)
D
D
S, S, S, D
a) courbe ayant un point double b) tangence de D ¢) deux branches de D

a tangentes distinctes ; avec S;; se coupent sur S;.

Les cohomologies de V et V sont lides par un isomorphisme canonique :
(3.1.1.3) H:(V, %) 2 HY(V, F)OH(VNA, F)(—1) placé en degré 2).

Pour la suite, il nous suffirait de savoir l’injectivité :
(3.1.1.4) o Hy(V, F) o WV, n %);

le transposé par dualité de Poincaré de =»*: H*(V, #) — H*(v, ' %) est une rétraction
de (3.1.1.4).

Pour étudier la cohomologie de ¥, nous utiliserons la suite spectrale de Leray :
(3.1.1.5) Et=HP(A*, RYf;n* F) = HPHo(V, o F).

Les faisceaux RIfin*#F =R, (5" F) sont lisses, sauf en les valeurs exceptionnelles de f.

Soient ¢ une valeur exceptionnelle de f, Aj) I’hensélisé de A* en ¢ (un trait stric-
tement hensélien) et % un point générique gfométrique de Aj. Appliquons la théorie
des cycles évanescents a I'image inverse de S, jn"#, sur Aj. Les faisceaux de cycles
évanescents 7= ®I(;*F) sont concentrés au point exceptionnel x de S, et I'on trouve
une suite exacte longue :

(3.1.1.6) SRR F), > RY T F): > D>

(3.1.2) Nous nous proposons de calculer les ®Z, ou plutét leur gradué pour une
filtration convenable, sous I’hypothése additionnelle suivante.

(E) La monodromie locale de & autour de D est unipotente.

Soient deD, S le localisé strict de S en d et V|, 'image inverse de V dans S.
L’hypothése (E) assure que I'image inverse de & sur V; admet une filtration finie F
(par des sous-faisceaux lisses) telle que les faisceaux Gry(F) soient constants sur V.
On note Gri(F),; la fibre en d du prolongement constant de Gry(F) sur S : c’est
HY(V,y), Gri(#)).
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Nous utiliserons la notation suivante : si B est un ensemble & deux éléments,
¢(B) est un groupe muni de deux isomorphismes opposés avec Z, indexés par B. Par

2
exemple, AZ® ou ZB/(Z diagonal).
Distinguons trois cas, selon la nature du point exceptionnel x de S, (3.1.1.2).

(3.1.3) Cuas (a). — Puisque j,=*F est lisse en x, on a @%(jn"F)=04(Q,)®F,,
et ®3(Q,) est donné par la théorie de Picard-Lefschetz (en dimension relative 1) :
®4(Q,) =0 si g=+1, etsi B est 'ensemble & deux éléments des branches de g, en x,
on a ®(Q,)=Q,(—1)®¢(B). Au total :

(3.1.3.1) Qi F)=0 pour g*1 et
(3.1.3.2) O, (=" F) = F,(—1)®<(B).

On peut donner de 'isomorphisme (3.1.3.2) la description suivante (que nous n’uti-
liserons pas). Si W est la variété des cycles évanescents en x, il provient d’isomorphismes :
(3.1.3.3) Zje = H(W, upm) = 0z(Z/t"(1)) ;

si u et v sont des équations locales pour les deux branches de S, en x, le générateur
canonique de H*(W, u) est défini par le revétement kummérien Tp=ur~ '

(3.1.4) Cas (b). — Supposons d’abord que Z soit le faisceau constant Q,. Soit
la suite exacte courte :

(3.1.4.1) 0—>le,—>§_,->§,[,—>0.

Les groupes de cycles évanescents @} sont nuls pour le faisceau constant (_2_,, puisque

f est lisse en x. Pour Q,p, ils coincident avec le groupe analogue calculé sur D, et la
suite exacte longue déduite de (3.1.4.1) par application du foncteur cohomologique ®;
fournit des isomorphismes :

(3.1.4.2) Q)2 ¢(D, Q).

Si B est ’ensemble des deux points de 'hensélisé D ,) au-dessus de 7, on a donc :
(3-1.4.3)  ®(jQ)=0 pour g*1 et
(3-1-4.4) 0,(7Q,)=Q,®<(B).

Dans le cas général, soit F une filtration comme en (g.1.2). On trouve par
dévissage que :

(3-1.4.5) QY(jm" F)=0 pour g#I1
et que OL(;7*F) admet une filtration F, pour laquelle :
(3.1.4.6) Gri®!(jn* F) = Gri(F),®<(B).
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(3.1.5) Cas (c). — Soit B I’ensemble a deux éléments des branches de D par x.
Notant 7 la projection dans S ou S de la normalisée D’ de D, on a au voisinage de x une
suite exacte :

(3.1.5.1) 0—>j!Ql—>Ql—>i*Q,——>Qh®s(B)—>O.

Puisque f est lisse en x, et que fy est lisse en les deux points de D’ au-dessus de x, les fais-

ceaux @ sont nuls pour Q, et :,Q,. On obtient donc des isomorphismes :
(3.1.5.2) 04(,Q,) = D4 *(x, Q,®<(B)).

Les ®(x, Q,®¢<(B)) sont nuls pour g+—1, et ®;'(x, Q,®(B))=Q,®c(B). Ceci
fournit la valeur des ®(j,Q,) et, par dévissage, celle de ®I(jn*F) :

(3.1.5.3) Oi(ji="F)=o0 pour g=*1,
et, pour F comme en (g.1.2) :

(3.1.5.4) Grp®@}(ji=" F) =Gryp(F),©<(B).
(3.2) — Dimension 1

Les conventions (0.7) sont en vigueur.

Proposition (3.2.1). — Soient X, une courbe lisse absolument irréductible sur ¥, et F,
un faisceau lisse ponctuellement w-pur et -réel sur X,. Alors, les polynomes  det(1—Ft, H: (X, F))
sont & coefficients réels.

Dans la formule de Grothendieck, (1.4.7.1), les facteurs au membre de gauche sont
par hypothése des polynémes réels et la fonction rationnelle au membre de droite est réelle.
Soit B le poids de #,. D’aprés (1.4.4) et (2.2.10), les zéros de ¢ det(1—F¢, HA(X, %))
(pris avec leur multiplicité) sont ceux des péles de cette fonction rationnelle qui sont
de valeur absolue ¢~ ®*22 Leur ensemble est stable par conjugaison complexe, et le
polynéme t det(1—Ft, HA(X, #)) est réel. Si X, est affine, le H? est nul. Si X, est
projective, c’est le dual de H3(X, #~(—1)) (dualité¢ de Poincaré), et le polyndme
vdet(1—Ft, H3(X, #~(—1))) étant réel, on trouve dans tous les cas que le polynéme
vdet(1—Ft, HY(X, #)) est réel. Le dénominateur au membre de droite de (1.4.7.1)
est donc réel, et le numérateur 1 det(1— F¢, Hi(X, #)) doit ’étre également.

Remarque (3.2.2). — Les arguments de (0.5) montrent que (g.2.1) vaut sans
hypothese d’irréductibilité absolue.

Théoréme (3.2.3). — Soient X, une courbe projective et lisse sur ¥, j:Us—>Xy un
ouvert dense de X, et Fo un faisceau lisse ponctuellement v-pur de poids B sur U,. Alors les valeurs
propres o de F sur H(X, j,F) satisfont & wy(a) =8+ 1.
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Pour une description des grandes lignes de la démonstration, je renvoie a Pintro-
duction. Pour i=1, le groupe H'(X, 7, %) est aussi 'image de H(U, %) dans H (U, &)
(cf. les groupes de cohomologie « parabolique » rencontrés dans 1’étude des formes
modulaires).

Nous commencerons par prouver par récurrence sur k la proposition suivante qui,
pour k=o, résulte de (1.8.2).

Lemme (3.2.4) (k). — Soient U, une courbe lisse sur ¥, et F, un faisceau lisse ponc-
tuellement ~pur de poids o sur U,. Alors, les valeurs propres o de F sur HL(U, F) satisfont &
w () <1427"

(3-2.5) (k) Si U, est un ouvert dense d’'une courbe X :j: U,—>X, et que %, est
un faisceau sur X, la suite exacte longue de cohomologie définie par la suite exacte
courte 0—>), 1" Yy —~>Y,—>%,/[),J*%,—0 fournit une surjection :

Hy(U,j"9)=H,(X, ;" %) » H(X, 9).

Si U, est lisse, et que 7%, est lisse et ponctuellement w-pur de poids B, il résulte
donc de (3.2.4) (B) et d’'un argument de torsion (1.2.%7) que les valeurs propres de F
sur Hy(X, ) satisfont 2 w,(a) <B 414275

(3.2.6) Soit £>o0. Admettons (3.2.4) (k) (et son corollaire (3.2.5) (%)) et
prouvons (3.2.4) (k+1). Nous le ferons d’abord sous les hypothéses (A) & (C) ci-dessous.
Soit X, la courbe projective et lisse dont U, est un ouvert dense.

(A) Le faisceau & sur U est modérément ramifié, 2 monodromie locale unipotente,
en les points de X—U.

Soient S,=X,xX,, V,=U,xU,, D,le diviseur a croisements normaux de S,
dont V, est le complément, plongeons S, dans un espace projectif P, et balayons S,
par un pinceau d’hyperplans d’axe A;CP,. On suppose que le plongement et le pinceau
peuvent étre pris de sorte que

(B) S, D et le pinceau de sections hyperplanes d’axe A remplissent les conditions
de position générale (A) a (D) de (3.1.1).

On fera enfin ’hypothése de commodité :

(C) Les points exceptionnels (3.1.1) sont définis sur F,.

Les fleches du diagramme (g.1.1.1) proviennent par extension des scalaires de
morphismes de F -schémas, que nous désignerons par les mémes lettres f, =, j. Nous
noterons T, Pensemble fini des valeurs exceptionnelles de f, W, le complément de T,
dans A} et w l'inclusion de W, dans Aj.

Soit ¥G,=F K F,=pr;iF,®pr;#, le produit tensoriel externe de &, avec
lui-méme. Nous appliquerons la théorie (3.1) au calcul de la cohomologie de ¥. Les
hypothéses (A) a (E) de (3.1) sont satisfaites par hypothése par (S, D, %) et le pinceau
d’axe A.

377
26



202 PIERRE DELIGNE

Lemme (3.2.7). — Le faisceau lisse w*R fin* %, sur W, est facteur direct d’un faisceau
w-réel.

Preuve. — Puisque le faisceau ¥ est lisse et ponctuellement t-pur de poids o, le
faisceau #,=9%,®%," est ponctuellement t-pur et tw-réel, et il nous suffit de vérifier
que sur W, le faisceau R'fin* 5, est i-réel. C’est une conséquence de (3.2.1) :si xe|W,|,
si Y, est la fibre de f: U;xU,—Aj; en x (une courbe sur k(x)) et si Y se déduit de Y,
par P’extension des scalaires de 2(x) & F définie par un point géométrique x localisé en x,
on a:

(3.2.7.1)  (RYiw'a);=HI(Y, =)

et Pon applique (3.2.2) pour i=1 et pour la restriction de n*5# a Y,.
Nous prouverons ensemble les lemmes (3.2.8) et (3.2.9) ci-dessous.

Lemme (3.2.8). — Le faisceau R f,n*G n’a pas de section & support dans T.

Ce lemme permet d’identifier R'/jn*%, a4 un sous-faisceau de w,w'R'fn*%,.
D’aprés (3.2.7) et (1.5.1), le faisceau w*R'fin*¥%, admet une filtration finie G* a
quotients successifs lisses et ponctuellement t-purs. On la prolonge en une filtration
finie de R'f{n*%, par la formule :

G'RYfn* Y, = w,Gw R, G, " Rifin* F,

(intersection dans w,w'R'f|n*%,).

Lemme (3.2.9). — Si GryRYf|n* %, ne devient pas constant sur A*, sa restriction @ W,
est ponctuellement w-pure de poids entier.

Soient xeX—U, x son image dans X,—U,, 7 le point générique de X, et 4
un point géométrique localisé au point générique de X . D’aprés (1.8.4), la repré-
sentation Zy; du groupe de Weil W(%/) admet une filtration de quotients successifs
-purs de poids entiers. L’hypothése (A) donne de plus que sur ces quotients I’inertie
n’agit pas. Pour xeU,, la méme conclusion vaut par hypothése pour la filtration
triviale, & un seul cran.

Soient xeS,—V,, % un point géométrique localisé en x, S,, I’hensélisé de S,
en x et Vo, I'image inverse de V, dans S, . Par produit tensoriel, on trouve que %,
admet sur Vi, une filtration finie F, telle que les Gry%, soient constants sur V|, et
que les Gri(%,); (notation (3.1.2)) soient t-purs de poids entiers. Pour xeV,
@- lui-méme est -pur de poids entier (savoir, 0).

Soient 7T, xeS le point exceptionnel au-dessus (3.1.1), ¢ et x leurs images
dans T, et Sy, 9 un point géométrique localisé au point générique de Af, et 7 le point
générique de Ay,. Les faisceaux de cycles évanescents, calculés au n° (3.1), étant
concentrés en x et nuls pour ¢=1, on trouve une suite exacte a cinq termes :

(3.2.9.1) 0> (RUfim, Go)i > (RUim, Go)5 > 0z > (R, Go)i > (R m, F)5 > 0.
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L’injectivité a gauche assure que R'fj#,% n’a pas de section a support dans .
Ceci prouve (3.2.8). On trouve aussi des suites exactes courtes :

0—Gr(Rfim, g); > Grg(RYfim, G,)5 > Aj—o,

ol A} est un sous-quotient de ®}. Le calcul (3.1) assure que @2, donc A!, admet une
filtration de quotients successifs -purs de poids entier. D’aprés (1.8.4), si Al4o, le
faisceau w-pur w*Gry(R'fn*%,) est donc de poids entier.

Pour conclure, on note que si, pour ¢ fixé, tous les A% sont nuls, le fais-
ceau GrgRf|n*%, est lisse, donc constant sur A* puisque la droite projective A* est
simplement connexe.

Lemme (3.2.10). — Les constituants de w*R* fin* @, sont ponctuellement ~purs de poids < 2.

On sait que les constituants sont ponctuellement tw-purs. Il suffit de tester les poids
en un point. Le lemme résulte de (2.2.10) (cf. (3.2.7.1)).

Lemme (3.2.x1). — Les valeurs propres o de F sur Ej'=H'(A*, R'A=*Y) satisfont
a wy(o)<2427"

I1 suffit de le vérifier pour les valeurs propres de F sur chaque H'(A*, Gri R'/=* %).
Si GriR'/,n*% est constant, ce H* est nul, puisque A* est une droite projective. Sinon,
w'Gri R in* % est de poids entier <2 ((3.2.9) et (3.2.10)), donc de poids <1, et Pon

applique (3.2.5) (k).

Lemme (3.2.12). — Les valeurs propres o de F sur EY =H(A*, R2A*Y) et sur
EX=H*A*, R%\~*Y) satisfont & w,(o)<e2.

La formule (3.2.7.1), et une double application de (1.4.4), montrent que, pour
xe|Ay|, les valeurs propres « de F, sur Rfin* %, (i=o0, 2) satisfont & wy(«)<B+4,
puis I’énoncé.

(3.2.13) Preuve de (3.2.4) (k1) sous les hypothéses (3.2.6).

I1 résulte de (g3.2.11), (3.2.12) et de la suite spectrale (3.1.1.5) que les valeurs
propres o de F sur Hf(v, ' ¥) satisfont 3w, (o) <2427
La méme estimation vaut a fortior: pour les valeurs propres de F sur :

H{(U, #)®HL(U, #) CHYV, 9) CH}(V, ' 9)
(Kiinneth et (3.1.1.4)). En particulier, si « est une valeur propre de F sur H (U, %),

on a wy(e?)<2+27% donc ()<t 2" EY,

(3.2.14) Fin de la prewve de (3.2.4) (kR+1). — La validit¢é de Iasser-
tion (3.2.4) (k41) est invariante par une extension préliminaire du corps fini de base F,
(cf. preuve de (2.2.10)). Puisque, sur F, il existe des plongements et des pinceaux satis-
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faisant & (B), il en existe aussi sur une extension finie de F,. Sur une extension finie
plus grande, (C) sera satisfait. Ceci prouve (3.2.4) (k1) sous la seule hypothése (A).

Le théoréme de monodromie assure qu’il existe un revétement fini surjectif
g:U;—=U,, avec Ug lisse, tel que g%, sur U vérifie (A); on conclut en notant que
le morphisme g* injecte H}(U, &#) dans H;(U’, g*%).

(3-2.15) Preuve de (3.2.3). — L’assertion est triviale pour i=0 ou 2 (1.4).
Pour i=1, la validité de (3.2.5) (k) pour tout % assure que w,(x)<B -+ 1. Appliquons
ce résultat au faisceau %, (1). Puisque H'(X, j,#) et H'(X, j,# ~ (1)) sont en dualité
(SGA 41 [dualité] (1.3) et (2.1)), on trouve que w,(« ')<(—B—2)+1, ie. que
w,(x)>B+1. Le théoréme en résulte.

(3.3) — Le cas général

Théoréme (3.3.1). — Sotent f: X—Y un morphisme de schémas de type fini sur Z, et
F un faiscean sur X. 8i F est mixte de poids <n, alors, pour chaque i, REAF est mixte de
poids <n-+1.

La preuve utilise les dévissages suivants :

a) Dévissages en F : Soit une suite exacte 0—>F —>F —>F''—o. Siles RifjF’
et Rif,#" sont mixtes de poids <z -1, alors les R',# le sont également. Si les Rifj.#
et R F" sont mixtes de poids <n--i, alors les Rif{#’ le sont également (appliquer
la suite exacte longue de cohomologie). Si la suite est scindée et que Rif;F est mixte
de poids <n-i, alors Rif, %"’ lest également.

b) Dévissage en X : Soit j: U~X un ouvert de X, de complément ¢:S—>X.
Si les R¥( f7),)*F et les Ré( fi),i*F sont mixtes de poids <n -7, les R'f|F le sont égale-
ment (appliquer (a) a la suite exacte courte 0—jj*F —F —>i,i"F —o0).

c) Dévissage en Y : Soit j: V<Y un ouvert de Y, de complément : T—Y. Si
la conclusion de (3.3.1) devient vraie aprés les changements de base par i et j, elle
Pest au départ (appliquer le théoréme de changement de base).

d) Transitivité : Si f=gh, et que les RigRIhF sont mixtes de poids <n+i+j,
alors les R*f{# sont mixtes de poids <n-1% (appliquer la suite spectrale de Leray
R?Pg R = RP*2f).

) Si Y5Y estun homéomorphisme universel, il suffit de vérifier (3.3.1) aprés
le changement de base par g (la cohomologie étale ne « voit » pas un tel changement
de base). Exemples : Y'=Y,,;, ou Y’=Ile normalisé de Y, supposé normal et intégre,
dans une extension inséparable de son corps de fonctions.

f) Si f est de dimension relative o, et que & est ponctuellement pur, alors
AF =RYF est ponctuellement pur du méme poids, et les R'/|# sont nuls pour i+o.
Pour un tel f; on conclut par (a).
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Les dévissages (b), (c), (d) nous ramenent a supposer que f est de dimension relative 1,
puis (a), (b) nous raménent a supposer que & est lisse et ponctuellement pur de poids n.

Notons que si C est une courbe sur un corps K, et que & est un faisceau lisse sur C,
les assertions suivantes sont vraies pour K parfait, donc dans le cas général aprés une
extension finie purement inséparable de K : («) Il existe dans G4 une partie finie dont
le complément C’ est lisse sur K. (B) Il existe un revétement fini surjectif u:D—C’,
ot D est le complément dans une courbe projective et lisse D d’un diviseur E étale sur K,
tel que «" # soit modérément ramifié le long de E; & est facteurdirect de u,u*%F = Ru,u* F.
Nous appliquerons ceci a la fibre de f en un point générique n de Y. Les arguments
habituels de passage a la limite montrent que C’, D... existent, avec les mémes propriétés,
au-dessus d’un voisinage de n dans Y,,. On se raméne par (c), (e), & supposer que ce
voisinage est Y, tout entier et que Y, est lisse, puis par (b), (f), (a), & supposer que X
soit le complément dans X, projectif et lisse purement de dimension relative 1 sur Y,
d’un diviseur D fini étale sur Y, et que & soit modérément ramifié le long de D.

X dy X o5 p

N T
Y

On a RfiF=Rf,(j#). Considérons la suite exacte :
0—>) F ), F—~>ii"),F—>0

et la filtration induite par la filtration de monodromie locale M sur 77*j, % ((1.8.6) a
(1.8.8)). La formation de ces faisceaux et de M est compatible au passage aux fibres.
Le théoréme (3.2.3), appliqué a tous les isomorphismes i, assure donc que Rf,j, %
est ponctuellement pur de poids n-¢, et le théoréme (1.8.4) (lui aussi pour tout i)
assure que Gr¥(i*j, %), nul pour k>0, est pur de poids n-4% sur D (1.8.8). Le mor-
phisme fi est fini, et il ne reste qu’a appliquer (f), (a).

(3.3.2) Pour minorer les poids, on peut utiliser les résultats de SGA 7 XXI p
sur les valuations p-adiques des valeurs propres de Frobenius. Disons qu’un faisceau
est entier si les valeurs propres des Frobenius sont des entiers algébriques. Les poids d’un
faisceau mixte entier sont nécessairement positifs : si un entier algébrique « est pur de
poids n, rel. ¢, et de degré d, sa norme est un entier ordinaire, de valeur absolue le
produit ¢"? des valeurs absolues de ses conjugués complexes, de sorte que n>>o.

Corollaire (3.3.3). — Sotent f: X—>Y un morphisme de schémas de type fini sur Z et
F un faisceau entier sur X. Si F est mixte de poids <n, alors, pour chaque i, R'f{F est mixte
de poids entre o et n-+1i. Si 1 dépasse la dimension maximum d des fibres, les poids sont compris entre

2(i—d) et n+i.

D’aprés SGA 7 XXI (5.2.2), appliqué aux fibres de f, les faisceaux RIAF et
Rif|# (i—d) sont en effet entiers.
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Lorsque X et Y sont de caractéristique p>o0, on peut remplacer les faisceaux
étales par des faisceaux de Weil. Le cas le plus important est celui ot Y =Spec(F,).
Dans ce cas, (3.3.1) et (3.3.3) signifient ceci — avec les notations (0.7) :

Corollaire (3.3.4). — Soient X, un schéma de type fini sur ¥, et Fy un faisceau mixte
de poids <n sur X,. Alors, Hi(X, F) est mixte de poids <n-i : pour chaque i et chaque valeur
propre a de F sur Hi(X, F), o est algébrique et il existe un entier w<n--1i tel que tous les conjugués
complexes de o. sotent de valeur absolue ¢°. Si F, est entier, on a w>o. Si de plus i dépasse
la dimension d de X, on a w>2(i—d).

Corollaire (3.3.5). — Soient X, lisse de type finv sur ¥, et Fy un faisceau lisse mixte
de poids >n sur X,. Alors, H'(X, F) est mixte de poids >n 1.

On se ramene a supposer X, purement d’une dimension N. Soit &, le faisceau
dual de %,. 1l est mixte de poids <—n. D’apres (3.3.3), le groupe HN (X, &#)(N)
est mixte de poids <—n-+ (2N —i)—2N=—n—i. La dualit¢ de Poincaré identifie
H/(X, #) a son dual, mixte de poids >n-1i.

Combinant les inégalités opposées de (3.3.4) et (3.3.5), on obtient le

Corollaire (3.3.6). — Sotent X, lisse de type fini sur ¥, et F, un faisceau lisse pur de
poids n sur X,. Alors, Pimage de Hi(X, F) dans H(X, F) est pure de poids n+1.

Dans SGA 4% [Sommes trigonométriques] j’explique comment ces résultats per-
mettent de majorer certaines sommes trigonométriques.

(3-3.7%7) Soit « est un nombre algébrique, pur d’un poids =, rel. ¢, et normalisons
les valuations p-adiques de Q («) en exigeant que v(¢)=1. A «, et & chaque valuation v,
attachons le couple de nombres rationnels (v(a), v(¢"«™ 1)), ot ¢"a~!=u. Si « est entier,
ces nombres sont >o. Leur somme vaut z. Pour le faisceau constant Q,, (3.3.4) et
la méthode de dualité (g.3.5) permettent de localiser comme suit les couples (7, s)

attachés aux valeurs propres de Frobenius sur un H-.

Corollaire (3.3.8). — On suppose X de dimension <d. En cohomologie a support propre (ou
en cohomologie ordinaire pour X propre), (r,s) est dans un triangle inférieur du diagramme ci-dessous.
En cohomologie ordinaire, et pour X lisse, (r, s) est dans un triangle supérieur du méme diagramme.

J
s
J“ H,
X lisse
Hi, ch
X lisse
H,
1 r d 1 r
si 1<d sii>d
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La vérification est facile. On peut montrer que, en cohomologie ordinaire, (7, s) est
toujours dans le carré réunion des deux triangles mis en évidence.

Prenons X, propre et lisse. On trouve que H'(X, Q) est pur de poids i. Raisonnant
comme dans I (preuve de (1.7)=-(1.6)), on retrouve le théoréme principal (1.6) de I,
avec « projectif » remplacé par « propre » :

Corollaire (3.3.9). — Soit X, une variété propre et lisse sur ¥,. Pour chaque i, le polyndme
caractéristique det(t.1—F*, H'(X, Q,)) est a coefficients entiers, indépendants de ¢ (£+p). Les
racines complexes o de ce polyndme (les conjugués complexes des valeurs propres de ¥*) sont de valeur
absolue || = g

(3-3.10) Le théoréme (3.3.1) vaut, avec la méme démonstration, avec mixte
remplacé par w-mixte, et # remplacé par BeR. Les seuls poids qui peuvent apparaitre
dans R*f|.# sont les nombres <p 47 congrus mod Z & ’'un des poids qui apparait dans Z.

L’argument (g.3.2) pour minorer les poids ne s’applique plus dans ce contexte.
Mais (3.3.4) — sauf ce qui concerne les faisceaux entiers — et (3.3.5), (3.3.6) valent
tels quels.

(3-3.1x) Dans tout ceci, ’hypothése « lisse » n’apparait que pour justifier la
dualité de Poincaré. Ceci permet de remplacer « lisse » par « rational homology mani-
fold » — dans le contexte £-adique : lisse purement de dimension n peut étre remplacé
par la condition :

(%) si a est la projection de X, sur F,, on a Ra'Q,=Q,(n)[2n].

Par exemple, un schéma X, qui localement pour la topologie étale est quotient d’un
schéma lisse de dimension n par un groupe fini satisfait a (*).

(3.4) — Application : la structure des faisceaux mixtes
Les notations (0.7) sont en vigueur.

Théoreme (3.4.1). — Soit F, un faisceau -mixte sur un schéma X, de type fini sur F,.
(1) F, admet une unique décomposition fozb@/z%(b), la décomposition selon le
€

poids mod Z, dans laguelle les w-poids ponctuels de Fy(b) sont tous dans b. Cette décomposition,
dans laquelle les F(b) sont bien s@ir presque tous nuls, est fonctorielle en F,. Remarquons que
chaque F(b) se déduit par torsion d’un faisceau \-mixte de poids ponctuels entiers.

(i1) 8% les poids ponctuels de F, sont entiers et que F, est lisse, F, admet une unique
Sfiltration finie croissante W par des sous-faisceaux lisses, la filtration par le poids ponctuel,
telle que Gr)¥(F,) soit ponctuellement -pur de poids i. Cette filtration est fonctorielle en F,. Plus
précisément, tout morphisme entre faisceaux lisses w-mixtes de poids ponctuels entiers est strictement
compatible a leurs filtrations par le poids ponctuel.

(iii) % F, est lisse ponctuellement w-pur, et que X, est normal, alors le faisceau F sur X
est semi-simple.
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Lemme (3.4.2). — 8¢ Fy et Gy sont deux faisceaux lisses sur X, on a une suite
exacte .

o—H(X, #om(F, 9))p—Ext' (F,, o) —H(X, Hom(F, 9))".

Dans ce lemme, F en exposant (resp. en indice) indique le groupe des invariants
(resp. co-invariants), pour I’action de W(%/F,). Le Ext! est le groupe des classes d’exten-
sions, dans la catégorie abélienne des faisceaux sur X,. La fleche de droite est 'image
réciproque sur X : ExtY{(#,, 9,) - Ext (¥, ¥)=H\(X, #om(#, )). On tombe dans
la partie invariante par F. Si une extension &, de %, par ¥, est géométriquement
triviale, elle admet sur X un scindage ¢: % —&. Les autres scindages sont de la
forme ¢ —f, avec feHom(%, ¢). L’extension est triviale sur X, si et seulement si ¢ —f
peut étre choisi invariant par F, ie. si Fo—¢oeHom(%#, ¢) est de la forme Ff—f,
i.e. est d’image nulle dans Hom(#, ), et la construction &y (Fp —¢) met en bijection
classes d’extensions géométriquement triviales et Hom(%, ¥),=H(X, #om(F, 9));.
Le lemme en résulte.

Lemme (3.4.3). — St Fy et G, sont lisses sur X, lisse, et ponctuellement w-purs de poids B
et vy, alors, il ne peut exister d’extension &, de F, par 9, géoméiriquement non triviale, que si
B=vy(mod Z) et que B>v.

I1 suffit de vérifier que F, agissant sur HY(X, #om(Z#, ¢)), n’admet pas la valeur
propre 1. Le faisceau #om(ZF, &) est en effet lisse, de poids y—B, et d’aprés (3.3.5),
amplifié par (3.3.10), les seuls poids qui peuvent apparaitre dans son H! sont de la
forme y—8 + 1 + 7, avec n entier >0 : le poids o ne peut apparaitre que pour f=+vy(mod Z)
et B>v.

La méme démonstration donne :

Lemme (3.4.4). — St Fy et G, sont lisses sur X, lisse, et ponctuellement w-purs de poids {3
et v, alors, on ne peut avoir Ext(F,, 9,)+0 que st B=y(modZ) et B>v.

(3-4.5) Preuve de (iii).

Si U, est un ouvert de X,, et & un point géométrique de U,, =, (U,, #) s’envoie
sur 7, (X,, #). Remplacant X, par U,, ceci nous raméne a supposer que X, est lisse.

Soit Z#' le plus grand sous-faisceau lisse semi-simple de # (la somme des sous-
faisceaux irréductibles de %). Par transport de structures, il est stable par Frobenius,
donc provient d’un sous-faisceau %, de &%,. Posons F,' =%,|ZF, .

D’aprés (3.4.3), puisque & et F’ sont i-purs de méme poids, P’extension
de #,’ par %, est géométriquement triviale. Si F''+o0, ceci contredit la maximalité
de Z' (relever dans & un sous-faisceau simple de #”'). Ona donc F'"' =o, et ceci

prouve (8.4.1) (iii).
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(3-4.6) Preuve de Punicité dans (i), (ii).

Soit xe€|X|, au-dessus de x,e|X,|. Pour chaque BeR, soit Z,(B) la somme
des sous-espaces propres généralisés de F, relatifs aux valeurs propres o de t-poids 8,
rel. g%, On a nécessairement :

#(0).= D, #.(p)

et si les poids ponctuels sont entiers :

(W)= D 7(6).
Ceci prouve 'unicité, et la fonctorialité.

(3.-4.7) Prouvons (i), (ii) sous les hypotheéses additionnelles que X, est lisse et
que %, est extension successive de faisceaux lisses ponctuellement t-purs.

C’est une conséquence formelle de (3.4.4) et de la semi-exactitude du fonc-
teur Ext!. On procéde par récurrence sur le nombre d’extensions requises pour cons-
truire &;. Ceci nous permet de supposer que %, est extension d’un faisceau lisse %",
vérifiant (i), (ii), par un faisceau lisse ponctuellement w-pur &%, de poids B.

Preuve de (1). — Soit b la classe de B dans R/Z. D’aprés (3.4.4),s1 6'+b, ’image
inverse de &,’(8’) dans %, est une extension triviale de %#;'(b’) par &,. On prend
pour Z,(b) 'image inverse de #,"(5), et pour F,(6’) (b'=%b) un reléevement dans %' (8’).

Preuve de (i1). — Sous les hypothéses (ii), B est un entier. D’apreés (3.4.4), I'image
inverse de Wy_ %"’ dans & est une extension triviale de Wy _; %’ par & . Pour <8,
on prend pour W;#, un relevement de W;#/'CW,_ ,#/ dans &,. Pour ¢>f, on
prend pour W;#, I'image inverse de W, %,".

(3.4.8) Preuve de (i), (ii).

On procede par récurrence sur dim X,. Quitte a remplacer X, par X, .4, il existe
un ouvert dense j:Uy—>X sur lequel &, satisfait aux hypothéses additionnelles de
(3.4.7). L’hypothése de récurrence s’applique au complément F,. Rappelons enfin
que le foncteur Fy (j*%,, 1'%, fleche de spécialisation) est une équivalence de la
catégorie des faisceaux sur X, avec la catégorie des triples (&%, %,’,s) formés d’un
faisceau sur Uy, d’un faisceau sur F,, et d’un morphisme s: %, —>1i"), %, .

Preuve de (1). — 11 s’agit de voir que le morphisme de spécialisation :
s U Fy—>10F
envoie (") (b) dans *j,((j*%,)(b)). On déduit en effet de (1.8.9) par torsion que

les poids ponctuels de ¢*j,((j*%) (b)) sont dans b, de sorte que ce faisceau coincide avec
(T F) ().
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Preuve de (ii). — L’unicité étant assurée, on peut supposer par descente que X,
est normal. On a alors %,=j,7"%,, et 'on prend W,%,=; W,;°%,; ceci donne
Gt #,=j,Gr)'j*Z,, et on applique (1.8.10).

Variante (3.4.9). — On déduit aussitoét de (3.4.1) que tout faisceau mixte lisse
admet une filtration par le poids ponctuel par des sous-faisceaux lisses, et que tout faisceau
pur est géométriquement semi-simple.

(3-4.10) Soit P une propriété de faisceaux sur les schémas de type fini sur un
corps fini (p.e. étre mixte, étre ponctuellement t-pur...). Un faisceau & sur un schéma X
de type fini sur & algébriquement clos est dit avoir potentiellement la propriété Psi (X, &) [k
se déduit par un changement de base Xx:Spec(k)—S d’un systéme (Xg, %) sur S
— avec Xg de type fini sur S de type fini sur Z — tel que les restrictions de g aux
fibres de X4/S en les points fermés de S aient la propriété P.

Exemple (3.4.11). — Si f: Y—>X est propre et lisse, les faisceaux R'/,Q, sont
potentiellement ponctuellement purs. Ceci résulte d’'un argument standard de passage
a la limite, pour construire f,:Y,—X,/S, propre et lisse, et de (3.3.9) appliqué aux
fibres de f;.

Le théoréme de spécialisation (1.11.1), (1.11.5) permet de généraliser (3.4.1) (iii)
comme suit :

Corollaire (3.4.12). — Soient X un schéma normal de type fini sur k algébriquement clos,
et F un faisceau lisse sur X. St F est potentiellement ponctuellement w-pur, il est semi-simple.
En particulier, ’exemple (3.4.11) donne le

Corollaire (3.4.13). — Soient S un schéma normal connexe sur k algébriquement clos, et
f: XS un morphisme propre et lisse. Alors, les faisceaux R'f,Q, sont semi-simples.

Remarque (3.4.14). — Le point clef dans la démonstration du théoréme de Lefschetz
difficile donnée en (4.1.1) est un cas particulier de (3.4.13) dans lequel f est projectif
et S une courbe (un ouvert de P). Pour traiter ce cas, il suffit de (I.1.6) (pour assurer
la pureté de R'f,,Q,), (1.11.1), pour Pargument de spécialisation, et (2.2.10) (Hada-
mard-de la Vallée-Poussin), pour interdire la valeur propre 1 dans la preuve de (3.4.1).

(3-5) — Application : théorémes d’équidistribution

(3.5-1) Reprenons les notations et hypotheses de (2.2) : on a :

0—> m(X, %) — WXy, x) —Z —o0

[ .

o Go° G Z—o0
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avec X, normal géométriquement connexe de dimension N, et, d’aprés (2.2.8), pour
toute représentation irréductible v de Gy, le faisceau & (1,) correspondant est ponc-
tuellement t-pur de poids 22(t). On note Gj; I’espace des classes de conjugaison de
degré ¢ de Gi, et p,o la mesure sur G4 définie en (2.1.10).

Si 7eG est une représentation complexe irréductible de G, le produit qui définit
L(r) converge pour Z(t)>N. La formule (2.2.8.1), I'interprétation cohomologique
de Grothendieck des fonctions L (1.4.5.1), et (3.3.4) modulé par la deuxi¢me varia-
tion (3.3.10), montrent que L(t) se prolonge en une fonction méromorphe sur G, qui
n’a de zéros ou de poles que pour #(t) entier ou demi-entier, et que pour Z(7)>N—1/2,
L(x) est holomorphe inversible sauf pour un péle simple en T=wy. Ceci permet d’appli-
quer les résultats d’équidistribution (2.1.10) a (2.1.12) (avec o, remplacé par oy,
cf. (2.2.7)).

(3-5.2) Pour tout entier n>o, soit F,, I'extension de degré » de F, dans %, et
X le schéma sur F, déduit de X, par extension des scalaires. Le schéma X, est un
revétement de X,; il correspond au sous-groupe de W(X,, x¥) formé des éléments de
degré divisible par n. Chaque point x de X, a coordonnées dans F,, définit un point
rationnel de X,
géométrique correspondant, et son image dans W(X,, x). Cette image est de degré =.
On note encore F, son image dans G, et (iF,), la classe de conjugaison dans Gy des
éléments conjugués a la composante semi-simple de (F,eGgy (2.2.4).

Si un point fermé x, de X, est image d’un point rationnel de X, son degré d
divise n. Réciproquement, si d|n, il y a d points rationnels x de X, au-dessus de x,,
et pour chacun d’eux F,=F7* (i conjugaison prés). Sur I’espace des classes de conju-
gaison dans W(X,, x), on a donc une identité entre mesures :

(3.5-2.1) X deg(x)8[Fr]= X 3[F,].
n>0 n>0

%€ | Xl T EX¢(Fgn)

donc un point fermé de X,,. On note F, un €lément de Frobenius

Choisissons un élément central z, de degré d>o, pour identifier entre eux les Gj;
lorsque ¢ parcourt une progression arithmétique de raison d. Compte tenu de (3.5.2.1),
le théoréme (2.1.12) se spécialise en le suivant :

Théoréme (3.5.3). — Avec les notations de (3.5.1), quel que soit i, la mesure
(g7 N X §[(F,),]) sur G; converge vaguement vers pf|Gh=2z""(ud| Gl )
zeX nd+i
pour n—>oo. & XolFqnasi)

Exemple (3.5.4). — Soit f: Eg—X, une famille de courbes elliptiques paramétrée
par X,, et prenons F;=Rf,Q,. Posons V=%,,. On a un isomorphisme naturel

2
AV~Q,(—1), compatible & I’action de G. Puisque G agit sur Q,(—1) par w_,, les
éléments de degré n de G agissent sur V avec pour déterminant ¢".

Lemme (3.5.5). — St Pinvariant modulaire § de E[X est non constant, le groupe GO est
le groupe SL(V) tout entier.
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Soient 7 un entier supérieur ou égal a 3 premier a p, et X’ 'une des composantes
connexes du revétement Ssom(E,, Z[n?) de X : c’est un revétement galoisien étale de X,
de groupe de Galois un sous-groupe de SL(2, Z/n), sur lequel le faisceau E, est trivial :
on dispose de «: E,—(Z/n)% Soit X’ un point base au-dessus de x. Le couple (E, «)
définit un morphisme #z de X’ dans le schéma de module M, des courbes elliptiques
munies d’une structure de niveau n. L’hypothése sur j assure que le morphisme u est
dominant, donc que I'image de u: (X', x') > =, (M, #(x")) est d’indice fini. On sait
par voie transcendante que w;(M,, X') s’envoie sur le sous-groupe de SL(H(E;, Z,))
formés des éléments =1 mod z. Le groupe de monodromie géométrique de & /X contient
donc un sous-groupe d’indice fini de SL(HY(E;, Z,)), et (3.5.5) en résulte.

(3-5.6) On suppose j non constant. Le lemme (3.5.5) montre alors que Gg
n’est autre que SU(2)xZ, agissant sur \V~C? par (g, n) —>¢"?.g. Identifions ’ensemble
des classes de conjugaisons dans SU(2) & [o, n], par :

classe de (e o_ie) —>0.

(o) (4

10

On sait que I'image directe de la mesure de Haar de SU(2) est la mesure L sin2040
sur [o, «]. 2T

Pour xeXy(F,), on définit 'angle de Frobenius 6(x)e[o, ©] en demandant que
les valeurs propres de (F, soient les nombres e ¢"® ie. en demandant que la
courbe E, sur F, ait 12 cos0(x).¢"”+¢" points rationnels. Dans Gg~SU(2)XZ,
on a (iF,),=(0(x),n). Le théoréme fournit donc, en égale caractéristique, le théoréme
d’équidistribution conjecturé par Sato-Tate :

Proposition (3.5.%). — Avec les notations précédentes (et pour j non comstant), lorsque

n—>o0, la mesur 71& 2 §[0(x)] tend vaguement vers L sin2046.
€ Xo(Fgn) 2w

Ce résultat avait été obtenu par H. Yoshida (On an analogue of the Sato conjecture,
Inv. Math., 19, 4 (1973), p. 261-277) pour certaines familles modulaires de courbes
elliptiques. C’est originellement pour étendre son résultat au cas d’une famille 2 un
parameétre quelconque que j’ai démontré le théoréme a la Hadamard-de la Vallée-
Poussin du § 2.

(3.6) — Application : le théoréme local des cycles invariants

Soient 2 un corps algébriquement clos, S le spectre de I’hensélisé de k[T] en
I’idéal (T), s le point fermé de S, n le point générique et 3 un point générique géomé-
trique. Soit f: X—S un morphisme propre. On dispose alors d’un morphisme de spécia-
lisation sp*: H'(X,)>H"(X;); son image est contenue dans les invariants sous I’action
du groupe d’inertie Gal(q/x).
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Théoréme (3.6.x). — Supposons X essentiellement lisse sur k, et X lisse sur v. Alors,
en Q ,-cohomologie, le morphisme :
sp*: H(X,) — H*(X;) %
est surjectif.

Pour pouvoir parler de poids, on commence par se ramener & une situation arith-
métique. Un argument de passage a la limite permet tout d’abord de supposer que S
est ’hensélisé en un point s d’une courbe S’ lisse sur %, et que f se déduit par le chan-
gement de base g: (S, s)—(S,s) d’un morphisme propre f':X'—S’, avec X' lisse
sur %, et lisse sur 8’ sauf au-dessus de s. Utilisant (1.11.3), on se raméne ensuite a supposer
que % est la cloture algébrique de F,. Pour F, assez grand, on peut enfin supposer que
(f", X', §', s) sur & provient par extension des scalaires de ( fy, X, 3y, %) sur F,. Soient
(Sos Mo» S,) ’hensélisé de S§ en 5, et fy: Xg—S, déduit de f; par le changement de
base g,: (S, %) —=(Sg,5). On a :

—sur F, 1 (fy, X5, Sp, %) global, qui se localise en (f;, X, Sy, %);
— sur k=F : (f', X', S, 5) global, qui se localise en (f, X, S, s).

Le groupe de Galois Gal(v/n) est le groupe d’inertie de Gal(n/7,); ce dernier
agit sur la cohomologie de X;, et ceci permet de parler de poids (cf. (1.7.4)).

Calculons la Z/¢{" cohomologie de X, a I'aide de la suite spectrale de Leray de
X,—m, appelée aussi suite spectrale de Hochschild-Serre :

(1) Ex=Hr(I, H(X;)) = HP+¢(X,).

On sait que I est une extension de Z,(1) (/-quotient modéré de 1) par un groupe pro-
fini I’ d’ordre premier a £. Pour tout Z/f*[I]-module V, on a donc une suite spectrale :

(2) Ef?=H"(Z,(x), H(I', V)) = H*"/(L, V).

L’espace V' des invariants de I’ dans V a un unique supplémentaire I'-stable. Sur
ce dernier, I’ n’a ni invariant, ni co-invariant. Ceci fournit un isomorphisme V'~V
entre invariants et co-invariants. De plus, HY(I’, V)=o0 pour ¢>o, de sorte que (2)
se réduit a :

(3) H*(I, V)=H?(Z,(1), V) =H"(Z,(1), Vy).
Pour toute représentation ¢-adique V de Z,(1), on a :
(4) H(Z,(1), V)= V=,

HI(Z,(I), V)=Vz,(1)(“1)>
H?(Z,(1), V)=0 pour p>2.

Combinant (1), (8), (4), on trouve des suites exactes (analogues aux suites exactes
de Wang) :

(5) o—H"(X;)(—1) ~H{(X,) - H{(X;) >o.
On dispose d’une suite exacte longue de Z/f"-cohomologie a support :
(6) —H; (X)>H(X) >H(X,) >
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Le théoréme de changement de base pour le morphisme propre f donne un iso-
morphisme H*(X)>H*(X,), et sp* est le composé :
(7) sp*: H'(X,) & H'(X) ~H'(X,) > H'(X5).

Puisque X est essentiellement étale sur X', et que X, 5 X;, on a Hg,(X')>Hg (X).
Remplagant X; par une de ses composantes connexes, on se raméne a supposer que X’
est purement d’une dimension N. Le groupe de cohomologie H’;;;(X') peut alors s’inter-
préter comme un groupe d’homologie de X : si a est la projection de X sur Spec(),
’adjonction entre Ra, et Ra' appliquée a (Z [t")x; et aux Z[¢"[] sur Spec(k) fournit une
dualité parfaite 2 valeurs dans Z/f"(—N) entre H&;(X’) et HN—¥(X!), i.e. entre
HY (X) et HN~%(X,). Les suites (5) et (6) nous fournissent donc une croix de suites
exactes :

HY = 74(X,)(—N)

I

(8) o — H"(X;)(—1) — HY(X,) — H(X;)'— o

8p*

HY(X,)

Par passage a la limite, cette croix subsiste en Z,-cohomologie, avec en haut le
groupe LimHi';}"l(X', Z /™). La présence possible de torsion complique 'interprétation de
ce groupe par dualité, mais cette complication disparait par passage a la Q ,-cohomologie,
ou la croix (8) est a nouveau valable. Le groupe de Galois arithmétique Gal(v/xn,) agit
sur cette croix via son quotient Gal(F/F ). Calculons les poids.

Lemme (3.6.2). — HY(X;)! est mixte de poids <i.
Le groupe HY(X;) est la fibre en 4 du faisceau R'f;,Q, sur S,. D’aprés (3.3.9)

appliqué aux fibres de f, ce faisceau est pur de poids 7, et on applique (1.8.8) (i).

Lemme (3.6.3). — HN""YX )" (—N) est mixte de poids >i—+1.

Résulte aussitét de (3.3.4).

Bien que ce ne nous soit pas indispensable, notons encore que H(X,) est mixte
de poids <.

Le foncteur W; (partie de poids <i) est exact. En I’appliquant & (8), on obtient
un diagramme exact :

(o)

I

W, HI(X,) — HI(X:)! —> o

T

HY(X,)
dont le théoréme résulte.
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(3.6.4) Soient DCC le disque unité, f: X—D un morphisme propre, et sup-
posons X lisse, et f lisse au-dessus de D*: =D —{o}. Si f se factorise par :

pry: P*(C)xD — D,

on dispose d’un analogue de (3.6.1) : notant X, la fibre spéciale f~1(0), et X,:=f"1(¢)
une autre fibre (t€D*), on a un homomorphisme surjectif :

H*(X,, Q) > H'(X,, Q)™

Ceci se démontre par un argument paralleéle a (3.6.1), la filtration par le poids de la
théorie de Hodge mixte se substituant a celle déduite de Frobenius. Voir J. Steenbrink,
Mixed Hodge structure on the vanishing cohomology, Symp. in Matk., Oslo, 1976.

(3.7) — Retour a (1.8)

Les résultats des n° (3.3) et (1.8) permettent de simplifier les preuves de (I.8.2)
et (1.8.4).

(3.7.1) Soient S, un schéma lisse sur F,, f:E,—S, une famille de courbes
elliptiques paramétrée par S, et :

"W =Im(H(S, Sym‘(R'£,Q,)) — H'(S, Sym"(R'£,Q,))).

Pour S, une courbe, de complétion projective j: S,S,, *W peut encore se décrire
comme H!(S, j,Sym*(R'£,Q,)). Le faisceau R!f,Q, est ponctuellement pur de poids 1.
Sa puissance symétrique k-iéme est donc pure de poids %, et d’aprés (3.3.6), W est
pur de poids £+1. L’assertion (5.1) de [4] est un cas particulier de ce résultat. Ceci
rend inutiles les arguments de loc. cit. pour ramener [4] (5.1) & la conjecture de Weil
sous sa forme usuelle (I.1.6). Rappelons que [4] (5.1) est un des points essentiels de
la preuve de la conjecture de Ramanujam-Peterson citée en (I.8.2).

(3.7.2) Voici une version simplifiée de la preuve de (I.8.4). Soit ¥':F,—C*
un caractére additif non trivial de F,. Si QeF,[X,, ..., X,] est un polynéme de
degré d premier a p, dont la partie homogéne de degré d, Q ;, définit une hypersurface
projective et lisse, il s’agit de prouver que :

(3.7.21) | I ¥TreQla, ..., x)<(d—1)g"

z EFy
On regarde ¥ comme étant a valeurs /-adiques plutdt que complexes, a 'aide de ¢, et,
comme dans SGA 4} [Sommes trigonométriques], on définit un faisceau F,(¥'Q) sur

Iespace affine Aj de dimension n sur F,, a I'aide de ¥ et du revétement d’Artin-Schreier
TP—T=Q de Aj. On a :

(3.7.2.2) Z%EF ¢ Trye,Q (%1, - .., 2,)=Z(—1)' Tr(F, Hi(A", F(¥Q))),
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et on va prouver le résultat plus précis que (3.7.2.1) :
(3-7-2.3) Hi(A,, F(¥Q))=o0 pour i=%n,

dim H}(A", #(¥Q ))=(d—1)", et

H} (A", #(¥Q)) est pur de poids =.

A

Soient S, P’espace affine sur F, qui paramétrise les polynémes & n variables de
degré <d, et S, 'ouvert de S; qui paramétrise ceux dont la partie homogéne de degré d
définit une hypersurface non singuliére (i.e. est de discriminant #0). Soit :

QSGHO(SM (DSO[XI, RS Xn])

le polynéme universel sur Sj; c’est une section du faisceau structural de S,x A%; il
définit un faisceau F,(VQg) sur S,xAj.

Soit f la projection de S;xAj sur S;. Le polynéme Q correspond & un point
rationnel de S;, et (A}, %(¥Q))) est la fibre de (S,x Ay, %(¥Q4)) en ce point.

Lemme (3.7.3). — Les faisceaux RPfZ(¥ Q) sur S, sont lisses.

Soient P P'espace projectif sur F, déduit de ’espace affine Aj par adjonction
d’un hyperplan a Pinfini Hy, f la projection de S,xP§ sur S, et j Pinclusion de S;x A%
dans SyxPj. Localement pour la topologie étale, le S-schéma S XP" muni du fais-
ceau 5, Z# (¥ Q) est constant, i.e. isomorphe au produit avec S d’un espace muni d’un
faisceau. C’est clair sur SXx A", ou ;% (¥Qg) est localement constant, et prés d’un
point £ de H oit Q ¢, ne s’annule pas (resp. s’annule), on peut trouver des coordonnées
locales ¢ (un S-morphisme étale d’un voisinage étale de £ dans SXA") dans lesquelles
Q=% (resp. Qg=1t.t7%. Le couple (SxP" jF(¥Qg)) est donc localement
acyclique sur S; (SGA 4% [Th. finitude], 2.16) et les :

RifF(¥Qg) = RY.jiF (Y Qs) = RY, /17, (¥ Q)

sont donc lisses (loc. cit., A2).

(3.7.4) Le schéma S, est connexe, et les faisceaux R'fiZ(¥Qg) sont mixtes.
Pour prouver (3.7.2.3), il suffit donc, d’apres (1.8.12), de le faire pour un polynéme Q
particulier. On prend Q=2X¢. Pour ce choix, le faisceau F(¥'Q) est le produit
tensoriel des images réciproques de faisceaux analogues sur les n facteurs Aj de Ag,
et la formule de Kiinneth raméne (3.7.2.3) au casol n=1 et Q=X% Pour ce cas,
je renvoie a (I.8.11).
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IV. — PINCEAUX DE LEFSCHETZ

Dans ce paragraphe, sauf au n° 5, nous travaillerons au-dessus d’un corps algé-
briquement clos %, de caractéristique p. Soit £ un nombre premier distinct de p. Les
groupes de cohomologie considérés seront a coefficients dans Z,, Q, ou Z/m, pour m
une puissance de /.

(4-1) Le théoréme de Lefschetz difficile

Dans ce numéro, nous supposerons choisi un isomorphisme, sur 2, entre Z, et
Z,(1). Ceci nous dispensera d’écrire les twists a la Tate.

Théoréeme (4.1.1). — Sotent X une variété projective et lisse sur k, L un faisceau inversible
ample sur X et n=c¢,(L)eH2(X, Q,). On suppose X purement de dimension n. Alors, pour
chaque i>o0, le cup produit par v : n'c : H" 74X, Q,) — H" (X, Q,) est un isomorphisme.

Prouvons le théoréme par récurrence sur n. Le cas n=o0 est trivial, et on suppose
que n>1. Puisque ¢(L®™) =me,(F), lassertion du théoréme pour & équivaut a
la méme assertion pour ses puissances tensorielles. Ceci nous permet de supposer &
trés ample. Soit Y une section hyperplane lisse de X (dans le prolongement projectif
défini par #). Nous allons tout d’abord déduire de I’hypothése de récurrence que le
théoréme, pour X et &%, équivaut au

Lemme (4.1.2) (cf. SGA7 XVIII (5.2.4)). — La forme d’intersection sur H"1(Y)
est non dégénérée sur Pimage de H"~'(X).

Pour i=o, le théoréme est trivial. Pour ¢>1, on interpréte le cup-produit
par n=c/(Y) comme le composé du morphisme de restriction H*(X)—>H'(Y), et
de son transposé par dualité de Poincaré H*(Y)—>H**?(X) (SGA 41), pour factoriser
o HH(X) - H*4(X) en :

"liu . Hn—i(X) - H(n—l)—-(i—l)(Y) 1_)'“_1; H(n—1)+(i~1)(Y) - H”+i(X).

Pour :>2, les fleches extrémes sont des isomorphismes, par le théoréme de Lefschetz
faible rappelé ci-dessous, et la fléeche médiane est un isomorphisme d’apres ’hypothése
de récurrence, d’ou le théoréme. Pour ¢ =1, le cas crucial, Lefschetz faible dit seulement
que H""*(X) s’injecte dans H"~*(Y). Son transposé H"*(Y)—>H"*!(X) est donc sur-
jectif, et pour que le composé soit bijectif, il faut et il suffit que I’énoncé du lemme soit
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vrai. Remplagant £ par une de ses puissances tensorielles, on peut supposer que, dans
le plongement projectif défini par &, X admet un pinceau de Lefschetz de sections
hyperplanes (SGA7 XVII (2.5)). Prenons Y dans un tel pinceau (Y);ep:Y=Y,.
Nous allons prouver (4.1.2), pour Y, en interprétant 'image de H*~!(X) dans H*~!(Y)
en terme de monodromie.

Soit S I’ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles Y, est singuliére. Les HY(Y,)
(¢.eP'—S8S) sont alors les fibres d’'un Q ,faisceau lisse sur P'—S, et =,;(P'—S, #) agit
sur H'(Y). On a

(4.x.3) L’image de H""!(X) dans H" *(Y) est le sous-espace H"*(Y)™ des
invariants par la monodromie.

Ce résultat est prouvé dans SGA7 XVIII (5.6.10) (sous ’hypothése que Y vérifie
le théoréme — notre hypothése de récurrence). Sur C, et en cohomologie entiére, une
démonstration directe est donnée dans SGA7 XIX (4) (y conjuguer (4.3.1) et la formule
de Picard-Lefschetz). Au n° (4.3), nous transposerons cette derniére au cas de la
Z,-cohomologie, sur £ quelconque.

Nous savons par ailleurs (3.4.13) que H"~*(Y) est une représentation complétement
réductible de =, (P'—S, #,) et il ne reste qu’a appliquer le lemme algébrique suivant.

Lemme (4.1.4). — Soit 'V une représentation linéaire complétement réductible d’un groupe =,
munie d’une forme bilinéaire ®, invariante par w et non dégénérée. Alors, la restriction de ® a V™
est non dégénérée.

Par compléte réductibilité, on a V=V"@W, pour une sous-représentation W
ne contenant pas la représentation triviale en quotient. Le sous-espace W est donc
®-orthogonal & V™ : ®=(®| V" )@ (P|W), et ®|V™ est non dégénérée.

Corollaire (4.x.5). — Les nombres de Betti d’indice impair d’une variété projective non
singuliére X sont pairs.

On se raméne a supposer la variété connexe, purement de dimension n. Si n=¢,(Z),
avec .Z ample, la forme Tr(n'xy) sur H" ¥(X) est non dégénérée, d’aprés (4.1.1) et
la dualité de Poincaré. Si n—1¢ est impair, elle est alternée, de sorte que b,_;=2b,;
est pair.

Ce résultat devrait valoir sans hypothése de projectivité, mais je ne sais pas le
prouver en caractéristique =o.

(4-x.6) Lefschetz faible. — Soient X et Y comme ci-dessus, a cela prés qu’on suppose
X purement de dimension z+1 (donc Y purement de dimension 7). Le résultat clef
est celui qui donne la dimension cohomologique des variétés affines (SGA4 XIV (3.2)).
Il donne, en Z/m-cohomologie, que :

H(X—-Y)=0 pour i>n+1.
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Puisque X—Y est lisse, on a aussi, par dualité de Poincaré :
H{(X—Y)=o0 pour i<n.
La suite exacte longue de cohomologie relative :
5 HI(X—Y) - Hi(X) > H(Y) >
permet d’en déduire que :
HY(X)SH(Y) pour i<n=dim(Y) et que H"(X)H"(Y).

Les morphismes de Gysin, transposés par dualité de Poincaré des morphismes de res-
triction, sont donc tels que :

H(Y)SH**X) pour i>n et HYY)>H'"}X).

Par passage a la limite, ces résultats restent vrais en Z, et Q ,~cohomologie. En
Z,cohomologie, la formule des coefficients universels :

Hi(X—Y, Z/f) =Hi(X—Y, Z,)OZ [t ®Tork (Hi*1(X—Y, Z,), Z/¢)

fournit le renseignement supplémentaire que H?+}(X—Y, Z,) est sans torsion. Ceci
implique que H*(Y, Z,) /H"(X, Z,) est sans torsion.

(4.2) Pinceaux de Lefschetz

Dans (I.3), (I.4), je résumais les résultats essentiels de la théorie des pinceaux
de Lefschetz, en excluant le cas ol p=2 etou lessections hyperplanes sont de dimension
paire. Le but de ce numéro est de réparer en partie cette omission et, ce faisant, de
compléter SGA7 XVIII : dans le cas sauvage, la théorie vaut pour des pinceaux de
Lefschetz généraux, et non seulement pour ceux qui sont génériques.

(4.2.1) Théorie locale. — Soit f:X—S comme en (I.4.2), de dimension rela-
tive n. On pose n=2n" ou 2n'41. Soit deH"(X;)(n') le cycle évanescent. Il est bien
défini au signe pres. Dans le cas ol # est pair et o p=2, exclu dans (I.4.3), le groupe
d’inertie I admet plusieurs caractéres d’ordre 2. Pour I'un d’eux, dépendant de la
singularité quadratique ordinaire de f, la monodromie locale est encore donnée par
la formule de loc. cit. Tous ces résultats valent aussi bien en Z/m-, en Z,- ou en
Q ,-cohomologie. La preuve, dans le cas de la Z/m-cohomologie, dont découlent les
autres, est dans SGA?7. Notons le

Corollaire (4.2.2). — L’image de H"(X,) dans H"(X;) est Porthogonal de 8. En Z,-

n
ou Q ~cohomologie, c’est aussi le sous-espace des invariants par le groupe d’inertie 1.

La seconde assertion résulte de ce que ’expression (x, 3)8 qui apparait dans la
formule de Picard-Lefschetz donnant I’action de I est nulle si et seulementsi (x, 8)=o0 :
c’est clair si 8 n’est pas de torsion, et si § est de torsion, (x, 3) est identiquement nul.
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(4.2.3) Théorie globale. — On reprend les notations de (I.5.6); en particulier
X CP est une variété projective non singuliére connexe et de dimension n+41, (X,),cp
est un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X, S est ’ensemble des valeurs
exceptionnelles feD pour lesquelles la section hyperplane X, est singuliére, et j: U—D
Pinclusion de P’ouvert complémentaire. On pose n=2n" ou 2n'+1. Identifions D &
une droite de espace projectif dual P>, et notons X~ CP> Pimage de X par la corres-
pondance « I’hyperplan H est tangent 2 X en x ». Un pinceau de Lefschetz est dit
transverse si D est transverse & X~ (en particulier, DNX~ =g si X~ n’est pas une hyper-
surface). Dans le cas d’exception, un pinceau de Lefschetz n’est pas automatiquement
transverse.

Rappelons (cf. SGA1 V (5.7)) qu’un chemin entre deux points géométriques a
et b d’un schéma S est un isomorphisme entre les foncteurs « fibre en a » et « fibre en 4 »,
de la catégorie des revétements étales de S dans (Ens). Pour tout chemin ¢, tracé sur U,
de # & un point générique géométrique n, de Dy, on a HY(X,, Z,)—~>H"(Xﬁt, Z,),
d’ott un cycle évanescent +3, dans H"(X,,, Z,) (m).

Définition (4.2.4) (i) L’ensemble des cycles évanescents est Iensemble de ces cycles + 3, pour ¢
et teS variables. '
(ii) La partie évanescente de H"(X,) est le sous-espace engendré par les N8 (NeZy(—n’),
3 évanescent).

(4-2.5) Puisque la droite projective D est simplement connexe, le groupe fonda-
mental m,(U, u) est topologiquement engendré par les conjugués des groupes d’inertie I,
pour (€S. Le groupe de monodromie, image de (U, 4) dans GL(H%(X,, Z,)), est donc
topologiquement engendré par les images des conjugués des I, :

n impair : par les transvections xi>x-+A(x3)3, AeZ,(1), le quotient
{-primaire du groupe d’inertie modéré;
n pair : par les réflexions x>x—(—1)"(x8)8 (ona (3, 8)=(—1)".2).

11 devrait résulter d’une théorie — non écrite — des cycles évanescents pour une
base de dimension >1 que, pour un pinceau de Lefschetz transverse, les cycles évanescents
pris au signe prés +3 sont tous conjugués sous le groupe de monodromie et que la géo-
métrie de la situation (en particulier, le groupe de monodromie) ne dépend pas du
pinceau de Lefschetz transverse choisi. Nous nous contenterons de résultats plus faibles

(cf. SGA7 XVIII (6)) :

Proposition (4.2.6). — Pour un pinceau de Lefschetz générique, les cycles évanescents,
pris au signe prés, sont tous conjugués sous le groupe de monodromie.

Si X~ n’est pas une hypersurface de P>, alors, pour un pinceau général, on a
S =g. L’assertion est triviale dans ce cas. Supposons donc que X soit une hypersurface.
Puisque X est supposé irréductible, X est irréductible.
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Soit 7 le point générique de la grassmannienne des droites dans P>, % un point
générique géométrique, D, la droite projective sur k(v) correspondante, et Dy celle qui
s’en déduit par extension des scalaires a Z(n). Sur D,, le lien critique S, est P’intersection
de D, avec X". Le schéma §, s’envoie sur le point générique de X, avec une fibre
géométrique connexe. Le schéma S, est donc connexe.

Posons U,=D,—S, et U;=D;—S;. Pour ueU;, considérons les groupes
fondamentaux :

™ (Us, #) >m(U,, 4) > (PY— X7, u).

Le théoréme de Bertini assure que P’application composée est surjective. Par ailleurs,
Paction de =;(U;, «) sur la cohomologie de la section hyperplane X, correspondant a «
se factorise par m;(PY—X,u). Pour prouver la conjugaison des cycles évanescents
sous m;(U;, «) il suffit donc de prouver une conjugaison sous =,(U,, x). Ce groupe
s’envoie sur Gal(y/7), et la conjugaison résulte par transport de structure de ce que
Gal(n/n) agit transitivement sur S; (connexité de S,).

Corollaire (4.2.7). — Pour p=2, n pair, on suppose que le pinceau de Lefschetz (X,),cp
est assez général (= d’axe dans un ouvert convenable de la grassmannienne). Alors :

(i) n impair : les homomorphismes de Z,(1) dans le groupe de monodromie, donnés par les
Sormules de Picard-Lefschetz xt>x-+M\x3)S, pour 8 un cycle évanescent, sont conjugués entre eux;

(ii) n pair : les réflexions xi>x—(—1)" (x8)S, pour 8 un cycle évanescent, sont conjuguées
entre elles.

Pour un pinceau générique, ce corollaire résulte de (4.2.6) et des formules de
Picard-Lefschetz donnant I’action des groupes d’inertie locaux. On passe de la au cas
général grace a (1.11).

Corollaire (4.2.8). — Sous les hypothéses de (4.2.7) les cycles évanescents pris au signe
pres sont tous conjugués dans H'(X,, Q,).

Si Pon néglige la torsion, 43 est en effet déterminé, au signe pres, par la transfor-
mation de Picard-Lefschetz correspondante.

(4.-3) Complément a SGA7 XIX (4)

Nous supposons choisi un isomorphisme, sur k, entre Z, et Z,(1). Ceci nous dispensera
d’berire les twists a la Tate.

Dans ce numéro, nous donnons une démonstration directe de (4.1.3), généralisant
SGA7 XIX (4) au cas d’un corps de base quelconque, pour la Z,cohomologie. La
démonstration est une transposition de celle de loc. cit. que, bien que ce ne soit pas
logiquement nécessaire, le lecteur est invité a lire au préalable.
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(4.3-1) Soient P un espace projectif sur 2, X CP projectif et lisse, purement
de dimension z+-1, A un sous-espace de P de codimension 2, qui coupe X transversa-
lement, et supposons que les hyperplans par A balayent sur X un pinceau de Lefschetz
de sections hyperplanes (SGA7 XVII (2.2)). Soient A=XnNA, X déduit de X en
éclatant A, et A~AXP! le diviseur exceptionnel. On sait que les sections hyperplanes
du pinceau sont les fibres d’un morphisme f: X—>P! (SGA7 XVIII (4.1.1)). Soient S
Pensemble des valeurs critiques de f, et 0¢S un point rationnel de P!, On note Y, la
fibre de f en ¢, et 'on pose Y=Y, :

A >

[

(4.3-1.1) Y <>

W o PR <— D2
!
>

o ——

La partie évanescente Ev(Y) de H*(Y) a été définie en (4.2.4). Nous noterons
Ev(Y)! son orthogonal pour la forme (x,)=Tr(xUy).

Lemme (4.3.2). — En Z|m-cohomologie, on a H°(P!, R"f,Z/m) = Ev(Y)! CH"(Y).
En Z,- (ou Q) cohomologie, ces groupes coincident encore avec H"(Y)™® —8S:0),

Le faisceau R"f{Z/m est sans section a support ponctuel (injectivité des mor-
phismes de spécialisation). Son H° s’injecte donc dans H*(Y), et 'image est la fibre
en o du plus grand sous-faisceau constant de R"f{Z/m. La théorie locale montre par
ailleurs que Ev(Y)' est la fibre en o du plus grand sous-faisceau localement constant
de R"f{Z/m. Puisque P! est simplement connexe, il est constant, d’oit ’assertion. Enfin,
en Z,cohomologie, la théorie locale montre que R"f,Z/m est 'image directe de sa
restriction a P'—§S, d’ou H°(PY, R"f,Z,) = H'(P'—S, R"f,Z,) = H"(Y)™"® ~8:0),

Rappelons que, par Lefschetz faible, H*(X) s’injecte dans H*(Y). On a Ia

Proposition (4.3.3). — Ev(Y)L est encore limage de HY(X) dans H(Y).

La démonstration, pour la Z/m-cohomologie, sera donnée en (4.3.%). Auparavant,
trois préliminaires : une réduction au cas de la Z/m-cohomologie, ci-dessous; le forma-
lisme de la cohomologie relative, en (4.3.4); un raisonnement qui se substituera a la
théorie de Morse, pour une boule qui grossit dans P*(C), en (4.3.5).

On peut écrire (4.3.3) comme une suite exacte H"(X)—>H"(Y)—>Ev(Y)*. Pour
les Z/m-modules, le passage au dual est exact; le transposé par dualité de Poincaré du
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morphisme de restriction est un morphisme de Gysin et, en Z/m-cohomologie, (4.3.3)
fournit une croix de suites exactes :

Ev(Y)*

T

(4-3-3.1) 0o —> Ev(Y) — H"(Y) — H*""*(X) — o

JA

H'(X)

ou le composé H"(X)—>H"Y)—->H"**X) est le cup-produit avec n=c¢/(Y). On ne
peut en déduire la méme croix en Z,-cohomologie par passage a la limite projective,
les Ev(Y)*, pris en Z/#-cohomologie, ne formant pas toujours un systéme projectif.
Toutefois, les Ev(Y) s’envoient les uns sur les autres, et si les §; (ieB) engendrent Ev(Y)
en cohomologie ¢-adique, on peut passer a la limite dans la suite exacte :

o—H"(X) —-H"(Y) —(Z/)®
d’ott en Z,-cohomologie une croix :

Ev(Y)*

T

(4-3-3.2) 0 —> Ev(Y) — H"(Y) — H"**X) — o.

Nz

H"(X)

En Q,-cohomologie, on retrouve la surjectivité du morphisme H"(Y)—Ev(Y)*, transposé
de Pinclusion de Ev(Y) dans H*(Y).

(4.3-4) Cokomologie relative. — Soit u:T’—T" un morphisme de topos. Les
triples (&' sur T, F" sur T, ¢ : &’F"'»F') forment alors un nouveau topos T.
Si F=(F', F", ) est un faisceau abélien de T, on pose :

HO(T” mod T’, #)=Ker(H’(¢) : H(T", #"") - H(T', #")).
Par dérivation de ce foncteur, on obtient la cokomologie relative de T’ mod T'.
On peut encore le construire par dérivation du foncteur Fi»(H(T"”, #")->H(T’, #"))
des faisceaux abéliens sur T dans les complexes de faisceaux réduits aux degrés o et 1.
Cela revient au méme, parce que tout faisceau & s’injecte dans un faisceau %; pour
lequel H(¢p) est surjectif : une somme de faisceaux (o, #'') et (F', u, F').
La seconde description montre que, pour K dans D*(T), on a un triangle :

—RI(T” mod T’, K) -»RI(T”, K”) > RI(T", K') -
donnant lieu & une suite exacte longue de cohomologie.
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(4.3.5) Faisceaux sur P, — Soient X une variété irréductible compléte sur &,
x, y deux points fermés de X, et K dans D*(X). Soient 7, et ¥, des points géométriques
localisés en des points génériques u, et u, des hensélisés X,) et X,,. On se propose
d’associer, 2 un X-isomorphisme ¢ de 7, avec 7,, un morphisme

(4-3.5.1) Hi(X—{x}, K)=H'(X mod {x}, K) - H*(X,, mod 7,, K).
On le fait en suivant le diagramme d’espaces :

{x} - X(z) < ;]a.'(_) ﬁy B ﬁy
bbb
X —X—X=—X=—X,

dont on peut remonter la premiére fleche parce que H'(X,, K)>H*({+}, K).

Proposition (4.3.6). — Soit teP!, et soit K dans D*(PY) tel que les # K soient cons-
tructibles et que le support de H#*(K) soit fini si i<o. Soit S une partie finie de P* telle que les
HK soient localement constants en dehors de S. Alors, le produit des morphismes (4.3.5.1),
pour X=P' x=t et yeS, est injectif :

H'(P! mod ¢, K) < IIH'(P}, mod ¥, K).

Dans I’application que nous ferons de (4.3.6), on aura ¢¢S.

Soit K’ le sous-complexe de K formé des K' pour i<o, et de I'image inverse
dans Ker(d) CK° du plus grand sous-faisceau de #°(K) dont le support est fini. Les
groupes d’hypercohomologie considérés satisfont a H'(K')=o0 pour :>o0, donc
H(K)3H(K/K’). Remplagant K par K/K’, ceci nous raméne & supposer que K=o
pour <o, et que s#°K n’a pas de section a support ponctuel. On le suppose.

Les groupes de cohomologie considérés donnent lieu & une suite exacte :

o—>HY(#°K) >H'(K) >-H(s#1K);
il suffit donc de vérifier que :
H°(P* mod ¢, #* K) — [IH"(P{,, mod ¥, #*K)
et H'(P* mod ¢, #° K) — [ITH'(P},) mod ¥, 5#°K).
Le cas du H° est laissé au lecteur (il suffirait, ici, a droite, d’un produit étendu a S).

Posons s =#°K. Il nous reste a vérifier que, pour J sans section a support ponctuel,
et localement constant en dehors de S, on a :

H'(P! mod ¢, #) — IIH'(P},, mod ¥, ).
Le groupe a gauche classifie les #-torseurs P sur P!, trivialisés en ¢, donc sur P,. Ces
torseurs n’ont pas d’automorphismes. Ils peuvent se construire comme suit, par étapes :

a) sur P(’,), C’est le torseur trivial, avec sa trivialisation naturelle;
b) le prolonger 2 P1—(S—{t}) revient a se donner une action continue * de =, (P1—S, 7,)
sur sa fibre P; ~5#7% en m,. Cette action doit étre telle que o* (h+p)=0o(h)+o*p;
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¢) le prolonger en outre au-dessus de seS—¢ revient & prolonger & P, le torseur
déja donné sur w,.

Pour tout o:7,—>7,, le groupe de monodromie locale en s, Gal(v,/n,) s’envoie
dans w,(P'—S,%,). L’image (4.3.5.1) de P dans H'(P}, mod 7, #) détermine la
*-action du groupe image sur P;, ainsi que le prolongement du torseur de =, a P,.
On conclut en notant que, parce que P* est simplement connexe, les images des groupes
de monodromie locale engendrent topologiquement w,(P'—S, 7,).

(4-3.7) Plan de la preuve de (4.3.3) (les notations sont celles de (4.3.1)).

L’injection de H"(X) dans H"(Y) se factorise par H°(P', R"f,Z/m) CH"(Y), et
il nous faut vérifier que si « est dans cet H’, 'obstruction daeH?**(X—Y) 2 prolonger o
de Y a X est nulle. Ona X—Y=X—Y—A, etsi ¢ est la projection de X—A sur P,
on a:

H+1(X—Y)=H'(P' mod o, Re,Z/m[x]).

Si #¢S, ¢ '(f) est une variété affine lisse purement de dimension n. Pour i<n, son H:
est donc nul (théoréme de Lefschetz faible). Le support du faisceau Riq,Z/m est donc
fini (CS) pour i<z (en fait, le faisceau est méme nul, mais peu importe). Ceci permet
d’appliquer (4.3.6), et nous raméne a calculer des obstructions locales, qui ne sont
autres que les («, 3,).

(4-3-8) Preuve de (4.3.3). — Soit acH"(Y), et « son image réciproque sur I’image
réciproque YUAX de YCX dans X. L’obstruction decH" (X —Y) 2 étendre « & X
coincide avec Pobstruction 3 étendre ¥ 2 X. Pour Pexprimer, nous utiliserons la version
« catégorie dérivée » de la suite spectrale de Leray de f. Soit donc (Z/m)* une résolution
flasque de Z/m sur X, K= f.(Z|m)* et L= f*((Z/m)*|K) Les groupes de cohomologie
qui nous intéressent s’expriment tous en terme du morphisme de complexes z: K—L

sur P, Ainsi, la suite exacte longue de cohomologie relative pour X et YURA provient
de la suite exacte courte des complexes simples associés a des complexes multiples :

I(PL K) —> I'(PL L) o —> T(PY, L)
rPLK) < s l «~— s l |
\
Ko —_— Lo \Ko —_— Lo

donnant respectivement la cohomologie de X, celle, & support propre, de XY, et
celle de ' YUA.

En particulier, I'obstruction 3 étendre % 4 X apparait bien comme étant dans
H'(P'mod ¢, s(K—L)[n]), ou s(K—L) représente Re,Z/m. Comme expliqué en (4.3.%),
les hypothéses de la proposition (4.3.6) sont satisfaites. Appliquons-la. Si on suit la

401
29



226 PIERRE DELIGNE

définition (4.3.5), on trouve pour 'image de % par (4.3.5.1) une nouvelle description
comme obstruction : on a une suite exacte courte :

r®P,,K) — I'(P,,L) o — I'(P,, L)
T'(PL,K) < s J | — s l
Kﬁs Lir / . Ki“ - L:'—]J /

une classe ¥’ a droite, qui induit dans H"(K;)=H"(Y;) une classe transportée de
«eH"(Y), et on cherche Pobstruction a relever &’ dans R"I'(P(,, K):H”()Ail,%s), Z/m).
Puisque K est lisse sur P les faisceaux H#*(L) sont constants, et RI'(Pj,, L)—~L;
est un quasi-isomorphisme. Ceci nous permet de remplacer la suite exacte courte
ci-dessus par son image quasi-isomorphe :

T'(PL), K) 0
I, K) «— s | —s(]
K; K;

L’obstruction cherchée devient celle a prolonger «,eH"(Y;) au-dessus de limage
inverse de P}, dans X. Ces obstructions sont nulles si « vient de H'(P', R"f,Z/m).

Corollaire (4.3.9). — En Q ,~cohomologie, on a une décomposition en somme directe ortho-
gonale (pour la forme d’intersection Tr(xuUy)) :

H*(Y) = H"(X) @ Ev(Y).

Cette reformulation du théoréme de Lefschetz difficile résulte de (4.3.3) et (4.1.2).

(4-3.10) En Z,-cohomologie, la croix (4.3.3.2) montre que Pintersection de la
partie évanescente Ev(Y) de H"(Y) et de la partie fixe H*(X)=H"(Y)™® =59 est
le sous-groupe :

Ker(qv : HY(X) - H"*t%(X)).

En Q ,-cohomologie, ce noyau est nul (c’est le théoréme de Lefschetz difficile pour X)
et on retrouve ce que Lefschetz appelle son lemme fondamental : « un cycle a la fois
invariant et évanescent est nul ». Toutefois, ainsi que J. Morgan me I’a fait remarquer,
ce noyau peut étre non nul en Z,-cohomologie (donc, sur C, en cohomologie entiére) :
si on remplace % par un multiple (en changeant de plongement projectif), on peut faire
en sorte qu’il coincide avec le sous-groupe de torsion de H*(X) tout entier. Le « lemme
fondamental » de Lefschetz est donc faux en Z,-cohomologie (et, sur G, en cohomologie
entiére). Ceci, joint au fait que personne ne I’ait récemment comprise, permet de mettre
en doute la démonstration que Lefschetz croyait en avoir.
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(4.4) La monodromie des pinceaux de Lefschetz

Les notations sont celles de (4.3.1).

Travaillons en Q ,-cohomologie, et soit G le groupe des automorphismes de Ev(Y),
muni de la forme d’intersection (,), non dégénérée d’aprés le théoréme de Lefschetz
difficile (4.3.9). Le groupe =, (P*—S, 0) agit sur Y en respectant la forme (,). Notons M
son image dans G.

Théoréme (4.4.1). — On suppose X irréductible. St p=2 et que n est pair, on suppose
de plus le pinceau assez général (=d’axe dans un ouvert convenable d’une grassmannienne). Alors,
de deux choses lune :

a) M est ouvert dans G.
b) n est pair, et M est fini.

Pour p=2, et n pair, « assez général » signifie : tel que (4.2.8) soit applicable.

Le groupe G est un groupe algébrique semi-simple sur Q ,. Pour que le sous-groupe
compact M de G soit ouvert, il suffit donc qu’il soit Zariski-dense. La densité de Zariski
se vérifiant aprés extension des scalaires de Q, 2 Q ;, nous sommes ramenés & appliquer
les lemmes algébriques (4.4.2%) (pour n impair) et (4.4.2°) (pour n pair) a la cléture
de Zariski de M dans G(Q,) et 2 la classe de conjugaison des transformations de Picard-
Lefschetz. Les hypothéses en sont vérifiées grace a (4.2.5) et (4.2.8). Dans ces lemmes,

on a subrepticement remplacé Q, par le corps isomorphe G, pour se sentir plus a Paise.

Lemme (4.4.2%). — Soit 'V un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme
alternée non dégénérée (,), M un sous-groupe algébrique de Sp(V) et R une orbite de M dans V,
qui engendre V. On suppose que M est le plus petit sous-groupe algébrique de Sp(V) contenant
les transvections x+>x+(x8)8 (3€R). En d’autres termes, on suppose que M est engendré par
les sous-groupes @ un paramétre de transvections Ug={xr>x +A(x3)3|reC} pour dcR. Alors,
M =Sp(V).

Lemme (4.4.3). — Sotent 3',8""eR, non orthogonaux. Alors, les combinaisons linéaires
non nulles de &' et 8" sont dans R.

Le sous-groupe de G engendré par Uy et Uy, est le groupe SL(2) du plan tendu
par & et 3" Il est dans M, et les vecteurs non nuls de ce plan forment une seule orbite

pour SL(2).

(4-4.4°) Prouvons (4.4.2"). Le cas R={o} est trivial. Excluons-le. Si 3€eR,
on a alors 3o, et il existe 3'eR tel que (3,9d')+0 (puisque R engendre V et que
(,) est non dégénérée). D’apres (4.4.3%), les multiples non nuls de 3 sont donc dans R.
Soit W un sous-espace maximal de V tel que RNN soit dense dans W. Ona W=o.
S’il existe 3eR —W qui n’est pas orthogonal & W, il résulte de (4.4.3*) que R est dense
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dans W®C.3. Ceci contredit la maximalité de W. On a donc R =(RNW)u (RNnWY).
Puisque R engendre V, on a V=W4+W*, et W est non isotrope. Le groupe M est
engendré par les U; (3eR), donc contenu dans Sp(W)xSp(W+). Puisque R est une
seule orbite de M, on a RCW et W=V : R est dense dans V, les Uy (3€V) sont
tous dans M, et M=Sp(V).

Lemme (4.4.2°%). Soit 'V un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée (,), M un sous-groupe algébrique de O(V) et R une orbite de M
dans V, qui engendre V. On suppose que les éléments de R satisfont & (3, 3)=2, et que M est
le plus petit sous-groupe algébrique de O(V) contenant les réflexions sz : x+>x—(x8)3  pour
deR. Alors, M est fini ou M=O(V).

Lemme (4.4.3°). — Soient &', 3""eR. Si (&, 8") n'est pas de la forme 2 cos 0, avec 0
multiple rationnel de 2w, les combinaisons linéaires 8 de &' et 8" telles que (8, 8)=2 sont dans R.
La méme conclusion vaut si (8',8"')==+2 (mais nous n’en aurons pas besoin).

Dans le premier cas, la forme (,) est non dégénérée sur le plan tendu par &’ et 3",
et 5555 est une rotation d’ordre infini dans ce plan. Le plus petit sous-groupe algébrique
contenant sg55 est donc le groupe SO de ce plan (de dimension 1) et on conclut comme
en (4.4.3%. Dans le second cas, on se rameéne a supposer que (8, 3"')=2, en remplacant
si besoin est 3’ par s5(3)=—23'. On peut aussi supposer que 3§'=3". La restriction
de (,) au plan tendu par &’ et 8’ a alors pour noyau G(8"'—3’), et dans ce plan s 55
est une transvection non nulle parallele & ce noyau. L’enveloppe algébrique est ici le
groupe de toutes ces transvections, et ’on conclut comme auparavant.

(4-4.4°) Prouvons (4.4.2°). Comme en (4.4.2%), soit W un sous-espace non
totalement isotrope de V, maximal parmi ceux tels que RNW soit dense dans la
sphére (3,3)=2 de W. Si 3¢R—W, et que la forme linéaire (3, x) n’est pas localement
constante sur la sphére (x, x) =2 de W, elle prendra des valeurs non exclues dans (4.4.3°)
sur une partie topologiquement dense de RNW (car RNW est localement fermé
et Zariski-dense dans ladite sphére). Comme en (4.4.4%), ceci contredit la maximalité
de W. La forme (3, x) est donc localement constante sur la sphére (x,x)=2 de W.
Ceci ne peut arriver que dans les cas suivants :

a) W est de dimension 1;
b) 3LW;
¢) W est isotrope, WNW* est de codimension 1 dans W, et §L(WnW4),

Si WnW%+{0}, on doit étre dans les cas 4) ou ¢), e¢ RC(WNWH)E; ceci
contredit ’hypothése que R engendre V. Si dim W41, on doit donc étre dans le cas &),
et RCWUW?L., Comme en (4.4.4%), on en déduit que W=V et que M=0(V).
Reste le cas ot W est toujours de dimension 1. D’aprés (4.4.3°), les produits sca-
laires (3, 8") (3’,8”eR) sont alors tous de la forme 2 cos 6 avec 6 multiple rationnel
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de 2r. Puisque R est algébrique, ceci n’est possible que si (8’, 3") ne prend qu’un nombre
fini de valeurs. Si les ;R forment une base de V, on n’a qu’un nombre fini de possi-
bilités pour les (3;,3), (8€R), et R est donc fini. Le groupe M, qui s’injecte dans le
groupe des permutations de R, I’est également.

Nous allons étudier plus en détail le cas ol le groupe M est fini.

Proposition (4.4.5). — 8¢ M est fini, le groupe analogue en cohomologie {'-adique est
également fini, pour tout ¢'==p. En tant que quotient de w,(P1—S, o), il est indépendant de ¢',
et le caractére de sa représentation dans Ev(Y, Q,) est a valeurs entiéres indépendantes de ¢'.

Pour tout ', le groupe fondamental =, =, (P*—S, 0) agit trivialement sur H'(Y),
pour i=%n, et H*(Y) est somme directe d’un sous-espace sur lequel il agit trivialement,
et de la partie évanescente. La représentation de w; sur la partie évanescente est semi-
simple et disjointe de la représentation triviale. On retrouve donc la représentation
de n, sur Ev(Y) en débarrassant la représentation virtuelle de m; sur Z(—1)"H(Y)
de ses facteurs triviaux : il suffit de vérifier que le caractére de cette représentation
virtuelle est a valeurs rationnelles indépendantes de ¢'.

Un argument facile de spécialisation (utilisant (1.11)) nous rameéne & supposer
que % est la cloture algébrique d’un corps fini. La variété X CP, Y, le pinceau de
Lefschetz, et donc le morphisme f: X P! sont alors définis sur un corps fini F,, et,
avec les notations (0.7), la représentation virtuelle de w,(P'—S, 0) sur Z(—1)"H(Y)
est induite par une représentation virtuelle de w;(P;—S;, 0) (groupe fondamental
arithmétique). Pour tout point x de Py—S,, rationnel sur F,, la valeur de son caractére
en F, est enti¢re et indépendante de ¢’ : d’apres la formule de traces de Lefschetz, c’est
le nombre de points F,-rationnels de la fibre de X en x. La proposition résulte dés lors
du lemme suivant.

Lemme (4.4.6). — Soient U, une variété algébrique normale et géoméiriquement connexe
sur ¥, munie d’un point base u, G le quotient de W(Uy, u) par un sous-groupe d’indice fini de
(U, u) et V une représentation {-adique virtuelle de G. Soit aussi V' une représentation ¢'-adique
virtuelle de W(U,, u). On suppose que, sur les puissances des Frobenius F,eW (U, u) (x€|U,|),
les caractéres de V' et V' prennent des valeurs rationnelles, et coincident. Alors V' provient par
inflation d’une représentation virtuelle de G, et les caractéres de V et V' sont & valeurs rationnelles
et égaux.

Preuve : D’aprés Cebotarev, tout élément de G de degré assez grand est de la
forme F, (cf. (3.5.3)). Un caractére de G est uniquement déterminé par sa restriction
aux éléments de degré assez grand : pour g central de degré >o, et keG, la fonction
de z:ny(g"h) est en effet combinaison linéaire de fonctions z—2", et la non-nullité
d’un déterminant de Vandermonde montre que, quel que soit N, les restrictions de
ces fonctions & n=N sont linéairement indépendantes. Il résulte donc des hypothéses
que le caractére de V est rationnel (le comparer a un de ses conjugués sous Aut(G/Q)).
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La représentation virtuelle V est donc réalisable sur un corps de nombres (neutralisant
quelques algébres simples), et il existe une représentation virtuelle ¢’-adique V, de G
de méme caracteére. Remplagant V par V,, on peut supposer que ¢=¢'. Dans ce cas,
on a plus généralement :

Lemme (4.4.7). — Soient V' et V"' deux représentations {-adiques virtuelles de W(U,, u).
St leurs caractéres coincident sur les puissances des Frobenius, ils coincident.

Soit V la somme des constituants de V' et V"’, G® Padhérence de Zariski de 'image
de =, (U, #) dans GL(V), et G défini comme en (1.3.7%). Les représentations virtuelles V’
et V" sont définies par des représentations virtuelles de G. Soit g un élément central
de G de degré d>o, et découpons V' et V" selon les valuations ¢-adiques v des valeurs
propres de g. Le polynéme caractéristique de F, agissant sur V' détermine le polynéme
caractéristique de F, agissant sur chaque morceau V, : des valeurs propres de F,, prises
((ilzg; .0 (cf. (1.3.14)). Le

polynéme caractéristique ne dépendant que des traces des puissances :

avec leur multiplicité, on ne garde que celles de valuation

n

¢
log det(1—Ft, V')=—X Tr(F", V') —,
n

V, et V' ont mémes caractéres sur les puissances des Frobenius. Par torsion (1.2.%),
ceci nous raméne au cas ou V, et V,’ proviennent de représentations de =,(Uy, #). On
applique enfin le théoréme de Cebotarev, selon lequel les Frobenius sont denses dans
ce groupe.

(4.4-8) Placons-nous dans les hypothéses de (4.4.1), et supposons de plus z pair,
n=z2n;, M fini et Ev(Y) non nul (i.e. S+g¢). La forme (,) sur Ev(Y) est a valeurs
dans Q,(—=n). Elle correspond & une forme, encore notée (,), sur Ev(Y)(n,), a valeurs
dans Q,. Les cycles évanescents § sont des éléments de Ev(Y)(n,). Ils vérifient
(3, 8)=(—1)".2.

Théoréme (4.4.9). — Sous les hypothéses de (4.4.8) :

a) Le Z-module L engendré par les cycles évanescents § est tel que L®Q,>Ev(Y)(n,);
la forme (,) est a valeurs entiéres sur L.

b) Les cycles évanescents +3 forment dans L un systéme de racines R de type A, D ou E.
Le groupe M est le groupe de Weyl correspondant.

Dans M, les réflexions de la forme s; sont caractérisées, indépendamment de ¢,
comme étant conjuguées 2 un élément non trivial d’un groupe d’inertie en un seS.
Soient donc deux réflexions s; et s5. On a :

Tr(sssy) = (dim Ev(Y)—2) + (8, 8")>
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L’entier Tr(szsy)—dim Ev(Y)+2 a donc une racine carrée dans Q, pour tout £=p.
C’est donc le carré d’un entier, et (3,3')eZ. Si les 3§,cR forment une Q ,base
de Ev(Y)(n,), on a donc (3;,3)eZ pour tout 3€R, et 3 est combinaison linéaire a
coefficients rationnels des 3;. L’assertion a) en résulte.

Les s; forment une seule classe de conjugaison dans M, et M est fini, engendré
par les réflexions s; de L. Il en résulte que R est un systéme de racines irréductible
dont toutes les racines sont de méme longueur (donc de type A, D ou E), et M est son
groupe de Weyl.

(4-5) Application : le théoréme du pgcd

Les notations (0.7) sont en vigueur.

Le théoréme suivant est utilisé par Katz et Messing [7] pour comparer les coho-
mologies /-adiques et cristallines.

Théoréme (4.5.1). — Soient X, une variété projective lisse, absolument irréductible de
dimension n 41 sur ¥, et (X,);cp un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X, défini
sur ¥,. Pour p=2 et n pair, on le suppose assez général. Soit S CP Pensemble des t pour
lesquels X, est singulier. Alors, le polynome det(1—Ft, H(X)) est le ppem des polyndmes
S(T)=IT1(1—«;T) ayant la propriété suivante :

(%) Pour t un point de P'—S défini sur ¥, et ¥ Uendomorphisme de Frobenius de X,
relatif a sa F y-structure naturelle, on a :

IT(1—olfT) divise det(1—FT, H*(X))).

Ecrivons H"(X,)=H"X)+Ev(X,) (4.3.9). Si les B; sont les valeurs propres
de Frobenius sur H*(X) (comptées avec leur multiplicité), cette décomposition donne,
pour ¢ défini sur Fy :

det(1—FT, H"(X,)) =TI (1 —BFT) . det(1— FT, Ev(X))),

de sorte que le polynéme II(1—p;T)=det(1—FT, H(X)) satisfait & (). Il reste a
voir que tout polynéme satisfaisant a (%) le divise. Nous prouverons plus précisément :

Lemme (4.5.2). — Quels que soient les polynomes :
PT)=(1—yT) e Q(T)=II(1—3§T)
(les vy; et 3; sont supposés +0), si pour tout point teP'—S, défini sur Fy, on a :
II(x—+FT) | II(1—8FT) .det(1—FT, Ev(X,)),
alors P| Q.

Déduisons le lemme (4.5.2) de son cas particulier ou P est de degré 1 : P=(1—vt).
On procéde par récurrence sur deg P. Si deg P>o (seul cas non trivial), et que y est
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P'un des v;, le lemme pour P=1—y¢ montre que y coincide avec 'un des §;, et on
applique I’hypothése de récurrence & P/(1—+yT) et Q/(1—+T).

Il reste a prouver (4.5.2) pour P=(1—+yT). Raisonnons par ’absurde, et sup-
posons v distinct de tous les §;. Pour chaque j, soit &; le générateur de 1’idéal des entiers &
tels que y*=3¥, et soit N le produit des % non nuls. L’hypothése assure que, pour
kE=1(N), on a v¥+3F, et donc :

(4-5-3) 1—y*T |det(1—FT, Ev(X,)) (¢ sur Fy, k=1(N)).

En particulier, y est une unité ¢-adique.

Soit # un point géométrique de P'—S. Le groupe w,((P'—S),,u) agit sur
E=Ev(X,). Par ailleurs, il s’envoie dans nl(Spec(Fq))=Gal(F/Fq)=2. Soit G I'image
de =,((P'—S),, %) par lapplication diagonale dans GL(E)xZ. C’est une extension
de Z par le groupe de monodromie géométrique M déterminé au numéro précédent.
Notons p sa projection dans GL(E), et deg sa projection dans Z. Pour te (P'—8),(F ),
et F, Pimage dans G du Frobenius correspondant, on a :

deg(F)=k et det(1—FT, Ev(X,)=det(1—p(F)T).

Les F, étant denses dans G (Cebotarev), on déduit par continuité de (4.5.3) que

(4.5.4) Pour geG, avec deg(g)=1(N), Y% est valeur propre de p(g). Nous
allons voir que ceci est absurde, méme si on se limite aux g tels que deg(g)=1. Puisque
p(g) normalise M, et que les p(g) — pour deg(g)=1 — forment une classe latérale
sous M, il suffit de vérifier le

Lemme (4.5.4). — St geGL(E) normalise le groupe de monodromie géométrique M,
les gm pour meM n’ont pas de valeur propre commune.

Dans cet énoncé, on peut remplacer M par son adhérence M~ pour la topologie
de Zariski. Celle-ci est soit le groupe symplectique d’une forme alternée non dégénérée
sur E, soit le groupe orthogonal d’une forme quadratique non dégénérée sur E, soit
un groupe de Weyl de type A, D ou E. L’élément g est selon le cas une similitude sym-
plectique, une similitude orthogonale, ou un multiple scalaire d’un automorphisme
du systéme de racines. Il est loisible de remplacer g par un gm (meM™), et de le mul-
tiplier par un scalaire A (ce qui multiplie toutes les valeurs propres par 2). Dans les deux
premiers cas, ceci nous rameéne a montrer que les éléments du groupe symplectique
(resp. orthogonal) n’ont pas de valeur propre commune. On observe que Id et —Id
déja n’en ont pas. Dans le cas d’un groupe de Weyl, on se rameéne a supposer que g
est un automorphisme du systéme de racines, et seule compte sa classe mod W, i.e. 'auto-
morphisme correspondant g du diagramme de Dynkin.

Si g est trivial, il s’agit de prouver que les éléments de W n’ont pas de valeur
propre commune, i.e. (puisque eeW) de trouver un élément n’ayant pas la valeur
propre 1. On peut prendre une transformation de Coxeter. Le cas oul g est 'involution
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d’opposition (triviale pour A;, D,;, E;, Eg, d’ordre 2 pour A, (k>1), Dy, E)
se raméne au précédent en remplagant g par — g. Il reste a traiter les cas D,,, g d’ordre 2,
et D,, g d’ordre 3.

Cas D,,, g d’ordre 2 : le systtme de racines est ’ensemble des vecteurs =+ ¢+ ¢
(i#j) de Z¥, WuUgW est le groupe des permutations, avec changement de signe
éventuel, des ¢;, et W le sous-groupe des permutations avec un nombre pair de chan-
gements de signe. Les éléments :

(eu e by O ) et (31; EREERL R 32k)

Crs ooy bop_1s — by €y v vvy boyy — 6

ont respectivement pour valeurs propres 1, et les racines (2k)* de —1, donc n’ont
aucune valeur propre en commun.

Cas D,, g d’ordre g : le syst¢tme de racines est ’ensemble des quaternions entiers
I L.
de Hurwicz de norme 2, et on peut prendre pour g la multiplication par ;(I +i145+%).
I SE—
Ses valeurs propres sont les nombres —-(I +v — 3), et g et —g n’ont pas de valeur propre
2

commune — d’ou le résultat puisque —1 est dans le groupe de Weyl.
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V. — APPLICATION AU Q,TYPE D’HOMOTOPIE

L’objet de ce paragraphe est de justifier certains des résultats annoncés dans [3].
Il s’agit d’attacher a chaque variété algébrique X sur un corps algébriquement clos %
une Q ,-algébre différentielle graduée A(X), bien définie & quasi-isomorphisme pres,
fonctorielle en X, qui « soit » le Q ,type d’homotopie de X. En particulier, on veut
que H'AX)=H*(X, Q,). On veut aussi que, si £=0C, le modéle minimal de A(X)
se déduise du modeéle minimal de Sullivan [6] du type d’homotopie rationnelle de X(C)
en étendant les scalaires de Q a Q,.

La méthode a laquelle je pensais pour construire A(X), lorsque je rédigeais [3],
s’est évanouie. Celle que j’emploie ici utilise de fagon essentielle une construction due
indépendamment & Grothendieck et & Miller [8], décrite au n° 1.

(5.1) Le Z{t}-complexe de De Rham, d’aprés Grothendieck et Miller

(5.x.x) L’algébre des polyndmes a puissances divisées sur Z est le sous-anneau Z{¢}

n n

¢ ¢
de Q[¢] de Z-base les — . La t-graduation de Z{t} est celle pour laquelle — est de degré n.
n. n.

(5.x.2) Nous abrégerons différentiel gradué en DG, et les algébres DG seront toujours
supposées commutatives, au sens de la régle de Koszul (exemple type d’algébre DG :
les formes différentielles extérieures sur une variété).

(5.1.3) Soit A un anneau commutatif, et posons A{t}=A®Z{t}. Pour A=Q,
on trouve simplement ’anneau des polynémes Q[¢]. Une A{t}-algébre t-graduée DG est
une A{t}-algébre DG, dont chaque composante homogéne est munie d’une graduation,
la t-graduation, qui en fait un A{¢}-module gradué, et telle que le produit et la différen-
tielle d soient homogénes de ¢-degré o.

(5.1.4) La construction « Z{t}-complexe de De Rham », qui sera définie plus
bas, est un foncteur contravariant qui & chaque ensemble simplicial X associe une
Z{t}-algébre t-graduée DG : XQ(X). On note QP(X) la partie de degré p pour la
structure DG (degré extérieur).

Les t-degré et degré extérieur d’un élément bihomogeéne satisfont :
(5.1.4.1) o<degré extérieur<i-degré.
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On dispose de plus d’'un morphisme fonctoriel de Z{¢}-algebres bigradudes :
(5.1.4.2) H'Q(X) - H (X, Z)®Z{t}
tn

qui identifie la cohomologie de Q(X) a la somme des H(X, Z)®m pour p<n.

(5.1.5) Plus généralement, pour tout anneau commutatif A (les cas qui nous
importent sont A=12Z, Z/{", Q), on dispose d’un foncteur « A{t}-complexe de De Rham »
Q(X, A) obéissant au formalisme (5.1.4), avec Z remplacé par A. Il est covariant en A
et 'isomorphisme (5.1.4.2), est fonctoriel en A. Pour A=Q, on dispose d’un mor-
phisme de Q(X, Q) dans la Q][¢]-algébre t-graduée DG déduite du complexe de De
Rham-Sullivan Qpr¢(X) de X par extension des scalaires de Q a Q[¢]. Cet isomorphisme
est compatible avec (5.1.4.2). Il identifie la partie de -degré » de Q(X, Q) a "®(le
sous-complexe de Qppe(X) formé des formes de degré <z en les coordonnées bary-
centriques de chaque simplexe).

Si B est un quotient de A, le morphisme naturel de QP(X, A)®,B dans Q?(X, B)
est un isomorphisme, sauf en la composante de ¢-degré p.

(5.1.6) Quelques préliminaires, avant de donner I’idée de la construction, puis
la construction elle-méme.

(5.1.6.1) Si ¢ est un ensemble fini, on notera Z{(x;);c,} le sous-anneau de

Q[(%)ico] de Z-base les mondémes le_I ul . Soit Q'(c) le complexe de De Rham corres-
i€aon

il

pondant : c’est le sous-complexe du complexe de De Rham de Q [(x;);c,] de Z{(¥;);c.}-base
les produits de dx; (prendre un produit pour chaque partie finie de o). Posons ¢=2Xx;,
et soit enfin Q(o) le quotient de Q'(s) par I'idéal engendré par dt. C’est une Z{¢}-algebre
t-graduée DG, si on prend pour f-graduation la graduation pour laquelle x; et dx; sont
de t-degré 1. On lappelle la Z{t}-algébre t-graduée DG des formes différentielles relatives

(rel. @ t), polynomiales, entiéres & puissances divisées, sur R,
(5.1.6.2) Quel que soit I'anneau A, on pose de méme Q(o, A)=Q(c)PA.

(5.1.6.3) Une construction plus intrinséque est la suivante.

a) SiL est un A-module libre, on considére Q(L)=I"(L) ®/*\L; le degré extérieur
est celui de la puissance extérieure, et le f-degré est la somme des degrés extérieurs et
symétriques; la différentielle, compatible aux puissances divisées, est caractérisée par
d(x®@1)=1®x. .

b) Si M est un quotient libre de L, on considere le quotient Q(L, M):= I*(L)®AM
de Q(L).

¢) On prend Q(o, A)=Q(A°% A° modulo A diagonal).
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(5.1.6.4) La Z{t}-algeébre t-graduée DG Q(s) est un foncteur contravariant
de c. C’est clair sur (5.1.6.3), le couple (Z° Z diagonal) étant un foncteur contra-

variant en o. Plus concrétement, & ¢ :t—>c on associe ¢* qui envoie x; sur X %. Par
oj=i
exemple, pour tCo et ¢ le morphisme d’inclusion, ¢* s’obtient en faisant x;=o0 pour

1¢T.

(5.1.7) Voici I'idée de la construction dans le contexte paralléle des « schémas
simpliciaux » de Godement : on part d’'un ensemble S, et d’un ensemble & de parties
finies non vides de S, les simplexes. On suppose que chaque partie & 1 élément de S
est un simplexe, et que tout sous-ensemble non vide d’un simplexe est un simplexe.
Pour ce¥, on note |o| le simplexe (usuel) de R® tendu par les vecteurs de base ¢;,
ieo, et 'on prend pour espace X la réunion des |o| pour se&. Soit X le cone sur X,
la réunion des cones de sommet O tendus par les |c|.

I1 nous sera plus commode de considérer les espaces homotopes X', réunion des
espaces affines ¢’ tendus par les |6, et X', réunion des espaces vectoriels 3’ tendus par
les |o|. Soit ¢:R® R la fonction « somme des coordonnées ». L’espace X’ est la
fibre en ¢=1 de la restriction X’'—>R de ¢ a X'

Pour chaque o, soit Q(c) la Z{t}-algébre DG des formes différentielles relatives,
rel. 4 ¢, polynomiales, entiéres & puissances divisées, sur &’. Par définition, une p-forme
aeQP(X) est une famille «,€QP(c) (ce¥) de p-formes, telle que pour tCo, «. soit
la restriction de o,eQP(c) a QP(r).

(5.1.8) Voici la définition formelle. Restreignons le foncteur Q(s) ((5.1.6.4))
aux ensembles finis A,=[o, n] et aux applications croissantes entre ceux-ci. On obtient
une Z{¢}-algébre t-graduée DG simpliciale Q.

On pose :
Q(X, A)=Hom(X, Q®A)

(somme sur ¢, p des groupes des morphismes d’ensembles simpliciaux de X dans la
composante (i, p)-bihomogeéne de Q®A).

(5-1.9) Pour la preuve des propriétés fondamentales de cette construction, je
renvoie a4 [8]. Indiquons seulement que :

a) Le morphisme (5.1.5) dans Qpp(X)®Q[t] s’obtient en envoyant x; sur
(coordonnée barycentrique x;)®¢%.

b) Le point clef est le calcul des groupes d’homologie (faut-il dire d’homotopie ?)
du groupe simplicial Q : chaque H; est isomorphe a Z, et est placé en degré extérieur
et -degré i. Ce calcul résulte facilement de (5.1.6.3), si on se rappelle que le groupe
simplicial o> A° est homotope & o (son normalisé est réduit 3 AS A en degrés homo-

412



LA CONJONCTURE DE WEIL.II 237

logiques o et 1) : on a I™(A°)~I*(0)=(cA), et /*\(A" modulo A diagonal) se calcule
par les théoré¢mes de décalage de Quillen : son normalisé est I’algébre symétrique du
A-module A, le Sym" étant placé en degré homologique z.

(5.2) Le Q,-type d’homotopie

(5-2.1) Soit X un systéme projectif filtrant d’ensembles simpliciaux X* Posons :
(5.2.1.1) H(X, Z /") =lim ind H(X*, Z/¢").
On a encore la relation (5.1.4.2) entre ces groupes et la Z/¢*{t}-algébre ¢t-graduée DG :
(5.2.1.2) Q(X, Z/")=1lim ind Q(X*, Z /")
(exactitude des limites inductives).

Faisons maintenant I’hypothése :
(F) les H'(X, Z/|t) sont des groupes finis.
Les arguments de SGA5 V (5.3.1) s’appliquent, montrent que chaque :
(5.2.1.3) H(X, Z,) = lim proj H/(X, Z/)
est un Z,-module de type fini, et qu’on a les suites exactes habituelles :

o—H(X, Z,)®Z/" - H(X, Z[t") - TorZ(H*Y(X, Z,), Z/t") - o

(coefficients universels). Posons
(5.2.1.4) Q(X, Z,) =lim proj Q(X, Z/¢")

(limite projective bigraduée); c’est une Z,{t}-algébre t-graduée DG. On a :

a) les H'(X, Z/f™) sont finis; leur systéme projectif vérifie donc la condition de Mittag-
Leffler ML;

b) en chaque bidegré (i, p), sauf pour i=p, les morphismes de transition entre les
QP(X, Z[t") sont surjectifs ((5.1.5)), et la condition ML est vérifiée; pour i=p,
on a une suite exacte :

_ i n n
oA WX, Z)t )——)IJQ”(X, Z/" - HN(X, Z[t") — o,

d’ot ML puisque la cohomologie vérifie ML.

Grace a a), b), le passage a la limite projective (5.2.1.4) est exact, d’out un
morphisme :

(5.2.1.5) H QX Z,) - H'(X, z,)®zlz[{t}
qui identifie la cohomologie de Q(X, Z,) 4 la somme des H?(X, Zf)®t—' pour p<n.
n.

II est essentiel, dans cette construction, que la limite inductive, sur «, ait précédé
la limite projective, sur z.
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Pour tout module #-gradué sur Q[f] (par exemple sur Q,[¢]), notons lim, M la
limite inductive du systéme inductif des composantes homogénes M, de M, avec pour
morphisme de transition de M, a M, la multiplication par ™.

Posons :

(5.2.1.6) H'(X, Q,)=H'(X,Z,)®,,Q,
et

(5.2.1.7) A(X)=lim, Q,0Q(X, Z,).

On déduit de (5.2.1.5) par passage a la limite un isomorphisme :
(5.2.1.8) HAX)=H'X, Q,).

(5.2.2) Soit X une variété algébrique sur un corps algébriquement clos k. Elle
peut étre définie sur un sous-corps algébriquement clos dénombrable %, de k. Soit donc
X, sur &, dont X se déduit par extension des scalaires.

Parce que % est dénombrable, on peut trouver un systéme projectif dénombrable,
indexé par les entiers, de morphismes étales et surjectifs ¢, : X{—X,, tel que pour
tout morphisme étale et surjectif ¢ : U—X, il existe a et une factorisation de ¢, par ¢.
Pour chaque «, et chaque ensemble fini o, soit (X{/X,)° le produit fibré sur X, d’une
famille indexée par o de copies de X},. Lorsque o parcourt les ensembles finis A, =[o, 7],
ces produits fibrés forment un schéma simplicial. On pose :

(5.-2.2.1) X = (my(X2/X1)*))a
et

(5.2.2.2) A(X)=A(X).

Il efit été plus naturel de prendre, plutdt que les (X§/X,)* un systéme projectif
cofinal d’hyperrecouvrements étales de X;; d’aprés Artin cela revient essentiellement
au meéme.

Par définition de la cohomologie étale, si on avait considéré des hyperrecouvre-
ments, et d’aprés Artin avec la définition choisie, on a :

H(X, Z/0") =H*(X,, Z/").

On sait par ailleurs que H*(X,, Z//") > H*(X, Z/¢"). La condition (F) est vérifiée
d’aprés SGA43% [Th. finitude] (1.1).
Par définition de la cohomologie f-adique, on a donc un isomorphisme :
H'A(X) = H'(X, Q)

(5.2.3) Supposons X défini sur un sous-corps dénombrable %, de %, et prenons
pour %; la cloture algébrique de %, dans £ On peut alors choisir le systéme projectif
des X{ défini sur %,. Le groupe de Galois Gal(%,/k,) agit alors sur X, donc, par transport
de structure, sur A(X). Cette action est compatible avec P’action de Galois sur la coho-
mologie ¢#-adique de X.
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On prendra garde que A(X) est énorme — c’était le prix a payer pour qu’il
dépende canoniquement de X — de sorte qu’on ne peut guére parler de continuité
pour I’action de Galois. On peut seulement dire que Galois agit continGment sur les
Q(X, Z/¢t") (munis de la topologie discréte), pour tout z.

(5.2.4) Faisons 2=GC, et soit un systétme projectif X; comme en (5.2.2). On
peut alors trouver un systéme projectif d’espaces X* au-dessus de X(C) et de mor-
phismes a, : X* - X{(C), tel que chaque X* soit la somme disjointe des ouverts d’un
recouvrement ouvert de X, les intersections p a p de ces ouverts étant vides ou contractiles
(pour tout p>1).

Soit X(C) le systtme projectif des nerfs N*=m,(X*/X(C)%) des recouvre-
ments X% Chacun de ces nerfs a le type d’homotopie de X. Le systeme projectif des a,
fournit un morphisme de X(C) dans X.

On va maintenant déduire du théoréme de comparaison SGA4 XVI (4.1).

Construction (5.2.5). — Construction d’isomorphismes entre les modéles minimaux de la
Q -algébre DG A(X) et le tensorisé avec Q, des modéles minimaux M (X (C)) de Sullivan [6]
du type d’homotopie rationnelle de Pespace topologique X(C).
D’aprés SGA4 XVI (4.1), le morphisme :
Q(X, Z/t" 5> Q(X(C), Z/¢7)

est un quasi-isomorphisme : il induit sur la cohomologie des isomorphismes déduits
des isomorphismes de comparaison :

H(X, Z/t") S H(X(C), Z /).
On a aussi des quasi-isomorphismes .

Q(N,, Z/t") - Q(X(C), Z /™).
Par passage a la limite, on trouve des quasi-isomorphismes :

QX, Z,) - Q(X(C), Z;) < QN,, Zy).
On a de plus des quasi-isomorphismes :

Q(N,, Z)®Z, — Q(N,, Zy),
et lim, Q(N,, Z)®Q — Qpgg(Ny)~Qprs(X(C)),
d’ou une chaine de quasi-isomorphismes :

A(X) > A(X(C)) < (lim,Q(N,, Z)2Q) ©Q,

= Qppg(Na) ©Qp ~ Qs (X)) ©Q,.-

Passer au modéle minimal remplace ces quasi-isomorphismes par des isomorphismes.
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(5.3) Graduations par le poids.

(5.3.x) Soit A une algébre DG sur un corps K de caractéristique o. Pour nous,
K sera Q ou Q,. On suppose que H°(A)=K et que les H(A) sont de dimension finie.
Pour la définition des modeles minimaux #—>A de A, je renvoie & [6]. On déduit
facilement de la construction inductive de .# qu’il existe une filtration croissante
exhaustive de # par des sous-algébres de type fini #, (n>0) telle que

(*) Tout automorphisme de .# est homotope & un automorphisme de .# qui
respecte chaque .#,,.

Si Pautomorphisme ¢ de .# respecte la filtration par les #,, il y a un sens a parler
des valeurs propres de o, et de la graduation de .# par les sous-espaces propres géné-
ralisés : aprés extension des scalaires & une cléture algébrique K de K, #®K est somme
directe des #(a)=U Ker(c—a)™ (a€k"), et ceux-ci forment une graduation de .#®%
de type K*. "

On déduit facilement de la construction inductive de .# que toute valeur propre
de o sur #®K est un produit de valeurs propres de o sur les H'(A)®K, voire méme
sur les quotients sphériques des H(A)®K. Plus précisément, une valeur propre de
sur A"®K est un produit I, de valeurs propres «; de ¢ sur H"®, avec Zn(i)>n.

Soit T' le sous-groupe du groupe multiplicatif de K* engendré par les valeurs

propres de 6. Si v:I'>Z est un homomorphisme, les #(n)= (@ M (a) forment une

graduation (de type Z) de #®K*. Si pour toute valeur propre o de o sur H*(A), on
a v(«)>o0, cette graduation est & degrés >o. Si pour toute valeur propre « de o sur H'(A),
on a »(x)>i (et ce pour tout i), alors .#"®K est entiérement en degrés >n. Si T’
est contenu dans IV, stable par Gal(K/K), et que v se prolonge en v’ :I'—Z invariant
par Galois, cette graduation de #®K est définie sur K, i.e. provient d’une graduation
de 4.

(5-3.2) Le cas qui nous intéresse est celuiot K=0Q,, et oli, pour un entier ¢>1
convenable, puissance d’un nombre premier, on peut prendre pour I' I’ensemble des
nombres algébriques « dont tous les conjugués complexes ont la méme valeur absolue,
celle-ci étant de la forme ¢"*”?2 (une puissance entiére de ¢'?). On prend o'(a)=n(c).

Les graduations par le poids /-adiques mentionnées dans [g] sont obtenues par
cette méthode, pour ¢ un Frobenius. Voici quelques exemples.

(5-3-3) Soit X une variété algébrique complexe. Elle peut étre définie sur un
sous-corps &, de C, de type fini sur Q , i.e. est déduite de X, /%, par extension des scalaires.
Ceci permet de faire agir Gal(k,/k,) sur A(X), défini comme en (5.2). Soit A le modéle
minimal de Sullivan du type d’homotopie rationnelle de I’espace topologique X(C).
D’aprés (5.2.5), #®Q, est un modéle minimal de A(X). Plus précisément, on dispose
- d’une classe d’homotopie naturelle de quasi-isomorphismes ¢ de A ®Q, avec A(X);
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ceux-ci induisent en cohomologie les isomorphismes naturels de H*(X(C), Q)®Q,
avec H'(X, Q,). Pour tout automorphisme ¢ de A(X), on dispose donc d’un auto-
morphisme ¢ de #®Q,, bien déterminé & homotopie prés, tel que ¢5 soit homotope
a 69. On peut choisir ¢ de fagon a respecter une filtration comme en (5.3.1). Ceci
s’applique en particulier 3 oeGal(k,/ky). Si l'on prend pour ¢ un Frobenius comme
dans [3], les hypothéses de (5.3.2) sont vérifiées par G, et la graduation correspondante
de #®Q, induit sur la cohomologie une graduation qui scinde le tensorisé avec Q,
de la filtration par le poids de la théorie de Hodge sur H*(X(C), Q) (loc. cit.). Un
raisonnement de Sullivan montre alors I’existence d’une graduation de .# ayant les
mémes propriétés. Plus précisément :

Théoréme (5.%.4). — Il existe des graduations W~ de M compatibles a la filtration par le

poids des Hi(M)=H'(X(C), Q), en ce sens que W,H'(X(C), Q)= Gj W;H!(M). Deux telles
jm

graduations sont conjuguées par un automorphisme de M induisant lidentité sur Gr™ H*(X(C), Q).

Choisissons une filtration (.#,) de .# comme en (5.3.1). Les graduations de .#,
compatibles a la filtration par les (.#,), s’interprétent alors comme les homomorphismes
de G,, dans le groupe proalgébrique G,=Aut((#, .#,))=1im proj Aut((4#,)), ., des
automorphismes de .# qui respectent la filtration de .# par les #,. Soit G, le sous-
groupe de G, XG,, formé des couples (g, ) tels que :

(*) g respecte la filtration par le poids des HY(X(C), Q); sur Gr} H, il agit par
multiplication par M.

On vérifie que le noyau de 'homomorphisme (g, A)>A est unipotent :

0>U-=>G,~>G,,.

Aprés extension des scalaires a Q,, le morphisme « admet une section. C’est ’existence
des graduations (5.3.3). Il est donc surjectif, comme morphisme de schémas, sur Q.
Le groupe proalgébrique G, est donc, sur Q, extension de G,, par U. On sait qu’une
telle extension est toujours triviale, et que deux sections en sont toujours U-conjugudes.
Ceci prouve I’existence, et I'unicité lorsqu’on ne considére que des graduations induisant
une graduation sur chaque .#,,.

Pour conclure, il resterait a prouver le lemme technique suivant, dont la véri-
fication un peu pénible est laissée au lecteur.

Lemme (5.3.5). — Pour tout ensemble fini d’automorphismes de M, il existe une filtra-
tion (5.3.1) de M stable par tous ces automorphismes.

(5.3.6) Pour X une variété algébrique sur un corps algébriquement clos quel-
conque, on peut encore définir une filtration par le poids sur H*(X, Q,), en terme des
sous-espaces propres généralisés d’automorphismes de Frobenius convenables, et les
constructions précédentes fournissent des graduations du modéle minimal de A(X),
induisant sur la cohomologie une graduation qui scinde la filtration par le poids.
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Corollaire (5.3.7%7). — Pour X propre et lisse, un modéle minimal de A(X) est un modeéle
minimal de H'(X, Q,), muni de la structure DG pour laquelle d=o.

Soit W une graduation par le poids d’un modéle minimal .# de A(X). Le
groupe H'(X, Q) étant purement de poids 7, #" est entierement de degrés >n ((5.3.1)).
On a donc dW,(A") CW,(#""')=0; puisque W,(.#£") est formé de cycles, on dispose
d’une projection naturelle de W, (.#£") dans H*(X, Q,). Elle est surjective, puisque H"
est purement de poids n. Soit ¢,: A"—>H"(X,Q, le composé de cette projection
avec la projection de .#" sur W, (#") qui annule les W;(.#"), pour i>n. On vérifie
facilement que ¢ =(¢,) est un quasi-isomorphisme d’algebre DG, d’ou le corollaire.

(5.3.8) Pour X normal, on obtient de méme un théoréme analogue au théoréme
de Morgan sur le systéme des quotients de =,(X) qui sont des groupes de Lie /-adiques
unipotents, cf. [9].

Signalons quelques questions passées sous silence.

(5.3.9) Pour .# un modele minimal, et (.#,) une filtration comme en (5.3.1),
soit G le groupe proalgébrique des automorphismes de .# qui respectent les .#,, et
H le sous-groupe de ceux qui sont homotopes a I'identité. Posons Aut i(#)=G/H.
C’est un groupe proalgébrique.

Si X est une variété algébrique sur % algébriquement clos, provenant par extension
des scalaires de X,/k, dénombrable, I’action naturelle de Gal(k,/k,) sur A(X) fournit
un homomorphisme de groupes :

(5-3-9.1) Gal(k,[k,) — Aut h(A#)(Q,,).

Il faudrait vérifier que cet homomorphisme est continu, i.e. que pour tout quotient algé-
brique (=de type fini) Q de Aut A(.#), ’homomorphisme de Gal(%,/k,) dans Q (Q,)
déduit de (5.9.9.1) est continu, si Q (Q,) est muni de sa topologie usuelle.

On peut espérer des résultats plus précis, mais je crois qu’il n’y a pas lieu d’espérer
une action raisonnable de Gal(ky/k,) sur .#.

(5-3-10) Il faudrait vérifier que les filtrations croissantes attachées aux gradua-
tions par le poids de (5.3.3) ou de (5.3.6) sont toutes conjuguées entre elles sous le
groupe des automorphismes de .# (le modéle minimal /-adique) homotopes a ’identité.

Dans le cadre (5.3.3), out A est le £-adifié du modéle minimal rationnel .#, de
Sullivan, leur classe de conjugaison devrait étre définie sur Q (ou, ce qui revient au
méme, étre Porbite d’une filtration déduite par extension des scalaires d’une filtration
de A,).
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(6.1) Stabilité

(6.1.1) Dans ce numéro, nous établissons dans les contextes suivants que la
catégorie des faisceaux mixtes est stable par toutes les opérations usuelles.

a) Egale caractéristique p : on ne considére que des schémas de type fini sur F,;
Saisceau signifie faisceau de Weil.

b) Egale caractéristique o : il s’agit plus précisément de considérer des schémas de
type fini sur Z, et des faisceaux (au sens : Q ,<faisceau constructible), en se donnant
a chaque instant le droit de remplacer X par X[1/z].

En ce qui concerne les schémas, cela revient a considérer des schémas de type fini
sur Q : leur catégorie est la 2-limite inductive des catégories des schémas de type fini
sur les Z[1/n]. Il n’en va pas de méme pour les faisceaux : si X est de type fini sur Z,
J’ignore si un faisceau constructible sur Xg provient toujours d’un faisceau constructible
sur un X[1/n]. Si & et ¢ sont deux faisceaux constructibles sur X, on a toutefois :

Hom sur Xo(&#, 4)=Ilim ind Hom sur X[1/n](&#, 9).

En d’autres termes, la 2-limite inductive des catégories de faisceaux sur les X[1/n]
s'identifie 2 une sous-catégorie pleine de celle des faisceaux sur Xg.

La terminologie suivante permet de donner des énoncés uniformes dans les
contextes a) et b) : pour Xy un schéma de type fini sur Q, déduit par changement de
base de X de type fini sur Z, et %, un faisceau sur X,, nous dirons que & est mixte,
pur, ... si #q se déduit d’un faisceau & sur un X[1/n], et que la restriction de & a X[1 /nm]
est mixte, pure..., pour m convenable.

Les résultats obtenus dans le contexte b) seront présentés sous la forme de variantes
de ceux obtenus dans le contexte a). On pourrait aussi donner des variantes poten-
tielles ((3.4.10)); nous ne les expliciterons pas.

Théoréme (6.x.2). — Soient f: X—>Y un morphisme de schémas de type fini sur F,
(resp. Q), et F un faisceau mixte sur X. Alors, les faisceaux Rif,F sont mixies.

Compte tenu du théoréme de changement de base générique (SGA43% [Th. fini-
tude] (1.9)), cet énoncé résulte du suivant :
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Lemme (6.x.3). — Soient S un schéma de type fini sur Z[1[t], f: X—>Y un morphisme
de S-schémas de type fini, et F un faisceau mixte sur X. Alors, il existe un ouvert dense U de S
au-dessus duquel les faisceaux Rif,F sont mixtes.

Reprenons la démonstration de SGA4% [Th. finitude] (2.1) a (2.8).

(6.1.4) Cas ot X est lisse sur Y=S, ot F est lisse, et ot les R'f{F sont lisses. Dans
ce cas, les R/, # se déduisent par dualité de Poincaré des R'f|#, auxquels (3.3.1)
s’applique.

(6.x.5) Cas ot X est lisse sur Y =S et ot F est lisse.
On se raméne a (6.1.4) en remplagant S par un ouvert dense convenable.

(6.1x.6) Prouvons par récurrence sur n lassertion :

(), La conclusion de (6.1.3) est vraie si S est integre, de point générique 7,
que f est un plongement ouvert d’image dense, et que dim X, <z.

Pour n=o0, quitte a rétrécir S, on a X =Y : (), est évident. Supposons (*),_;,
et prouvons (*),. Dans (%),_;, on peut remplacer « plongement ouvert » par « plon-
gement » comme on le voit en factorisant en plongement ouvert et plongement fermé.

Lemme (6.x.7%7). — Quitte a rétrécir S, la conclusion de (6.1.3) vaut sur Y'CY, le
complément Y, de Y' étant fini sur S.

L’assertion est locale sur Y, qu’on peut supposer affine : Y CA§. L’hypothése
de récurrence (*),_; s’applique a :

X sy

N\
AL

Il existe donc pour chaque ¢ un ouvert dense U, de Aj tel que la conclusion de (6.1.3)
vaille au-dessus de pr;*(U,); elle vaut au-dessus de la réunion des pr;*(U,), et (6.1.%)
en résulte.

(6.1.8) Prouvons (%), pour X lisse sur S et & lisse. Le probléme étant local
sur Y, on peut supposer Y affine, puis projectif (remplacer Y par son adhérence dans
un espace projectif). Soient ¢:Y,;>Y et j:Y <Y garantis par (6.1.7) (aprés rétré-
cissement de S).

420



LA CONJONCTURE DE WEIL.II 245

Le raisonnement suivant, ot apparait formellement une catégorie dérivée de
faisceaux /-adiques, sera justifié ci-dessous. Appliquons Ré, au triangle défini par la

suite exacte :
(1) 0> REF - Rf,.F - i, i'Rf,F — 0
on obtient un triangle :

(2) —Rb,jj* REF > Ra,F — b, i*Rf,F —

dans lequel les faisceaux de cohomologie des deux premiers termes sont mixtes sur un
ouvert dense de S, d’aprés (3.3.1) pour le premier (b est propre) et (6.1.5) pour le
second. Les faisceaux de cohomologie de 4,,:*Rf,# sont donc mixtes, et on en déduit
que ceux de *Rf,#, puis ceux de Rf,#, le sont également.

Pour justifier cela, on écrit & comme déduit d’une limite projective d’un systéme
projectif de faisceaux de R/m"-modules libres localement constants, se déduisant les uns
des autres par réduction, comme en (1.1.1), on considére le systéme projectif corres-
pondant de triangles (1) et (2), et on répéte I’argument.

(6.1.9) Prouvons (%), en général. L’usage qui sera fait d’une catégorie dérivée
se justifie comme ci-dessus.

On commence par se ramener au cas o dans X existe un ouvert dense V lisse
sur S. Pour S spectre d’un corps parfait, il suffit de remplacer X par X 4 (et Y par Y ;).
En général, il faut rapetisser S, faire un changement de base fini radiciel et surjectif
S’—S, et remplacer X et Y par X, et Y,;. La topologie étale étant insensible aux
morphismes finis radiciels et surjectifs, ceci est innocent. Quitte & rétrécir V, on peut

supposer & lisse sur V :

vdhx Ly,
Ceci permet d’appliquer (6.1.8) a j et fj. Définissons A par le triangle :
(1) —>F >Rj,JF—>A—.

Les faisceaux de cohomologie de A sont a support dans X—V, et dim(X—V),<z.

L’hypothése de récurrence permet donc de supposer que Rf, A est mixte. Appliquons Rf,
au triangle (1); on trouve un triangle :

—-Rf,.F—>R(fj).JF—>Rf, A~

dans lequel deux des sommets sont mixtes. Le troisiéme I’est donc également.

(6.1.10) Prouvons (6.1.2). Le probléme est local sur Y, qu’on peut supposer
affine. Prenant un recouvrement affine de X et invoquant sa suite spectrale de Leray,
on se raméne & avoir X également affine. On peut alors factoriser f en un plongement
ouvert suivi d’un morphisme propre : f=gj, d’ou Rf,=Rg,Rj,. Le plongement ouvert
est justiciable d’un (x),, le morphisme propre de (3.3.1).
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On a, comme conséquence formelle de (6.1.2) (cf. SGA4% [Th. finitude] (1.5)) :

Corollaire (6.x.x1). — Les quatre opérations Rif,, Rf,, f* et REf* transforment faisceaux
muxles en faisceaux mixtes.

La méme stabilité vaut pour les foncteurs Ext locaux.

(6.x.12) Nous allons maintenant déduire de (6.1.2) une stabilité analogue pour
les faisceaux de cycles évanescents. Soient donc S une courbe lisse sur F, (resp. Q), s un
point fermé de S, X un S-schéma de type fini et & un faisceau sur X. Faisant le chan-
gement de base S, —S, on obtient (X', #') au-dessus du trait hensélien S,. Soient
7 le point générique de S, 5 un point géométrique au-dessus de s et 3 un point géo-
métrique générique du localisé strict Sg). Les faisceaux de cycles évanescents R™¥(F') sont
des faisceaux sur X5, munis d’une action continue de Gal(, n), au-dessus de son action
sur X; (via Gal(s/s)). La restriction de cette action au groupe d’inertie est automati-
quement quasi unipotente.

Définissons, pour un faisceau ¥, muni d’une telle action p de Gal(q/n), ce que
signifie étre mixte :

a) Un faisceau sur X; muni d’une action continue de Gal(s/s) s’identifie & un
faisceau sur X, (SGA7 XIII (1.1.3)). Si l’action p se factorise par Gal(s/s), on dit que
(9, p) est mixte si le faisceau correspondant sur X, DPest.

b) Si (9, p) admet une filtration finie F telle que Gry(p) se factorise par Gal(s/s)
(cas unipotent), on dit que (%, p) est mixte si Gry(¥) l'est, au sens a).

¢) L’hypothése b) devient vraie aprés avoir remplacé Gal(v/v) par un sous-groupe
d’indice fini (quasi-unipotence). Géométriquement, ceci revient a remplacer S par
un trait fini sur S;. On dit que (¥, p) est mixte s’il le devient — au sens ) — apres
un tel changement de trait.

Théoréme (6.x.33). — Avec les notations ci-dessus, st F est mixte, les faisceaux de cycles
évanescents sont également mixtes.

Grice au théoréme de monodromie, quitte & remplacer S par un revétement
fini convenable, on peut supposer que le groupe d’inertie I agit de facon unipotente,
via son quotient Z,(1). On peut alors appliquer les constructions des numéros (1.6.1),
(1.6.14). Les formules (1.6.14) montrent qu’il suffit de vérifier que les faisceaux (R*¥'F")!
sont mixtes. Soient # 'inclusion de X, dans X, et v celle de 'ouvert complémentaire.
Procédant comme en (3.6.1), on voit que ces faisceaux sont quotients des faisceaux
u'R'o,(v*F), et on applique (6.1.11).
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(6-2) Complexes purs
Dans ce numéro, nous nous plagons dans le cadre (6.1.1) a).

(G.i .1) Pour tout schéma X de type fini sur F,: a: X — Spec(F,), nous posons
Ky=Rd'Q,. C’est le complexe dualisart.

Exemple : si X est lisse purement de dimension 7, Ky est réduit au faisceau Q ,(r)
placé en degré —an : Ky=0Q ,(n)[2n].

Nous notons D le foncteur contravariant « dual a valeur dans le complexe
dualisant » :

D: DYX) »D¥X): K - R Hom(K, Ky).

Ce foncteur est involutif. Pour tout morphisme f: XY, il échange les foncteurs Rf’
et f*, ainsi que les foncteurs Rf; et Rf,. On a aussi :

D(K®L)=R Hom(K, DL).

Définition (6.2.2). — Un complexe K est mixte de poids <n st pour tout ¢, le fais-
ceau H°K est mixte de poids ponctuels <i-n.

Avec cette définition, le théoréme fondamental (g.g.1) fournit la

Variante (6.2.3). — Soit f: X—>Y un morphisme de schémas de type fini sur ¥,. Si
KeOb DYX) est mixte de poids <n, alors RAK est mixte de poids <n.

Soit en effet la suite spectrale :

Er1=Rrf#K = #PHIRAK.

D’aprés (g3.3.1), le terme E%? est mixte de poids ponctuels <p-(g-+n).
L’aboutissement s#?*t9RfiK est donc mixte de poids ponctuels <(p+¢)+n.

Définition (6.2.4). — Un complexe K est pur de poids n s’ est mixte de poids <mn,
et que DK est mixte de poids <—n. Un faisceau F est pur de poids n si le complexe réduit & F
en degré o Dest.

Exemples (6.2.5). — a) Quel que soit N, un complexe K est mixte de poids <z
si et seulement si K(N)[2N] I’est. Dans la définition (6.2.4) de la pureté, on peut donc
remplacer le complexe dualisant Ky par un complexe localement de la forme Ky (N) [2N],
et DK par DK(N)[2N].

b) En particulier, pour X lisse, on peut remplacer la condition sur DK par :
« RHom(K,Q ;) est mixte de poids <—n ». Si les faisceaux de cohomologie de
KeOb D%(X) sont lisses, le complexe K est pur de poids 7 si et seulement si chaque #*K
est ponctuellement pur de poids ¢4 n.
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¢) Soient X une courbe lisse, et j: U X un ouvert dense de X. Si & est un
faisceau pur de poids z sur U, alors j, % est pur de poids n (appliquer (1.8.8.1) et la
formule R Hom(j, %, Q,)=j, Hom(F, Q,)).

d) Pour X lisse, j: UsX le complément d’un diviseur lisse D, et & un faisceau
lisse ponctuellement pur de poids z sur U, modérément ramifié le long de D, le faisceau j, #
est encore pur de poids #» (méme argument).

Proposition (6.2.6). — Si f: XY est propre, et que KeOb DYX) est pur, alors
Rf.K est pur du méme poids.

On applique (6.2.3) a K et a DK, compte tenu de ce que DRf,K=Rf,DK
puisque f est propre.

Variante (6.2.7). — Pour tout schéma X de type fini sur Z[1//] :
a: X — Spec(Z[1/{]),

posons Ky=R4'Q,. On a encore un foncteur de passage au dual D’K=R Hom(K, K}),
et une définition de la pureté parallele a (6.2.4). Si X est de type fini sur F,, on a
Ki=Kx(—1)[—2] : les foncteurs D et D’ se déduisent 'un de l’autre par décalage
et twist et, d’aprés (6.2.5) a), la définition ci-dessus de « pur de poids # » généralise
(6.2.4). La proposition (6.2.6) reste vraie.

(6.2.8) Soient £ un corps algébriquement clos, S le spectre de ’hensélisé de 2[T]
en (T), s le point fermé de S, » le point générique et % un point générique géométrique.
Soit f: X—S un morphisme propre.

Un complexe KeOb D¥(X) est dit polentiellement pur si (X/S, K) provient d’une
situation arithmétique du type suivant :

a) Spec(k) est un point géométrique générique d’un schéma intégre A,, de type fini
sur Z[1/¢];

b) S provient par extension des scalaires & %, et hensélisation, d’une courbe lisse S,
sur A, munie d’une section;

¢) f provient d’un morphisme propre f: X;—S,;

d) K provient d’un complexe pur Ky eOb Di(X,).

Le théoréme suivant généralise (3.6.1) :
Théoréme (6.2.9) (théoréme local des cycles invariants, pour les complexes purs). — Avec

les notations ci-dessus, soit K un complexe potentiellement pur, sur X. Alors, le morphisme de
spécialisation :

sp*: H'(X,, K) - H*(X;, K)&@m
est surjectif.
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La démonstration est paralléle a celle de (3.6.1). On dispose d’une croix (3.6.1) (8)
Hy! (X, K)

I

0 — H™(Xg, K)i (—1) — H(X,, K) — H(X;, K)' — o

//*
I _~"8p

H(X,,K)

et HY'(X, K)=[H ""!(X,, DK)]*. Ceci exprime que D échange les foncteurs R¢'
et *, pour ¢ 'inclusion de X, dans X, et commute & RI'(X,, ). L’analogue de (3.6.2)
(resp. (3.6.3)) se prouve en remplacant la référence a (3.3.9) (resp. (3.3.4)) par
une référence a (6.2.6) (resp. (6.2.3)) et on conclut comme en (3.6).

(6.2.10) Dans la fin de ce numéro, nos arguments seront géométriques, sauf une
référence a (6.2.9) et une référence a (3.4).

Soit donc % un corps algébriquement clos. Pour tout schéma X de type fini sur % :
a:X - Spec(k) on définit comme en (6.2.1) Ky=R4'Q, et D(K)=R Hom(K, Ky).
On a le méme formalisme qu’en (6.2.1).

Soit X CP une variété pro_]ectlve Les sections hyperplanes de X sont paramétrées
par les points de I’espace projectif dual P, et chaque droite de P paramétrise un pinceau
de sections hyperplanes :

X <L z<0%
(6.2.10.1) lf i/
P<>D

Pour K dans D¥(X), les Rif,q"K sont lisses sur un ouvert dense U de P. On appellera
générale une section hyperplane Y, correspondant & ueU. Le groupe fondamental =,(U, )
agit sur H*(Y,, K). Si D est assez générale, et que ueV=UND, Pimage de =;(V, «)
dans GL H*(Y,, K) coincide avec celle de =;(U, #). En particulier, on a :

(6.2.10.2) H(Y,, K)"U¥ =H*Y,, K)™"¥ (D assez général).

Proposition (6.2.x1). — Avec les notations précédentes, soit n un entier (dans les bons
cas, la dimension de Y,), et supposons que pour chaque i, le support de #*(DK[—2n—2]) est
de dimension <n-+1—1i. Alors :

(1) Pour toute section hyperplane Y, on a :
H{(X,K) 5 H(Y,K) pour i<n
et H*(X, K) - H"(Y, K).
(i) Pour D un pinceau général, et ueD, limage de H"(X, K) dans H"(Y,,, K) coincide
avec I'image de H'(D, R"f,(i*¢*'K)).
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La preuve est paralléle a celle de (4.1.6). On vérifie d’abord le théoréme de
Lefschetz faible H:{(X—Y,K)=o0 pour i<z Par dualité, cette nullité se raméne 2
celle de H(X—Y, DK) pour —i>>—n, qu’on a prise pour hypothése. L’assertion (i)
en résulte, par la suite exacte longue de cohomologie.

Pour Y une section hyperplane assez générale, la restriction de K a Y vérifie
I’hypothése, avec n remplacé par n—1. Cela résulte du théoréme d’acyclicité générique
SGA4% [Th. finitude] pour Z/f’ et K : on a D(K|Y)=((DK)|Y)(—1)[—2]. Ceci
permet d’appliquer (4.3.7) comme en (4.3.8), et de conclure comme en (4.3.9).

Corollaire (6.2.x2) (théoréme global des cycles invariants, pour les complexes purs). —
Sous les hypothéses de (6.2.11), st K est potentiellement pur, alors, pour Y, une section hyperplane
générale de X, H (X, K) s’identifie au sous-groupe H"(Y,, K)™\U¥ des invariants de la mono-
dromie dans H'(Y,, K).

Il suffit de le vérifier pour une section hyperplane assez générale. Pour un pinceau D
assez général, i*¢*K sur X est potentiellement pur (on a Di*¢*K =1i"¢*DK). On peut
donc appliquer (6.2.9) en chaque point de D—V, et on trouve que :

HY(D, R",(i*¢'K)) » HY(Y,, K)",

Daprés (6.2.11), H*X, K) s’envoie donc sur H"(Y,, K)™("* D> H"(Y,, K)™{U:¥,

Théoréme (6.2.13). — Soient X CP un schéma projectif, m la premiére classe de Chern
de O(1) e¢ KeOb D¥(X), un complexe potentiellement pur. On identifie Z, & Z,(1), sur k, pour
pouvoir regarder m comme étant dans H2(X, Z,).

Soit n un entier, et supposons K et DK[— 2n] vérifient la condition suivante : pour tout i,
la dimension du support du faisceau H#* est <n—1i (on pose par convention dim &= — o0).

Alors, pour tout i>o0, le cup-produit itéré

4+ Hi(X, K) - H" (X, K)

est un isomorphisme.

La preuve est parallele a celle de (4.1.1). Elle procede par récurrence sur la
dimension de X.

Si X est de dimension o, et que #‘K#o, I’hypothése donne o<n—i et
o<n—(—i+2n)=i—n, soit i=n. Le groupe H'K est donc nul pour i#+n, et ’assertion
en résulte.

Si Y est une section hyperplane assez générale de X, la restriction de K a Y vérifie
encore les hypothéses, avec n remplacé par n—1. Ceci permet comme en (4.1.1) de
ne considérer que Iapplication :

g HY(X, K) - H* (Y, K) - H"*+1(X, K).

426



LA CONJONCTURE DE WEIL.II 251

La seconde fléche est transposée du morphisme de restriction

H"Y(X, DK[—2n]) - H" (Y, DK[— 2n]).

Il s’agit donc de vérifier que la dualité parfaite entre H* (Y, K) et H*~*(Y, DK[— 2n])
(ot DK[—2n]=(D(K|Y))[—2(r—1)]) induit une dualité parfaite entre les parties
fixes ((6.2.12)). Cela se vérifie par (4.1.4), la représentation de =,(U, ») sur H*(Y,, K)
étant semi-simple ((6.2.6) et (3.4.1) (iii)).

Ajouté sur épreuves : Soit X une variété algébrique complexe, qu’on supposera irré-
ductible et normale. On sait que la cohomologie intermédiaire de Mac Pherson et Goresky
de X peut se définir comme I’hypercohomologie de X & coefficients dans un certain
complexe de faisceaux Iy. La construction de Iy admet un analogue en cohomologie
étale, et ce sur un corps de base quelconque. O. Gabber vient de prouver la pureté
de Ix. Son théoréme permet d’appliquer les résultats de ce numéro a la cohomologie
de Mac Pherson - Goresky.
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