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HOMOGENEITE DE CERTAINES DISTRIBUTIONS
SUR LES GROUPES P-ADIQUES

par J.-L. WALDSPURGER

1. Introduction

1.1. Le but de cet article est de tirer de notre article précédent [W] quelques
conséquences concernant les développements en germes d’intégrales orbitales ou de
caractéres de représentations irréductibles.

Soient F un corps local non archimédien, de corps résiduel fini et G un groupe
algébrique défini sur F, réductif et connexe. On suppose que G appartient a ’ensemble T’
défini ci-dessous (cf. 2.1; cet ensemble est contenu dans I’ensemble noté I' de [W] 1.3).
En particulier, G est classique. Pour simplifier cette introduction, supposons F de carac-
téristique nulle. On note o ’anneau des entiers de F, p la caractéristique du corps résiduel,
vp et |.|p la valuation, resp. la valeur absolue, de F. On note g I’algébre de Lie de G,
on pose G = G(F), g = g(F). Notons encore C°(G), resp. C°(g), I’espace des fonctions
sur G, resp. g, a valeurs complexes, localement constantes et & support compact, et
C>(G)*, resp. G (g)*, son dual. On associe & G des entiers d(G) et ¢(G) et un ensemble
fini P(G) de nombres premiers (cf. 2.1).

Soit Z 'immeuble de G sur F. Notons S(#) I’ensemble des facettes de & de dimen-
sion minimale. A tout s € S(#), on associe le sous-groupe compact maximal K, de G
formé des éléments qui fixent tout point de s. On associe aussi a s une sous-p-algébre %,
de g, que I’on peut considérer comme 1’algeébre de Lie de K, (cf. [W] 1.1 et plus loin
2.2). On peut aussi définir le plus grand sous-groupe distingué pro-nilpotent K% de K,
(cf. 2.2). On note lg, resp. 1, , la fonction caractéristique de K, dans G, resp. %,
dans g.

Notons G,,, resp. g,,, ’ensemble des éléments topologiquement unipotents de G,
resp. topologiquement nilpotents de g. Supposons vx(p) < (4¢(G) d(G))"(p — 1) et
p ¢ P(G). En précisant la définition de P’application exponentielle, on définit un iso-
morphisme e: g, - G, cf. 3.3.

Notons @, Pensemble des orbites nilpotentes de g. Pour tout ne @y, on fixe
une mesure sur z invariante par ’action de G et on note ®, € C(g)* 'intégrale orbitale
associée a n.
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1.2. Fixons un tore T C G maximal, notons t son algébre de Lie, posons T = T(F),
t =t(F). On note T, resp. £, ensemble des éléments fortement réguliers de T,
resp. réguliers de ¢. Fixons sur T\G une mesure invariante par translations a droite.
Langlands a défini un groupe K(T/F) et, pour tout k¥ € K(T/F) et tout y € Ty, une
distribution ®*(y, .) € G(G)*, invariante par conjugaison, a support dans la classe de
conjugaison stable de y (cf. [L], p. 32). Pour H e¢,,, on définit de méme

reg >
o (H, .) e C2(9)".
On montre que pour tout n € @, il existe une unique fonction I'f sur #,, vérifiant la
relation d’homogénéité
Ia(w* H) = | p [z ™™™ TR(H)

pour tous u € F*, H e ¢,

Teg ?

V(Hf) = T THE) (/)

et telle que pour toute f e G°(g), on ait ’égalité

pour tout H dans un voisinage de 0 dans 7.

Proposition. — Supposons p ¢ P(G) et vy(p) < (4¢(G) d(G))~*(p — 1). Pour tous
seS(#B), xkeK(T[F), H ety n g,, on a Pégalité
D (e(H), Ig) = X TR(H) @u(1y).
ne oy

1

Cette proposition résout, dans le cas ot G appartient a I', la question de ’homo-
généité des intégrales orbitales des fonctions caractéristiques des compacts hyperspéciaux.
Cette homogénéité peut étre utile dans certains cas pour démontrer le « lemme fonda-
mental » de la théorie de I’endoscopie (cf. [Ha], [W2]).

1.3. Fixons un caractére ¢ : F — C* continu non trivial et une forme bilinéaire
symétrique B sur g, non dégénérée et invariante par I’action adjointe de G. Pour f € C*(g),
on définit f € C(g) par

FX) = [ F(Y) (- B(X, Y)) d¥,

ou dY est la mesure autoduale pour cette transformation.
Si m est une représentation admissible de G, on note @, son caractére.

Proposition. — Supposons p ¢ P(G), p > 2d(G) ¢(G) (24(G) + 1)
et op(p) < (46(G) d(G))™*(p — 1).

Soit 7 une représentation admissible irréductible de G dans un espace V. Supposons qu’il existe
s € S(B) tel que Pespace des invariants VE: soit non nul. Alors il existe une Samulle (cn)newn“
de nombres complexes telle que pour toute f e CT(g) a support dans g,,, on ait I’égalité
Gn(fo e_l) = X cn(pn(f)'
n 1

€0y
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Remarques. — (1) On montrera que la famille (¢;), ¢, st uniquement déterminée

par P’ensemble des représentations de K,/K* sur V& pour s parcourant un ensemble
de représentants des orbites de G dans S(4%).

(2) Selon une suggestion de Moy, on démontre en fait une proposition plus géné-
rale o I’on remplace K par un de ses sous-groupes de congruence.

(3) La proposition ne fait que préciser un résultat de Harish-Chandra qui affirme
Pexistence d’un tel développement pour f & support dans un voisinage de l’origine.

(4) Les conditions sur p figurant dans les propositions ci-dessus ne sont pas opti-
males. Par ailleurs ces propositions restent vraies en caractéristique positive, mutatis
mutandis. On doit remplacer ’exponentielle par une exponentielle tronquée.

1.4. Comme on I’a dit, les résultats ci-dessus sont des conséquences de ceux que
Pon a obtenus dans I’article [W]. Ces derniers précisent ceux de Howe et Harish-Chandra
que l’on désigne parfois sous I’appellation (impropre) de « conjecture de Howe pour
les algeébres de Lie ».

Soit CCg un sous-ensemble compact. Notons 2, I’espace des formes linéaires
sur C2(g) invariantes par l’action coadjointe de G, a support contenu dans

{(Adx) X; X eC,xeG}.

Soit 7 un sous-groupe ouvert compact de g. Notons C (g/r) le sous-espace de CZ(g)
formé des fonctions invariantes par r. Alors Howe et Harish-Chandra ont montré que
Pimage de 2, par l’application de restricion CZ?(g)* — C,(g/r)* est de dimension
finie. De plus, si C est fixé et r est assez grand, cette image est égale a celle de 2, ou
D, est le sous-espace de CP(g)* engendré par {®,;n € O }.

Dans I’article [W], nous décrivons, pour certains C, un sous-groupe 7, sans doute
le plus petit possible, pour lequel cette derniére propriété est vraie. Ces résultats seront
rappelés au § 4.

1.5. Je remercie M. Raynaud pour son aide occulte. Je remercie particuliérement
G. Laumon dont I’aide m’a été précieuse pour la mise au point des démonstrations du
§ 2. Béni soit son nom.

2. Les objets

2.1. Soit donc F un corps local non archimédien de corps résiduel fini f. On définit
b, vy et 0 comme en 1.1, on note p 'idéal maximal de o et = une uniformisante. Consi-
dérons les différents ensembles de groupes G suivants (ou il s’agit toujours de groupes
réductifs définis sur F). A chaque élément de ces ensembles, on associe deux entiers d(G)
et ¢(G) et un ensemble P(G) de nombres premiers.

(1) G=SL; pour deN, d> 2; d(G) =d, ¢(G) =1, P(G) est I’ensemble des
diviseurs premiers de d.
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(2) Soit V un espace de dimension finie d sur F muni d’une forme bilinéaire non
dégénérée symétrique ou antisymétrique. On suppose qu’il existe un p-réseau de V
autodual. Si la forme est antisymétrique, on pose G = Sp(V). Si la forme est symétrique,
on suppose 4 > 3, on pose G = Spin(V). Dans les deux cas, on pose d(G) = 4, ¢(G) = 1,
P(G) ={2}. :

~ (3) Soient E une extension quadratique de F, V un espace de dimension finie
d> 2 sur E muni d’une forme hermitienne non dégénérée. On suppose qu’il existe un
pg-réseau de V autodual, ou oy est ’anneau des entiers de E. On pose G = SU(V),
d(G) = d; ¢(G) est 'indice de ramification de E/F et P/G) est 'union de {2 } et de I’en-
semble des diviseurs premiers de d.

(4) G est un tore défini sur F. Soit E la plus petite extension de F sur laquelle
G se déploie. On note ¢(G) P’indice de ramification de E/F, d(G) = 1, P(G) est ’ensemble
des diviseurs premiers de [E:F].

4
Onnote I'y, ..., T, les ensembles de groupes définis en (1), ..., (4) ety = U T;.
i=1
On note T' ’ensemble des triplets (G, (G;);c;, ) Vérifiant les conditions suivantes :

a) G est un groupe réductif connexe défini sur F;
b) (G;);cr est une famille finie d’é¢léments de I'y;
¢) ¢ est un morphisme séparable défini sur F de sorte que I’on ait une suite exacte

1-A->11G 3G 1
i=1

K2

ol A est un sous-groupe fini central de II G, constant sur une extension non ramifiée
de F iel

Par abus de notations, on écrira G € I' au lieu de (G,(G,);c1, ¢) € I. 1l sera alors
tacitement entendu que I’on se donne en plus de G des objets (G,);c; et ¢ vérifiant les
conditions ci-dessus.

Pour (G,(G,)ier, ¢) €T, on pose d(G) = sup{d(Gy); i €1}, ¢(G) = sup{e(Gy);i €I}
P(G) = P(¢) U (U P(G)),

ou P(¢) est ensemble des diviseurs premiers de | ker ¢ |.

2.2. Soient G un groupe réductif connexe sur F et # I'immeuble de G. On note
S(#), resp. C(#), ensemble des facettes de # de dimension minimale, resp. maximale.
Pour tout s € S(#), on introduit le groupe algébrique G sur o ([T] 3.4.1). Cest
’'unique groupe affine lisse sur o de fibre générique G et vérifiant la propriété suivante.
Soient F’ une extension non ramifiée de F et o’ son anneau d’entiers. L’immeuble %
g'identifie & un sous-ensemble de 'immeuble &’ de G sur F’. Rappelons que G(F’) agit
sur #'. Notons Fixgg,(s) le groupe des éléments de G(F’) qui fixent tout point de s.
Alors Gj(0’) = Fixgg)(s).
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Posons G, = G} X, f, notons R* G, le radical unipotent de G,. Il existe un unique
groupe affine lisse G%° de fibre générique G, tel que pour tout o’ comme ci-dessus,
G%°(0’) soit 'image réciproque de R* G,(f’) par lapplication de réduction

G;(0") - G,(f),

ou f” est le corps résiduel de o’ (cf. [BLR] 3.2).
On pose K, = G}(0), K% = G*°(0). Pour 2 € N, £ > 1, on définit des sous-groupes
K% de K, et K“" de K" par les suites exactes

1 > K - G{(0) - G(ofp") > 1,
1 > Kp" —~Gy*(0) -~ G°(ofp") — L.

Pour unifier les notations, on posera parfois K% = K.

On note g) et g*° les algebres de Lie de G; et G*° sur o. Posons g, = g° X, f.
C’est I’algebre de Lie de G,. Notons R* g, I’algébre de Lie de R*G,. C’est une sous-
algebre de g,. On pose %k, = g{(n), %% = g+ °(0). De I’application de restriction a la
fibre spéciale se déduit un isomorphisme entre %,/pk, et g,( f).

Lemme. — L’algébre de Lie K est Pimage réciproque de R* g (f) par Papplication de

restriction @ la fibre spéciale.
Cela résulte aisément de la construction de [BLR] 3.2. O

2.3. Les constructions ci-dessus peuvent étre faites pour n’importe quelle facette
de 4%, et non seulement pour celles de dimension minimale. En particulier, soit ¢ € C(#).
On définit comme ci-dessus des groupes K,, K% K% et des p-algebres %, £%. Nous
noterons plutdt ces objets B,, U,, U", b,, n,. Notons S(¢) le sous-ensemble des éléments
de S(#) contenus dans 1’adhérence de c.

Lemme. — On a les égalités b, = [ k,, n,= X &
s € S(o) sE 8(e)

Remarque. — Si G eI, ces égalités se vérifient aisément grice aux constructions
explicites des § 2.6 a 2.10.

Preuve. — On peut remplacer F par une extension non ramifiée et supposer que G
est quasi déployé. On peut ensuite remplacer G par son groupe dérivé : dans chacune
des égalités les réseaux sont sommes directes d’un réseau fixe et de leurs analogues dans
le groupe dérivé. Par cette opération les facettes restent des facettes. Pour toute facette o
de 4, on note G, le groupe lisse sur p attaché & ¢ ([T] 3.4.1).

Fixons un tore déployé maximal S de G tel que ¢ appartienne a ’appartement A
attaché a S. Notons @ I’ensemble des racines indivisibles de (G, S), fixons un sous-
ensemble ®* de racines positives. D’aprés [BT] 3.8.1 et 4.6, il existe :

— un groupe lisse sur o noté Z°, de fibre générique le commutant de S;
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et pour toute facette o C A, il existe

— pour tout « € ®, un groupe lisse sur o noté U; ,, de fibre générique le sous-groupe
radiciel de G attaché aux multiples de «;
— une application

(II U5 o) xZ°x (11 U,)—~>Gq

rEDT acd*

égale au produit sur la fibre générique, qui soit un isomorphisme du schéma de
départ sur un voisinage ouvert de 'unité dans G.

Notons wuj , et z° les algébres de Lie de U , et Z°. On a D’égalité
g=2(F)® D u ,(F)

aED

et il résulte des propriétés ci-dessus que

(1) k=1220)® D u; (o).

Par ailleurs, il résulte de [BT] 4.6.26 que pour tout o €®P, on a

— si o et ¢’ sont deux facettes de A,

U, CU, ou U ,.CUS

.
c, ad

— si 6,06y, ..., 0, sont de telles facettes et si ¢ est I'intérieur de I’enveloppe convexe
de oy, ..., o,, alors

r
v,.=nu,,.
i=1
De ces deux propriétés résulte que dans la situation ci-dessus,

& w,o(0) = 0w, (o).

Comme ¢ est I'intérieur de I’enveloppe convexe de S(c), la premic¢re égalité de ’énoncé
résulte de (1) et (2).

Pour toute facette o, notons G2° la composante neutre de G et G% = G2° X f.
Il résulte de [BT] 4.6.33 que, si 6Cq’, il y a une injection naturelle G%° — G3° et
que G2° s’identifie & 1’épaississement, au sens de [BLR] 3.2, d’un sous-groupe para-
bolique P, , de G). A4 fortiori G&° C G, et G%° s’identifie & I’épaississement du radical
unipotent U, , de P, .. Ces relations se transférent aux algébres de Lie : on obtient que

PR, CRLCEL Chy Chy,

ky[R: est une sous-algébre parabolique de %, /k%, notée p, ., et k% [k4 en est le radical
nilpotent 7, , .

Fixons s € S(¢c). Notons S(c;s) Pensemble des sommets s" € S(¢c) —{s} voisins
de s, t.e. tels que, si ’on note o(s, s") P'intérieur de ’enveloppe convexe de s et s', o(s, s')



HOMOGENEITE DE CERTAINES DISTRIBUTIONS SUR LES GROUPES P-ADIQUES 31

soit une facette. Il résulte de [BT] 4.6.33 que, quand s" décrit S(c; s), p, o, ) décrit
Pensemble des sous-algébres paraboliques maximales de %,/k% qui contiennent p, . Il
en résulte que
(3) 53,0 = 2 Es, o(s, 8')°
s ESle;s)
Notons que si S(¢) n’a qu’un élément, le lemme est immédiat. Supposons donc
que S(¢) a au moins 2 éléments. Alors S(c; s) + &. Fixons s € S(¢; s). On va montrer

(4) k'é(s, s — k’: + k';"

Posons ¢ = ¢(s, 5'). On a vu ci-dessus que &% D &% 4 &% . Il résulte de la premiére partie
de la démonstration et de [BT] 4.6.10 que pour toute facette ¢’ C A, on a des décompo-
sitions
ky =20 D n,
«€® ’

B =220 O,
ac® ’

ol z et 2 sont indépendants de o’. Soit alors « € ®, supposons ng , =+ 7% , + 7} ,.
A fortior: n% , + n% .. Donc I'image de #, , dans %,/%; est non nulle. Cette image est

incluse dans 7, ,. La racine « intervient donc dans 7, , et la racine — o« intervient

8, o
dans k,/k; mais non dans p, ,. On a donc

U p—
ns,_agn et =n =Ty _ g

8, — &
De méme

V3 —_— U
ng,,_a?Cé Ng _q € Mg _o =1y _g4.

Mais la preuve de la premiére égalité du lemme démontre aussi que 2, = k,nN &,
et on a vu au cours de cette preuve que n, ,Cn, _, ou n, _,Cn, _,. Donc

Moo =M, _o OU My _,, ce qui contredit les relations précédentes. Donc
ny o =My o + My o pour tout a, d’ou (4).

Comme 7, est 'image réciproque de n, , dans %, et, pour tout s’ € S(c;s), Ry, 4

est 'image réciproque de 7, ,, ,,, la deuxiéme égalité du lemme résulte de (3) et (4). O

2.4. Soit x € G. On dit que x est topologiquement unipotent s’il existe s € S(%)
et un sous-groupe unipotent connexe U de G, tels que x € K, et que la projection de x
dans G,(f) appartienne a U(f).

Lemme. — Soit x € G.

(i) Si x est topologiquement unipotent, on a lim, , o x™" = 1.

(ii) Supposons G semi-simple et simplement connexe et lim,, , o x*" = 1. Alors x est topo-
logiquement unipotent.
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Preyve. — Si x est topologiquement unipotent, il est contenu dans un pro-p-groupe,
d’out (i). Sous les hypothéses de (ii), soit C le sous-groupe fermé (pour la topologie
p-adique) engendré par x. Alors C est compact. Donc il existe s € S(#) tel que C CK,
([T] 3.2). A fortiori x € K,. Comme G est simplement connexe, G, est connexe. Comme
la projection de x dans G,(f) est d’ordre une puissance de p, elle est unipotente. O

On note G,, le sous-ensemble des éléments topologiquement unipotents de G.
Soit X € g. On dit que X est topologiquement nilpotent s’il existe ¢ € G(#) tel
que X e€n,. On dit que X est entier s’il existe s € S(#) tel que X €%,. On note g,
resp. g, le sous-ensemble des éléments topologiquement nilpotents, resp. entiers, de g.

2.5. Soient G, et G, deux groupes réductifs connexes, ¢ : G; - G, un morphisme
séparable, A C G, un sous-groupe fini central et constant sur une extension non ramifiée
de F. Supposons que | A | est premier a p et que la suite

1 >A—>G,>G,—>1

est exacte (tous les objets sont définis sur F). Indexons par 1 et 2 les objets relatifs a G,
et G,. De ¢ se déduit un isomorphisme

d’ensembles simpliciaux ([BT] 4.2.15). En particulier ¢4 définit des bijections, encore
notées ¢4, de S(#,) sur S(%,) et de G(#,) sur CG(%,). D’autre part, I’application
dérivée do est un isomorphisme de g, sur g,.

Lemme. — Sous les hypothéses ci-dessus, on a

(i) soient s, € S(#,), s2 = ¢g(s1); alors o7 Y(K,,) =K, , ¢71(K3}) = A(F) K5, et pour
tout heN, h>1 ¢ '(K)=AF) K], o '(Ku") = A(F)Ky"*; de plus,
do(k,) = k,,, do(K;) =k,

(ii) soient ¢ € C(By), ¢ = 9g(cy); alors ¢~ '(B,) =B, et pour tout heN,
¢~ 1 (UL) = A(F) Uy de plus do(b,) = b, et do(n,) =n,;

(iii) o se restreint en une bijection de G, , sur Gy .. ;

(iv) do se restreint en une bijection de g, ., sur g, .., resp. de g, .o, SUT G5 oy -

Preuve. — Comme ¢4 est une bijection de S(%,) sur S(%,) qui entrelace I’action

de G, sur &, avec celle de G, sur %,, on a immédiatement ¢~ (K, ) = K, . On a vu

en [W], démonstration du lemme 4.1, que ¢ définissait un morphisme encore noté
¢:G; —~Gj,.
Notons ¢, la réduction de ¢. On a vu en loc. cit. que ¢, était séparable et que la suite

163,
(1) 15An G >6 L3562 1
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était exacte, oll, pour ¢ = 1, 2, on note G la composante neutre de G,.. Il résulte de

cela que le morphisme ¢ est étale. Le lemme de Hensel entraine la propriété suivante
(cf. [EGA] 18.5.11 et 18.5.13) :

(2) Soient y; € G, (f), %, € Gi,(0), notons %, 'image de x, dans G, (f) et sup-
posons ¢,( y;) = x,; alors il existe x; € G (0) de réduction ¥, = y,, tel que ¢(x;) = %,.

En appliquant ceci & x, = 1, on voit que A(F) se projette surjectivement sur
(ker @,) (f). On a déja dit en loc. cit. que cette projection est injective, d’ou

(ker ¢,) (f) = A(F).
Il est élémentaire d’en déduire la relation

(3) 9~ '(K,,) = A(F) K.

On obtient une relation analogue si ’on remplace F par une extension non ramifiée de F.
Soit maintenant £ €N, 2> 1. Supposons démontrée la relation

(4) 9~ (K3,) = A(F) K§

£ R

ainsi que les relations analogues obtenues en remplagant le corps de base F par une
extension non ramifiée de F. D’aprés [BLR] 3.2, pour i = 1, 2, il existe un unique
schéma en groupes G/;° lisse sur o de fibre générique G; et tel que, pour toute extension
F’[F non ramifiée, on ait la suite exacte

1 - G}°(0") - G, (0") — G (o'[p™),
ol o’ est ’anneau des entiers de F’ et p’ son idéal maximal.

Remarque. — Dans [BLR], la construction est faite pour £ = 1. Cette construction
se généralise au cas k> 1.

Grice a la relation (4), on peut, dans la démonstration du lemme 4.1 de [W],

remplacer G}, par G},° et G} par AG;". On obtient des résultats analogues, en par-
ticulier ’analogue de la relation (3) ci-dessus qui s’écrit

o7 (K3 = A(F) K,
o, pour ¢ = 1, 2, on définit Kﬁ;‘ comme le noyau de ’application
G;*(0) - GL°(f)-
On vérifie que Kj;* = K| *!. On obtient alors ’analogue de (4) ol % est remplacé
par k& + 1. On obtient une relation analogue en remplagant F par une extension non
ramifiée. Par récurrence cela démontre que (4) est valide pour tout .
On a déja vu en loc. cit. que do(k, ) = k,,.
D’aprés (1) et comme | A | est premier & p, ¢, se restreint en un isomorphisme

R*G, 3 R“G,.
1 2
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On obtient alors
?; '(R*G,,(f)) = A(F) R* G, (f).

Il est élémentaire d’en déduire la relation ¢~ '(Kj) = A(F) K} . On obtient une relation
analogue en remplacant F par une extension non ramifiée. Mais alors on peut remplacer
dans les raisonnements ci-dessus Gj, par Gj;° et G; par G}:°. On obtient des résultats
analogues, ce qui démontre I’assertion (i) du lemme.

La preuve de (ii) est similaire.

Soit x, € G, ,,. Choisissons s, € S(%#,) et un sous-groupe unipotent connexe U,
de G, tels que x, € K, et que la réduction x, de x, dans G, (f) appartienne a U,(f).

Posons s, = @g(sy). Alors ¢(x;) € K, et sa réduction ¢(x,) appartient a ¢ (Uy(f)).
Comme ¢,(U,;) est unipotent connexe, on obtient ¢(x;) € Gy .

Inversement, soit x, € G, ,,, choisissons s, € S(%,) et un sous-groupe unipotent
connexe U, de G,, tels que %, € K, et que la réduction x, de x, dans G, ( f) appartienne
a U,(f). Posons s; = @gz'(sy). Soit U, la composante neutre de ¢; *(U,). C’est un sous-
groupe unipotent connexe de G, . D’aprés (1) ¢, se restreint en un isomorphisme de U,
sur U,. Soit y, e Uy(f) tel que ¢,(y,) = x,. Appliquons (2). L’élément x, que l’on
en déduit appartient a G, ,, et vérifie ¢(x;) = x,.

Enfin, soient x, x" € G, ,, tels que ¢(x) = ¢(x"). Alors il existe § € A(F) tel que
x = 3x’. En appliquant le lemme 2.4 (i), on obtient lim,, , , 8" = 1 d’ou § = 1 puisque
| A| est premier a p. Cela démontre la troisiéme assertion du lemme.

La quatriéme résulte immédiatement des deux premieres. O

2.6. Nous allons expliciter les objets introduits dans les paragraphes précédents
dans différents cas particuliers. Soient d’abord d un entier > 1, V un espace vectoriel
sur F de dimension d, G = GL(V) vu comme groupe algébrique sur F. On identifie g
a End(V). Fixons une suite

LoQngn-- iLdszo

de réseaux de V. Pour i €{0,...,d— 1} et keN, 2> 1, posons
K, ={xeG;x(L) CL}, Ki={xeK;@x—1)(L)Cp"L},
k, ={Xeg; X(L,) CL; }.

Posons aussi

a—1 a—1
B = n K’i’ b = n ki)

U ={xeB;Vie{0,...,d—1},(x—1) (L) CL,},
U ={xeB;Vie{0,...,d—1} (x—1) (L) Cp*L,,},
n ={Xeb;Vie{0,...,d—1},X(L)CL,,}
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On peut choisir une chambre ¢ de &Z et une bijection s : {0, ..., d — 1} — S(c) de sorte
que B=B,, U=U,, etc., et pour tout :e{0,...,d —1}, K, =K,,, etc. On a
ici K¥%, = K} pour tout i.

Pour X € g = Endg(V), on note Py le polynéme caractéristique de X.

Lemme. — (i) G, = {xux"'; xe G, ueU}={xeG;lim,,  x”" =1}

(i) g ={Ad(*) X;2eG,Xen}={Xeg;lim,,, X"=0}.

(1) Gopy (7€SP. &) et Uensemble des X € g tels que les coefficients de Py appartiennent
@ o (resp. les coefficients autres que le coefficient dominant appartiennent @ p).

Preuve. — Les premiéres égalités de (i) et (ii) sont faciles. La méme démonstration
qu’en 2.4 prouve la deuxiéme égalité de (i). Si X € g,,, il est clair que lim, , , X" = 0.
Inversement soit X € g tel que lim,, , , X" = 0. Soit L. un réseau de V. Alors X*(L) CL
pour 7 assez grand. On peut définir un réseau M par

= X X"L).
neN
Alors X laisse stable M. De plus la réduction de X dans M/pM est nilpotente. On peut
donc trouver une suite de réseaux

M=M2OM2...2M,=pM

de sorte que X(M,) C M, ., pour tout : €{0, ...,d — 1}. Quitte & conjuguer X par
un élément de G, on peut supposer qu’il existe r € Z tel que M; = p"L; pour tout
1€{0,...,d—1}. Alors X en.

Si X eg.., resp. g, il est clair que Py vérifie les propriétés requises. Inverse-
ment soit X € g tel que Py soit & coefficients entiers. Soit L un réseau de V, posons

a—1
M = ”Z_',o X*(L).

Comme Py (X) = 0, X? est combinaison linéaire & coefficients entiers des X" pour 7z < d,
donc M est stable par X. A conjugaison prés, on peut supposer M = p" L, pour un
reZ. Alors X €k, C g,,,. Supposons de plus que les coefficients de Py autres que le
coefficient dominant soient dans p. La réduction X € End,(L,/pL,) a pour polynéme
caractéristique la réduction de Py, i.e. T% Donc X est nilpotente et on conclut facilement
que Xeg,. O

2.7. Corollaire. — Sous les hypothéses précédentes, g, resp. G,,, est un sous-ensemble
ouvert et fermé de g, resp. G.

Preuve. — L’application X + Py est continue. L’assertion concernant g,, résulte
donc du (iii) du lemme précédent. Identifions G 4 un sous-ensemble de g. D’apreés (i)
et (ii) du lemme précédent, G, = 1 + g,,. L’assertion concernant G,, se déduit donc
de celle concernant g,,. O
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2.8. Soient toujours d et V comme en 2.6. Considérons maintenant le groupe
G = SL(V) vu comme groupe algébrique sur F. On identifie g au sous-espace de End(V)
formé des éléments de trace nulle. On fixe une suite de réseaux et 'on définit comme
en 2.6 des sous-groupes K;, B, etc., de G et des sous-modules ;, n, etc., de g. Ici encore
ces groupes et ces modules s’identifient 2 K, B,, etc., resp. &,, n,, etc., pour une chambre ¢
bien choisie et s € S(¢).

I1 est bien connu que pour toute suite de réseaux

M2 M;2 ... O M, = pM,,

de V, il existe x € G, j€{0, ...,d — 1} et r € Z tels que pour tout i €{0, ..., d — 1},
M p'x(Li+j)’ si z+]< d— 1’
Vol (L g), s> d

1

Gréce a cela, on peut adapter la preuve du lemme 2.6 et démontrer le méme énoncé.
Le lemme suivant, oi I’on note H = GL(V), h = End(V), en résulte :

Lemme. — On a G, =H, NG, g, =h,Ng O

Le corollaire 2.7 reste donc valable.

2.9. Supposons maintenant p & 2 et considérons I'une des situations suivantes :

a) V est un espace vectoriel sur F de dimension finie d,e e{+ 1}, ¢ , > est une forme
bilinéaire e-symétrique sur V, non dégénérée; si ¢ = 1, on suppose d > 3;

b) E est une extension quadratique de F, V est un espace vectoriel sur E de dimension
d> 2, {, > est une forme hermitienne sur V, non dégénérée.

Pour unifier les notations, on pose, dans le cas a), E = F.
On note pg ’anneau des entiers de E, py son idéal maximal, ¢ = og/py le corps
résiduel. Si L est un pg-réseau de V, on pose

L ={veV;VwelL,{v,w) eog}
On suppose vérifiée 'hypothése suivante.
Hypotheése : il existe un réseau L. de V autodual, i.e. tel que T =L
On note G le groupe dérivé de la composante neutre du groupe d’isométries de V. Le.
G ={xeGLg(V);detx =1 et Vo, wV, (av,xw) ={v,w)}
Définissons un anti-isomorphisme X - X* de Endg(V) par la formule
(Xo,w) =<v,X*w) pour tous v, w € V.

11 est linéaire dans le cas a), o-linéaire dans le cas ), ol ¢ est I’élément non trivial de
Gal(E/F). Alors l’algébre de Lie g s’identifie au F-espace

{X eEndg(V);trace X =0 et X = — X"}.
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Fixons une suite de réseaux
(l) LO:Longg".gLpoEl'r;De'.°

telle que 7 soit maximal. Fixons deux objets distincts « et 8 n’appartenant pas & N. Si
V est quadratique, Pespace I,/L, est un espace quadratique déployé de dimension 2
sur f. Son sous-espace Lq/L, en est une droite isotrope. On note L, le sous-réseau de I,
tel que L,/L, soit Pautre droite isotrope de L,/L,. Si de plus V est déployé et d est pair,
on construit de méme un réseau Lj tel que L,_, 2 L, 2 pL,_,. Si V est hermitien

déployé, d est pair et E est ramifiée sur F, L, _,/py T.,_, est encore un espace quadra-
tique déployé de dimension 2 sur f, ce qui permet de construire un réseau L.

On appellera suite de réseaux équivalente a la suite (1) toute suite obtenue en
remplagant dans (1) le réseau L, par L, ou le réseau L, par L;, dans les cas ou ces
réseaux L, ou L, sont définis.

Si V est quadratique déployé et d est pair, on pose I ={0,...,7r}u{a, B},
I'={2,...,7—2}uU{0,r,,B}. Si V est quadratique mais non du type précédent,
on pose I ={0,...,7}u{a}, I'={2,...,7} U{0,a}. Si V est hermitien déployé,
d est pair et E est ramifiée sur F, on pose

I={0,...,r}u{p)}, I'={0,....,r—2}u{r,B}L

Dans les autres cas, on pose I =1'"={0, ...,r}.
Pour ¢ €I, posons

K, ={xeG;x(L) CL}

K ={xeK;(x—1) (L) Cpg L, (+ — 1) L) C L},
ko ={Xeg;X(L) CL},
B o={X eh;X(L) Cpy L, X(L,) L},

et, pour keN, k> 1,
K! ={xeK;(x—1)(L)Cp L}
Kit={xeK¥ (x — 1) (L) Cp*pg Ly, (x — 1) (L) Cp* L}

On pose aussi
B = ‘_[:101{,., b= ifiloki,
U={xeB;Vie{0,...,7r— 1},

(x —1) (Ly) CLy,, et (x—1) (L) CpgL,},

n={Xeb;Vie{O0, ...,r—1} X(L)CL,, et X(L,) CpgL,},
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et pour keN, k> 1,
Ut={xeB;Vie{0,...,r—1},(x—1)(L)Cp"L,,
et (x—1) (L) Cp pg L, ).

On peut choisir une chambre ¢ de B et une bijection s : I — S(¢) de sorte que B = B,,
b =15, etc., et pour tout : eI’, K; = K, etc.

Remarque. — Dans les définitions ci-dessus de B, U, etc., on peut remplacer la
suite de réseaux (1) par toute suite équivalente. Par exemple supposons V quadratique,
soit X en, montrons que X(L,) C L,. Comme X(L,) CL, et X(L,) CL,, X définit
par réduction un élément nilpotent de ’algébre de Lie du groupe orthogonal de T:l/Ll.
Or cette algebre de Lie n’a pas d’élément nilpotent non nul. Donc la réduction de X
est nulle, d’ou X(L,) CLy;; a fortiori X(L,) CL,.

Pour X € Endg(V), on note Py le polynéme caractéristique de X (Px est & coef-
ficients dans F). On note H le groupe GLg(V), vu comme groupe algébrique sur F.

Lemme. — (1) G,, ={xux"';x€G,ueU}={xeG; lim,, ,x"=1}=H, n G.

(i) g ={Ad(x) X;2eG, Xen}={Xeg;lim,,, X"=0}=5, Nn g

(1) g (7€SP. 8in) €t Uensemble des X € g tels que les coefficients de Py appartiennent
@ o (resp. les coefficients autres que le coefficient dominant appartiennent a p).

Preuve. — C’est facile. Démontrons seulement les trois points suivants.

a) Soit x € G tel que lim, . x” = 1. Alors x € G,,.

Soit N €N tel que si n> N, alors x*" € K,. Pour tout m e Z, on a ™" e K,.
Posons

L= N sxL,.

meZ

On a aussi
pN—1
L= N xL,.
m=0

Donc L est un réseau stable par x et LC T.. Choisissons alors un réseau M stable par x,
tel que M C M et tel que [M:M] soit le plus petit possible. On a alors pg M c M : sinon
en notant & le plus petit entier tel que p% M C M, le réseau M’ = M + pi~ ' M véri-
fierait les mémes conditions que M et [M":M’] < [M:M]. Donc py M C M C M. Pour
un tel réseau, il existe ¢ € I tel que M soit conjugué dans G a L;. On peut donc supposer
x € K, pour un ¢ € I. On peut supposer ¢ € I'. En effet supposons par exemple V quadra-
tique et 7 = 1. Alors [K; : K; n K] = 2. Comme p + 2 et lim, , , x” = 1, la relation
x € K, implique x € K. Supposons donc ¢ € I, et soit s = s(7). Notons G¢ la composante
neutre de G,. L’ordre de G,/G? est 1 ou 2. Comme ci-dessus, cela implique que la pro-
jection x de x dans G,( f) appartient & GS( f). Comme x est d’ordre une puissance de p,
il est unipotent et on a bien x € G,.
b) Soit X € g tel que lim X*=0. Alors X eg,,.

n—> 0
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On montre comme en 2.6 que X stabilise un réseau. On montre alors comme
ci-dessus que X stabilise un réseau M tel que py M C M C M. Les quotients M/M et
M/pEM sont munis de formes non dégénérées. Notons que M/M est déployée et le
noyau anisotrope de M/pEM est isomorphe & L [pg L, (cf. [W3] 1.10). Comme X
agit dans ces quotients de fagon nilpotente, on peut trouver des drapeaux stables par
orthogonalité et maximaux de ces espaces tels que les images de X dans les algébres
de Lie des groupes d’isométries de M/M et M/py M appartiennent aux sous-algébres
nilpotentes associées a ces drapeaux. En remontant les termes de ces drapeaux en réseaux
de V, on obtient une suite de réseaux

M=M>M

i i—1
#

telle que X envoie chacun de ses termes dans son successeur. Mais il existe x € G et une
suite de réseaux

L(;QL;;"'QL;DPEL;?&“'?épEL(,)

équivalente a (1) tels que M; = x(L]) pour tout j €{O0, ..., 7}. Alors (Ad x™!) (X) en.
¢) Soit X € g tel que les coefficients de Py appartiennent a o. Alors X € g,,,.
On montre comme ci-dessus que X stabilise un réseau M tel que py McMcM.
Il existe x e G et i €I tel que M = x(L,;). Alors (Ad x7 ') (X) €%;. On peut supposer

1 el’ (par exemple si V est quadratique, &, C k). O
Le corollaire 2.7 reste valide.

2.10. Soit maintenant G un tore défini sur F. Notons F*? la cloture séparable
de F, X*(G) et X,(G) les groupes de caracteres, resp. des sous-groupes a un parameétre,
de G définis sur F*?, Le groupe de Galois Gal(F*?[F) agit sur X*(G) et X,(G). Notons
E I'unique extension galoisienne de F telle que Gal(F*?/E) soit le noyau de I’application

Gal(F**[F) - Aut(X,(G)).

On note py ’anneau des entiers de E et pg son idéal maximal. Posons A = Gal(E[F).
On a un isomorphisme canonique

(1) G ~ (X,(G) ®z E")A,
Notons F[G] I’anneau des fonctions réguliéres sur G, définies sur F. On a I’isomorphisme
F[G] =~ (Symg X*(G))~.
Notons I I’idéal des éléments de F[G] qui s’annulent au point 1. On définit un accou-
plement entre I/I% et (X,(G) ®z E)* par la formule
< 2 Ny X wt>=§‘lxm<x,t>

X € X*G) t € X4(G)
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ou les coefficients A et y, appartiennent & E et le produit ¢ , > du membre de droite
est I’'accouplement usuel entre X*(G) et X,(G). Comme g est par définition le dual
de I/I2, on en déduit un isomorphisme

(2) g~ (X,(G)® E)~

L’ensemble S(#) est réduit & un élément que I’on note s.

On dit que G est induit si X,(G) est un Z[A]-module induit, i.e. si G est I'image
d’un tore déployé par restriction des scalaires de E 4 F.

Lemme. — Supposons que G est induit ou que p ne divise pas [E:F]. En identifiant G, resp. g,
a son image par lisomorphisme (1), resp. (2), on a :

(i) K, = (X,(G)®z05)*, K= (X,(G)®z(l + pg))?, et pour tout heN, k> 1,
K} = (X.(G) ®z(1 + p" o))", K3* = (X,(G) ®z(1 + p" pg))*;
(ii) 2, = (X.(G)®,0p)"% & = (X.(G) ®zpy)";
(]ji) Gtu = K';’ & = k';’ Eent = ks‘

Preuve. — Supposons d’abord que G est I'image du groupe multiplicatif par res-
triction des scalaires de E a F. Fixons des isomorphismes de Z[A]-modules

z,: Z[A] - X,(G), 21 Z[A] - X*(G)

(A agissant sur Z[A] par multiplication a4 gauche), de telle sorte que la dualité soit
donnée par

< Z‘(O’), Z,(O") > = 80, o'
pour tous o, ¢’ € A. Alors ’application
(3) E - (X,(G)®; E)*

A X 2(c)®c())
cEA

est un isomorphisme, ainsi que sa restriction

(4) EX > (X.(G) ® E)A

Fixons une base {¢;i=1,...,m} de oy sur o et un entier r {1, ...,m} de telle
sorte que ¢; = 1 et
Pe=9690 ... ®pe,®pe, D ... Dpe

m*

Pour tous 7,5 €{1, ..., m}, écrivons

6, = 2 G ;6.
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D’aprés [BT] 4.4 et 1.5.10, lalgébre A du schéma en groupes G est égale a
o[Ty, ..., T,, Uy, ..., U,llJ, out J est I'idéal engendré par les relations

DIEPY TiU 650 =81,
i=1j=1 ’ ’

pour k2 e{1, ..., m}. Identifions G a E* par (1) et (4). Les fonctions T; et U, sont déter-
minées par les égalités

(5) A= X TN, A= T UM
i=1 i=1
pour A € EX. Pour ¢ € A, on calcule
2*(c) = X o(e) T;.
i=1

D’autre part, I est I'idéal de A®,F engendré par T, — 1, T,, ..., T,,. Grace a (2)
et (3), on obtient un accouplement entre I/I> et E déterminé par
(6) <T1" L) =T1(7‘),

(T;\,a>=T,(A\) pouri=2,...,m,

ou les T;(A), pour A € E, sont encore définis par la formule (5).
Comme K, = G)(p), c’est ’ensemble des A € E* pour lesquels les T;(A) et les U;(2)
appartiennent & 0. D’aprés (5), on obtient K, = o5. On vérifie que

A®of=f[Tl’ ooy Ty Uy ooy Um]/j?
ol J est I'idéal engendré par les relations
DI T U650 =30
=1 y=1 ' ’
pour 2 e{1, ...,7r}, o les ¢; ; , sont les réductions des ¢; , .. Alors R* G, est le fermé
de G, défini par les équations T, =U; =1, T, = U, =0 pour 1 €{2, ...,7}. Donc
K est ’ensemble des A € 65 qui vérifient
T;(A) = U;(A) = 1 mod p, T;(x) = U,(A) = 0 mod p
pour i €{2,...,r}, i.e. Ki =1 + pg.
Pour 2 e N, 2> 1, K! est ’ensemble des A € o5 sur lesquels les éléments de I N A
prennent des valeurs dans p*. Comme I N A est encore engendré par T, — 1, T,, ..., T,

on obtient K*» =1 + p* py. Grace 2 [BLR] 3.2 et aux calculs ci-dessus, I’algébre A*
de G¥° est égale a

T,—1T T, U, —17U U,
0 - ,J’~",E)Tr+1’--':T ! ,_—27"':_>Ur+1)"'7Um]/j

b
& ® " o) o o)

ou J est I'idéal engendré par les mémes équations que J. On calcule K** comme on
vient de calculer K. On obtient K%* = 1 + p" py.
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Par définition, %, est ensemble des éléments de E qui, par P’accouplement (6),
envoient I N A dans o. On obtient 2, = pz. De méme %% est I’ensemble des éléments
de E qui envoient I N A* dans p. On obtient &% = py.

Via les isomorphismes (3) et (4), cela démontre les assertions (i) et (ii) pour notre

groupe G. Notons que (iii) est évident pour n’importe quel tore puisque S(#) est réduit
a un élément.

La généralisation 2 un tore induit quelconque est immédiate.

Ne supposons plus que G est induit mais supposons que p ne divise pas [E:F].
Posons m = [E:F]. Introduisons le tore G’ tel que

X, (G') = X,(G) ®z Z[A]
ot A agit sur le membre de droite par son action sur Z[A]. On définit des applications
X.(6) 3> X,(6)  X(6)3X(G)

t> X o(t)®c? 2 ,®c X ot,).
cEcA cEA cEA

Elles sont A-invariantes et =, o, est la multiplication par m. Notons i: G — G’ et
n: G’ > G les morphismes qui s’en déduisent. Ils sont définis sur F et moi(x) = 2™
pour tout x € G.

L’égalité K, = (X,(G) ®z 0x)? est claire car K, est 'unique sous-groupe compact
maximal de G. On en déduit que i(K,) CK;, n(K]) CK,. Cela reste vrai si I’on rem-
place F par une extension non ramifiée. Alors ([BT] 1.7.6) les morphismes ¢ et = se
prolongent en morphismes

(7) G >G5 G
D’ou par réduction des morphismes
¢,%te g,
et, comme l’image par un morphisme d’un groupe unipotent est unipotent, on a
,(R*G,) CR*G;, =, (R*G;) CR*G,. D’aprés [BLR] 3.2, on a alors le diagramme
(8) Gv° 5GP S Gee,
On déduit de (7) et (8) les égalités
(9) K¢ = i"}(K!) et, pour tout > 1, K = i~}(K}), K** = i~ }(K»").

Démontrons par exemple que K* = i"(K*) pour % > 1. Il résulte de (7) que
(KM CK? et n(K™ C K2 Soit y €7 }(K?). Alors 3™ = noi(y) e KE: Or K} est un
pro-p-groupe et m est premier & p. Donc il existe z € K? tel que 2™ = »™. Fixons un tel z.
Alors i( y2~1) appartient & K* et vérifie i( yz~!)™ = 1. Comme K* est un pro-p-groupe,
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on en déduit :(yz~') = 1 et, puisque ¢ est injectif, y = 2, donc y € K*:. On démontre
les autres assertions de (9) de fagon analogue.

Il est clair que, via les isomorphismes (1), les morphismes ¢ et 7 définissent des
applications

(X,(G) @z E)* — (X,(G') ® EX)* — (X,(G) ®, EX)*

égales A celles qui se déduisent de ¢, et w,. Grace a (9), les assertions du () de I’énoncé
pour le groupe G se déduisent des assertions analogues pour le groupe G’. Celles-ci
sont connues puisque G’ est induit.

On déduit de ¢ et © des morphismes

di , dm
§—>8—>4
tels que dr o di soit la multiplication par m et soit donc inversible. D’aprés (7) et (8),
on a les diagrammes

di , dm w @ g 9T gy
k,— k,— k,, RE— kY — K.

On en déduit que di(k,) = k, N di(g), di(kY) = k* N di(g). Via les isomorphismes (2),
les morphismes di et dr définissent des applications

(X.(G) ®z E)* — (X,(G) ®2 E)* - (X,(G) ®z E)*

égales a celles qui se déduisent de 7, et w,. On déduit alors les assertions du (ii) de
P’énoncé pour le groupe G des assertions analogues pour G'. O
Le corollaire 2.7 reste ici trivialement valide.

3. Exponentielles tronquées

3.1. Soient G un élément de I', 2 un entier tel que 2< a<p et e: g, > G,
une application. On dit que ¢ est une exponentielle tronquée & 'ordre «a si elle vérifie
les quatre propriétés suivantes.

(1) e est un isomorphisme de variétés analytiques sur F.

(2) Notons F la cloture algébrique de F, soient x € G(F) et X e g,. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

Si elles sont vérifiées, on a ¢(Ad(x)X) = xe(X) ¥~ %

(3) Soient ¢ € C(%&), s €S(c). Alors e(k, Nng,) = K, NG, et pour tout keN
et tout X en,, ¢(X + p*n,) = ¢(X) U, (X + p* &%) = ¢(X) K¥*.
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(4) Soient &, ¢, m des entiers tels que 0< A< < met
(bl — 1) +¢ —m) «(G) d(G) + 5 > 0,

soient ¢ € C(K), X, € p* n,, Y; € p’ n,. Posons (X, Y) = (X;, Y,) ou (X, Y) = (Y,, X,).
Alors
e(X) e(Y) ¢(CH,(X, Y))~! e U7,

ol I'on a posé
(= 1"
n+ 1

CH(X, V)= B 2 [E(h+ g+ .. + 0.+

(P! qa! ... g ) Tad(X) ... ad®(Y) X
+ Z([’l +at s g+ -t
(Bl qy! . pp )" tad™(X) ... ad?1(X) Y.

Dans la premiére somme intérieure, on somme sur les p,, ¢;, . .., P, ¢, entiers > 0 tels
que p; + ¢; > O pour toutietp, + ¢, + ... 4+ ¢q, + 1< a — 1. Dans la seconde somme
intérieure, on somme sur les p,, ¢;, . ... q,, p,,, entiers > 0 tels que p;, + ¢, > 0 pour
tout i<netp,+q+ ... +pp+1<a—1.

Remarques. — a) L’équivalence des conditions (i) et (ii), resp. (iii) et (iv), de (2)
n’est pas liée & ’application ¢ et probablement vraie sans hypothése sur G. Mais nous

ne la démontrerons que sous des hypothéses restrictives.
b) La condition (4) est un peu artificielle. Peut-étre des applications ultérieures
nécessiteraient-elles une autre définition.

3.2. Soient G, et G, deux éléments de T, ¢ : G; - G, un morphisme séparable,
A CG, un sous-groupe fini central, constant sur une extension non ramifiée de F. On
suppose que | A | est premier & p et que la suite

l >A -G, -G, > 1

est exacte.

Lemme. — Sous ces hypothéses, soit a un entier tel que 2 < a< p. Alors il existe une expo-
nentielle tronquée & Uordre a ey : g, o — Gy, st et seulement s’il existe une telle application

€5 &o,m > Go, -
Preuve. — Supposons l’existence d’une exponentielle tronquée a l’ordre a
e1: 81w > Gy

Grace au lemme 2.5, on définit ¢y: g, ,, > Gy, Par €3 = @ oe;o (dp)~*. Toujours
grice a 2.5, ¢, vérifie les propriétés (1), (3) et (4) de 3.1 (notons que les hypothéses
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entrainent les égalités ¢(G,) = e(G_2), d(G,) = d(G,)). Vérifions (2). Soient x, € G,(F)
et X, €g,,,. Choisissons x; € Gy(F) tel que o¢(x;) = x, et posons X; = (dp) ™ (X,).
Alors X, eg, ,, d’aprés 2.5. Supposons Ad(x,) X, € g,. Comme

do(Ad(x;) Xy) = Ad(x,) X,,

on a Ad(x;) X, € g;. En appliquant (2) pour G,, on en déduit x; &;(X,) x7' € G, ;.
Dlott ¢(x;6,(X,) 47Y) € Gy y,, d’aprés 2.5, ie. xy65(X;) %51 G, . Donc (i) = (iv).
Supposons maintenant x,¢,(X,) x; ' € G,. Posons y;, = x,¢,(X;) ;' pour i=1,2.
Comme ¢( ;) =y, et que ¢ est séparable, p, est défini sur une extension séparable F’
de F, que I’on peut supposer galoisienne. I1 y a un cocycle 3 : Gal(F’/F) — A tel que pour
tout y € Gal(F'/F), v(») = 3(y) »,. Comme lim, , ¢,(X,)” =1, on a aussi
lim, , , " = 1. Donc lim,,, ,, 8(y)*" = 1 pour tout y € Gal(F'[F). Or | A | est premier
a p. L’équation précédente implique donc 3(y) = 1 pour tout v, i.e. »; € G;. En appli-
quant (2) pour G;, on en déduit Ad(x,) X, € g, ,,. Mais alors

Ad(xp) X, = dop(Ad(x,) X,) €82, tn-

Donc (iii) = (ii). Comme (ii) = (i) et (iv) = (iii) trivialement, les quatre conditions
de (2) sont bien équivalentes. La derniére assertion de (2) se déduit de 1’assertion ana-
logue pour G,.

Inversement, supposons D’existence d’une exponentielle tronquée a I’ordre a
€37 85, > Gy g On définit ¢;:g,, > G, ,, par &= (g, ) "o esodp. On vérifie
comme ci-dessus que ¢, posséde les propriétés requises. O

3.3. Supposons F de caractéristique nulle et soit G un groupe réductif connexe
défini sur F. On sait définir I’ « application exponentielle » qui est un germe d’application
de g dans G au voisinage de 0. Pour cela, on plonge G dans un groupe GL(V) ou V
est un espace vectoriel sur F, g dans End(V) et on définit ’exponentielle dans un voisi-
nage de 0 dans End(V) par la formule usuelle. Cette application envoie g dans G et
son germe est indépendant du plongement choisi. De plus, cette construction est fonc-
torielle.

Proposition. — Soient G un élément de T et a un entier tel que 2 < a < p. Supposons F de
caractéristique nulle, vy(p) < (p — 1) (4¢(G) d(G))™" et p ¢ P(G). Alors il existe une expo-
nentielle tronquée & Pordre ae: g, — Gy, dont le germe en O est Iapplication exponentielle.

Preuve. — Le lemme 3.2 nous rameéne au cas ol G est un produit d’éléments de I'y.

Lequel se raméne aisément a celui ou G e Iy : il suffit de vérifier que si G = [I G,,
eI

la condition (k(a — 1) 4+ ¢ — m) ¢(G) d(G) + g > 0 de 3.1 (4) implique

(h(a — 1) +¢ — m) e(G,) d(G,) + —; > 0 pour tout ¢ €.
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Supposons d’abord G = SL;. Reprenons les notations de 2.8. Pour ¢ € Z, écrivons
t=u-+vd, avec ue{0,...,d — 1}, v€Z. On pose L, = p” L,. Soient alors X e n,
1e{0,...,d— 1}, teN, t>1. On a X¥L,)CL,,,. Ecrivons ¢ = u + vd comme
ci-dessus. Alors

(¢~ XH(L,) C p*® Liiu

t
olt x(t) = v — vg(t!) = v — vp(p) 2q,(¢!). On sait que 7 (t!) < p (cf. par exemple

[Wash], p. 49). Alors — 1
4

(1) x(t)>v—vF(p)p+l>v__:g=

v u
3 4d
Donc lim,, , #(t) = o. Cela démontre la convergence dans End(V) de la série

@) é (11 X,

Par conjugaison, il en est de méme si X € g,,. Notons ¢(X) la limite de la série ci-dessus
pour X e g, . Il est bien connu que ¢(X) € G. Revenons au cas X en. D’aprés (1)
et comme x(f) est entier, on a x(¢) > 0 et méme x(¢) > 1 si u =0. 4 fortior:
() 'XYL;) CL;,,. Donc ¢(X) e U. Par conjugaison, on obtient que ¢(X) € G,
si X eg,,-

De la méme fagon, on définit une application /: G,, — g,, par la formule

l(x) = tZ (= 1) x — 1)*
=1

et on vérifie que ! et ¢ sont inverses I'un de 'autre. Donc ¢ vérifie la propriété (1) de
3.1. L’équivalence des propriétés (i) et (ii), resp. (iii) et (iv) du (2) de 3.1 résulte de
2.6.2, resp. 2.6.1. Supposons que x € G(F) et X e g,, vérifient Ad(x) X € g,,. Il résulte
de la formule (2) ci-dessus que e(Ad(x) X) = xe(X) x~ . A fortiori xe(X) x7 ! € Gy,.
Donc (ii) = (iv) dans le (2) de 3.1. On démontre I'implication inverse en utilisant
Papplication I. Donc ¢ vérifie la propriété (2) de 3.1. On a déja montré que ¢(n) C U.
On démontre Pinclusion inverse en utilisant ’application /. Si ¢e{0,...,d — 1}
et X ek, Ng,, resp. x € K, N G, il existe y € K, tel que Ad(y) X en, resp. yxp~* € U.
Alors ¢(Ad(y) X) eUCK, NGy, resp. I(yxy~ ) enCk Ng,, et e¢X) eK, NGy,
resp. [(x) ek, N g,. Donc e(k; Nng,) = K, n G,,. Soit £ € N. Des calculs analogues a
ceux démontrant I’égalité ¢(n) = U démontrent que e(p" n) = Utet,sik> 1, e(p*k;) = K}
pour tout : €{0, ..., d — 1}.

Notons CH(X, Y) la série formelle en X et Y définie par la méme formule que
CH,(X,Y) sauf que ’on supprime les conditions de troncature

hta+ ...+ +i<a—1
et hht+a+ .o FpHIi<a— 1.
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Soit ¢ € N, considérons un terme de cette série de degré total ¢ en X et Y. Supposons
par exemple que ce soit le terme de la premiére somme intérieure indexé par n et
1%, -39, Onap +¢+... +¢,+1=1¢t Commen<p,+¢+ ... +¢,, on
en déduit » + 1< ¢ De plus p;! ¢! ... ¢,! divise (¢ — 1)!. On déduit de ces relations
que le coefficient de notre terme dans la série est un multiple entier de (¢!)~% Un calcul
analogue a celui démontrant la convergence de 1’exponentielle montre que pour X, Y en
la série CH(X,Y) est absolument convergente et sa somme appartient a n. Mieux :
la série ¢(CH(X, Y)) est absolument convergente. La formule de Campbell-Hausdorff
affirme 1’égalité formelle '

¢(CH(X, Y)) = e(X) e(Y).

Cette égalité est donc valable pour X, Y € n. Pour démontrer les derniéres égalités du (3)
de 3.1, il suffit de prouver que

(3) a) soient keN, h>1, Xen Yep'n; alors CH(— X, X +Y)ep*n et
CH(X,Y) e X + p"n;
b) soient keN, k> 1, 1e€{0,...,d— 1}, Xen, Y ep"k,; alors

CH(— X,X +Y) ep'k, et CH(X,Y)eX + pk,.

Démontrons par exemple la premiére relation de ). On développe par linéarité
chaque terme de la série CH(— X, X 4+ Y). On obtient une somme de termes de la
forme

4) ¢ ad(X) ad"(Y) ... ad(X) Y
ou cad"(Y) ad2(X) ... ad(Y) X.

Les ¢, sont des entiers > O et, si I'on pose ¢ = ¢, + ... + ¢, + 1, ¢ est un multiple entier
de (¢!)7 % Le terme de degré ¢ = 1 se laisse calculer: c’est Y, qui appartient & p* %;. Consi-
dérons un terme de degré ¢ > 2. Alors Y intervient effectivement dans I’expression (4)
car le seul terme ou Y n’intervient pas est ad‘ ~!(X) X qui est nul. En tenant compte
du fait que p*%; C n, notre terme est somme dans End(V) d’éléments de la forme

(5) z=0X1... X‘IYX‘/+1 oo X‘—l

ou les X, appartiennent a n. Ecrivons ' =u' +2'd, t —t' — 1 =14" 4 0" d avec
uw,u' e{0,...,d—1}, v,0v" eZ. Alors

Xygy oo Xyoy(Ly) Cp Ly Cp” Ly,
Y(L) Cp' L,
Xy oo Xp(Ly) Cp” Liyy Cp” L.
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Donc Z(L;) Cp*L;, ot 2 =10+ v’ 4 vp(c) + k. On obtient comme précédemment

Z>l)l+l)”—i+h=v+v _u+u +1

>h—1.
2d 2 2d th>b-1

Comme z est entier, on a donc z > k et Z(L;) C p*L,. Notre terme de départ vérifie
donc lui aussi cette relation et appartient & p* k;, ce qui démontre la premiére relation
de (3) b). Les autres relations se démontrent de facon analogue.

Soient maintenant 4, £ et m des entiers vérifiant les conditions de 3.1 (4) et soient
X ep*n, Y e p’ n. Pour vérifier 3.1 (4), il suffit de montrer que

CH(X,Y) — CH,(X,Y) ep™n et CH(Y,X) — CH,(Y,X) ep™n.

Le méme raisonnement que ci-dessus nous raméne a considérer un entier > a, un
nombre rationnel ¢ multiple entier de (¢!)~2 et un élément Z de End(V) de la forme (5),
ou les X; appartiennent & p*n, et & prouver que pour tout : €{0,...,d — 1}, on a
Z(L,) Cp™L,,,. En écrivant ¢t =u + vd, avec u€{0,...,d—1}, veZ, on a
Z(L) Cp* L, ,,0otz =0+ vg(c) + k(¢ — 1) + £. On doit montrer que dz + u > dm + 1
et il suffit pour cela que dz + 4 — dm > 0. Or

dz—[—u——dm>t—21)1,(17)!)tTd1 +dh(it—1) +¢ —m)
> 2 d(h(e — 1)+ —m).
Cette derniére expression étant croissante en f, on obtient
dz + u — dm>f2‘- +d(h(a — 1) + ¢ —m)

qui est > 0 par hypothése. Cela achéve la preuve du fait que ¢ est une exponentielle
tronquée a l’ordre a.

Supposons maintenant que G est I'un des groupes introduits en 2.9. On a fixé
des réseaux L; pour i €{0,...,7}. Si 2r =d, on pose d' =d et L, = pg L,,_;, pour
te{r+1,...,d'} Si 2r<d, on pose d' =2r+1 et L,=pgl, . ,_, pour
te{r+1,...,d'}. Dans les deux cas, pour i€ Z, on écrit ¢ = u + vd’ avec
ue{0,...,d —1}etveZetlon pose L, = py L,. Alors

LOQLI;D& 2L4.0(6,=pL0,

et on a les égalités
n ={Xeg;Vie{0,...,e(G)d — 1}, X(L,) CL;,,},
U={xeG;Vie{0,...,e(G)d" — 1}, (x—1) (L) CL, }
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La démonstration du cas SL,; s’adapte en utilisant la suite de réseaux ci-dessus en lieu
et place de la suite (L), oz définie précédemment. On obtient le méme énoncé que dans
le cas SL,;, ol 4 est remplacé par d’ ¢(G). Mais comme d’ < d, on voit que ce dernier
énoncé est plus fort que celui obtenu en remplagant encore d’ par d(= d(G)). D’ou le
résultat.

Remarque. — Un seul point de la démonstration différe ici du cas G = SL;, c’est
la preuve de la derniére égalité de 3.1 (3), car la définition des A% est un peu diff¢-
rente de leur définition dans le cas de SL,. Mais la preuve du cas de SL, s’adapte
facilement.

Cela démontre la proposition pour G eI, UT; : le lemme 2.2 raméne le cas
d’un groupe Spin(V) pour V quadratique au cas du groupe SO(V).

Supposons maintenant que G est 'image du groupe multiplicatif par restriction
des scalaires de E & F, ou E est une extension finie de F. On utilise la description de 2. 10.
Pour X e g, ~ pg, on définit encore ¢(X) € G,, ~ 1 + py par la série (2). Les mémes
méthodes que ci-dessus démontrent la proposition pour v4(p) < p — 1. Notons que I’on
a D’égalité ¢(X) e(Y) = ¢(X 4+ Y) pour tous X, Y eg,.

Supposons enfin que G € I',. On utilise toujours la description de 2.10. On vient
d’introduire I’exponentielle ¢: py — 1 + pi. Comme c’est un morphisme de groupes,
elle définit par linéarité un morphisme encore noté ¢ :

¢:X,(G) ®; py ~ X,(G) ®7 (1 + py).

Comme P’action de A est continue, on vérifie qu’elle commute & e¢. On obtient alors
une application

gn = (X.(G) ®z pp)® — (X.(G) ®z (1 + pg))* = Gy,

dont on vérifie aisément qu’elle posséde les propriétés requises.
Cela achéve la preuve de la proposition. 0O

3.4. Plagons-nous dans la situation de 2.8 ou G = SL(V). On suppose d
premier a p. Pour A € F, on note j(A) € End(V) I’homothétie de rapport A. On définit le
réseau L; pour i € Z comme dans la démonstration précédente. Pour tout entier % € N,
on pose

A, ={X eEnd(V); VieZ X(@L)CL,,}.

La relation suivante est facile & établir :
(1) soient > 1 et X € A,; alors

(i) jotrace (X) € A, et jodet(l + X) = 1 + jo trace(X) mod A, ,;
(ii) sidt k, on a mémejo trace(X) e A, ;.



50 J.-L. WALDSPURGER

Fixons un entier 2 €{ 2, ..., p } et définissons des applications /; et/ : G — End(V)

par
a—1

hx) = Z (= 1) (x — 1)},

Ux) = hL(x) —d"jotrace(l(x)),
pour x € G. Evidemment /(x) € g.

Lemme. — L’application (1) définit un isomorphisme analytique de G, sur g,,.

Prewve. — Si x €U, 1 — x € A; et aussi /;(x) € A;. Donc jo trace(l,(x)) € A; et
aussi /(x) € A,. Alors I(x) e A; N g = n. Par conjugaison, [(x) € g, pour tout x € Gy,.
Evidemment [ est analytique. On va définir une application inverse. Soit X € n. Nous
allons construire par récurrence une suite (%,),cn d’éléments de G. On pose x, = 1.
Soit m € N, supposons défini x,. Supposons que x, €U et que X — [(x,) €A, ..
Posons X, = X — [(x,). Alors X,, € A; donc det(l + X,) €1 + p. Comme d est
premier a p, I’élévation & la puissance d-iéme est un isomorphisme du groupe 1 4 p.
Soit z, €p tel que (1 + z,)% = det(1 + X,,). On pose x, = ((1 + z,)" ") (1 + X,,)
et x,,, =%,%,. On a x,, el + A, et detx,, =1, donc x,,eGN (1 +A) =U et
X,.,€U. Comme X, €A, ,,on ajodet(l +X,)el + A, ,, donc j(z,) €A, ;;-
On en déduit

%, =14+ X, —j(z,) mod A, ,,.

En utilisant la relation 1 — x,, € A,;, on obtient
h(%m+1) = hixa) + X —j(2,) mod A, .

D’ou U 1y) = Ux,) + X, —d71jotrace(X,,) — j(2,)
+ d~'jotrace o j(z,) mod A,, . ,.

Comme X, €g, trace(X,,) = 0. De plus trace o j(z,) = dz,. D’ou
(%py1) = Ux,) + X, =XmodA, ,.

Donc x,,, , vérifie les hypothéses de récurrence.

Comme x,, €GN (14 A, ,,) pour tout m, la suite (x,),,cn cOnverge vers un
élément de U que I’on note ¢(X). Notons que ’hypothése X €z n’est pas utilisée dans la
construction de la suite (x,,),,cn. Cette construction se généralise & tout X € g,, et I'on
définit ainsi une application e¢: g, — G,,. Par construction, elle est analytique. En
passant a la limite dans la relation de récurrence, on obtient X = /o ¢(X) pour tout
X e g,,. Il reste 2 montrer que I’on a aussi x = eo/(x) pour tout x € G,,. On peut
supposer x¥ € U. Posons x" = ¢ol(x). On a aussi " € U. Si ' % x, posons X = &' — x
et soit & le plus grand entier tel que X € A,. On vérifie que

L(#") = §(x) + Xmod A, ;.



HOMOGENEITE DE CERTAINES DISTRIBUTIONS SUR LES GROUPES P-ADIQUES 51

Posons Y= (1 + X)7'27'x" — 1. Alors YeA,,, et ' =x(1 + X) (1 +Y). On en
déduit jodet(l + X)jodet(l +Y) =1, dott jodet(l + X) el 4+ A,,,, puis,
d’apres (1), jotrace(X) € A, ,. Alors

[(#') = l(x) + X mod A, ;.

Mais /(x") = [(x). Donc X € A, ., ce qui contredit la définition de % et achéve la démons-
tration du lemme. O

3.5. Lemme. — Il existe un polyndme non commutatif P en deux variables, & coefficients
dans Z,,, dont tous les termes monomiaux sont de degré total > a et de degré > 1 en chacune des
variables, tel que pour tous x,, x, € G, on ait ’égalité

I(xy x9) = CH,(I(x1), U(%5)) + Py — 1, 2, — 1)
—d 'jotrace P(x; — 1, x, — 1).

Preuve. — Considérons les séries formelles
LI(X) = X n—l(_ l)n+1 X LO(X) ) n—l(___ 1)n+1 X*,

et, comme en 3.3, CH(X, Y) définie par la méme formule que CH, (X, Y) sauf que I’on
supprime les conditions de troncature. Notons que, si 'on pose x; — 1 =X, %, — 1 =Y,
on a x% —1=X+Y + XY. La formule de Campbell-Hausdorff affirme donc
Pégalité formelle

Lo(X + Y + XY) = CH(Ly(X), Ly(Y)).

Posons P(X,Y) = Ly(X + Y + XY) — CH,(L,(X), Ly(Y)).

C’est un polynéme non commutatif & coefficients dans Z . Il est immédiat que ses termes
monomiaux de degré < a sont les mémes que ceux de

Lo(X + Y 4 XY) — CH(Ly(X), Lo(Y)),
qui est nul. D’autre part, pour Y =0, on a P(X, 0) = L,(X) — CH,(L,(X), 0) = 0.

Donc P ne contient pas de terme de degré 0 en Y. Idem en échangeant X et Y. Donc
P vérifie les premiéres conditions de I’énoncé. Par définition de P, pour x,, x, € G, on a

(1 li(xy %) = GH,(ly(%), ly(%5)) + P(x%, — 1, %, — 1).
D’on
(2) trace [;(x; x,) = trace CH,({;(x,), {;(x,)) + trace P(x; — 1, x, — 1).

Mais pour tous X, Y € End(V), on a trace ad(X) Y = 0. On calcule donc
(3) trace CH,(/,(x,), l;(x,)) = trace [;(x,) + trace /;(x,).
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De méme, pour tous X, Y € End(V) et tout p. € F, on a
ad(X +j(w) Y = ad(X) (Y +j(v) =2d(X) Y.
On obtient alors
(4) CH,(I(x1), {(x2)) = CHy(la(%1), Li(%2)) — d77j o trace(ly(#1) + Li(%p)).
Alors I’égalité de ’énoncé résulte des définitions et des égalités (1) a (4). O
8.6. On note ¢: g, — G, 'application inverse de [|g, .
Lemme. — L’application e est une exponentielle tronquée a Pordre a.

Preuve. — Montrons que ¢ posséde les autre propriétés de 3.1.

(1) résulte du lemme 3.4.

(2) L’implication (iii) = (i) découle de la formule définissant I. L’équivalence
de (i) et (ii), resp. (iii) et (iv), résulte de 2.6.2, resp. 2.6.1. L’implication (ii) = (iii)
résulte de la construction de ¢ faite dans la preuve de 3.4 :si (%,),cn> T€SP. (%1) me N>
sont les suites associées a X, resp. Ad(x) X, on vérifie que, pour tout m, x,, = xx, ¥~ ';
en passant a la limite, on obtient ¢(Ad(x) X) = xe¢(X) ¥~ '; ce dernier élément appartient
donc a G. On vient de montrer du méme coup la derniére formule de la propriété (2).

(3) Soient 1 €{0,...,d — 1}, keN, k> 1, xeU et y e K% On a déja vu que

{(x) en. Il résulte de la formule définissant ! que {( y) € p* &;, puis de la formule défi-
nissant CH,(X, Y) que CH,(I(x), I(»)) €l(x) + p"k;. Il résulte des propriétés du poly-
néme P du lemme 3.5 que P(x — 1,y — 1) (L)) C p"L;,. On a donc aussi

(jotrace P(x — 1,y — 1)) (L) C p* L.
Grace au lemme 3.5, on obtient alors
I) el(x) + PR,

Donc [(xK?) CI(x) + p*k,. Mais U/K? et n/p" k, ont méme nombre d’éléments et on a
déja montré en 3.4 que /| est un isomorphisme de U sur n. Les inclusions précédentes
sont donc nécessairement des égalités et cela démontre la derniére égalité de (3). La
deuxi¢me égalité se prouve de fagcon analogue. La premiére se prouve comme en 3.3.

(4) Soient £, £, m vérifiant les hypothéses de cette condition, x € U*, y € U’ Alors
x—1eAy. .,y —1e€A,,,. Dapresles propriétés du polynéme P du lemme 3.5, on a

Px — 1,y — 1) € Au_ypa+tara> donc aussi jotrace P(x — 1,y — 1) € Ay it sasas
cf. 3.4 (1). Par hypothése

(a — 1) hd +td+ a>md+ 1.
Il résulte alors du lemme 3.5 que
l(x9) — CH,(l(x), [(»)) €4 N Apgir =DP" 1.

Cela démontre I’'une des relations de (4). L’autre se prouve de fagon analogue. O
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3.7. Plagons-nous maintenant dans la situation de 2.9. On suppose p + 2 et,
dans le cas hermitien, d premier & p. On fixe un entier ¢ €{2, ..., p }. On définit une
application /; : G — Endg(V) par la méme formule qu’en 3.4, puis une application
ly: G - Endg(V) par

hx) = 5 (h(®) — b))

pour tout x € G, cf. 2.9 pour la définition de *. Si V est symplectique ou quadratique,
on pose [ = l,. Si V est hermitien, on définit [ : G — Endg(V) par
I(x) = ly(x) — d™'j o trace [y(x),

ol j: E — Endg(V) est ’analogue de ’application définie en 3.4. Evidemment [(x) e g
pour tout xG.

Lemme. — L’application [ se restreint en un isomorphisme analytique de G, sur g,,.

Preuve. — La démonstration est analogue a celle de 3.4. Indiquons seulement la
construction de I’isomorphisme inverse.
On a défini en 3.3 des réseaux L, pour ¢ € Z. Pour tout entier 2 € N, on pose

A, ={X eEndy(V);VieZ X(L) CL., }

La relation (1) de 3.4 reste vraie a condition de remplacer d par d’ = inf(d, 2r + 1).
Soit X en. Nous allons construire par récurrence une suite (x,,),, cn d’éléments de G.
On pose x, = 1. Soit m € N, supposons défini x,,, supposons que x, €U et que
X —(%,) €A,,,. Posons X =X —I[(x,). Si V est symplectique ou quadratique,

on pose
X X\t
=1+ =) (1 —="] .

On vérifie que x;, € G. Si V est hermitien, comme X, €A, ; CA;, on a

X
dct(l —}——21‘)61 + Py
I : X
et il existe un unique z, € py tel que (1 + z,)% = det (1 -} 7) On pose

X X \—1
% =J((1 + 2z,,) " (1 + o(2,))) (1 + _2’_") (1 — _2_'") ,

ol ¢ est I’élément non trivial de Gal(E/F). On a encore x,, € G. Dans les deux cas, on
pose x,,,, = %, x,,. On montre comme en 3.4 que %,, ,, vérifie les hypothéses de récur-
rence. La fin de la preuve de 3.4 s’adapte a notre situation. O
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3.8. On note ¢:g, — G,, Papplication inverse de 1.
Lemme. — L’application e est une exponentielle tronquée & ordre a.

Preuve. — On doit encore vérifier les quatre propriétés de 3.1. La propriété (1)
résulte de 3.7, (2) se prouve comme dans le cas du groupe SL,, la premiére
égalité de (3) se prouve comme en 3.3, la deuxi¢me égalité se prouve comme la troisiéme
que nous allons démontrer. Comme en 3.6, il suffit de prouver :

(1) soient i €X', ke N, x € U, y e K¥*; alors I(xp) € l(x) + p" k¥, cf. 2.9 pour la défi-
nition de I'. Rappelons que x stabilise L et T, (cf. 2.9, remarque). Posons

B ={X eEndg(V); X(L) Cpz L, X(T,) CL,}.

Comme y € K¥* on a y — 1 € p" B. Il résulte de la définition de /; que I’on a aussi
l;(») € p" B. Introduisons le polynéme P défini dans la preuve de 3.5. Il vérifie
les premiéres propriétés énoncées dans ce lemme. On a 1’égalité

(2) L(m) = CH,(L(%), h(y)) + P(x — 1,y — 1).

D’aprés ce que I’on a dit ci-dessus, P(x — 1, y — 1) et les termes de CH,(,(x), {,(»))
contenant /;( ») appartiennent 4 p* B. On obtient

li(xy) = {(x) mod p* B.
Comme B est stable par ’automorphisme X +— — X* de Endg(V), on obtient
ly(xy) = Iy(x) mod p* B.

Si V est symplectique ou quadratique, on en déduit immédiatement la relation cherchée.
Si V est hermitien, il faut de plus observer que, si X € B, alors trace(X) € py et
J o trace(X) € B. Cela démontre (1), i.e. la propriété (3) de 3.1.

Démontrons maintenant la propriété (4) de 3.1. Soient donc A, £, m des entiers
vérifiant les conditions de 3.1 (4), x € U", y € U’. On introduit entier d’ et les modules A,
comme dans la preuve de 3.7. Onax — 1 ep*A; = A,,,,,, ot ¢ = ¢(G) est l'indice
de ramification de E[F, et aussi /,(x) € A,;,,,. Je dis que I'on a

(3) ly(x) = Li(x) mod Az 4 1) -

Comme x ' eU" on a aussi /;(x7 ') €A,;,,,. Posons X = [;(x7!) + [,(x) et mon-
trons d’abord que X € A4, Sinon soit & le plus grand entier tel que X € A,.
Ecrivons

0 = [y(xx™ 1) = CH,(ly(%), L(x™ 1)) + P(x — 1, s~ — 1).

Le terme P(x — 1,x7' — 1) appartient & A,;,,,. En remplagant [/,(x™!) par

— Li(%) + X dans CH,(/,(x), /;(x ")), on voit que ce dernier terme est somme de X
et de termes de degré total > 2 en X et /;(x), contenant X. Ces termes sont dans A, ;.
On obtient alors la relation

XeA i+ Asaetns
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ce qui contredit la définition de 2 Donc X €A ;;,,,+. Mais comme xe€G, on a
x~' = x* et, par définition de /;, [;(x*) = /;(x)*. D’odx la relation

— L(%)" = Iy(x) mod App o415

dont on déduit (3).

On a de méme y —1€Ay,,;, L()) €Any.yr, (D) = L()) mod Ay, 4y
Considérons la relation (2). Posons ¢ = (a — 1) kd’ ¢ 4 ¢d’ ¢ + a. D’aprés les propriétés
de P,ona P(x — 1,y — 1) € A,. D’aprés (3) et la relation analogue pour y, les termes
de CH,(/,(x), [,(»)) restent inchangés modulo A, si ’on remplace /;(x) par l;(x) et
li(») par l,(»), a ’exception du terme /;(x) de degré 1. On obtient donc

(4 L) = L(#) + CH,(4(#), () — b(x) mod A,.
Appliquons ’automorphisme X +— — X* 4 cette relation. Comme c’est un automorphisme
d’algébres de Lie, on a — CH, (X, Y)* = CH,(— X*, — Y*) pour tous X, Y € Endg(V).

De plus — [y(x)* = l,(x), et de méme pour /,( »). Enfin ’automorphisme conserve A,.
On obtient

—L(»)" = — L(%)" + CH,(l(x), &a()) — L(x) mod A,,
puis, en sommant avec (4)

(%) = CH,(l(x), l(9)) mod A,.

Si V est symplectique ou quadratique, on obtient directement
(3) l(xy) = CH,(U(), {()) mod A,.

Si V est hermitien, le méme calcul qu’a la fin de la preuve de 3.5, joint a la relation (1)
de 3.4 permet encore d’obtenir la relation (5). Notons que I’on a

(ha—1)+¢—m)ed +a> 1.

En effet, si k(a — 1) +¢ — m est > 0, c’est clair. Sinon, comme d’ < d, le membre de
gauche est > (k(ea — 1) +¢ —m)ed 4+ a, qui est > af2> 1 par hypothése. Donc
t>med + 1 et A,Cp™A,. La conclusion de 3.14 (4) résulte alors de (5). O

3.9. Supposons maintenant que G eI', et p ¢ P(G). On utilise les notations et
résultats de 2.10. En particulier, on identifie G 4 (X,(G) ®; EX)* et g 2 (X,(G) ®z E)A.
On fixe un entier 2 €{2, ..., p } et Pon définit une application /®: E —E par

a—1

Plp) = 2 (= 1w — 1)L

i=1
Fixons une base B du Z-module X,(G). Pour b € B, on définit y, : G — E* par I’égalité

x= II b®p,(x)
bEB
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pour tout ¥ € G. On définit une application l: G — g par I’égalité
I(x) =|A|! o(b) ® 6o l®oy,(x)
XS] A bG
pour tout x € G.

Lemme. — L'application | se restreint en un isomorphisme analytique de G, sur g,.
L’inverse de ce dernier est une application exponentielle tronquée & ordre a.

Preuve. — Dans le cas ou G est I'image du groupe multiplicatif par restriction des
scalaires de E a F, ’application /® elle-méme vérifie ces propriétés. La démonstration
est essentiellement la méme que dans le cas G = SL,. On laisse les détails au lecteur.
On note ¢®: py — 1 4 py isomorphisme inverse de I* |, , .

Dans le cas général, il résulte des propriétés de /® et du lemme 2.10 que /(G,,) C g,,.
Soit X €g,,. On construit par récurrence une suite (x,),cn d’éléments de G,. On
pose x, = 1. Soit m € N, supposons défini x,,, supposons que x, € G,, et que

X — Ux,) € (X.(G) ®z pF).

Ecrivons
X —l(x,) = X bon,
bEB
posons = II H o(®) (1 +| A" a(n)

cEA Db

et X,,, = %, %,. Evidemment x,, € (X,(G)®z (1 + p2)2; a fortiori x, €G, et
%11 €Gy. On a la relation

U 41) = Ux,) + Ux,) mod (X,(G) ®z pE+Y).
Pour tout ¢ € A, soit (a,,(c)), .5 la matrice exprimant dans la base B I’automorphisme
de X,(G) défini par o. Elle est & coefficients entiers. Pour 4 € B, on calcule
wp(xn) = T I1 (1 + [ A[7" a(a,)).
cEA ¢cEB

Alors
l °P'b = IAI ! Z z abc( ) ()‘c) mOdp’]?‘.-*-l’
GEA cEB
et Z 0®Fop(x)=|AIT" Z X ay,(c) b®c(r,) mod X,(G) ®z ppt?,
bEB GEA b ¢cEB

=[AI7" X % o(c) ®a(d,) mod X,(G) ®z pE 7,

CGEA ¢cEB

=8 3 o(X — U(x) mod X,(G) ©7 3+,
cE

=X — I(x,) mod X,(G) ®, pn+*

puisque ce dernier est invariant par A. On obtient de méme

I(x) = X — I(x,) mod X,(G) ®; p3*?,
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et finalement
[(%y, 1) = X mod(X,(G) ®z pg*1).

Alors x,, ,, vérifie ’hypotheése de récurrence.

La suite («,),ecn converge vers une limite que I’'on note ¢(X). Cela définit une
application ¢: g, — G, dont on montre qu’elle est l'inverse de la restriction |, .
Cela démontre la premiére assertion du lemme. La propriété 3.1 (2) est vide car le
groupe est commutatif. Les propriétés 3.1 (3) et 3.1 (4) se déduisent des propriétés
analogues pour l’application /®. O

3.10. Proposition. — Sotent G un élément de T" et a un entier tel que 2 < a < p. Supposons
p ¢ P(G). Alors il existe une exponentielle tronquée a lordre a e: g, — Gy,.

Preuve. — On se raméne comme en 3.3 aux cas traités en 3.6, 3.8 et 3.9. O

4. Un résultat sur les distributions invariantes

4.1. Pour tout espace topologique X totalement discontinu, on note CP(X)
Pespace des fonctions sur X & valeurs dans C, localement constantes et & support compact.
On abandonne lindice c, resp. I’exposant oo, si X est compact, resp. discret.

Soient G un élément de I', # son immeuble et ¢ € C(#). Notons C?(g)** ’espace
des formes linéaires sur C°(g) invariantes par ’action adjointe de G. Pour 2 e N, &> 1
et D € CP(g)*, considérons la condition suivante :

(%), si s €S(c) et fe C(p~"k,[b,) sont tels que D(f) #+ 0, alors il existe 5" € S(c), x € G
et X ep' "k, tels que f{Ad(x) X) * 0.

Posons 2, ={DeC2(g); D vérifie (%)},
et 2., =N 2,.
r=1
Remarque. — Comme toutes les chambres sont dans la méme orbite sous ’action

de G, P'espace 2, est indépendant du choix de ¢. Il en est de méme de I’espace 2. .

4.2. Proposition. — Supposons que p ¢ P(G) et soit D € D ,. Alors D annule C (g/b,)
st et seulement si D annule % C(k,[b,).
s € 8(0
Cf. [W] théoréme I.3. La preuve se fait par récurrence. On choisit un sommet
particulier sy € S(¢c). Dans le cas G € I’y U Ty, il correspond & un réseau autodual. On
montre que

(1) si D annule X GC(k,/b,), alors D annule G(p~'%,/b,);

s e 8(e)

(2) soit keN, k> 1; si D annule C(p~"%,/b,), alors D annule C(p~*"'#%,/b,).

Les démonstrations utilisent la représentation naturelle de I’algebre de Lie g et,
quoique trés techniques, relevent de I’algébre linéaire élémentaire.
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4.3. Notons 9, le sous-espace de C(g)* engendré par { ®,; n e O, }, D=1 coare
et Doy l€s sous-espaces de C,(g/b,)* formés des restrictions a C,(g/b,) des élé-
ments de P, ,, resp. .

Proposition. — Supposons que p ¢ P(G). Alors Doy =

nil l Celg/be) *

Cf. [W] théoréme I.3. L’idée de la preuve est la suivante. Comme on a évidemment
gnill Colg/be) C g} 1 I Coelg/be) >

il suffit de prouver I’égalité des dimensions de ces espaces. D’aprés 4.2, on peut rem-

placer D5, 000 P D50 o0 C= X C(k,[b,). Par transformation de Fourier,
C s’identifie a sE8(0)
C= 3 Cm),

s € 8(e)

I

*G

et ’on montre que C?(g)* |5 est de dimension < | 0, |. Par exemple si G = GL(n),
fixons un sommet s, € S(¢). Comme tous les sommets sont conjugués, on peut remplacer G
par G(n/k, ), i.e. par les fonctions sur le radical nilpotent d’une sous-algébre de Borel
de GL(n, f). Il est clair que dim(C®(g)**|g) est alors borné par le nombre d’orbites
nilpotentes dans gl(n, f). Celui-ci est le méme que celui des orbites nilpotentes dans
gl(n, F), qui n’est autre que | O, |-

5. Développement en germes d’intégrales orbitales

5.1. Soit G un élément de I'. On adopte les notations de 1.1 et 2. Soient T C G
un sous-tore maximal défini sur F, t son algébre de Lie et, comme toujours, T = T(F),
¢t = t(F). On note ¢, le sous-ensemble des éléments de ¢ réguliers dans g. Fixons une
mesure sur T\G, invariante par translations a droite. Pour X et,, on définit
DX, .) eCP(g)* par

O(X,f) = [, AL X) dx

pour toute f € CX(g). On sait qu’a toute n € 0, est associé un germe I', de fonctions
sur £, de sorte que pour toute f e GP(g), on ait I’égalité

(1) O(X,f) = X Tu(X)®,(f)

n e Onj)

pour tout X dans un voisinage de 0 dans #,,. Pour fe G(g) et u € F*, notons f* la
fonction définie par f*(X) = f(uX). Pour n € O et w e F*, on a pun e @ et il existe
un nombre réel positif y(n, u) dépendant des mesures tel que

O, (f*) = v(n, ) ©uu(Sf)
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pour toute f € C°(g). En particulier si p. e F*, on a p® n = n pour tout n. Il est bien connu
que 'on a Pégalité y(n, p?) = | p |7 ™™ pour tout n, et plus généralement

Y(n M%) = | p |5 ™ y(n, 3)
pour tous n, A,

Remarque. — On en déduit que Pon peut normaliser les mesures sur les orbites
nilpotentes de sorte que y(n, p) = | u |z ™™ pour tous n, p.
On déduit de (1) et de ce qui précéde I’égalité

T n(pX) = y(n, p) TH(X)

pour tous n € 0, u € F* et X dans un voisinage de 0. Il existe alors pour tout n € 0,
une unique fonction T, sur #,, telle que le germe de T, soit T, et telle que 'on ait
encore la relation

Fun(@X) = v(n, 1) Tp(X)
pour tousn €0y, peF et X 1.
5.2. En appliquant a T les définitions de 2.4, on définit les réseaux ¢, et ¢, de &
Lemme. — Supposons p ¢ P(G). On a les égalités 1), =t O gopyy b = N gy

Preuve. — Introduisons les données (G;);c; et ¢ associées & G, cf. 2.1. Soit T' la

composante neutre de ¢~ *(T). Alors T est un sous-tore maximal de IT G; défini sur F.
iex
Le lemme 2.5 appliqué aux morphismes ¢ et ¢ | nous raméne au cas ot G = II G,.
i€l
Ce dernier se raméne au cas ou G € I'y. Si G est un tore, T = G et le lemme est trivial.
Le lemme 2.5 rameéne le cas du groupe Spin(V) au cas de SO(V). On peut donc sup-

poser que G est I’'un des groupes considérés en 2.8 ou 2.9. Montrons que I’on a alors :

(1) les assertions du lemme 2.10 sont valides pour T.

Supposons G = SL;. Pour toute extension séparable F’ de F, notons Ty I'image
du groupe multiplicatif par restriction des scalaires de F' & F. La norme de F'[F et
Pinjection naturelle de F dans F’ définissent des morphismes de Ty — Ty etde Ty — Ty,

II existe desnextensions séparables F, ..., F, de F telles que 2”31 [F;:F] =d et, si ’on
note T' = [l Ty et N:T' — Ty le produit des normes, on ait T = ker N. Notons
J: Ty ——>T'zifl: produit des injections naturelles et
w: T - T
t- 0o N@E)~ L
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On a =(T') CT. Notons ¢: T — T’ I'injection naturelle. Alors = o i() = {* pour tout
t € T. Comme d est premier a p, le méme raisonnement qu’a la fin de la preuve de 2.10
ramene le cas du tore T a celui de T’. Mais les assertions sont connues pour T’ car T’
est produit de tores induits.

Si G est symplectique ou spécial orthogonal, T est produit de tores induits et de
tores de la forme suivante. On considére une extension séparable F’ de F, une extension
quadratique E’ de F’ et le morphisme norme N: Ty — T, . Alors T = ker N. On
note j:Ty — Ty Dlinjection naturelle, w: Ty — Ty le morphisme défini par
wn(t) = 5o N(#)~'. Alors =n(Tg)CT. Notons 7: T — Ty Dinjection naturelle. Alors
7o 1(f) = % pour tout ¢ € T. Comme p + 2, on rameéne encore le cas du tore T a celui
de Ty qui est connu.

On note Ty 5 le tore construit ci-dessus.
Si G est unitaire comme en 2.9, il existe des extensions séparables E;, ..., E,
de E et des extensions séparables F;, ..., F, de F disjointes de E telles que, si ’on
n m
note T =11 Tg. II Ty et N: T — Ty Papplication définie ci-dessous, on ait
i=1 i=1

T = ker N. L’application N est produit des applications
TE,' - TE/F

¢t — Normgy () o(Normg,g(2)) ™!

ol ¢ est 'élément non trivial de Gal(E/F), et des applications
TEF}/Fj = Typ

¢ > Normyy; 5(2).

Notons j: Ty — T’ le produit des injections naturelles et
n: T ->T
b1t N~

On a =n(T’) CT. Notons i: T — T’ l'injection naturelle. Alors moi(¢) = #* pour tout
t € T. Comme d est premier 2 p, on raméne ainsi le cas du tore T a celui de T’ qui est
produit de tores déja traités.

Cela démontre (1).

Considérons la représentation de T dans V (oit V est ’espace considéré en 2.8
ou 2.9, vu comme espace sur F) obtenue par composition des injections T — G et
G — GL,(V). Soient y;, ..., g les caractéres de T (définis sur une extension séparable
de F) qui interviennent dans cette représentation, ou d’ = d dans les cas linéaires sym-
plectique et orthogonal, d’ = 2d dans le cas unitaire. Comme la représentation est
fidele, ces caractéres engendrent X*(T). Considérons la représentation p : ¢ — Endg(V)
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déduite de la représentation précédente. Identifions ¢ & (X*(T) ®; E)* ou l'on note ici
E lextension qui déploie T. Tout élément y € X*(T) définit une application encore
notée x : ¢ — E. Pour X € ¢, les valeurs propres de p(X) sont les y;(X) pourie{l, ...,d"}.
Il résulte de 2.8 et 2.9 que X et N g, resp. X € N g, , si et seulement si y;(X) € oy,
resp. Pg, pour tout z €{ 1, ..., d"}. Comme les y; engendrent X*(T), c’est équivalent a
X € (X,(T) ®z 0g), resp. X € (X,(T) ®z pg). Il reste & appliquer (1). O

5.3. Proposition. — Supposons p ¢ P(G). Soient ¢ € C(A), fe C,(g/b,) et X et Nt
Alors on a Pégalité

O(X,f) = I Ty(X)D,(f).

n g Op;j)

Preuve. — Comme X €1, Nt,,, la distribution ®(X, .) appartient 3 D .
D’aprés 4.3, il existe donc pour tout n € 0, une fonction I sur ¢, Nt, de sorte
que Pon ait I’égalité

(2) O(X,f) = X Ty(X)0,(f)

n € Onj)

pour tout X €4, N ¢, et toute f e C;(g/b,). Les éléments de ’ensemble { @, o o5 % € Onn }
sont linéairement indépendants, cf. [W] 2.6.2. Fixons n € 0, et f e C,(g/b,) telle que
®,(f) =38, , pour tout n’' € 0y. Alors I'(X) = ®(X, f) pour tout X et Ni,.
En comparant avec I’égalité (1) de 5.1, on obtient que le germe de I, au voisinage
de 0 est T',. Soit peo, pw+ 0. Alors f**eC,g/b,) et p*X e, Nit,. De plus
(X, f*) = ®(u2 X, f). En appliquant (2) aux couples (X, f**) et (u2 X, f), on obtient
I’égalité

Lo X) = | u [¢ ™™ Tp(X).
Mais alors I',, =T',. O

5.4. Conservons les mémes hypothéses. Notons F la cloture algébrique de F;
&/ (T) Pensemble des » € G(F) tels que x~* Tx soit défini sur F ainsi que ’isomorphisme
x5 ' yx de T sur x~ ! Tx; 6(T) le quotient T(F)\ &/ (T)/G. Pour x € #/(T), on note
T® = 7' Tx. La conjugaison par x permet de déduire une mesure sur T*\G de notre
mesure sur T\G. Pour X et,,, on définit P(Ad(x~?!) X, .) € C(g)* par

OAd( ) X, f) = [ AL ) X) &y

pour toute f € G?(g). Elle ne dépend que de 'image de x dans 6(T). Soit alors x une
fonction sur 6(T) & valeurs complexes. Pour X €¢

rog> ON POSE

*(X,.)= X x(x @®AdHx"YHX,.).

2z € 6(T)
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Pour ne 0, et X et,,, on pose

TEX) = 2 () Th(Ad(x) X)

(avec I’abus de notation suivant : dans la somme ci-dessus I', désigne la fonction sur
iy, associée a n).

Proposition. — Supposons p ¢ P(G). Soient ¢ € G(&B), feC,(gfb,) et X ety Niy,.
Alors on a légalité

(X, f) = X Ta(X) ®,(f).
n € Onj
Preuve. — Pour déduire ce résultat du précédent, il suffit de prouver que, pour
tout ¥ € &/(T), on a Ad(x™!) X €2,. Grace a4 5.2, il suffit de prouver que, si Y €g,,,
x € G(F) sont tels que Ad(x) Y €g, alors Ad(x) Y e€g,,. Le lemme 2.5 nous raméne
au cas oit G est produit d’éléments de I'y, lequel se raméne au cas G € I'y. Le cas d’'un
tore est trivial. Le cas d’un groupe Spin(V) se raméne a celui de SO(V) par 2.5. Dans
le cas de 'un des groupes considérés en 2.8 ou 2.9, la propriété résulte de la caracté-

risation de g,,, démontrée dans ces paragraphes : le polynéme caractéristique est inva-
riant par conjugaison géométrique. O

5.5. Conservons les mémes hypothéses. On note T, I’ensemble des éléments
réguliers de T. Pour y € T,,,, on définit des distributions ®(y, .) et ®*(y, .) € G,(G)*
par des formules analogues a celles des paragraphes précédents. Pour s € S(%), notons lg ,
resp. 1, , les fonctions caractéristiques de K, dans G, resp. %, dans g.

Proposition. — Supposons p ¢ P(G) et supposons donnée une application exponentielle
¢: g, — G, tronquée & Pordre 2. Alors pour tout s € S(B) et tout X €ty N g, on a Pégalité

D*(e(X), Ig,) = X TR(X) By(1y).

n € Opj)

Remarque. — Si X e t,,, on a ¢(X) € T, car le commutant de ¢(X) est le méme
que celui de X d’aprés 3.1 (2) et est donc égal & T.

Preuve. — 11 résulte de la définition des exponentielles tronquées que
D¥(e(X), 1) = OX(X, 1)

I1 reste a appliquer la proposition précédente. O

6. Développement en germes de caractéres

6.1. Soit G un élément de I'. On adopte les notations de 1.1 et 2. On fixe un

caractére ¢ : F — C* et ’on définit une transformation de Fourier dans Gi°(g) comme
en 1.3.
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Soit © une représentation admissible irréductible de G dans un espace V. Notons

0, € G,(G)* son caractére. Ce chapitre est consacré a la preuve de la proposition
suivante.

Proposition. — Sotent a €{2, ...,p}, h € N. On suppose donnée une application expo-
nentielle e : g, — G,,, tronquée & Pordre a. On suppose de plus que

(i) p ¢ P(G),
(i) (ke —1) —d(G) — 1) d(G) ¢(G) +

a

5 > sup(0, d(G) ¢(G) (d(G) — £)),
(iii) 2 existe s € S(A) tel que Pespace des invariants VE soit non nul.

Alors il existe une famille (¢o)n o ., de nombres complexes telle que, pour toute f e CY(g)
a support dans p* g, on ait Pégalité

@n(fO e*l) = X Cn q)n(f):
n € Onj)
ot Lon note foe™* la fonction sur G nulle hors de G, et égale & foe™* dans G,,.

Remarques. — (1) Pour k& = 0, la condition (ii) est vérifiée si @ > a(G), ou
a(G) = 2d(G) ¢(G) (24(G) + 1).

Si p> a(G), on peut appliquer la proposition pour une exponentielle tronquée a
Pordre a avec a(G) < a< p.

(2) Si % est assez grand, I’hypothése (iii) est vérifiée et (ii) I’est pour tout a, par
exemple a = 2. On obtient le développement de ®, au voisinage de I’élément neutre
en supposant que p ¢ P(G).

6.2. Fixons donc des entiers a et /, une représentation = et une application e
vérifiant les hypothéses de la proposition. Notons que la conclusion de cette proposition
est indépendante du choix de la transformation de Fourier. Normalisons cette derniére
de la fagon suivante. On suppose que ¢ est de conducteur p. Pour tout réseau R de g,
notons R ={X eg;VYeR, B(X,Y)ep}. Si G appartient & T'; ou T,, resp. I},
on choisit pour B la restriction & g de la forme sur Endg(V), resp. Endg(V), définie par

B(X,Y) = trace XY, resp. tracegy(trace XY).
On vérifie que

pour tout s € S(4), 75, = kY
(1 2

pour tout ¢ € G(4%),

Si G eT,, on choisit B de sorte que pour 'unique s € S(%), on ait &, <= &* (on a

~

donc aussi b, = n, pour l'unique ¢ € C(#)). Dans le cas général, on introduit les

n

groupes (G;);c(s,...,n) €t le morphisme ¢ : I} G, — G qui font partie des données d’un
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élément de T'. On définit B sur chaque g; comme ci-dessus, puis par produit sur I g;.

On transporte cette derniére & g par I’isomorphisme do. Les relations (1) restent vérifiées.
Pour f e CX(g), on définit une fonction f*' € CX(g) par

fi(X) =f="X)
et une fonction f sur G par

~ 0 sixé¢Gy,
Jx) = L
FHX), six=1¢X) avec X €g,.

Comme g, est fermé dans g et que ¢ est un isomorphisme analytique de g, sur G,,,

f appartient 3 C*(G). On définit D € C,(g)* par D(f) = 0,(F). Il est clair que
D e C?(g)*°. On montrera en 6.7 que D € @5,. Admettons ce résultat. Fixons une
chambre ¢, € G(%#). D’aprés 4.3, il existe une famille (¢,),cq,, de nombres complexes
telle que les restrictions & G,(g/b,) de D et de
2 o,
n € Oy

soient égales. Comme il s’agit de distributions invariantes, il en est de méme de leurs
restrictions & C,(g/b,) pour n’importe quelle chambre ¢. Soient alors f € C?(g) a support
dans p*g,. Comme

Supp(f)C U p*n,

cE C(AB)

on peut effectuer une partition de 'unité et écrire f= X f,, ou la famille (f,) est
¢E C(A)

presque nulle et pour tout ¢, Supp(f,) C p"n,. Pour ¢ € C*(g), notons ¢~ ' e CX(g)
la fonction définie par

¢ !(X) = §(— o7 X) [ o [5hame,
Alors pour tout ¢, f,' € G,(g/b,). D’ou
D(f7) = X ®(f.

n € Opj)

Or (f~")! =f, donc (f~")™ n’est autre que foe et D(f ') = O (foe ). Pourne 0,
onad, (f') =v(r, —& ") |a|g""™ ®___,(f) avec les notations de 5.1. Il suffit de
poser ¢, = y(— @ n, &~ *) | & [g*4™m9¢" _;, pour obtenir la formule de la proposition. O

6.3. Sous les hypothéses de la proposition, fixons ¢ € C(#). Pour s € S(¢), remar-
quons que VE"" est stable par P'action de U car K" est distingué dans U. On note

. .. . h .
n[c, s, k] la représentation ainsi définie de U" dans VX", Donnons-nous maintenant
deux représentations (n,, V,) et (n,, V,) de G. Fixons a, % et une application e. Sup-
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posons les hypothéses de 6.1 vérifiées pour 7; comme pour =,. On note (¢,(x,)), n € O,
la famille définie par la proposition pour la représentation =;, pour i = 1, 2.

Corollaire. — Sous ces hypothéses, fixons ¢ € C(B) et supposons que, pour tout s € S(c),

les représentations w[c, s, k] et wy[c, s, k] soient isomorphes. Alors c,(m,) = c,(my) pour tout
nely.

Preuve. — Notons D; et D, les distributions définies au paragraphe précédent
relatives & 7, et m,. Pour 7 €{ 1, 2}, il résulte de la construction de la famille (c,(x;)),
n € 0, et de la proposition 4.2 que cette famille est déterminée par la restriction de D

Y

a X C(k,[b,). Mais si s € S(c) et f € C(k,[b,), f est & support dans U” et est invariante

8 E 8(c)

par K%“*. Donc
®n;(f) = ®rc,-[c, 3,h](f)'

On déduit alors des hypothéses du corollaire que les restrictions & 2 C(%,/b,) de D,
et D, sont égales. D’ou la conclusion. O sE8(0)

6.4. On aura besoin du lemme suivant. Dans ce lemme, m désigne une algébre
de Lie sur Z,, finie, M un groupe fini, ¢ : m — M une bijection. Le groupe M agit sur
lui-méme par conjugaison. Via ¢, il agit aussi sur m par une action que I’on note Ad.
On note mP le groupe des homomorphismes de m dans le groupe T des nombres complexes
de module 1. Le groupe M agit encore dans mP par une action que I’on note encore Ad.
On pose m; = m et on définit m, pour ¢ > 1 par la relation de récurrence : m; est le sous-

Z -module de m engendré par les termes [X, Y] pour X em et Y em,_,. Cet ensemble m;
est un idéal de m.

Lemme. — Sotent a €{ 2, ..., p }, mune algébre de Lie sur Z,,, M un groupe fini, e : m — M
une bijection. On suppose que
(i) m, =0,
(i) pour tous X, Y em, on a Pégalité ¢(X) e(Y) = ¢(CH,(X, Y)). Alors il existe une bijec-
tion v v o, de P'ensemble des M-orbites dans m® sur Uensemble des représentations irréductibles
de M de sorte que, pour toute M-orbite v et tout X € m, on ait I’égalité

trace o, (¢(X)) = |y |7 2 ¢(X).
PEY )
Ce lemme est dit & R. Howe. Il résulte de [Ho]. Comme il n’est pas énoncé sous
cette forme dans [Ho], nous allons en reprendre la démonstration.
Preuve. — On fixe donc a, m, M et ¢ vérifiant les conditions de I’énoncé.

Remarques. — (1) 11 résulte de (ii) que, pour tous X, Y em, on a

a—2

Ad(e(X))Y = X ()" ad(X) Y.

i=0
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(2) II résulte de la remarque précédente et de (i) que, pour tout X € m, ’élément
Ad(¢(X)) — 1 de Endg (m) s'écrit ad(X) 7(X) o 7(X) € Autz (m).

(8) Il résulte de (ii) que si m'Cm est une sous-Z -algeébre de Lie de m, alors
M’ = ¢(m’) est un sous-groupe de M.

A ¢ emP, on associe

R,={xeM;Ad(x) p = ¢}, r, ={Xem;VYemo([X Y]) =1}
et la forme bilinéaire f, sur m définie par
JoX,Y) = o([X, Y]).

Cette forme se quotiente en une forme bilinéaire antisymétrique et non dégénérée
sur m/r,.

Remarques. — (4) On a R, = ¢(r,). En effet, pour X em, on a Ad(e(X)) ¢ = ¢
si et seulement si ¢(Ad(e(— X)) Y — Y) =1 pour tout Y em, ou encore

p(ad(X) (= (= X)Y)) =1

pour tout Y em. Comme Y + — v(— X) Y est une bijection de m sur elle-méme, la
condition est équivalente & X er,. Notons que r, est une sous-algébre de m.

(5) Supposons r, = m. Alors la fonction ¢y définie sur M par @y(e(X)) = ¢(X)
pour tout X €m est un caractére de M. Cela résulte de (ii).

6.5. Lemme. — Soit @ € mP. Alors il existe une sous-Z -algébre s de m telle que
(i) sOr,,
() m:s] =1[s:7)],
(i) fojons = 1.

Preuve. — Notons i, le plus grand idéal contenu dans ker(p). On raisonne par
récurrence sur [m:1,]. Si ce nombre est 1, le résultat est évident. Supposons i, + m.
Si mfi, est abélien, on a 7, = m et le résultat est encore évident. Supposons m/i, non
abélien, posons

zy={Xem;VYem[X, Y] i} 2 ={Xem; VY em, [X, Y] € 2}.

Ce sont des idéaux de m, on a 7, C z; C z,. Comme m/i, n’est pas abélien, z; + m. Comme
m est nilpotente, on a i, + z; + 2. Fixons Z € z, — z; tel que pZ € z,, posons

m' ={Xem;[X,Z] €1,}.

C’est une sous-algébre de m et 'on a m’ + m puisque Z ¢ z,. Notons ¢’ e m” la restric-
tion de ¢ & m’. Evidemment 7, D7, et I’on peut appliquer ’hypothése de récurrence.
Soit donc s’ une sous-Z -algébre de m’ satisfaisant les conditions (i), (ii) et (iii) relatives
am' eto.
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Notons que ker(p) N z; = 7,. En effet, si X eker(p) Nz, Z, X + 7, est un idéal
de m contenu dans ker(p), donc égal a 7,. On en déduit

(1) r, Cm'.
En effet, si X €7,, on a [X,Z] € z;, car Z € z, et [X, Z] e ker(¢) car X e7,,.
(2) [m:m'] = p.
En effet ’application
m—>T
X = o([X, Z])
a m’ pour noyau et prend ses valeurs dans les racines p-i¢émes de 1’unité puisque pZ € z,.

On a donc [m:m'] =1 ou p. Mais on sait que m' % m.
Il résulte de (1) que r, C7,. Montrons que

(3) [rg:7,] = p.
Fixons Z' em — m’. L’application
Tg = T

X - o([X,Z27])

a 7, pour noyau et prend ses valeurs dans les racines p-iémes de I'unité puisque pZ’ e m'.
On a donc [r, :7,] =1 ou p. Mais Z er,, et Z ¢r, d’aprés la preuve de (2).
I1 résulte de (1), (2) et (3) que s' satisfait aux conditions de I’énoncé. O

6.6. Soit ¢ € mP. Introduisons une sous-algébre s de m satisfaisant aux conditions
du lemme précédent. Posons S = ¢(s). C’est un sous-groupe de M. Définissons une fonc-
tion ¢g sur S par @g(¢(X)) = ¢(X). D’apreés 6.4, remarque (5), appliquée au groupe S,
@g est un caractére de S. On note ¢, la représentation de M induite par ce caractére
de S. On a la formule bien connue

trace o,(x) = > es( )1 W)
vEWS, v lavES
pour tout x € M, i..
(1) trace o (%) = X oi(y ' Ap)
yEM/S

ou ¢} est la fonction sur M égale a ¢4 sur S et nulle hors de S. Remarquons que

(2) { Ad(») p;» € S/R, } est 'ensemble des éléments de m® dont la restric-
tion a s est égale a celle de o.

Le premier ensemble est inclus dans le second d’aprés 6.4 remarque (4), appliquée
au groupe S. Or les deux ensembles ont méme nombre d’éléments d’aprés 6.5 (ii).
D’apreés (2),

s(e(X)) = [S: Ry]™* ”Eé‘;% Ad()) o(X)
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pour tout X € m. On obtient grace a (1)

trace o,(¢(X)) = [S: R,]* Ad(y) ¢(X)

h)
v EM/Rep
pour tout X € m. Notons y la M-orbite de ¢. Cela s’écrit encore

(3) trace o,(¢(X)) = |y |7 @,Z‘E:Y‘P'(X)'

Il en résulte que o, ne dépend que de y. On note désormais cette représentation o, .
Notons maintenant I' ’ensemble des M-orbites dans mP et M ’ensemble des représen-
tations irréductibles de M. On déduit de (3) que

(4) 2 (trace o,(1)) trace o,
YET

est le caractére de la représentation réguliere. Ce dernier est égal a

(5) 2 (trace o(1)) trace .
cch

Comme tout o, est somme directe d’éléments de M, il est facile de déduire de 1’égalité

de (4) et (5) que o, € M pour tout y e I' et que {oyvel}= M. Cela démontre le
lemme 6.4.

6.7. Reprenons les hypothéses et notations de 6.2. Pour démontrer la proposi-
tion 6.1, il nous reste & prouver que D € 9,,. Soit donc ¢ € N, £ > 1, montrons que
D € 9,. Soient ¢ € C(#), seS(c) et feCp~'k,b,). Alors f'eC(pn,p** k) et
f est une fonction sur U” bi-invariante par K***/, Pour tout sous-groupe compact K
de G, notons R I’ensemble de ses représentations lisses irréductibles. Décomposons la
restriction de = & U” sous la forme

T ,U? = @hm(c) G.
cETU,

~

Alors D(f) = ZAhm(o-) trace o(f ).
cEU,
Supposons D( f) + 0. Il existe alors ¢ € U” tel que m(s) > 0 et trace of f ) # 0. Fixons
une telle 6. Comme f est invariante par K%**¢ ¢ est triviale sur ce groupe.
Premier cas. — Supposons

(h(a — 1) — ¢ — 1) ¢(G) d(G) + —g > 0.

Alors lalgébre m = p*n /p**‘ %%, le groupe M = U’K%**’ et lapplication de m
dans M déduite de ¢ vérifient les hypothéses du lemme 6.4 (cf. 3.1 (4)). Le bicaractére
$ o B de g identifie m® & p~*~‘k,/p~*b,. Il existe donc une orbite y de U” dans ce
dernier groupe telle que ¢ = o,. En identifiant f 2 une fonction sur M, on a

~ ~

trace o(f) = mes(KE*) | v| 7" B Fe(X) $(BX, V).
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Si ’on note y I'image réciproque de y dans p~*~‘£,, on obtient

trace o( f) = | ¥ |7 mes(p™5)7" [ [ f1(X) $(B(X, Y)) 4Y 4X

= [y|7™=mes(p="5)7* [, AY) dY,
par inversion de Fourier. Donc
1) la restriction de f a4 "y est non nulle.
Y

Par hypotheése, il existe s’ € S(c) tel que la restriction de # & K%" contienne la
représentation triviale de ce groupe. Fixons un tel s’. Un raisonnement standard utilisant
la réciprocité de Frobenius montre que, pour tout ¢’ € U tel que m(c’) > 0, il existe
x € G tel que la restriction de ¢’ & U* N xXK%" x~! contienne la représentation triviale.
Appliquons ceci & ¢ et fixons x comme ci-dessus. Posons

R = (U% N xK%" x~1) Keh+/Kuhr+t,
ro= 'l 0 Ad(x) B) + pl B
La condition précédente s’écrit

2 trace o()) + 0,

VER

i.e. 2 trace o(e(Y)) + 0.
YEr

On a 2 traces(e(Y)) = |y |7 X X ¢(B(Y, X)).
YEr Yer Xey

La non-nullité de cette expression implique que y coupe I’annulateur de r dans mP, i.e.
Y N pTM(Ad(x) by NPT R,) + b Ip b, + O

Comme y est une orbite pour I’action de U”, on en déduit que, pour tout Y € v, il existe
xy €G tel que

Y ep " [(Ad(xy) By N PTCR,) 4 b]/p7" b,
En tenant compte de (1), on voit qu’il existe x" € G et X €k, tels que f(Ad(x") X) * 0.

Cela démontre que D € Z,.
Deuxiéme cas. — Supposons

(h(a — 1) — ¢ — 1) ¢(G) d(G) + §< 0.

Posons ¢’ = ¢ — d(G). L’hypothése 6.1 (ii) implique que?' > Oet2(h +¢)> h +¢ + 1.

On a les inclusions

UI; ) Kq:,h-i-l’ D) Kc:,h+l
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et ¢ définit un isomorphisme de groupes de p**Y EYp*TYEY sur Kuh+O Kb+
Toujours d’apres 6.1 (ii) et les propriétés des exponentielles tronquées, on a ’égalité

e(X) e(Y) e(CH,(X, Y)) ™" e Kph+/
pour tout X ep*n, et tout Y e p*** k*. Notons que, dans la formule définissant
CH,(X, Y), un terme de degré au moins 2 en Y appartient a p**‘%%. On peut donc le

supprimer. Il existe alors une famille (¢,);5, d’éléments de Z,, presque nulle, telle
qu’en posant

x(Y) =Y 4+ X ¢qad(X)Y,

t=1

on ait e(X) e(Y) e(X + jx(Y))"' e K%**+¢ pour tous X, Y comme ci-dessus.

Notons W D’espace de la représentation 6. Comme K%**/K%“"+’ est abélien,
on peut fixer une base { w;;7 € I} de W formée de vecteurs propres pour I’action de
K%*+% A tout i € I, on peut associer un élément Y; € p~*~‘£,, de sorte que

a(e(Y)) w; = b(B(Y, Y))) w,
pour tout Y € p**+¢ k¢, Notons W le dual de W, & la représentation contragrédiente de U*
dans W et {i,;i eI} la base de W duale de {w;;i€1}. On a

5(e(Y)) @, = ¢(— B(Y, Y))) &,
pour tout Y € p**% £ et tout i € I.

Ecrivons

trace o(f) = p fx"- het Flxy) trace o(xy) dy

z € UkEE A+l

= 2 fphd'ku ﬂe(X) e(Y)) trace o(e(X) ¢(Y)) dY.

Y

Comme trace o( 7 ) # 0, il existe X € p" n, tel que l’intégrale relative & X dans ’expres-
sion ci-dessus soit non nulle. Fixons un tel X. 4 fortior:, il existe i € I tel que I'intégrale

[opot4y FTeX) () < 0(e(X) £(Y)) a0, 8, > dY
soit non nulle. Fixons un tel . L’expression ci-dessus est égale a
(2) Co(e(X)) i, %, >fp;.+pkg S (X +jx(Y)) $(B(Y, Y)) dY
A fortiori, { o(e(X)) w;, ;> + 0. Soit Y e p*** %, On a les égalités
Y(B(Y, Y;)) Co(e(X)) w;, #; ) = < o(e(X) e(Y)) w3, %; >
= < o(¢(X)) w;, 5(e(— Ad(e(X)) Y)) &, >
= $(B(Ad(¢(X)) Y, Y))) (o(e(X))

D’od 1’égalité
(BY — Ad(e(X)) Y, Y) = 1.
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Comme en 6.4, remarque (2), il existe un automorphisme t(X) de p**% k¥ tel que
Y — Ad(e(X)) Y = ad(X) 7(X) Y mod p**¢ &, L’équation précédente pour tout
Y e p" ¥ E* est donc équivalente 3

Y(B@d(X) Y, Y)) = 1
pour tout Y € p*+# . Par conséquent
b(B(Y, Yy)) = $(B(jx(Y), Yi))

pour un tel Y. Remarquons que j; est un automorphisme de p*** k* qui préserve les
mesures. En utilisant la relation ci-dessus et le changement de variables jx(Y) — Y,
on déduit de (2) la relation

[ potrg FHX 4 Y) $(BY, Y)) dY # 0
puis, par inversion de Fourier
[, @ Yi+ Z) b(— B(Y,, X) — &~ B(Z, X)) dZ + 0.

4 fortiori
(3) la restriction de fa @ Y; + p~* %, est non nulle.
Comme dans le premier cas, il existe s' € S(¢) et x € G tels que le caractere
e(Y) = $(B(Y, Y)))
de K¥*+¥ soit trivial sur xK%* x~! n K“*+%, L,
Y, e Ad(x) p~ "k, + p "V k,.
On fixe de tels s’ et x. Alors, d’aprés (3), la restriction de f & Ad(x) &, + p~7 &, est

non nulle. En oubliant les notations précédentes, fixons X € p’ Ad(x) k,, Y e p?® &,
tels que f(~ /(X + Y)) + 0. Rappelons que f est & support dans p~*,, donc

X ek, np’ Ad(x) &,
On va démontrer ’assertion suivante :
(4) soient t € S(F), X' €k, N Pgen, Y €p¥@k,; alors X' + Y’ € pgops-
Admettons-la pour l'instant. Alors il existe s’ € S(¢) et x" € G tels que

X + Y epAd®) k..

Pour de tels s/, 1", la restriction de fa p~“** Ad(+’) k,. est non nulle. C’est la condition
requise pour que D € Z,, et cela achéve la preuve de la proposition 6.1.
Démontrons donc (4) pour terminer. On se raméne immédiatement au cas ou
G eT,. Si G est un tore, c’est évident. Supposons donc que G € I'y U I'; U I';. Intro-
duisons un espace V sur F (ou sur E si G € I';) comme en 2.8 ou 2.9, et un réseau L
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de V tel que £, ={ X e g; X(L) CL}. Fixons une base de L sur o (ou pg) et, grice
a cette base, identifions les éléments de g a4 des matrices. Pour tout X € g, notons
(G

Px(T) = X a(X) T*®~
i=o0

le polynéme caractéristique de X, a coefficients dans F (ou E). Comme X' €k,, X’ est
a coefficients entiers. De méme, les coefficients de Y’ sont dans p*® (ou p¥® pg). On
en déduit que, pour tout ¢ {0, ..., d(G)},

(X' +Y') = ¢(X’) mod p?®  (ou p*® py).
Comme X' € pg,,, Ps-1x est a coefficients entiers (cf. 2.8, 2.9).

Remarque. — Dans le cas d’un groupe unitaire, on a énoncé en 2.9 un critére
faisant intervenir le polynéme caractéristique d’un élément X de g vu comme élément
de Endg(V) et non pas comme élément de Endy(V). Mais ce dernier polynéme n’est
autre que Py 6(Py) ol o est ’élément non trivial de Gal(E/F) et on en déduit immédia-
tement un critére analogue en terme du polynéme Py.

Donc ¢(X’) e p* (ou p’pg) pour tout i. Mais alors les coefficients ¢;(X’ + Y’)
vérifient la méme relation, donc P 1y , v, est & coefficients entiers et o~ (X' + Y') € goy
d’apres 2.8 et 2.9. O
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