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CALCUL EN MOYENNE QUADRATIQUE :

CONTINUITE, DERIVATION ET INTEGRATION

I-Remarques préliminaires.

Soit une fonction aléatoire X (t) du second ordre sur T

considéré comme application de T dans U = ensemble des variables
aléatoires sur (2 ,F, P).
Plus précédemment pour tout t & T = X (t) est un é1é-

2
ment de if (& ,5: , P) et L2 (@ ,6'/ , P) est un espace de Hilbert quand
on prend pour produit scalaire : < X, Y> :J XY dP

1]

<X (t), X (tY) >
2

Donc E X (t) X (t') = r-(t, t')

E |X (t)l2 = [ (t,t) X (t)h

I.'inégalité de Schwarz montre que le produit scalaire est

continu : E (lim X_ . X, ) =< lim X, X,y= lim (X, X,>

m.q m.q S .» 5,
S— Soe S —» So
= lim B (X_ . X, )

S 550
lim X = X signifie  lim [l X_- Xll= 0
m,q s S —»Soe
S —» S, 2

ou lim E lxs-xlzo

S8,
et E ( lim X lim ?{t) = lim E (X 'ft)
m q S m, q S->8,

S _, S, t—t, t»t,
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Lemme,

Soit X (t) une fonction aléatoire du second ordre, elle con-
s
verge en moyenne quadratique vers une fonction aléatoire X (t) (nécessai-
rement du second ordre).

iand s — s, , sietseulementsi E (Xs (t) .fs ,(t) ) converge vers

une fonction finie F (t) sur T quand s —»s, et s'._» s,.

——

| 1 P r 1
Alors < (t, t') converge vers x (t, t")
s

DEmonstration : de la condition suffisante :

H) E(X (t) xX,. (t)} — F (t) finie quand s — s, et

s s
s! ~> So.
2 2
Par suite :[X_ (t) - X, (e)ll 2. llxs (e + llxS ()
- X -
< S(t), Xs,(t)> <X ,(t) , Xs(t)>.
converge vers 0 quand s » s, et s' > s,
(Xs (t) ) est un filtre de Cauchy donc converge en moyenne
58S,
quadratique,

La condition nécessaire et la propriété ‘—X (t, t)> I;{ (t, tY)

résultent de la continuité du produit scalaire. 8

II, - Continuité en m, q.

-
Pour que X (t) soit continu en m. q. sur T il faut et il suffit

que | (t, t') soit continue sur la diagonale Ade T x T. Et alors [ (t,t')

est continue dans T x T

X (t) continueen m.q : X (t+h) .» X (t) quand h»0
m, q

- La condition nécessaire résulte de la continuité du produit

scalaire,



lll.

- Condition suffisante,

On suppose ' (t,t') continue en tout point de A,

IX (t+h) - X(t)“2= | X (t+h)”2 - < X (t+h), X(t)> - <X(t), X (t+h)>
+ % (t)“2=r(t+h,t+h) - T (t+h,t) - T(t,t+h) + 7 (t,t)

2
L'hypothese entraine donc |X (t+h) - X (t)“— 0 quand
h -0 c'est-a-dire X (t+ h) ~—->q X (t) quand h —0,
m.

III, - Différentiation en movenne quadratique,

- une f,a, X (t) a une dérivée en m,q. en t si X (tth)-> (t+h)-X(t)

a une limite en moyenne quadratique quand h _, 0. Cette limite est la dé-

rivée en m, q. notée X'(t)m q

- une fonction & valeurs complexes F (t,t') a une dérivée se-
conde généralisée en (t, t') si _1 A hA w F (t,t') a une limite quand
h_,0 et k- 0, Cette limite es}% i{a dérivée seconde généralisée notée
QZ_F_ (t, t') .
ot ot! g
Ah A L F (t,t")=F (t+h, t'+k) - F(t+h,t') - F(t,t'+ k) + F(t, t')

AL A kF(t, t')=F(R) - F(Q)-F(S)+F(F

S(t,t'+ k) R (t+h, t' + k)

|
|

P(t,t") Q (t+h, t')

- Théoreme.

Pour que la fonction aléatoire du second ordre X (t) ait une
dérivée en m, q. sur T il faut et il suffit que la dérivée seconde généra-

lisée de sa covariance existe et soit finie sur la diagonale de T x T.
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D'apres lelemme Mﬁ) converge en m, g, vers une limite

. h
notée X/(t) quand h - O,
m. q.

-X kv %
si et seulement si EX(t+h) (E) X¢+k) X(t)/aune

h k

limite quand {h—>0 or ceci est 1. A 4O r (t, t)

k 0 hk o K
Corollaire 1,
r Si —_ r(t,t‘) existe finie en tout point de A
_ ot O t! g
ialors les dérivées BZ
| o >C L
t, tl — s 1 —— , 1
ot ( ) D t! (t, ) btbt'(tt)g
existent finies en tout point de T x T,
Cela résulte de la continuité du produit scalaire,
E (X' (t) X (tt)) = E { lim X(t+h) -X(t) X (t1) )
m, q. h
h-0
c
= l1lim l (r(t'i'hl t') - r(t,t')): —b— (t,t')
h 2t
h.»0
2
,; — N2
1 ' 1 - ! = —— '
B(x (6 X ()= T, (5, 0) = Sosn (ne)
\\)2r g
- D —— , 1 2 1
onc BT (t,t') estla covariance de X' (t)

g

Corollaire 2.

B Si X(t) a des dérivées en m, q. jusqu'a l'ordre n les
dérivées généralisées de | existent jusqu'a l'ordre m ¢ n en t
Psn en t'
+
o YmiEP (tv) - g doX() dP x (1)
MR Y B at™ at'p

m, q. m, q.
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Corollaire 3,

r~

Une f,a. du 2& ordre X (t) sur T est analytique en moyen-
ne quadratique si et seulement si Ly (t, t') est analytique en tout point de

la diagonale A .,

Et alors FX (t,t') est analytique sur T x T.

- Si T(t,t') est analytique sur A , alors les dérivées de X (t)
en moyenne quadratique, de tout ordre n « N existent pour tout t ¢ T,

en particulier pour t = 0,

Posons X (t) = X(0) + =& X' (0) +... £_ X" (0)
n 1! n!
I1 faut montrer que E " X(t) - Xn (t)] 2 converge vers 0

quand n >+ #

E X (£)-X_ (017 = 1% (6) - X_ () *=I% (0P -<X (2), X_(£)> ~X_ (), X (e h+] X (&
_ 9 mtk SR 0 0) =k (eN?
Tt t) = kz=0 E:o k! m! NI
g _.k tk g tk )k
<X(t),Xn(t)>=k=OE(X(t) X (0) 7)) = o o Bt'k (t,0)
L)ki‘ % Bk+mr m
et TR (t,0) m=0 TS¢mUK (0,0) ——
5 o0 o) t:m-i-k )m+kl—
Finalement on obtient E |X(t)-X_(t)| "= z z kK 'm! ¢t ¢k (0
n k=n+l1 m=n+1l e

- Réciproquement si X (t) = lim Xn(t) ( o Xn (t) est un polynome
m. q. en t, 2 coefficients aléatoires)
n— +¢
X (t') = lm X () et E(X(t) X(t')=1lm E(X_()X_¢')
m, q. n n.»+°
n'—“> + P n'—,-«.oo

Donc " (t, t') estla somme d'une série entiere ent et t'.
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IV, - Intégration en moyvenne quadratique.

Soient X (t), Y (t) deux fonctions aléatoires du second or-
dre, de covariances '—X (t, t') et FY (t, t'), qui ne sont pas supposées
centrées, En effet on considerera des cas particuliers dans lesquels 1'une

ou l'autre de ces fonctions sera une fonction sire.

b
.- Définition.de / X(t) dY (t) intégrale de Riemann.Stielties m. q.
a

i = < B < < e £ 8 < =
Soit a 1:1 1\ t2 5 v tn— N tn+1 b
=f, © = ' -
D=@,®,t,,... 6,b). |DI| Sl;pltk_l_l t, |
n
S, = z X (0,) (Y(tk+1)—Y(tk))

k=1
Si S, a une limite en m.q. quand |D}>0  on pose

b n
i, m. q. / X(t) dY (t) = lim kzl X(E)k)(Y(tkH) -Y(tk))
a |DI= 0
m. q.

I1 suffit de se donner Y (t) définie & 1'addition pres d'une variable aléa-

toire (indépendante de t).

+ 00 ,
i.m.q./ X() 4y (t) = lim / X(t) dY(t) 32 condition que
a m.q. Ya cette limite existe.
b +o0

2.-Théoréme,

Soit I wun intervalle fini ou infini.
Si X (t) est une f.a. du second ordre indépendante de la
fonction aléatoire du second ordre Y (t') sur I x I pour que i.m.q.

)
j X (t) dY (t) existe il faut et suffit que
1

i. R. S; ﬂ (t,t') d 4 F'Y(t,t') existe .

- Ix1I
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Supposons I fini, Soit 2 1'ensemble de toutes les subdivisions pointées
e 7 . “
Dde I.( SD) Ded est une famille de v.a. du second ordre /‘»h covariances

finies :
E (s, §D,)<+oo
en effet : o
E (S, S,) = Z z E(X(Qk) [Y(tk_l_l)-Y( )]X(ek')[Y(tk'ﬂ) ('k')J
k=1 k'=1 y
= E n ( ’6")A L\.' ' ot ,t,)
(E) k=1 k's= % O bl "t Pt Ve Y OKOK

Par une extension du lemme ( 2 IV) pour que S ait une limite en m, q.

quand |D|- 0 il faut et suffit que E (S ) ait une limite quand

b Spr
|[DI>0 et |D'-0.

D'apres 1'égalité ci-dessus (E) cela revient & dire que 1l'in-

tégrale de R.S Fo(t, t') d a'lr_ (t,t') existe.
IxI X ¥

3.-Corollaire,

r )
Soient X (t) et Y (t') des fonctions aléatoires du second

ordre indépendantes. Si les intégrales en m. q. ci-dessous existent, alors

E/f X% (t) ay (t) Es'(t) dY(t') ‘// E [X®(t) rad (t'))dd'rY(t,t')
I I'

L'intégrale double étant 1'intégrale de Riemann- Stieltjes

Si I et I' sont des intervalles finis f x%(t) ayY (t)=1lim S,
I

m, q.
|Di>0

f X (t')dY (t') =lim S'

I |IDYs0 D'
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n
— n _s! ) - _
1 - 3 1 - 1
Sy X O [f (¢, - T )]
Or E(lim Sy lim —é'D‘J = lim E (SD D') d'ol le résultat.
m. q. m, q. IDI1-0
D> 0 ID%s 0 | D'[~0

Pour I et I'infinis les intégrales quand elles existent sont définies comme

limites d'intégrales sur des intervalles finis,

Cas particuliers,

b
1°)Si E = / X (t) dt i.m,aq. existe
n n

E (§_ Em) = fb/b E (X_ (t) im(t') at  dt’
a a

2°) z (t) =/ ft (s) dY (s) ou ft(s)estune fonction
a

certaine.

Si z (t) existe (i.m.q.) E(z(t) E(t)):

/ / (s) ft (s') da r'Y(s, s')

4, - Critere dl'lexistence,

Si la fonction aléatoire du second ordre X (t) est continue

en m, q., indépendante sur I x I de la fonction aléatoire du second ordre
Y (tY).
Si la covariance I'X (t,t') est bornée sur I x 1,

et si la covariance rY (t, t') esta variation bornée sur I x I,

Alors J; X (t) dY (t) existe,

I'Y (t,t') est 3 variation bornée sur IxI ou I est fini si il existe une

constante CI telle que D et D' étant deux subdivisions quelconques de I,
' 1 - (¢ - 1 r 1 <
I L N T B

D . . / s 1
tjé notation abrégée : 2 Z' ,)AA Y (t. ¢t ),< cI < e
£ ¢ D! teD t'e¢D

k
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Quand I est infini.

rY (t, t') est a variation bornée sur I x I si pour tout I'

a
fini. inclus dans 1 CI, < C < + R
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