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DECOMPOSITION HARMONIQUE DES FONCTIONS
ALEATOIRES DU SECOND ORDRE : GENERALITES

I - Intérét physique de la décomposition. EL] chap. VIII.

De nombreuses transformations étudiées en Physique peuvent
étre considérées comme linéaires et homogénes par rapport au temps :

on les appelle filtres linéaires. Une telle transformation & fait

correspondre & une grandeur physique x(t) fonction aléatoire du temps
une fonction aléatoire X(t) =® &(t)] .
- Caractére lingaire :r(x,(t) + x,(t)) =0, (t)]+8(x,(t)
{mxlm =& [x, (61
- Homogénéité par rapport au temps :
8i X(t) =® [x(t)) alors X(t =%) =& (x(t -T)]] .
Ces deux propriétés entrainent l'existence d'une fonction G(V ) &

valeurs complexes telle que :

&F2m0t1= G(o)emmOt. veR
G(V ) est appelé gain complexe de @ .
. 2in 9 t .
Les fonctions e sont orthogonales en un certain sens :
1 7
— Y ¥ !
1im 2T[ e21’n\)t e21‘n\7 t at = g‘”'
T—y+e 7 =T

Pour chercher X(t) =@® [k(t)) on va donc essayer de faire

la décomposition harmonique de x(t), c'est-d-dire la mettre sous la

forme :
x(t) = f 20 ap (o) i.m q.
ou g (9 ) sera une fonction aléatoire de la variable réelled,

~
8 valeurs complexes.



Cette décomposition sera intéressante si@® x(t)] =f@\[§2110t] ag ()
soit ® ()] = [ 6( ) ETYVT ag(0)
On s'intéressera aux filtres passifs, c'est-d-dire tels que {G(V )jel

2inw vt

Pour que l'intégrale IG(V) e d;(b ) existe (i. m. q) (1)

il faut et suffit qu'existe l'intégrale :
Jre@) 8 SO = aarg(y,9n  an
ot ¥(0,0") =E(Z(d) § (")
(Théoréme du chapitre 2, paragrrrhe IV)
Or 1'intégrale (II) existe quelle que soit la fonction con-
tinue G(v ) bornée si ¥y (9D, V') est une fonction & variation bornée

sur R x R,

Définitions.
- Une covariance (t, t') est dite "harmonisable" si il
existe une covariance g(s, s') & variatior sornée sur R x R telle

que :

(H r (t, t') =f'rei(ts - t's') da! g(s, S')

o)
- Une fonction aléatoire du 2° ordre X(t) est dite

"harmonisable” si il existe une fonction aléatoire du 2° ordre x(s)

dont la covariance g(s, s') est & variaticr sornée sur R x R et

telle que :

(B)  x(t) = e ax(s)  di.meq (s =2mD ).

ITI -~ Raeppels sur l'intégrale de Riemann - Stieltjes dans (R2
2] . chap ITI et III

A, Fonctions &4 varistion bornée,

Soit g(x, y) une fonction & valeurs complexes des deux va-



riables réelles x et y, définie sur R x R.
Elle est & variation bornée sur R x R si :
quel que soit le rectangle J = (a, b ; a', b')(acnga' , beys§')

il existe un nombre CJ tel que pour toutes les subdivisions

= = =g! = = =b!
rx a<ooo<ai<ooo a-n a ) et O"y (bO D oo bj<... bmb )
n

(a,
m
> | (e, bj)-s(ai_l, bj)-s(ai. bj_l)+s(ai_l, bj_l)\st
i=l j=1 :
et tel que, il existe un nombre fini C majorant CJ vJ.
La partie réelle et la partie imaginaire sont alors

des fonctions & variation bornée au méme sens.
Les théorémes démontrés par Hildebrandt (2] chap III pour les
fonctions réelles conduisent aux résultats suivants :

1°) - La fonction g(x, y) n'a qu'une infinité dénombrable
de points de discontinuité, répartis sur une infinité dénombra=-
ble de paralléles aux axes.

2°) - En tout point de discontinuité les limites :
g(x+o, y+o) ; g(x+o, y-o) ; g(x-o, y+o) ; g(x-o0, y-o) existent
Nous appellerons normalisée de g(x, y) la fonction &(x, y) dé-
finie ainsi :
8(x, y) = %Es(xm. y+o)+g(x-o, y+o)+g(x+o, y=-o)+g(x-0, y~0)]
Nous appellerons saut de g au point (x, y)
la quantité notée 4 cfog(x, y) définie par :
A, A' &lx, ¥) = glx+o, y+o)-g(x+o, y-o)-g(x-o, y+o)+g(x~0, y-o)

et nous posons

Ah A'kg(xs y) = S(X"'hs y"'k)'gx"'h’ y)-g(xg y+k)+g(x, Y)



3°) - Sur tout rectangle J g(x, y) est la somme d'une fonction
continue gc(x, y) et d'une fonction de sauts gs(x, ¥) qui est la som-
me d'une série uniformément convergente de fonctions de sauts &lémen=-
taires

4°) - Soit ¥(x, y) = glx, y) + h(x) 4, a,elx, y) =%dkx(x, y)

B. Intégrale de Stieltjes-Riemann

- Définition : Soit un rectangle J, une fonction g & va=-
riation bornée sur J :

Pour définir les sommes de Riemann nous considérons les
subdivisions D de J obtenues au moyen de subdivisions Dx et Dy sur
les cOtés de J et nous prenons module de D = |D{ = sup(\Dx\ ’ \Dy\ )
la fonction d'intervalle associée & g est celle qui a permis de dé=-
finir ci-dessus la variation totale de g .

-~ Critére d'intégrabilité

L'intégrale de Riemann-Stieltjes fff(x, y) dad' g(x, y)
existe si la fonction f est bornée et continue sur R x R
la fonction g étant & variation bornée sur R x R.
C._ Propriétés
1°) - Soit g & variastion bornée sur J
Etent donné un filtre Q, si fq(x, y) converge vers f(x, y) uniformé=-
ment sur J, suivant le filtre Q, et sifJ fq(x, y) aa' g(x, y)

existe pour tout g, alors lim f f dd' g =f f dd' g
g 9 J
qeqQ
2°) - f étant une fonction continue bornée sur R x R et g une

fonction & variation bornée sur R x R dont l'ensemble des points de



discontinuité est

Jrf ada' g = ff. £ ad' g, + = flx, ) AOA'O g(x, y)
(X'Y)etb

g, étant la composante continue de g. (A - 3%)
(2] p. 60

On peut donc modifier la fonction g aux points de D , cela ne change
pas l'intégrale,
En particulier [ff dd' g =JSf ad' &

3°) - A la fonction & variation bornée g on peut associer la
fonction de répartition ¥ d'une mesure m (définie sur IB2 muni de la
tribu de Borel) telle que pour toute fonction f(x, y) continue et

2
bornée sur R~ :

fff(xs y) ad' g(x, y) = ff fdm = fff(x: y) ad' y(x, y)

D. Transformation de Fourier-Stieltjes : [3] p. 475

Soit g(x, y) une fonction & variation bornée sur R xR ;
elle permet donc de définir une intégrale de Stieltjes-Riemann pour
toute fonction f(x, y) continue et bornée sur R x R.

Prenons f(x, y) = ei(ux - vy) da' g(x, y)

Cette fonction G(u, v) est continue (conséquence de C. 1%)
et bornée sur R x R :

lG(u, v)l {/dd' glxy, ¥) | »

Nous pouvons supposer que g est normalisée (conséquence

de C 2°)

Et on établit alors les formules d'inversion suivantes :



(1)

1 MY i - w)
1lim T f/ e vy G(u, v) du dav =A°A'° g (x, y)
U~y -V v
Voo

+U 4V -
im - L 1 milux - vy) A A
lim 2y f\/ - Ah Ak e G{u, v) du dv Ahbkg(x, v)
U— o0
Vo e

] .

' 3 - _; s . .
ol A A ® ilux - vy) _ [e iulx+h) _ 1u:)c:I {e+1v(q+k) iy

Les calculs sont analogues & ceux qui conduisent & la for-

mule d'inversion d'une fonction caractéristique :

Etant donnée la fonction de répartition F d'une mesure positive sur

), sa fonction caractéristique f est définie par :

®,®

f(u)=‘feiux dF(x) et f‘(b)-’F\‘(a)=lim %
V—’}n

[F(x + o) + F(x - o))

+V e—iu a _e-iub
f - f(u) du
U

iu

oii F(x) =

-

III - Transformation de Fourier-Stieltjes en moyenne quadratique

" -~ Probléme : Etant donnée une fonction aléatoire X(t), du se-
cond ordre, nous cherchons s'il existe une fonction aléatoire du
second ordre x(s) dont la covariance g(s, s') est & variation bornée

telle que

) X(t) = fe ¥ ax(s) i.me q.

= Théoréme :
Une fonction aléatoire du second ordre X(t) est harmoni-
sable si et seulement si sa covariance l'est.

(Définitions dans I.)



Démonstration de la condition nécessaire.

Le critére d'intégration en moyenne quadratique (chap. 2,
paragraphe IV) montre que si X(t) est harmonisable alors r(t, t')
1fest,

Démonstration de la condition suffisante.

Soit X(t) dont la covariancer (t, t') est harmonisable :
il existe donc une classe% de fonctions & variation bornée g(s, s')
telles que :

rit, t') = [f ellts = t1s") g4 g(s, s')

Les formules d'inversion (II D (2) permettent de détermi-
ner<A11£§k 2(s, s') quels que soient h, k s s' et cette expression
est la méme quel que soit geg%

Montrons qu'on peut trouver une fonction aléatoire x(s)
dont la covariance est une fonction g de la classe% telle que
X(t) = j‘eits dx(s)e 1. mo Qo

Pour cela nous allons déterminer une fonction aléatoire
x(s) telle que E(Ah x(s) A_'-I:x(s')) =Ah A'k Z(s, s') et montrer
ensuite que sa covariance E(x(s) X(s')) est un &lément de Q.
Ensuite nous démontrerons que J'eits dx(s) = X(t)

Du critére d'intégration en moyenne quadratique et de la
formule d'inversion qui définit Ay [fklg(s, s') on déduit

1°) - l'existence

s Cile 4
1 fn: R ist —e i(s + h) t
2 |

- it

de lim x(t) at = gh(s)

L B
Mo Qo



°) . 1 =A U '
2°) - telle que E(Sh(s)gh, (s")) n 8k g(s, s')
Soit x(so) une variable aléatoire telle que pour une

fonction particuliére &, de la classe % on ait :

E(x(so) ;(So)) = gl(so’ so)
Posons x(s) = x(so) + £ < - s (so)
Ap x(8) =8 5 L5 (80 = &g g (s0)

=8, (so) done E(A, x(s)b, x(s') =4, 4, &ls, s')

E(x(s) X(so)) E(x(so) J-E(So)) +E(§ s - so(so) x(so))

81(50 . So) + h(s)

8,(sy s0) + g (50, 80) + h(s) - g,(s, s0)
Posons k(s) = g;(so, So) + h(s) - g (s, so)

et g,(s, s') = g (s, s') + k(s)

£o appartient & la classe s%(II - A - 4°)

et E(x(s) x(so)) = gQ(S. so) d'oll E(x(so) x(s)) = g,(s0, s)

(S5, st%) R(s.+hls~.+h) Ces deux égalités jointes &

E[ﬂh;(so) Akx(so) =AhAk 82(Sos So)

e Q
(50, 57 (S, §a)

entrainent E(x(s)f(s'))=g2(s, s')sur R«R

Nous avons donc trouvé une fonction aléstoire x(s) dont
la covariance est une fonction g(s, s') de la classeC%. Posons
Y(t) = f eits dx(s) : cette intégrale existe d'aprés le critére
d'intégration en moyenne quadratique et EF{Y(t)| 2=r (t, t)

~

I1 reste & montrer que X(t) = S eits

dx(s) (i. mo q)
ce qui revient & démontrer que E | X(t) - Y(t)| =0
or E1X(t)-Y(£)1% = F (¢, t) - E(X(t) T(t)) - E(¥(t) X(t)) + Eix(t)P

Donc il suffit de démontrer que E(Y(t) X(t)) = I (t, t)



- Calcul de E(Y(t) X(t))

E(Y(t) X(t)) = E(Jf %% dx(s) X(t))

Lin E([ ® ax(s) X(¢))

a—y—
b—>t+a
Soit S une subdivision de B, b]

b .
%(t) [ e ax(s) = 1im b " T x(s;, ) = x(s5)] F(t)
+8 \S1— 0 J=1
t -~is.t
I N o N o1 J '
COr X(o;l"'l) - X(Sj) "t}.-i.lll.o -2-; ~%— lt'X(t )(e -e ) dt
donc
1 1
, s .t ito lt ~1th . .
E(Y{t)X(+))=lim  lin = e 1 en'f e )r(t?,t)dt
b—+m

mais tv(t', t) = Jf ei(t's - ts') dd'g(s, s')

. . 2 . .
et nous savons qu'il existe une mesure a, sur R muni de la tribu

i(t's = ts'")

des boréliens telle que M (t', t) = [ e M (ds, ds')

I1 en résulte l'existence d'une mesure Dt, de fonction

>4t
de répartition F.» telle que r(t', t) = R Ft(s)

La formule d'inversion des fonctions caractéristiques rappelée ci-

dessus (II -~ D) donne :

-is, . t' =is.t'

,}_ +1: J+l J ' 1 =
ii?¢ == t,(e -e )r(t', t)at Ft(sj+l) Ft(sj)
- n=1 ite i
Donc E(Y(t) X(t)) = i lim X5 ™7 IR (s.,,) - F (s.)]
a—yo ISI— 0 J J
b+
its
=fe ar. (s) = (t, t)

t

Nous allons étudier maintenant un cas particuliérement ime

portant par ses applications : c'est celui ou la covariance de X(t)


file:///S/-i

est une fonction de t et t' par 1l'intermédiaire de t = t' : seulement
F(t, t') = £(t = t'), On pourra déterminer alors facilement dans

quelles conditions une telle fonction X(t) est harmonisable.



