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PROCESSUS A LIAISONS COMPLETES ET PROCESSUS 

MARKOVTEîiS ASSOCIES 

- • Systèmes de l i a i sons complètes « 

Définition 1« I O Un système de l i a i sons complètes (ou plus brièvement un 

système de l i a i s o n s ) Î ? = U X 3 - ^ ) 9 ( ^ ^ ) 5 ( p n ) n € J ^ T ) } est défini par l a donnée 

de : 

a - Deux espaces probabi l isables : ( X ? J 3 appelé espace de phase, et 

(Z^l) appelé espace des é t a t s . 

b - Une famille (p^) de probabi l i tés de t ransi t ion : ( z 5 B) ~ ^ P n ( z 3 B ) 

de ( Z , j ) dans (X,J2>). 

c - Une application mesurable T de (Z x X i § ®>fè) dans (X , j§). La fonc

tion T sera appelée fonction de l i a i son d 'o rd i¿ 1. 

2° Le système est di t homogène s ' i l ex i s te p t e l l e que 

V n : p = p • 

^ "n 

Définition 2 , (Trstnslatés d'un système de l i a i sons complètes). 

On appelle m i e m e t rans la té du système ?? l e système ^ : 

^ m = { ( x , s ) , ( _ z , ? ) 5 ( p A + N ) N E ( J , T > 

Un système homogène coïncide évidemment avec tous ses t r ans la tés . 

Définition 3* (Fonctions de l i a i s o n d'ordre mul t ip le) . 

Soient ( X ^ y B j ^ ^ * une suite d ?espaces probabil isés isomorphes 

— ( ) ( ) n n 
à ( X , £ ) . Nous noterons { £ n \ № n } ) l ' espace probabil isés (Jg J L , ^ ^ i -
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(k) 

La fonction de l i a i son T d'ordre k associée au système TT est une appl i 

cation mesurable de {Z x X ^ ) dans Z définie par récurrence sur k de l a 

façon suivante : 

(1.1) T ( l ) ( z ; X l ) = T ( z ; x 1 ) 

(1.2) T ^ z ^ . . . ^ ) = K T ^ ^ z ^ . . . ^ ) ; ^ ) 

Convention de notations. 

Nous noterons x ^ n ^ toute suite f in ie ( x . 0 . . x ) c X ^ n \ avec l a 
i n — 

convention suivante : lorsque dans une même expression figurent l e s symbo

l e s x^ n ^ et x . , 0 i n, x^ est nécessairement l a ième composante de x ^ n \ 
/ k ) (n) 

De même s i k je n et x x et x figurent dans une même expression ceci in

diquera expressément que x ^ c ^ a pour coordonnées l e s k premières coordon

nées de x"n\ C 'est a ins i que l a formule (1.2) s ' é c r i t avec ces conventions : 

T ( k > ( z , x ( k ) ) = T ( T ^ C ^ x ^ h V -
2. Processus associé à un système de l i a i s o n s . 

Définition 1. (Processus a s soc i é ) . 

Si (Q*3f;P,(X ) , T J est un processus stochastique défini sur 

l ' espace probabil isé fondamental (Q s3e,P) ayant (Xsfè) pour espace de phase, 

nous dirons que ce processus est associé au système de l i a i sons 

{ M ) , ( Z 5 j ) , ( p n ) n p r 3 T } et d 'é tat i n i t i a l z s i : 

(2.1) V B e J â P[XX Ê BJ = P 0 ( z , B ) 

(2.2) \ / B e J ä , n e N * P[X €ï-. | X - . . X J = 
3 n ' 1 n*~l 

= p n _ 1 ( T ( n " l ) ( z ; X 1 . . X n _ 1 ) - , i j ) P . p . . 
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Proposition 1. (Le système pro jec t i f associe à un systène de l i a i s o n s ) . 

1) St роил tout z s Z at tout m s- H поил dí&-in¿ooon¿ ¿a рлоЬаЫ.-

Ittí лил (x^n\^nh au тоуш deó ¿ntíQAaleA Шл&г& : 

(2.3) V B ( n )

f Í n ) : 

Р Й ( В ( П ) )
 • / P n

( * ' t o l ) / P ^ ^ ^ V ^ / ... 

— ' Р п « 1 . 1 ( Т < 1 Ь " 1 ) ( 8 ^ ( 1 1 " 1 ) ) 1 а х а ) : 1 В ( п ) ' ( з с < П ) ) 

Le òyAtèmz {x^n\da\?^z) tòt un ¿y¿tem pAoje.ct¿& d'eApaczò pnabablllòtò 

dont la ¿Amito, рло jáctese. ex¿6-£e zt tòt dbòianlz рал ( X м $ ,P ) 
—* шэ z 

2} (p ) - eó¿ une <LLUix¿>iovi de ( z ^ ) dan¿ ( X й * ,3^*). 

3) Poot qu'an рлосеАоаб (п 9 3£Р э (X ) ^ 4 o ¿ £ abbocÁt au òy&tl-

me de tidiòonò € - { ( x » ^ » ) » ( z ^ ) , ( p n ) n c ( J 9 T i , avec z роил, e í a í ЫШа19 il 

úaut <¿t il òu^it que lo., òyòtbnn phojzctLl deó ptiobabilU&A conjointes fi

nido аооослЫ au р/юселбио <¿t l<¿ byòtomz pn^ojacZi^ {Х^п\з£п\?^) аббоЫА 

à с c o ^ e ¿ d e n ¿ . 

Démonstration* I o ) C'est une conséquence t r i v i a l e du théorème de 

Ionescu-Tulcea. 

2°) Puisque l e s (p ) sont des probabi l i tés de t r a n s i 

t ion , pour toute fonction f mesurable sur (X*S) et tout entier r> 1 T appl i 

cation z ' / p r (z* ,dx)f (x) est mesurable sur ( Z , z ) . En vertu de l a mesu-

r a b i l i t é de T* k* Inapplication : ( z 5 x ^ k ) ) ^ f Р ^ Л * ; х * к Ь iàx^^î(^1 

est mesurable sur (Z x Х ^ к \ | ® ^ к Ь . La formule (2.3) montre a l o r s , en 
(n) 

raisonnant par récurrence sur к = 1 в * .п э que pour tout В de l a forme : 
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(n) in) 
B = B N x . . , x B l ' app l i ca t ion z —7 P ( B , * . * . X B ) est 2-mesurable. 1 n m3z 1 n o 

Le f a i t qu ' e l l e soi t mesurable pour tout B ^ * J*>^n^ résul te a lors immédia

tement d'un principe classique de prolongement par mesurabilité 

3°) S i l e processus (Q 5 5f 5 P 9 (X ) ^ w ^ ) est associée au 

système de l i a i sons { ^ j ( P n ) n £ j j K a v e c Z P O U R é tat i n i t i a l 0 l a condition 

(2.2) exprime que P ^ ^ ^ ^ " 1 ^ 2 ^ ] / 0 o X

n i ^ 5 ) e s t 1 1 1 1 6 version régul ière de 

l a probabil i té conditionnelle p [ X n e B | X ^ . . . X j] • 0 n e n déduit immédia-

(n) 
tement que l a dis t r ibut ion conjointe P des var iables a léa to i res X^.<,.X n 

est donnée par l a formule (2.3) avec m = 0. 

Réciproquement, supposons que P^ n ^ « p ( n ) pour tout n. Alors : 
O j z 

P l ^ c B , . . . , X * B j « J P 0 U , d X ; L ) / . . / B p ( ^ - ^ ( z ^ 1 1 - ^ ) ; ^ ) 
1 2 n 

(n—l) (n- l ) 
so i t encore, en vertu de (2.3) et P = P : 

o , z 
V B N x . . . x B e c S ^ : PÍX, € B N , o * e s X c B ] = 1 n *~ 1 1* 5 n n** 

L P ( n " l ) ( d x . x . . . x d x - ) p 1 ( T ( n " 1 ( z ; x ( n , " 1 ) ) ; B ) 
1 n-1 

Cette éga l i t é exprime précisément que : 

P [ x n c B N j X 1 . . 0 X n J = p n ^ ( T ^ ^ z ^ " 1 ) - ^ ) F - p . s . 

D'où ( 2 . 2 ) . Comme (2.1) résul te de (?»3) pour n = 1, l a proposition es t dé

montrée • 

Coro l l a i r e . 

{ ( x , 5 ) , ( z , | ) , ( p n ) n € l J 9 T } ê&w* an ¿yit&ne, dz lùti&onà, v z e z 

¿ £ exXóte un pKocoAÁUÁ ¿tochaAtíquz (Q95?3P 9 ( x ) J unique a une êqui-
O 9 Z H H 

valence ptôô, aàAocM a et d'&tcut initiai z . 
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Définition 5o (Système de l i a i sons équivalents)* 

tf et ï?f sont di t équivalents s i l e processus stochastique canoni

que associé à < et i* sont identiques c 

Exemples. 

Soi t ( P n ) n g u r i e famille de probabi l i tés de t rans i t ions de ( X * $ ) 

dans (X,cB)o Soit T : ( X 9 X ) " — d é f i n i e par T(x,y) = y . Considérons l e s y s 

tème de l i a i sons {(X,5i) , ( X 3 S ) »(p n ) 9 T } 0 I I est évident que, s i l 'on consi

dère l e processus de Markov canonique i s su de z {Q9J?9P^^(X^)^ ^ ) défini 

par l a famille (p^) de t rans i t ions (p t rans i t ion entre l e s instants n et 

n + l ) , et i s su de z , l e processus associé à € n ' e s t autre que 

{ÇljSfj? , ( X ) M ^ ) . S i ^ e s t homogène l e processus est homogène. 

Z n n €T 17 

3« Processus des états d'un système de l i a i s o n s . 

Théorème 1. 

Soit un aLfifimz de JUcuUonà <€ = { ( x , S ) s ( Z ^ , g ) 9 ( p n ) n ^ W , T } 0 II <ixàa-

tz (ilyS), un pnoc2A6tti> de MafiJkov (n,5?,(P ) , (0 ) 5 ( Z ) „ , z & Z) à 5 ' ' 5 9 n 3 z n 9 n 5 n n é H ~ 

valdu/a dam ( , z 5 | ) , une. fonction altatol^d ( Œ * # » ( X N ) N T F Ï B + ) F & i/<x£eafcô dans 

(X^SS), tdU quz pouA tout z « Z £e pwdMhuA (Q^9P , ( X ),n € H*) toit 
— — o y z n 

OA&OCJ& à % d'état Initial z9 Iqa deux ptiocoAAuA X n e t Z n 2£an£ ftoXÀÂÂ 

paA : 
(3 -D Z N = ^ ( z ^ . M X J P Q j Z - p . s . 

Démonstration : Posons, pour s impl i f ie r l ' é c r i t u r e , Q = X; . et 

considérons pour tout m l e processus canonique associé à 
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<€* : ($Г,ДР , ( Х ) , п в H*) d 'é ta t i n i t i a l z . Posons : 

(3.2) fi = x z 5f = У ® ^ 

(3.3) = (ш,а) « П Z n(o)) = Т ( п ) ( г ; Х ( п ) ( ш ) ) 

(cf . Jba convention de notations en l . l ) 

(3.U) V m <: № z ^ Z P « P ® e 

— m9z m3z z 

(3o5) n e N , со = (w sz) 6 0 et 0^ désignant l 'opérateur de t rans-

la t ion canonique sur fi : 

в п(ш) = ( T ^ ^ z ^ ^ J ^ ^ ^ Î U ) ) , ^ ^ ) ) . 
(3.6) X (uí,z) = X (ш) et t r ibu engendrée par Х П , . . . Э Х , Z . . o o Z . 

n * n n & * 1 n 9 1 n 

Les re la t ions (3.2) à (3.6) définissent l e terme 

( П э 3 ? 5 ( р

п z ^ Ô n ^ Z n ^ n * W 3 z € ^ a ins i que l e processus 

(П,#,Р ,(X ) M J J , vé r i f i an t (3.1) en vertu de (3.3), (ЗЛ) et (3.6) c 

О э Z П П «= LV* 

Nous al lons montrer maintenant que l e premier de ces termes est un proces

sus de Markov. 
Montrons d'abord que pour tout n (P ) - est une diffusion de 

П э Z Z € ZJ 

( Z , | ) dans ( f i , ! ® . Pour tout F = F * Г, avec F * 5? et Г s ^ on a d'après 

( З Д ) : 
P (F) = l ( z ) . P ( F ) . 

D'où l a mesurabilité de l ' app l i ca t ion z —* P (F x Г) pour tout F в J F -
n 9 z 

et Г e z (d'après l a proposition 1> 2°)o Le principe de prolongement par 
mesurabilité déjà u t i l i s é prouve que z —^ P (F) est mesurable pour tout 

n} z 
F e 3( ф | . 

Montrons maintenant que l e s 0 sont bien des opérateurs de t rans-
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l a t ion de l a fonction a léa to i re (iï.JK(Z ) . , ) . On a pour tout u> = Cu,z) : 

d'après (3.3) et (3-5) (avec u = (îo,^)) : 

Z ( 0 > ) ) = T ( n ) ( T ( m ) ( z ; Í ( a . 0 , „ o . X m ( ( : ) ) ; X ( n )

 0 0 (Û>)) n m ± m m 

= T ( n ) (T < n i ) (z i x 1 (:) 1 . . .x i n (S) > . . .x m t i («), . . .x m + i i (S)) 

^ ' « ^ ^ . . . . . ^ f f l l . y . ) . 

Pour montrer maintenant que (i2,3r9(P ) 9(3? ) 9(Ô ) , (Z ) 5 n e W,ZéZ) 
* ' } n,z ' n " n n 9 5 — 

est un processus de Markov, nous prouvons que pour tout z Z, n * N et 

^-mesurable : 

< 3 ' T ) V ^ V l ^ = E n , Z V 5 n 

Pour tout A. € & et r € J [X. * A. , . . . f X i « A I x r * ^ i d L l 1* * n n' n; 

calculons , en remarquant que P est portée par S? x { z } f»t u t i l i s a n t (3.3)î 
0 5 Z r 

J l X - e A , , . . , X « A >r ^ ° Zn+1 d P o , z = 

1 1 1* ' n n J 

= / t x 1 , A 1 , . . x n < , g ^ I < , l t l , ^ < n + 1 , ' - o „ 

- «.<» / v . . * * » i ( n + 1 ) < - x < n + 1 ^ : i w 1 , . . % + 1 ) 
1 n 

(n) 

Comme en vertu de l a défini t ion du système p ro jec t i f (P Q z ) n e H 

(cfo en 2 c i -des sus ) , pour toute fonction $ sur X ^ n + 1 * 5^ n + 1 ^-mesurable 

on a : 

• / ? Ô ! î ( d x l x - - > " i x n ) ' P n

( T < n ) ( z ; x ( n ) ) ' a * n + l ) * ( x < D + I ) ) 

On a donc : 
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' [ X , c A . . . X e A ] x r T o Zn+1 d P -o ,z = 
L 1 1 n n J ' 

/ V . . * A n ^ < * V " * * V / I i l < » ( a , ( . , . l , , ) ) , d V l ) T 0 T < - « ( . ^ » 1 > ) 

S i donc nous posons : 

* ( z , x ( n ) ) = / p n ( ^ ( Z , x ( n ) ; d x n + 1 ) f o T ( n + l ) ( Z ; x ( n + l ) ) 

= / p n (^( 8 ,x C , n ) )j to n + 1 ) n T ^ f z ; ^ ^ ) 

compte tenu de l a re la t ion suivante, conséquence immédiate de ( 2 . 3 ) , (3.3) 

et (3.U) 

nous avons 

t U - x ( n > ) = E _<»), (n)<*<V> 
n 5T (z;x ' ) 

so i t 

^ [ X L 6 A 1 , , . X n * A j x r t f 0 Zn+1 d P o , z = 

ce qui compte tenu de (3«*0 s ' é c r i t : 

L 1 l 9 n n J * 

/ [ 3 L . A , , . . X « A ] * r E f ° V P (do,) 

Cette éga l i t é exprime précisément que 

E n ^ o Z ^ J * ) - E r ) ( f G Z ) o, z n+l n n, z 1 5 5 n 

so i t l a propriété de Markov. 
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Corol la i re o 

LoHAquz Id ¿y&t&nd dd liauon € QAt komogàid, Id pioceA¿u& de 

Ma/ikov (ft,3r,(P ) , ( 0 ) , (Z )) eó¿ komogmd (i.d. • P = P , et z ) . 
n,z n n n , z o,z 

1*. Un problème ergodique pour l e s systèmes homogènes. 

Un problème l imi te naturel pour un processus stochastique es t de 

savoir s i l e s dis t r ibut ions de dimension f in ie des var iables (X , . . . X . ) 
n ' n+m 

^convergent*vers une dis t r ibut ion l imi te lorsque n tends vers l f i n f i n i . 

(O £ 

Posons pour tout B e S*?^ ^ : 

Le problème précédent se formule : l a l imi te lim p ^ ( z , B ^ ) e x i s t e - t - e l l e 

pour tout £ et tout B u ; * J â u ' . 

S i nous considérons uniquement l e cas d'une chaine homogène et s i 

nous désignons par T l a fonction de t rans i t ion du processus de Markov asso

c i é , x ( z s r ) = P Û J Z [Z± * r ] = P ^ [ T í z ^ ) e r ] coït : 

(h.l) T ( Z , T ) * / l r (T(z;x)) p(z,dx) 

1 'opérateur associé à cet te fonction de t rans i t ion , opérant sur l e s fonc

tions mesurables bornés sur (Z,"^) : <f ~ ? x<f es t défini par : 

(U.2) x tfz) = / T ( z , d z ? ) <f(z') 

On vo i t facilement que s i F <z J? ( t r ibu engendrée par Z^.«#Z ) et s i on po

se f F ( z ) = P Q j Z ( F ) : 

( ^ 3 ) P o , z K1{F)1 = T° V z ) 
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et dans l e cas pa r t i cu l i e r où F = [ ( X ^ , . . . X ) ]« B ( *> so i t : 

VF(z) = p (

£

o ) ( z , B U ) ) et donc p ^ n ) ( z , B U ) ) = T N y z ) , 

l e problème l imi te que nous avons posé plus haut apparait donc à certains 

égards comme un cas pa r t i cu l i e r du problème suivant : dans quelles condi

t ions l a l imi te lim x n f ( z ) ex i s t e - t~e l l e ? 

n->"° 

I l s ' a g i t d'un problème ergodique fort typique. I l y a des r é su l 

t a t s généraux a l l an t dans ce sens (voir par exemple : J. Neveu [6],^cablin 

[1] et [ 2 ] ) . 
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